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L'intention  primitive  de  I'auteur  6tait  de  ne  mettre  dans  ce  livre 
que  ce  dont  il  avail  besoin  pour  se  guider  dans  les  lemons  qu'il  pro- 
fesse  a  TEcole  polytechnique  de  Carlsruhc.  Mais  bientfit  il  sentit  telle- 
ment  la  n6cessit6  de  fonder  sur  une  base  solide  les  recherches  dont  les 
resultats  servent  aux  applications  techniques,  qu'il  se  d^termina  a 
entreprendre  la  redaction  d'un  traits  de  la  theorie  de  r61asticil6  qui, 
autant  que  cela  6tait  possible  dans  une  6tendue  mod^r^e,  pr^sentdt 
\m  sjst&me  complet  des  principes  et  des  usages  de  cette  th6orie  :  tra- 
id  ievenu   possible  aujourd'hui,  grSce  aux  belles  recherches  de 
XV.  iLirchhoff  et  de  Saint-Venant.  II  fallait  assur^ment,  pour  cela, 
tniier  bri^vement  bien  des  points,  mais  il  convenait,  avant  tout, 
f  exposer  en  detail  ce  qui  est  desirable  pour  une  connaissance  suffi- 
sanle  de  cette  branche  nouvelle  de  la  science.  Ainsi,  pour  tout  ce  qui 
r^rde  les  transformations  analytiques  que  M.  Lam6  a  enseignS  a 
op^rer  avec  une  si  grande  ^16gance  sur  les  Equations  fondamentales  de 
{'elasticity,  il  fallait  renvoyer  a  Touvrage  si  connu  et  si  r6pandu  de  cet 
illustre  savant.  II  fallait  aussi  exclure  toutcs  les  int^ressantes  recher- 
ches sur  la  th6orie  de  la  lumi^re  qui  occupent  dans  son  livre  une 
etendue  notable,  et  qu'il  sera  peut-dtre  donn6  un  jour  a  I'auteur  de 
trailer  dans  un  ouvrage  special  (*). 

Au  contraire,  les  travaux  de  M.  de  Saint-Yenant,  sur  des  tiges  dont 
la  section  a  des  dimensions  finies,  paraissent  de  nature  a  6tre  exposes 


(')  Clebscb  n'a  malheureusemeDt  pas  eu  le  temps  de  r^aliser  son  projet.  On  peut  voir,  au 
reste,  pour  une  analyse  et  un  jugement  de  ce  qui  a  M  6crit,  sur  ce  sujet,  par  Lamd,  Cauchy, 
H.  Bouasinesq,  etc.,  un  article :  Sur  les  diffifrerUe$  manitret  de  presenter  la  thiorie  des  onde* 
lumineuses,  que  j'ai  publi6  aux  Annalet  de  Ch.  et  dePhys.,  4*  s^rie,  t.  XXY,  1872,  page  355. 
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d'unc  fa^on  d6taill6e,  d*aulant  plus  qu*ils  se  rattachcnt  h  ceux  do 
M.  KirchhofT  sur  dcs  tiges  extrdmement  minces,  en  sortc  qu*il  en 
r^sulte  une  transition  naturelle  entre  la  thtorie  la  plus  rigoureuse 
et  les  formulas  usuelles  des  applications  ('). 

Parall^lement  a  ces  recherches,  qui  ne  sont  qu'en  partie  nouvelles, 
on  en  trouvera  d'autres  presque  enti6rement  neuves  qui  peuventcon- 
duire  k  une  classc  d  applications  pen  tent6cs  jusqu*ici.  De  m6me  que 
Ton  consid^re  des  tiges  avec  dcs  dimensions  transversales  d*abord 
arbitraires,  puis  supposies  tr6s  pefites,  il  y  a  lieu  de  trailer  ce  qui  est 
relatif  k  des  plaques  auxquelles  on  attribue  d*abord  une  epaisseur 
finie,  et  ensuite  une  epaisseur  tr6s  petite  (infiniment  petite).  On  arrive 
ainsi  k  des  r^sultats  qui  comprennent  ceux  de  la  c616bre  th^orie  de 
M.  KirchhofT  sur  les  figures  sonores  {Klangfiguren),  et  qui  paraissent 
susceptiblesd^applications  varices,  quoiqu'a  la  \6rii&  mon  livre,  bien 
que  fort  accru  par  Ift,  n'offre  souvent  k  cet  ^gard  que  de  simples  indi 
cations.  Ces  indications,  surdessujets  d*un  pareil  int^r^t,  serontje 
respire,  favorablement  accueillies. 

On  ne  pent  ^videmment  pas  s'attendre  ivoir  traiter  des  probldmes 
de  cetle  nature  sans  voir  exposer  en  m£me  temps  les  moyens  de 
solution  tirte  du  calcul  integral.   Je    me  suis  ^orcii  de  limiter 
autant  que  possible  de  pareilles  expositions,  et  de  ne  point  aborder 
les  cas  et  les  probl6mes  qui  ne  peuvent  T^tre  que  par  T^tude  des  par- 
ties  les  plus  61ev6esdece  calcul.  On  estaid6  enccla  par  une  particu- 
larity qui  se  rencontre  g6n(^ralement  dans  les  sujets  physico-math^ 
matiques.  Dans  les  recherchcs  y  relatives,  les  diflicull^s  g^om^triques 
sont  tellement  simpIifiSes  par  les  considerations  qui  ressortent  de  la 
nature  m^me  du  sujet,  quele  lecteur  et  T^tudiant  peuvent  marcher  k 
raise  dans  I'c^lude  de  probl^mes  dont  les  difficult^s,  pour  6tre  sur- 
roont6es  d'une  mani^re  purement  math^matique,  rt^clameraient  les 
cflbrts  les  plus  exti6mes.  Bien  plus,  dans  Tc^tude  de  la  branchedont 
nous  nous  occupons,  si  Ton  n'a  en  vue  que  Tinterfit  physique,  la  con- 
naissance  des  theories  math^matiques  qui  s'y  rapporlent  n'est  pas 


(*)  Ces  considerations  se  trouvent  compl^lto  et  g^n^ralis^es  dans  deux  m^moires  :  £iud& 
nouvellegur  V^quilibre  et  U  mouvement  deacarp$  solide$  ^laatiqueg  dent  ceriainet  dinten^ 
f  tOfi«  $ofU  trt$  petiiet  par  rapport  A  d'autre$ :  1*  Tiget,  2*  Plagues,  pr^sent^s  k  TAcad^ie 
par  M.  Boiissinesq  le  3  et  le  10  aTril1871  (Comptes  rendus,  t.  LXXU.p.  407,  449)  ct  ins^r^ 
au  Journal  des  Math^^matiques  de  SI.  Liouville,  la  mdine  ann^,  t.  XVI,  p.  125  et  241,  avec 
des  CamplAnenii,  m4me  Journal^  1^70,  p.  105  et  520. 
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absolucnent  n^cessairc  ni  m£me  sp6cialement  utile.  Je  citerai  seule- 
menl  comme  cxemple  lath^orie  des  Equations  aux  d6riv^es  partielles 
que  Ton  ne  pourrait  pas  facilement  mettre  en  usage  dans  les  applica- 
tions (*). 

Esp6rons  que  le  temps  approche  ou  Ton  cessera  de  reculer  d'effroi 
devant  i'^tude  de  la  physique  math^niatique  k  cause  des  difiicult^s 
imaginaires  dont  on  Ta  h6riss6e.  Lorsqu'on  en  sera  venu  la,  on 
reconnaitra  sans  doute  que  ces  etudes  physiques  constituent,  pour 
le  math^maticien  lui-m£me,  poss^dant  les  616menls  de  la  science, 
rinlroduction  la  plus  convenable  pour  les  parlies  sup6t-ieures  qui, 
attaquees  imm6diatement  et  abstractivement,  paraissent  souvent  aussi 
etranges  qu*obscures;  mais  qui,  rev6tues  d'applications  physiques 
comme  d*un  riche  ctagreable  vdlcment,  \iennent  au-devant  de  nous 
comme  r^concilites  avec  notrc  intelligence  et  semblent  nous  inviler  a 
des  decouvertes  plus  avancees. 

U  ne  me  reste  qu'a  r^clamer  pour  mon  livre  la  bienveiilante  indul- 
gence des  mathemaliciens,  des  physiciens,  ct  de  tons  les  hommcs  de 
TArt  qui  ont  a  coeur  de  jeter  un  coup  d'cBil  plus  profond  sur  la  nature 
des  operations  qu'ils  ex6cutent. 

Carlsruhe,  le  30  septembre  1862. 

A.  CLEBSCII. 


(*)  Ces  observations  de  I'auteurme  paraissent  dtre  le  resuUat  d'une  illusion  ei  se  trouver 
cootredites  par  la  suite  de  son  livre.  11  est  impossible,  sans  I'usagc  des  precedes  d'int^gra- 
fion  d*6ciuattons  aux  d^rivtes  partielles,  par  des  series  de  sinus  tant  circulaires  qu'byper- 
boUques,  de  determiner,  par  exemple,  la  torsion  d'une  prime  k  base  rectangle,  ou  les  vibra- 
tions d'une  tige  heurt^  transversalement;  et  ces  precede  analyliques,  conveuablement 
eipdsiSf  peuvent  dtrer^duits  6  quelque  chose  de  simple  et  d'une  pratique  facile. 


AVERTISSEMMT  DES  TRADUCTEURS 


Clebsch,  comme  on  sail,  ne  k  Koenigsberg  le  19  Janvier  1833,  est  mort, 
g^n^ralement  regrett^,  k  Gottingue  le  7  novembre  1872,  ou  dans  sa  qua- 
ranti^me  ann^e.  Diverses  notices  ont  paru  sur  sa  vie  si  courte  et  si  bien 
remplie,  une,  entre  autres,  en  une  brochure  de  1873»  publiee  k  Leipsig 
sous  le  litre  Alfred  Clebsch,  Vermch,..  Essai  d*une  exposition  et  d*une  appre- 
ciation de  ses  oeuvres  scientifiques,  par  un  de  ses  amis,  et  aussi  Zum  An- 
denken...  A  la  m^moirede  R.  Fr.  A.  Clebsch. 

Son  livre,  dont  nous  donnons  la  traduction,  a  et^  ^dit^  en  septembre 
1862,  lorsqu'il  ^tait  kg^  de  vingt-neuf  ans ,  apr^s  un  Cours  profess^  en 
1861  k  Carlsruhe.  II  ofTre  toujours  un  grand  et  actuel  int^r^t.  Mais,  quel- 
ques  travaux  dont  il  n'a  pas  eu  connaissance  avaient  et6  faits  sur  le  m^me 
sujet;  d*autres,  plus  nombreux,  ont  paru  depuis,  la  plupart  en  de  courts 
extraits ;  et  la  reaction  ult^rieure  de  quelques-uns  encore  inedits  a  donn6 
ouverture  k  des  id^es  nouvelles. 

Nous  avons  done  cru  devoir  accorapagner  notre  publication  de  Notes 
nombreuses  et  ^tendues,  dont  quelques-unes  forment  des  sortes  de  traites 
sur  plusieurs  points,  dont  on  sentira,  nous  le  croyons,  Timportance. 

Parlous  d*aI)ord  d'un  changeraent  op^ri  dans  un  grand  norabre  de  for- 
mules  aiin  de  les  rendre  applicables  aux  soiides  tels  qu*ils  sont  presque 
tous. 

Les  formules  du  livre  de  Clebsch  n*ont  6t6  dress^es  (excepts  au  §  11) 
comme  sont  celles  de  Navier,  Lam6,  Poisson,  etc.,  que  pour  les  corps  dont 
la  mati^re  est  completement  isotrope  ou  d'egale  contexture  et  d*6gale  ^lasti- 
cite  dans  tous  les  sens  autour  de  chaque  point. 

Cette  sorle  de  contexture  n'existe  presque  jamais. 

Si,  en  effet,  dans  les  corps  prismatiques^  employes  comme  mat^riaux  de 
construction,  Ton  peul  assez  ordinairement  supposer  T^l^sticit^  sensible- 
ment  egale  suivant  les  divers  sens  transversaux,  ou,  au  moins,  ne  faire  en- 
trer  dans  les  calculs,  pour  ces  sens,  qu*une  elasticity  et  une  resistance 
moyennes,  ii  n\'n  est  nuiiemcnt  de  m^mc  pour  le  sens  de  la  longueur;  car. 
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dans  les  bois,  diverses  experiences  ont  fait  reconnattre  que  le  coeilRcient  ou 
module  d*eiasticit6  d'extension  designe  par  £  ^tait  jusqu*^  vingt  fois  et 
m^me  cinquante  fois  plus  grand  pour  les  fibres  longitudinales,  que  pour 
de  petits  prismes  tailles  transversalement;  et  ii  doit  y  avoir,  pour  les  fers 
forges  ou  lamin^s,  et  m^me  fondus,  des  differences  analogues  et  sensibles 
quoique  bien  moins  grandes. 

Les  formules  de  Clebsch ,  pour  avoir  quelque  utility ,  avaient  done  besoin 
qu*on  les  modiilAt. 
C*est  ce  que  nous  avons  fait. 

Cette  generalisation  ne  les  a  pas  rendues  plus  conipliquees.  II  nous  a  suffi, 
pour  les  formules  d'extension,  flexion  et  torsion  des  tigcij  de  laisser  tout  k 
fait  ind^pendants  les  uns  des  autres  le  module  E  d'extension  longitudinale, 
le  module  6  de  glissement  ou  de  torsion,  et  la  fraction  9  d^signant  le  rap- 
port de  la  contraction  transversale  k  la  dilatation  longitudinale  qui  Ten- 
gendre,  sans  supposer,  avec  Clebsch,  ces  trois  quantit^s  li^es  par  la  rela* 

E 
tion  G  =  ^T| r  qu'il  d^montre,  k  la  fin  du  §  3,  pour  les  corps  comple- 

tement  isotropes. 

Nous  avons  done  pu  simplemeni,  en  ce  qui  concerne  les  liges,  ou  jus* 

E  F 

qu*au  g  38,  mettre  2G  \k  ou  Clebsch  mettait  j-— ,  et  7^  \k  ou  il  metUit 

(1+9  pour  obtenir  la  generalisation  desiree. 

Pour  les  plaques,  qui  ont  ordinairement  aussi  une  elasticity  difterente 
dans  le  sens  de  leur  epaisseur,  et  dans  les  sens  paralieies  k  leurs  bases,  il  a 
fallu  une  modification  d*une  autre  sorte.  Nous  Tavons  fondle  sur  les  for- 
mules (9),  page  76,  de  la  Note  du  §  16,  des  six  composantes  des  pressions 
ou  plut6t  tensions  dans  Tinierieur  des  solides  qui  sont  heteratropes^  mais  ou 
il  se  trouve  assez  g^neralement  trois  plans  rectangulaires  de  symetrie  de 
contexture.  II  nous  a  fallu,  pour  modifier  en  consequence  et  facilement  les 
solutions  donnees  par  Clebsch  des  probiemes  sur  les  plaques  d'epaisseur 
quelconque  (gg  39  k  46),  nous  bomer  au  cas  ordinaire  [rormule'(A),  p.  77,  de 
la  roeme  Note  dug  16]  ou  leur  elasticitepeuietre  regardee  comme  la  memo 
dans  les  divers  sens  paralleles  aux  bases,  mais  aussi  differente  qu'on  veut 
dans  le  sens  de  Tepaisseur.  Les  formules  ne  different  guere  alors  de  celles 
de  Clebsch  qu'en  ce  qu'il  y  a  lieu  d'accentuer  E  et  9,  c'est-^-dire  au  lieu  du 
module  E  relatif  k  tous  les  sens  et  de  la  fraction  9  dont  nous  venons  de 
parler,  de  mettre  E'  =  E^  =  E^,  module  d*eiasticite  des  sens  perpendicu- 
laires  k  celui  z  de  Tepaisseur,  ou  module  d*extension  de  bandes  taillees 
dans  la  plaque  suivant  les  sens  .r,  y^  ou  d*autres  paralleles  k  ses  bases,  avec 
9'  =  9^y  =  9yj.,  en  y  joignant  quelquefois  9"=9«  =  9y,  (Note  du  g  10, 
p.  80,  80)  rapports  respcctifs,  aux  extensions  qu'on  ferait  subir  k  ces 
bandes  dans  le  sens  a;  ou  y  de  leur  longueur,  des  contractions  qu*en  memo 
temps  cllcs  eprouveraient  dans  le  sens  y  ou  x  de  l'auli*e  dimonsiou  parallele 
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aiix  faces  de  ia  plaque,  et  dans  le  sens  z  de  son  ^paisscur;  ou  bicii  encore, 
et  ce  que  nous  pref^rons  presque  toujours,  ainsi  que  nous  Tavons  indique 
comme  variante  aux  g   39,  40,  44,    45,  et  employ^  exclusivemeni  dans 

(f\                      2f 
i ),  9'  par  1 ,  el9' 

2f  d' 
quand  il  y  a  lieu ,  par » f  ^tantle  coefficient  de  ixy  =  fga^*  a^  un  module 


a^  c 


special  d*elasticit6  relatif  aux  plaques  (note  du  §  16,  p.  83)  qui  est  assez 

16 
souvent  les  t^  du  module  E',  et  d',  c  deux  autres  des  parametres  des  for- 

mules  (9),  (h)  de  la  mSme  Note  du  §  16. 

Nous  avons  m^me  pu.  pour  les  plaques  minces,  modifier  ou  etablir  la 
plupart  des  formules  (2^  partie  g  64  tli  81  et  Note  du  g  73)  pour  le  cas  d*une 
elasticite  in^gale  dans  les  trois  sens  de  sym^trie. 

Nous  n*avons  pas  besoin  de  motiver  ici  les  autres  modifications  de  detail 
apportees  a  la  redaction  de  Clebsch  et  qui,  bien  ^ue  quelques-unes  embras- 
sent  des  pages  enti^res  dans  une  vue  d*6claircissement,  auraient  certaine- 
inent  ^te  approuvies  de  cet  Eminent  professeur,  comme  nous  pourons  le 
juger  par  des  lettres  que  nous  avons  eu  le  bonheur  de  recevoir  de  lui,  et  que 
nous  avons  sous  les  yeux,  ou  il  nous  exprimait,  avec  son  assentiment  k 
noire  oeuvre,  son  contentement  de  ce  que  nous  avions  Tintention  de  faire 
connaitre  son  livre  en  France.  Nous  avons  aussi  chang6  quelques  notations 
pour  les  mettre  en  rapport  avec  celles  de  notre  pays  ou  de  TAngleterre, 
ou  pour  ^viter  des  confusions.  Nous  avons,  par  de  nombreux  renvois, 
donne  diverses  explications. 

Blais  disons  quelques  mots  de  nos  grandes  Notes  ou  additions. 

Dans  celles  de  la  fin  du  §  11  et  surtout  du  §  16,  nous  avons  discut^ 
d*abord,  le  plus  clairement  que  nous  avons  pu,  un  point  fortement  contro- 
verse,  la  raison  ou  Texplication  de  la  forme  lin^aire  des  expressions  les 
plus  gen^rales  des  six  composantes  des  tensions  en  fonctiou  des  six  defor- 
mations eiementaires  d,  g,  mais  principalement  le  nombre  de  leurs  coeffi- 
cients distincts  ou  in^gaux,  nombre  qui  est  de  21  suivant  Green,  et  de  15 
seulement  (d*oii  un  seul  et  non  deux  quand  il  y  a  isotropie)  d*apres  la  loi  que 
chaque  action  entre  deux  points  mat^riels  depend  de  la  seule  distance  ou  elle 
s*exerce  (n<"  6,  7,  8,  9  de  la  Note  du  g  16).  Apr^s  ces  raisonnements  et  re- 
serves, faisant  k  Topinion  contrairc  une  concession  sans  danger,  rendue 
transparente  par  des  accents  dont  la  simple  suppression  suffit  pour  rentrer 
dans  la  n6tre,  nous  donnons  les  formules  de  composantes  de  tension  pour 
les  divers  cas  de  sym^trie  de  contexture  et  d'isotropie  partielle  ou  totale,  et 
diverses  consequences  de  ces  formules  quant  aux  expressions  des  modules 
d^eiasticite  E  des  prismes  failles  dans  le  corps,  ou  aux  rapports  9,  etc. 

b 
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Mais  pour  les  corps  non  crislallins  et  en  mdmc  temps  non  isotropes,  il 
doit  y  avoir,  entre  les  coefficients  des  formules  des  tensions,  des  relations 
telles  que  les  rapports  de  celles-ci  aux  dilatations  ne  varient  que  d*une  ma- 
nidre  continue  ct  simple ,  quand  on  passe  d*une  direction  k  une  autre.  La 
recherche  de  pareilles  relations,  en  s'aidant  du  peu  de  faits  jusqu*ici  posse- 
d^,  et  de  suppositions  naturelles,  occupe  toute  la  seconde  partie,  n""*  17  a 
25  de  la  m^me  Note,  que  nous  terminons  en  proposant,  pour  ces  sortes  de 
corps  comprenant  tous  ceux  que  nous  employons  comme  mat6riaux  de  nos 
constructions,  des  formules  plausibles  et  bonnes  k  employer  en  attendant 
que  des  experiences  desirables  de  mcsura^e  des  cocflficients,  dont  la  m^me 
Note  indique  le  mode,  aient  donne  plus  de  lumi^res. 

La  Note  du  g  22  |et  surtoiit  celle  du  g  28  justifient  par  des  faits,  ct  aussi 
par  des  raisonnements  ainsi  que  par  une  analyse  de  H.  Boussinesq  basee 
bimplement  sur  la  nature  particuli^re  des  solides  allonges  appeles  tiyes,  la 
supposition  (tj-j:,  „y, j.^  =  0  approximativement)  sur  laquelle  on  fonde  I'etablis- 
sement  des  formules  de  leurs  extensions,  flexions  et  torsions.  Celle  du  g  28 
expose  les  raisons  d*employer  ces  formules  avec  conflance,  ni^me  lorsque  les 
forces  appliqu^es  aux  tiges  ne  sont  pas  distributes  ou  appliqu6es  aux  extre- 
mites  de  la  mani^re  qu*exigent  ces  formules  pour  donner  des  r^sultats  tout 
k  fait  exacts. 

Colle  du  g  51  donne  la  th^orie  de  la  torsion  des  prismes  ou  cylindres  u 
base  quelconque  cu  egard  au  gauchissement  qu*eprouventnecessaircment  les 
sections  non  circulaires  pour  rester  normales  aux  aretes  lat^rales  devenues 
des  helices;  ce  qui  fait  que  le  moment  de  torsion  est  toi^ours  moindre  que 
ce  qui  resultait  d*une  theorie  supposant  que  les  sections  restent  planes. 
On  y  donne  comme  exemple  le  calcul  en  s^rie  transcendante,  pour  un 
prisme  k  base  rectangle,  des  ordonn^es  de  la  section  devenue  courbe, 
ainsi  que  la  formule  du  moment  de  torsion.  Celle  de  Cauchy,  de  1829, 
n'y  est  conforme  que  dans  le  cas  ou  un  c6te  du  rectangle  est  extreme- 
ment  petit  par  rapport  k  Tautre;  cas  ou  le  plan  de  la  section  devient  un 
paraboloide  hyperbolique,  comme  quand  son  contour  est  une  ellipse,  etc. 
On  doime  fmalement  une  formule  du  moment  de  torsion,  exactc  pour 
un  cylindre  elliptique,  et  qu'on  a  reconnue  numeriquemcnt  donner  une 
suflGsante  approximation  pour  toutes  les  autres  formes  de  section  pour  les- 
quelles  ce  moment  a  ii^  calcuie. 

Celle  du  g  37  donne,  en  la  generalisant  d*une  maniere  nouvclle,  apn^s  en 
avoir  discute  le  principe,  retablissement  des  conditions  de  stability  de  la 
cohesion,  ou  de  resistance  pcrmanente  k  la  rupture,  mOme  eloignee,  des  so- 
lides d*une  contexture  quelconque;  conditions  qui  revienncnt  k  imposer  une 
limite,  censee  fournie  par  Tobservotion,  k  la  plus  grande  des  dilatations, 
si  le  corps  est  isotropc,  et,  s*il  ne  lest  pas,  u  la  dilatation  dont  le  quotient. 
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par  la  limite  particuliire  k  sa  direction,  est  le  plus  grand  possible.  Ce  qtio- 
tient  maximum  est  foumi  par  une  Equation  du  troisi^me  degr^,  de  compo- 
sition analogue  h  T^quation  connue  qui  foumil  la  dilatation  maximum.  EUe 
se  r6duit  le  plus  ordinairement  au  second  degr^.  On  donne  les  r^sultats 
vari^  de  Tapplication  de  cette  m^thode  d*abord  aux  exemples  simples,  puis 
k  des  exemples  complexes  ou  il  y  a  en  m^me  temps  extension  ou  compres- 
sion, glissementy  flexion  et  torsion. 

Dans  la  Note  finale  du  g  45  se  trouvent  rSsolus,  d*une  maniSre  nouvelle  et 
rigoureuse,  des  probl^mes  de  flexion  de  plaques  d'^paisseur  quelconquequi, 
si  on  les  suppose  plac^es  horizontalement,  sont  sollicit^es  au  contour  par  des 
forces  horizontales  faisant  couples  et  par  des  forces  verticales  faisant  efforts 
tranchants.  Ce  mode  de  solution  s*applique  surtout  aux  plaques  circulaires 
sym^triquement  sollicit^es;  et  on  obtient  ainsi,  pour  une  plaque  6paisse, 
sans  aucune  suppression  de  termes,  les  m^mes  Equations  du  feuillet  moyen 
et  les  m6mes  fl^ches  centrales,  pour  les  cas  d'encastrement  et  de  simple 
pose  autour,  qui  ont  Hh  tiroes  par  Poisson  de  T^quation  de  Lagrange  dont 
r^tablissement  et  I'usage  se  fondent  sur  de  pareilles  suppressions,  pos- 
sibles seulement  quand  la  plaque  est  mince.  On  erabrasse  le  cas  oh  la  pla- 
que serait  appuy^e  sur  un  ou  plusieurs  cercles  fixes  de  rayon  moindre  que 
celui  de  son  contour;  et,  quand  il  ne  s'agit  d'avoir  que  la  fl^che  centrale, 
la  solution  pent  6tre  obtenue  pour  un  mode  quelconque,  continu  ou  dis- 
continu,  sym^trique  ou  non,  de  repartition  des  charges  sur  la  surface  de  la 
plaque. 

A  la  fin  du  §  46  qui  termine  la  premiere  partie  de  Touvrage,  nous  avons 
introduit  une  Note  que  M.  Boussinesq  a  bien  voulu  r^diger  k  notre  demande, 
et  ou  il  traite  de  T^quilibre  des  corps  ^lastiques  de  grandes  dimensions, 
sollicit^s  par  des  forces  appliqu^es  sur  une  petite  partie  de  leur  surface 
ou  en  un  point  int^rieur.  Les  probl^mes  r^solus  par  lui  concernent  la 
resistance  et  la  deformation  d*un  sol  eiastique  horizontal,  de  longueur, 
largeur  et  profondeur  indefinies,  k  la  surface  duquel  s*exercent  des  pres- 
sions  tantdt  connues,  tant6t  rSparties  de  mani^re  k  faire  prendre  k  leur 
region  d'application  une  forme  (plane  ou  courbe)  donnee,  ce  qui  revient 
k  considerer  Teffet  produit  sur  un  corps  eiastique  par  des  forces  appli- 
quees  k  une  petite  partie  de  sa  surface,  et  le  mode  de  transmission,  k 
son  interieur,  des  actions  ainsi  exercees,  lorsqu'on  se  borne  k  etudier  la 
region  directement  atteinte,  avec  son  voisinage.  Un  autre  probieme  est  celui 
des  deplacements  que  fait  naitre,  dans  un  solide,  autour  de  son  point  d'ap- 
plication,  une  force  exterieure  venant  s*exercer  au  dedans  de  ce  corps,  assez 
loin  de  la  surface  pour  que  c^lle-ci  n'en  ressente  pas  Tinfluence.  Les  solu- 
tions ainsi  donnees,  bien  propres  k  mettre  en  vue  la  maniere  dont  se  repar- 
tissent  et  se  moderent  les  eObrts  transmis  d*une  partie  d*un  corps  eiastique 
aux  parties  voisines,  sont  d*une  forme  extremement  simple,  fecondes  en 
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consequences ;  et  elles  r^v^lent  Tusage  que  l*on  pent  faire,  dans  la  th^o^ 
rie  de  I'^lasticil^,  des  potentiels  connus  d^attractiun  Newtonienne  et  surtout 
d*un  polenliel  nouveau  dit  logarithniique  h  trois  variables. 

La  grande  Note  finale  du  g  61  est  comme  un  Traits  ^tendu,  quoique  suc- 
cinctement  presente,  de  ce  que  Poncelet  a  appel6  la  resistance  vive  et  Young, 
la  resilience  des  pieces  solides,  suppos^es*  ici,  recevoir  transversalement  ou 
un  choc»  ou  une  impulsion  graduelle  et  tranquille,  et  vibrer  ensuite  avec  le 
corps  qui  les  a  mises  en  mouvement,  ce  qui  exige  une  tout  autre  analyse  que 
quand  la  pi6ce  ^lastique  vibre  seule.  Les  solutions  obtenues  sont  en  series 
de  sinus  tant  circulaires  qu*hyperboliques  dont  les  arcs  ont  pour  multipli* 
cateurs  les  racines,  en  nombre  infini,  d'equations  transcendantes.  On  donne 
deux  formules  g^n^rales  pour  les  coefficients  de  sinus  et  de  cosinus  desti- 
nes k  satisfaire  aux  conditions  initiales,  et  un  moyen  d*en  calculer,  sans 
integration,  les  denominateurs.  Le  premier  terrae  de  ces  series,  en  le  d^ve- 
loppant  algebriquement,  foumit  non  seulement  cette  prenii^re  approxima- 
tion ou,  avec  Toung  et  Poncelet,  Ton  neglige  I'inertie  de  la  piece  heurtee, 
mais  aussi  une  seconde  approximation,  d*une  forme  nouvelle  et  presque 
aussi  simple,  qui  en  tient  compte  et  donne,  pour  les  fieches  dynamiques, 
des  valeurs  presque  aussi  exactes  que  la  formule  complete  el  rigoureuse. 
Et  cette  seconde  et  suffisanle  appioximation  pent  etre  obtenue  directement 
d'une  maniere  eiementaire  susceptible  d*eire  enseignee  partout;  singularite 
curieuse  et  heureuse,  dont  Texplication  a  ete,  sur  notre  invitation,  Tobjet 
d'un  memoire  de  M.  Boussinesq  ou  se  trouvent  embrasses  des  systemes  quel' 
conques  de  barres  eiastiques  et  de  corps  heui  tants*  ou  entraines  dans  leurs 
vibrations.  Cette  meme  grande  Note  contient  un  examen  de  Temploi,  pour 
des  systemes  flexibles  et  k  points  fixes,  du  theoreme  de  perte  de  forces  vives 
applique  jusqu*ici  aux  seuls  corps  sans  eiasticite  et  libres  ou  pivotants;  et, 
aussi,  Texamen  de  Tapplication  k  ces  memes  systemes  du  principe  des 
vitesses  virtuelles  pour  des  quantites  de  mouvement  finies.  Mais  le  calcul 
des  plus  grandes  courhures  prises  et,  par  consequent,  Tetablissement  exact 
des  conditions  de  resistance  parait,  jusqu^ici,  ne  pouvoir  etre  convenable- 
ment  fait  qu*au  moyen  des  solutions  nouvelles  et  transcendantes,  ou  en 
calculant  tant  numeriquement  que  grapbiquement  plusieurs  termes  des 
series. 

La  Note  se  termine  par  des  comparaisons  aux  experiences  faites  en  Angle- 
terre  sur  des  chocs  de  barres,  et  aussi,  par  la  solution  des  probiemes  de  la 
charge  en  mouvement,  telle  qu*une  locomotive  et  un  train,  avec  mise  en 
compte  nouvelle,  dans  le  resultat  final,  de  Tinertie  des  poutres  sur  les- 
quelles  la  charge  route. 

Enfln,  la  Note  du  g  75,  sur  les  plaques  minces  de  toutc  forme,  donne  un 
etablissement  direct  et  simple,  jusqu*ici  desire,  des  equations  indefinies  de 
li»ur  equilihre,  surtout  de  cellc  de  quatrieme  ordre,  en  lo  fondant  sur  des 
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relations  qui  sont  les  consequences  naturelles,  suffisamment'  approch^es, 
taut  cm^matiques  que  statiques^  de  la  forme  m^me  de  ces  corps  aplalis,  ou 
qui  sont  comme  T^nonc^  analytique  de  la  question  quileur  est  relative;  et, 
cela,  sans  rccotirir  ill  la  m^thode  de  leur  partagc  en  elements  ayant  leurs 
coordonn^es  particuliSres  et  mobiles,  qu'il  faut  ensuite  unir  par  dos  condi- 
tions de  raccordement  d^licatcs;  m^thode   ing^nieuse  mais  compliqu^e, 
donnant  lieu  k  des  obscurit^s  et  paraissant  comporter  Tannulation,  de  prime 
abord,  des  glissements  qui  constituent  les  elTorts  tranchants.  Les  conditions 
definiei  ou  au  contour  sont  celles  de  T^minent  M.  KirchhofT,  au  nombre  de 
quatre,  vu  la  fusion  en  une  seule,  tr^s  remarquablement  op^r^e  par  lui,  de 
deux  des  conditions  de  Poisson.  Hais  nous  op^rons  cette  rMuction  ou  fusion, 
sans  recourir  au  calcul  des  variations,  en  changeant  simplemcnt,  comme 
M.  Boussincsq  a  eu  Tid^e  de  faire»  chaque  couple  dit  de  torsion,  en  un 
couple  slatiquement  equivalent  et  autrement  tournS,  ce  qui  est  perniis 
quand  la  plaque  est  mince  et  pent  s*operer  sans  annulation  des  glissements, 
ainsi  que  le  prouve  une  analyse  donn6e  en  sous-note  et  de  laquelle  il  r^sulte 
quele  changement  ainsi  op^r^  n'entrafne  que  la  suppression  de  quantit^s  de 
Tordre  de  celles  que  d^j^  on  est  forc^  de  n^gliger;  details  utiles  et  qui 
paraissent  devoir  mettre  fin  k  une  pol^mique  soutenue  en  1878.  La  mSme 
Note  examine  et  discute  des  m^thodes  de  Poisson  et  Cauchy  auxquelles  on 
a  renonc^.  Elle  se  termine  en  rapportant,  avec  quelques  modifications  et 
des  explications  n^cessaires  pour  faire  cesser  un  paradoxe,  les  admirables 
solutions,  k  peu  pr^s  in^dites,  donn^es  par  Navier  en  1 820  (ou  avant  qu'il  eiit 
invents  ce  qu*on  appelle  aujourd*hui  la  th^orie  de  r^lasticitS),  du  probltoie 
de  r&quilibre  et  de  la  resistance  des  plaques  rectangles  appuyees  au  con- 
tour ct  charg^es  de  differentes  maniSres;  ce  qui  confirme  un  r^sultat  parti- 
culier  dej&  presents  en  1683  par  Mariotte,  d'apr^s  des  comparaisons  que  la 
lin  de  la  Note  ^claircit. 

Au  moyen  de  ces  explications  et  annexes,  auxquelles  nous  aurions  pu 
donner  plus  d*dtendue  en  rapportant  d*autres  r^sultats  inedits  de  nos 
recherches  d6ja  anciennos,  nous  esp^rons,  si  Ton  veut  bien  y  donner  quel- 
que  attention,  que  la  traduction  offerte  par  nous  aura  une  r^elle  utility  et 
que  la  belle  et  int^resoante  branche  de  physique  math^matique  ayant,  avec 
I'art  des  constructions,  des  rapports  si  intimes,  pourra  dtre  de  niieux  en 
mieux  comprise,  etudi^e  et  appliquee. 
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PREMIERE  PARTIE 


THEOKIE  DES  CORPS  ELASTIQUES  DE  DIMENSIONS  FINIES  EN  TODS  SENS 


CHAPITRE    PREMIER 


gTABLISSEMENT  DES  FORMULES  FONDAMENTALES 


g  1.  —  Cxpositioii  g^n^rale  des  principes  qui  servant  de  base  li 

la  thterie  des  corps  ^lastiques. 


La  M6canique,  dans  Ic  sens  resireint  que  Ton  a,  jusqu*^  notre 

dpoque,  allachfe  i  ce  mot,  s  occupe  de  la  thiorie  des  corps  rigides.  En 

partant  dc  ce  fait  experimental  que  tout  corps  solide,  soumis  a  des 

forces  qui  ne  d^passent  pas  certaines  limiles  d6pendant  de  sa  nature 

ou  de  sa  contexture  indivlduelle,  n'^prouve  que  des  cliangements  de 

forme  insensibles  ou  presque  insensibles,  on  arrive  a  conclure  qu'un 

changement  excessivement  petit  des  positions  respectives  de  ses  mol^^ 

cules  d6veloppe,  entre  celles-ci,  des  forces  int6rieurcs  suffisammenl 

in  tenses  pour  faire  ^quilibre  aux  forces  extirieures,  limit^s  comme 

>n  vienl  de  le  dire,  qui  agissenl  sur  lui.  Sans  doule,  pour  faire  naitre 

:es  forces  int6rieurcs,  il  faudra  toujours  produire  un  certain  rappro- 

ficment   ou  iloignement  des  molecules,  si  petit  qu*il  soit;  mais  ce 

approchement  ou  ^loignement  sera  ^videmment  d'aiitant  plus  petit 

ue*l*aclion  des  raol6cules  les  unes  sur  les  autres  aura  plus  d'energie. 

n  peut  done  se  figurer  un  corps  dans  lequel  les  d6placements  int6- 
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rieurs  produits  par  les  forces  exl6rieures  tendenl  ind^finiment  vei*s 
z6ro  et  eniin  s*annulent.  En  substituant  au  corps  vkel  celui  qui  resulte 
d'une  pareille  abstraction,  on  le  considi^re  comme  rigide;  et,  grace  a 
celtc  hypothise,  il  devient  I'objet  de  la  Mecanique  des  corps  parfaile- 
ment  dui^  et  invariables. 

Celte  abstraction  peut  6tre  consid6r6e  comme  unc  premiere  approxi- 
mation dont  on  so  sert  avec  succes  pour  beaucoup  de  probl6mcs,  et 
qui  revient,  dans  le  fail,  a  n6gliger  les  petifs  d6placements  des  mol6- 
cules  les  unes  par  rapport  aux  aulres,  vis-a-vis  de  leurs  distances 
mutuelles  primitives. 

Mais,  dans  beaucoup  de  questions  de  physique  et  de  technologic,  il 
n'est  pas  permis  de  se  borner  a  une  approximation  de  cette  sorte.  Un 
grand  nombre  de  problfemes  ne  peuvent,  en  effel,  s'aborder  qu'en 
ayant  egard  aux  d^placements  dont  il  s'agit,  quelque  petils  qu'ils 
puissent  6tre.  On  dit  qu'uu  corps  est  dastique^  en  tant  que  Ton  consi- 
d6re  ses  petits  changcments  de  forme,  et  Tun  peut  caract6riser  cette 
consideration  comme  un  deuxi^me  degrt^  d' approximation  vers  ce  qui 
se  passe  rtellement  a  son  int^rieur ;  pure  approximation,  en  effet :  car 
il  ne  sera  nuUement  n^essaire  de  trailer  avec  une  exacte  precision  les 
changements  de  grandeur  qui  surviennent  dans  les  plus  petites  parties 
du  corps;  on  ne  perdra  pas  de  vue,  au  contraire,  que  ces  changements 
etanl  minimes  par  rapport  aux  dimensions  primitives  des  mteies  par- 
ties. Ton  peu/.  Ton  doit  meme,  comme  on  va  le  voir,  en  n6gliger  sans 
crainte  les  puissances  sup6rieures,  par  rapport  aux  puissances  de 
m6me  ordre  des  dimensions  primitives. 

Si  Ton  exprime  les  conditions  de  I'^quilibre  et  du  mouvement  de  ce 
systSme  de  molecules  que  nous  appelons  un  corps  solide,  et  si  Ton 
regarde  les  d6placements  relatifs  des  molecules  voisines  les  unes  des 
autres  comme  tres  pelits  par  rapport  a  leurs  distances  initiates,  les 
Equations  exprimant  ces  conditions  se  partagent  en  deux  classes.  Celles 
de  la  premiere  classe  contiennent  des  grandeurs  fmies  a  cdt^  des 
d6placements  tr<}s  petits  ou  mdme  inflniment  petits  des  molecules;  il 
est  permis  d  y  n6gliger  ceux-ci  vis-i-vis  de  celles-li,  ou  de  poser  les 
m^mes  Equations  quo  si  le  corps  etait  consid(!r6  comme  rigide.  On 
arrive  alors  h  cette  importantc  conclusion  que  les  conditions  de  Viqui- 
libre  et  du  mouvement  d*un  corps  supposd  rigide  doivent  rester 
valables  quand  le  meme  corps  est  considir^  comme  dastique  (*). 


(*)  It  y  a  de  cela  une  ratson  meiUeure,  qui  prouvc  que  les  conditions  en  question  soitt 
lou  jours  parfailemsnt  exaeteM  et  non  pas  simplement  approxitnaliyes,  quel  que  soit  le  degre 
d'^laslicit^  ou  de  variabilite  de  forme  du  sysl^me.  C'est  que,  comme  les  forces  ini4rieurt% 
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Mais  a  cdt6  de  ccs  ^uations,  il  s'cn  prisente  d'autres  qui  sont  des 
combinaisons  d*une  esp^ce  particuli&re,  d'oii  les  icrmes  finis  ont  dis- 
paru  compl^tement,  et  qui,  par  consequent,  se  r^duiraient  a  l*identil6 
0=0  aussitdt  que  I'on  poserait  ^gaux  a  z6ro  les  dSplacements  mole- 
culaires  relatifs,  ainsi  que  les  autres  quantitesde  m^mc  ordrc  qui  s'y 
trouveraient  cngag6es  d'une  maniire  quelconque.  Mais  il  n'est  r^elle- 
ment  pcrmis  de  n^gliger,  dans  ces  derniSres  Equations,  que  les  carr6s 
el  les  puissances  sup^rieures  des  petites  quantit^s  dont  nous  parlous, 
Tis-a-vis  de  leurs  premieres  puissances  :  car  celles-ci  doivent  6tre 
nicessairement  conserv^es,  attendu  qu'alors  les  Equations  ou  figurent 
ces  premieres  puissances,  ont  tout  a  fait  le  caractSre  des  Equations 
entre  grandeurs  finies.  Qu'on  se  figure,  en  eflet,  les  termes  tr6s  petits 
du  premier  ordre  qui  entrent  dans  ces  Equations,  divis6s  tous  par  Tun 
d'eux;  alors,  on  a  des  Equations  ou  entrent  seulement  des  rapports 
entre  quantit^s  tr^s  petites,  rapports  qui  sont  des  quanlit^s  finie>.  On 
Toit  ainsi,  manifestement,  qu'entrc  les  changements  tres  petils  ou 
mdrne  infiniment  petits,  c'est-a-dire  tendant  vers  z6ro,  il  pent  Stre  pose 
une  s£rie  d'6qualions  qui  ne  s'obliennent  pas  dans  la  th^orie  des  corps 
rigides,  et  qui  seules  sont  propres  a  donner  la  conuaissance  des  divers 
etats  de  I'intiirieur  des  corps. 

Mais  il  est  essentiel,  avant  tout,  d'insister  sur  ce  point  que,  dans  la 
th^rie  expos^e,  c*est  seulement  dans  les  plus  petites  parlies  des  corps 
que  Ton  consid^rc  de  pareils  changements  des  dimensions,  et  qu'on 
les  suppose  tr6s  pelits  vis-a-vis  de  ces  dimensions  elles-m6mes.  Tout 
corps  se  trouve  dans  I'^lat  qui  r6pond  k  cette  supposition,  tant  que  les 
forces  exterieures  quiagissent  sur  lui  restent,  avons-nous  dit,  en  de$a 
de  certaines  limites.  Ces  limites  des  forces  ne  produisant  que  de  tres 
petits  changements  relatifs  des  dimensions  sont  tr6s  diverses  pour  les 
divers  corps;  et,  pour  certains  d'entre  eux,  dits  vulgairement  Ms 
^astiques,  comme  le  caoutchouc,  elles  sont  si  resserrees  que,  dans  la 
r^lile,  on  les  outrepasse  toujours.  La  Ih^orie  que  nous  exposons  exclut 
done,  a  priorij  les  ^tats  qui  se  produisent  dans  les  corps  de  cette 
esptee,  et  pour  I'^tude  desquels  les  connaissances  exp^rimentales 
acquises  sont,  jusqu'ici,  insuffisantes  (*). 


900l  ^gales  deax  &  deax  et  dUtctement  opposees,  elles  se  ddtruisenl  mutuellement  lorsque 
Ton  compose,  soil  la  r^ultante  gindrale,  soit  le  moment  r^ullant  de  toutes  les  forces,  tant 
intMcures  qu'ext^rieures  ;  d'oiji  il  suit  que  I'equilibre,  soit  de  translation,  soit  dc  rotation, 
a  liea  k  chaqiie  instant  dans  un  syst^me  non  rigide  comme  dans  un  systdme  suppose  rig^de, 
enire  le*  senlet  force*  exi^rieuret,  au  nombre  desquelles  il  faut  mettre,  bien  entendu,  les 
merliet,  8*il  y  a  moavement. 

(')  Cette  reraarque  judicieuse  de  Glebsch  vient  &  Tappui  de  ce  que  nous  avons  dit,  jiiix 
^  B9  et  9S  de  VAppendice  V  de  notre  nouvelle  ^ition  de  Navicr  (1864),  de  rimpossibilild 
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Au  contrairc,  la  Ih^orie  que  nous  allons  exposer  s'applique  enti&re- 
mcnt  aux  inai6riaux  de  construction  de  b&timents  ou  de  machines 
dont  I'emploi  exige  ur\  certain  degrfe  de  consistance  et  de  fermeli, 
com  me  le  bois,  le  fer,  les  pierres.  Des  solides  de  celte  esp6ce  peuvenl 
etre  soumis  a  des  forces  d'infensitis  trfes  varifees,  raais  pourtant  tou- 
jours  aslreintcs  aussi  a  des  limites;  d&s  qu'on  en  applique  qui  dipas- 
sent  celles-ci,  mfime  si  elles  ne  produisent  encore  que  de  tr6s  pelites 
ddformations,  on  ne  sait  pas  si  ces  deformations  seront  simplement 
temporaires,  c'est-^-dire  si  le  solidc  reprendra  sa  forme  primitive 
lorsque  les  forces  cesseront  d'agir,  ou  si  elles  seront  permanentes.  Si 
les  forces  ext^rieures  appliqu6es  vont  jusqu'a  produire  des  deforma- 
tions permanenles,  ce  qu^on  appelle  la  limiie  (T dastidU e%\.  dipasste; 
le  corps  n'est  plus,  dans  sa  contexture  ou  sa  constitution  inlime,  ce 
qu'il  etait  primitivement,  et  le  changement  persistant  des  situations 
muluelles  de  ses  molecules  a  produit  un  nouveau  corps;  la  possibi- 
liie  que  CCS  sortes  de  changements  continuent  de  s'opirer  exclut  toute 
security,  et  un  corps,  dans  de  pareilles  conditions,  ne  pent,  sans  dan- 
ger, faire  partie  d'une  construction  quelconque. 

Dans  les  materiaux  dont  on  vient  de  parler,  la  limite  d'ilasticite  est 
telle  que,  m6me  lorsqu'elle  est  atteinte,  les  changements  de  forme  des 
peiites  parties  sont  encore  minimes  par  rapport  a  leurs  dimensions. 
Si  deplus,  a  cause  de  rheterog6neit6  possible,  et  toujours  ^  craindre, 
de  la  mati^re,  on  a  Tintention  de  rester  notablement  en  de^i  de  cette 
limite,  il  est  Evident  que  les  notions  ci-dessus  sont  applicables,  et 
qu*on  est  parfaitement  en  droit  de  regarder  les  changements  de  forme 
des  plus  petites  parties  de  ces  m6mes  corps  comme  trSs  petits  du  pre* 
mier  ordre  par  rapport  aux  dimensions  primitives  de  ces  parties.  On 
voit  done  dans  quelle  etendue  la  th^orie  est  applicable ;  cette  etendue 
n'embrasse  ni  les  6tats  d6passant  la  limite  de  reiasticit6,  ni,  i  plus 
forte  raison,  ces  etats  mathematiquemenl  indifinissables  qui  precedent 
la  desagregation  et  la  rupture. 

Si  les  plus  petites  parties  d*un  corps  n^^prouvent  que  des  change- 
ments dont  les  proportions  sont  tr^s  faibles,  il  en  est  g^neralement  de 
mfime  pour  le  corps  entier.  Mais  cette  conclusion  soufTre  des  excep- 
tions que  Ton  ne  doit  pas  perdre  de  vue  pour  ne  pas  lomber  dans  de 
graves  erreurs.  Ces  exceptions  se  produisent  quand  une  ou  deux 
dimensions  du  corps  sont  tr6s  petites,  soit  partout,  soit  en  quelques 


de  rieii  conciure,  conlre  les  resultats  du  calcul  des  force?  mol^culaires,  de  certaines  eip^ 
rionces  faitcs  sur  des  plaques  de  caoutchouc  (Voy.  ci-aprto  le  n*  4  de  la  note  de  la  fln 
dugi«) 
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points,  Tis-&-vis  de  Tautre  ou  des  deux  autres  dimensions.  Cne  tige 
61astique  tr6s  mince,  une  plaque  peu  6paisse  peuvent  6tre  ploytes  en 
arc,  de  mani^re  que  les  points  silu&s  k  leurs  extr6mites  ou  sur  ieurs 
bords  changent  notablement  de  distance,  bien  que  les  dimensions  de 
chacune  des  plus  petites  parties  de  ces  corps  ne  changent  que  dans  des 
proportions  extr£mement  minimes.  On  a  des  exceptions  du  m6mogcnre 
si  Tune  des  diniensions  du  corps  dcvient  exir^mement  grande,  comme 
on  aurait  dA  le  supposer  dans  les  considerations  que  Ton  a  quelqucFois 
pr6senttes  sur  la  solidity  des  colonnes,  ou,  faute  d*y  faire  attention, 
on  est  arrive  aux  consequences  les  plus  contraircs  au  sens  commun. 


§2.  —  ExtoBsion  d'mi  parall^MpipAde  solide  d'^gale  contexture 
dans  les  divers  sens  perpendicalaires  li  qvatre  de  ses  aretes 
parallAles,  sons  des  tractions  on  pressions  appliqv^es  normale- 
ment  sur  les  bases  on  faces  perpendioulaires  k  ces  mftmes  arMes, 
regard^es  comme  longitndinales.  —  Contractions  lat^rales  ou 
transversales  accompagnant  les  dilatations  ou  extensions  lon- 
gitudinales. 

Pour  arriver  a  determiner  les  etats  resultant  de  Tapplication  de 
forces  exterieures  k  un  corps  eiastique,  considerons  un  paralieiepi- 
pede  rectangle  exlrait  de  ce  corps,  el  appelons  a,  b,  c,  ses  cdtes. 
Supposons  sa  maliere  homogene  et  non  cristalline,  en  sorte  que  sa 
structure  puisse  etre  la  meme  dans 
f outes  les  directions,  ou  au  moins, 
comme  ici  nous  le  supposons,  dans 
toutes  celles  qu'on  regarde  comme 
transversales,  bien  que  differenle, 
ainsi  qu*il  arrive  communement, 
dans  le  sens  de  la  longueur  (*).  Ap- 
pliquons  sur  deux  de  ses  faces  op-  p .  i^ 
posies  transversales,  b  c,  el  dans  une 
direction    norraale,   des    tractions  i'^^  K' 


I 


c 


,2^ 


d*egale  grandeur,  uniform6menl  distribuees  sur  chacune  et  d'inten- 
site  p  par  unite  superficielle.  Le  paralieiepipede  eprouvera,  dans  la 
direction  de  ces  tractions,  un  allongement  d'une  grandeur  dependant 


(')  La  premiere  de  ces  deax  structures  est  celie  que  Cauchy  a  appel6e  Uotrope.  L'auteur 
reeonnalt  bien,  un  peu  plus  loin,  qa'il  ne  suffU  point,  pour  qu*elle  existe,  que  le  corps  ne 
•ott  pas  criytallin  ou  cristallis^.  Les  pitees  mdtalliques  forgoes  ou  lamin^es,  les  fonles 
elles-intoies,  en  pitees  minces,  les  bois,  les  schistes,  etc.,  n'ont  pas  la  structure  cristalline 
et  sont  cependant  hHirotrope$  ou  d*in6gale  structure  dans  les  sens  de  la  longueur,  de  la 
largeur  et  de  T^isseur,  ou  au  moins  dans  un  de  ces  trois  sens  compart  aux  deux  autres. 
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de  la  nature  de  sa  mati&rc  et  ^yidemment  proportionnelle  k  la  lon- 
gueur du  c6\jk  de  mime  direction,  k  savoir,  le  cdt^  a.  Le  nouvcl  ^tat 
d*^quilibre  ne  pourra  s'^tablir  avant  que  les  molteulcs  du  corps  ne 
se  soient  assez  ^loignies  les  unes  des  autres  pour  que  les  couches  con> 
tigues  et  perpendiculaires  a  la  direction  de  la  traction  s'attirent 
mutuellement  avec  la  mime  intensity  qu'elles  sont  (ir6es  de  part  et 
d'auire  en  sens  contrairc.  II  se  d^veloppe  ainsi,  k  Tint^rieur  du  corps, 
dans  la  direction  de  la  traction,  une  tension  (spannung)  qui  a  aussi 
une  intensity  p  par  unite  de  surface.  Le  changement  qu'6prouvc  la 
distance  de  deux  couches  mol6culaires  voisines,  et  par  consequent 
aussi  Tallongement  quo  nous  appellerons 

qu'^prouve  chaque  unite  de  longueur  du  cdtS  a  du  paralieiepipede« 
sont  evidemment  dependants,  d'une  inaniSre  inconnue  quelconque,  de 
la  traction  p.  En  d*autres  termes,  la  force  p,  par  unite  superficielle 
des  bases  be,  necessaire  pour  augmenter  ded  Tunite  de  leur  distance 
a,  est  une  fonction  de  d.  Ecrivons  ainsi 

Nous  ne  savons  rien  de  la  relation  entre  p  et  9,  si  ce  n*est  que  ces 
deux  quantites  doivent  s'evanouir  ensemble.  De  plus,  comme  i  est  une 
quantite  tres  petite,  si  Ton  suppose  f(^)  developpec  en  serie  suivant 
*  les  puissances  de  ?,  on  pent,  dans  cette  serie  (ou  il  ne  doit  y  avoir 
aucun  terme  independant  de  9  puisque  p  doit  s'evanouir  avec  d), 
negliger  les  puissances  superieures  de  ?  devant  sa  premiere  puis- 
sance.  On  a  done,  pour  de  petits  changements  de  forme,  p  propor- 
(ionnel  a  ?  ou 

et  E  soul  depend  encoi-e  de  la  nature  de  la  substance  du  corps  (*)• 

Le  nombre  E,  qui  doit  etre  Ires  grand  pour  que  d=^  puisse  avoir 
de  tres  petites  valours  sans  que  celles  de  p  soient  petitest  s'appelle  le 


(*)  L*expivssioti  p  -^  ED  esl  juste,  mais  le  raisonnement  par  lequel  l*auteur  pense  la  (M- 
montreretl  d^fectueux,  bien  qu'ilait  M  fait  parquelques  g^om^tres  toinents:  en  diet, 
comme  nous  le  d irons  en  note  au  g  i  t  pour  les  formules  aextintoiei  dont  e^lte  eBprasaioo 
n'est  qu'une  cons^quencn  particuli^re,  une  fonction  n'est  point  n^cesaairement  linAaire  ou 
du  premiet*  degr^  par  cela  seul  que  sa  variable  est  ir^  peiiU,  D'ailleurs,  en  g^oiral,  one 
loi  physique  doit  se  fonder  sur  des  faits,  et  uon  aur  quelque  pr^taodue  nketaiU^  mtMam* 
tiquc.  (Voy.  la  note  du  g  it,  apr^  les  lonnules  S3.} 
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module  d*4Uut%cit4  du  corps.  II  acquiert  immSdiatement  une  significa- 
tion importante  si  I'on  pose  p  =  i .  On  a  aiors 

D-i 

c'esUa-dirc  que  rinverse  du  module  d'dlasticil^  repr^sente  rallonge- 
ment  qu'^prouve  Vunii4  de  longueur  quand  le  corps  est  soumis  d  la 
traction  1  pour  chaque  unit^  superficielle  de  sa  section  Jransversale, 
Mais  Textension  dans  la  direction  de  la  traction  n'est  pas  le  seul 
changement  qu'eprouve  le  parall6l6pip6de  consid^r6;  car,  lorsque  ses 
faces  laterales  sont  libres,  c'est-i-dire  n'6prouvent  pas  des  tractions 
en  mfime  lemps  que  ses  bases,  Texpferience  prouve  qu'en  m6me  temps 
il  se  contracte  dans  toule  direction  perpendiculaire,  de  sorte  que  cha- 
cune  des  deux  dimensions  transversales  6prouve  une  diminution  qui 
est  6gale  k  une  fraction  d^termin^e  de  Textension  dont  on  a  d'abord 
parl&(*).La  grandeur  de  celle  fraction  n'esl  pas  6gale  pour  les  diffife- 

rentes   matiires  (**) .  Voici  sur  quelle  raison  s'appuie  Topinion  qu'elle 

1 
ne  saurait  exc6der  ^.  D(signons-Ia  par 


en  sorte  que»  V  6tant  la  dilatation  dans  les  sens  transvcrsaux,  on  a 

ou  des  contractions  i)d  si  9  est  positif.  Cherchons  quel  sera  le  chan- 
gement correspondant  du  volume,  changement  que  presque  toutes 
les  observations  ont  montri  6tre  positif  (***).  Un  cube  pris  dans  Tintfi- 


f )  La  n^ssit^  de  celte  diminution  ou  contraction  transveraale,  reside  longtemps  inaper- 
^e,  pent  dtre  prouY^e  par  des  considerations  relatives  au  joii  des  actions  r^iproques  des 
Djol^ules,  qui  varient  avec  leurs  distances  les  unes  des  autres.  Une  analyse  fondde  sur  les 
mimes  princtpes  dont  Navier  ^tait  parti  en  1821,  I'ayait  r^vdl^e  h  Poisson  en  1827,  ou 
arant  que  Cagniard  de  Latour  eUti  donn6  les  r^sultals  des  premieres  experiences  failes  pour 
conslater  cette  contraction  provoqute  par  une  traction. 

(••)  Vu  (et  e'en  est,  k  uotreaTis,  la  seule  raison)  les  differences  varices  entre  les  contex- 
tures dans  le  sens  longitudinal,  qui  est  celui  des  tractions  appliquees,  et  les  contextures 
dans  les  sens  transversaux  ou  lat^raux  ou  il  ne  s'en  exerce  aucune. 

L'auteur  parait  penser  que  cette  fraction  i)  peut  yaricr  d'ane  mati^re  isotrope  k  I'autre. 
Cette  opinion  sera  discul6e  dans  la  note  de  la  fin  du  §  !•. 

(***)  Des  experiences  de  Wertheim  que  Glebsch  ne  connaissait  pas  ont  fait  reconnaltreque 
certalus  alloDgements  de  prismes  augmentent  la  density  de  leur  matiire,  ou  donnent  un' 
dumffemerU  nigaiif.  II  est  Trai  qu'elles  ont  ^ti  faites  ou  sur  des  bois  dont  I'eiasticite  est 
tr6s  difrerente  dans  le  sens  transversal  et  dans  le  sens  longitudinal,  ou  sur  des  m^taux 
dtendns  fort  au  del&  des  limites  dans  lesquelles  ils  peuvent  revenir  k  leurs  dimensions  pre- 
mieres. La  condosion  relative  k  la  limite  1/2  de  i)  ne  peut  done  etre  adoptde  que  pour  les 
cas  les  plus  ordinaires  des  applications.  (Yoy.  Appendice  complSmentaire  de  redition  an- 
Dotee  de  ttavier,  $  •*.  Voyez  aussi  le  n*  18  de  la  note  du  §  !•  ci-aprds.) 
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rieur  du  parallelepipMe,  et  dont  les c6ies  avaienl  primitivement  pour 
longueur Tunite  poss^Je,  aprisrallongcment,  des  c6tis  1 4-3, 1  — 1)3» 
I  _i^;  et  par  conf/cquent  un  volume 

(l-h3)(l— ip)\ 

qui,  si  I'on  neglige  les  puissances  sup6rieures  du  tres  petit  nombre  3, 
se  rMuit  k 

i-h(i  — 29)3. 

Chaque  unit^  de  volume  du  corps  est  ainsi  accrue  de  (1  — 2 1))3,  qui 

ne  peul  representor  un  accroissement  v6rilable  qu'autant  que  (1  —  29) 

I 

est  posilif  D  oil  r^sullerait  que  9  doit  6tre  moindre  que  5. 

Ces  considerations  s'appliqnent  encore  loisque  p  et  3  deviennent 
negatifs,  c'est-a-dire  lorsqu'unc  force  appelee  alors  traction  negative, 
on  pj^ession  (Druckkrafl)y  diminue  la  dimension  regards  comme  lon- 
giludinalcy  cas  ou  les  dimensions  transvei^sales  augmentent  en  m^ine 
temps.  On  voit  done,  lorsqu'on  ne  sort  pas  des  limites  entre  lesquellcs 
les  considerations  pricedentes  sunt  applicables,  que  les  efTels  pro- 
duits  par  des  pressions  sont  rigoureusemcnt  ^gaux  et  opposes  k  ceux 
qui  proviennenl  de  tractions  (Zugkraften)dc  mftme  grandeur (*). 

Cest  bien  ce  qui  a  lieu  dans  les  limites  lestreintes  ou  Ton  est  ici 
suppose  se  tenir.  Mais,  pour  des  extensions  et  des  contractions  plus 
considerables,  Texperience  indique  qu*il  n'en  est  pas  de  meme.  En 
efTct,  des  qu*il  n'est  plus  permis  de  negliger  les  puissances  de  9  supe- 
ricures  a  la  premiere,  la  conclusion  precedente  n*est  plus  vraie;  alors 
la  force  de  traction  p=/*(d),  produisant  un  allongcment  d,  n*est  plus 
neces<:airement  egale  et  opposee  k  la  force  de  pression  capable  de  pro- 
duirc  une  diminution  de  longueur  mesurec  par  le  meme  nombi^  3, 
attendu  qu'alors,  en  general,  f( — 3)  n'est  pas  egal  k  — /*(3)(**). 

Entre  les  limites  dont  on  a  parie,  les  deux  coefficients  E,  9,  dont  le 
premier  est  une  force  divis6e  par  une  suiface,  et  dont  le  second  est 
une  simple  fraction  numerique,  detcrminent  compietement  I'etat  relatif 
d*un  corps  eiastique.  Tous  deux  sont  dilTerents  pour  les  difTerentes 


(*)  On  ne  voit  pas  que  cette  e^'alit^  des  effets  oppose  de  tractions  et  pressions  ^les 
r^uite  de  ce  qui  vient  d'etre  dit.  (Yoy.  la  note  d^j4  annonc'e  dc  la  tin  du  §  !•.) 

(*')  /■( —  <)),  alors  est  g^neralement  moindre  en  valeur  absolue  que  —  f(d}.  Les  contrac- 
tions, lorsquc  \eut  proportion  cessc  d'tMre  trds  petite,  exigent,  pour  6tre  op^r^s,  plus  de 
force  que  des  extensions  de  rodmc  proportion :  cela  tient,  sans  aucun  doute.  k  ce  qu'un  rap- 
prochement de  deux  atomes  en  exipc  plus,  aussi,  qu'un  ocarteinent  dgal,  lorsque  ces 
cbang*  inenls  de  distance  sont  assei  notables,  relativement  k  la  distance  primitive  ;  et  c'eat 
ce  qui  pxpliquc.  ainsi  que  je  I'at  fait  ob^terver  depuis  longtcmps,  comment  les  vibrations 
ealoriflqu'H  dilatent  les  corp^  ou  augmentent  la  grandeur  moyenne  de  chacune  de  leurs 
dimensions. 


§3.    —    GUSSEMEMTS. 


9 


(. 


substances;  seulemcnt,  le  second  peul  6tre  regard^  comme   g6n6* 

1 
ralement  compris  enlre  Ics  limites  0  ct  ^. 

§3.  —  DevxiAine  sorte  de  deformation.  Mplaooment  dee  tranches 
on  conches  par  alleles  du  corps,  par  glissement  les  nnes  devant 
les  antres. 

Outre  les  deformations  par  pression  et  par  traction,  le  parall61^pi- 
pMe  61astique  considers  peul  subirune  deformation  d'unc  autre  espece, 
consistant  en  ce  que  chaque  section  transversale  cheminerait  dans 
son  proprc  plan,  sans  changer  de  grandeur  ni  de  forme,  et  de  sortc 
que  la  dimension  longitudinale  a  qui  Icur  6(ait  perpendiculaire  Icur 
devicnne  Ifgfirement  oblique.  Figurons-nous,  par  exemple,  que  qualre 
faces  du  corps,  savoir,  les  deux  qui  sont  perpcndiculaires  aux  cAt6s  a, 
et  les  deux  qui  sont  perpcndicu- 
laires aux  cdt6s  6,  se  trouvent  solli- 
cittes  par  des  forces  uniformement 
r^parties  sur  ces  faces  et  dont  les 
directions  soient  d6termin6es  de  la 
manidre  suivante :  1"^  que  les  forces 
sollicilant  chacune  des  deux  fiices 
perpcndiculaires  a  a  agissent  dans  Y-^^  ^ 
le  plan  de  ces  faces  b  c,  el  soient 
paralleles  a  b,  mais  que  dans  les 
deux  faces  elles  aient  des  directions  oppos^es  Tune  k  Taulre;  S"",  que 
les  forces  soUiciiant  les  deux  faces  a  c  perpcndiculaires  a  b  soient 
paralleles  a  a,  Qt  aussi  dirig^cs  en  sens  contraire  sur  les  deux  faces 
paralli^les  oppos6es.  Les  deux  premieres  forces,  si  elles  ont  des  intcn- 
sites  p  par  unit6  do  surface,  sont  6quivalentcs  k  un  couple  p.a6,  avcc 
un  bras  de  levier  a.  De  m6me,  les  autres  forces,  si  leur  intensity  est  q 
par  unite  superficielle,  sont  6qnivalentes  k  un  couple  q.  aCy  avec  un 
bras  de  levier  b.  Pour  que  ces  forces  sc  fassent  equilibre  sur  Ic  paral- 
Idcpip^de,  consid6r6  comme  un  corps  rigidc,  il  est  n^cessaire  que  les 
couples  soient  de  sens  opposes  et  que  leurs  moments  soient  igaux, 
c*est-a-dire  que  Ton  ait  q.  ac6  =  p. 6ca,  d'ou 

q  =  p. 

La  rofime  condition  doit  aussi  £trc  remplie  pour  assurer  T^quilibre  du 

corps  elastique,  arrivi,  par  sa  petite  deformation,  k  T^tat  d'^quilibre. 

L'effet  que  de  telles  forces  produisent  sur  le  paraliei6pip6de  consiste 

manifestement  en  ce  que  le  rectangle  ab  se  change  en  un  parallilo- 


q\u  K 
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gramme  dont  les  cdies,  au  lieu  d*gtre  perpendiculaires  Tun  a  Tautre, 
Torment  entre  cux  des  angles  ^  —  g,  expression  ou  g   repr6senle  le 

tr^s  petit  angle  de  deformation,  ou  la  grandeur  tr6s  petite  du  cosinus 
de  Tangle  presque  droit  dans  lequel  s'cst  changed  Tangle  primitivement 
droit  des  deux  cdt^s  a,  b.  Ce  petit  angle,  ou  ce  cosinus  de  son  com- 
plement, s*appelle  g^neralcment  glissementy  car  il  mesure  la  quantite 
dont  les  deux  cdt^s  opposes  6,  ou  les  deux  cdt6s  opposes  a,  ont  glisso 
Tun  devant  Tautre,  pour  Tunite  de  leur  distance  a  ou  b.  La  grandeur 
de  ce  glissement  depend  de  Tintensit6  p,  ainsi  que  de  la  nature  du 
corps,  et  comme  une  force  p  assez  grande  ne  produit  qu'un  tr^s  petit 
glissement  ou  angle  de  deformation  g,  on  pent,  tout  a  fait  de  la  mSmc 
maniere  qu'on  a  dite  pour  Textension  de  Tunite  de  longueur,  suppo- 
ser  p  proportionnel  ^  g  et  poser 

(1)  p=Ggn. 

Dans  les  corps  isotropes  ou  d'igale  contexture  en  tons  sens,  \c 
coefficient  G  peut  s'exprimer  en  fonction  du  coefficient  E  et  de  la  frac* 
tion  9  h  Taide  des  considerations  suivantes. 

Revenons  au  paralieiepip^de  dans  T^tat  ou  il  se  trouve  amen6  par 
une  force  de  traction  paralieie  k  son  cdte  a.  Soit  K  cette  force,  par 
unite  superficielle  des  faces  b  c.  Supposons  a=  6,  en  sorte  que  les 
sections  perpendiculaires  k  c  soient  des  carr^s;  figurons-nous  le  paral- 
leiepipede  eiastique  partage  en  deux  prismes  par  un  plan  parall^le  k 
ce  troisieme  c6te  o,  et  passant  par  les  diagonales  de  ces  carr6s  a  6. 
Si  Ton  separe  Tun  de  ces  prismes  triangulaires  de  Tautre,  il  ne  peut 
rester  dans  Tetat  d'equilibre  produit  prinHtivement  par  Tapplication 
de  la  force  de  traction  K,  k  moins  que  certaines  forces  tangentielles 
ou  normales  ne  soient  appliqutes  et  egalement  r^parties  sur  sa  face 
oblique.  Les  grandeurs  de  ces  forces  sont  faciles  a  determiner.  Les 
forces  tangentielles  etant  supposees  avoir,  par  unite  de  surface,  Tin- 
tensite  T,  doivent  faire  equilibre  k  la  composante  de  K  suivant  la 
meme  direction.  Decomposons  K  en  deux  forces,  Tune  suivant  la 
tangente,  Tautre  suivant  la  normale  k  cette  nouvcUe  face  avec  laquelle 
K  fait  un  angle  de  45  degres,  chacune  de  ces  composantes  sera  egale 

*  ^  \/  2  •  Si  nous  considerons  en  outre  que  la  surface  sur  laquelle  agit 

(*)  Cette  proportionnalild  du  petit  glisaement  g  k  h  force  qui  le  produit  a  besoin, 
comme  la  proportionnalit^  analogue  de  la  peUte  dilatation  9  du  g  pr^cMeot,  analogique- 
meat  I  ce  que  nous  avons  dit  k  la  deuxitoe  note  de  ce  g  t,  page  6,  d'etre  prouvfe  par  des 
fiiita  ou  par  quelque  raisonnemenl  bas^  sur  det  faita.  (Voyei  encore,  ci-aprto,  la  grande 
note  da  8  i  i  aprto  lea  fomiulet  (33)]. 


§   5.    —   RELATION   ENTRE   6,    E  ET   t).  li 

K est iicellesurlaquelles'exerceT  dans  le  rapport  de  1  a^,  nous  au< 

rons  comme  condition  d'^quilibre  de  T  avec  la  composante  de  K  de 
mfime  direction  tangentielle  k  la  nouvelle  face  : 


v/2=Ky/*, 


T\/2=Ki/l,         ou  T=|. 


de  la  traction  K,  un  angle  »  —  g,  g  devant  avoir  la  valeur  tirie  de  la 


Cela  fait  voir  que  les  plans  parallSles  k  la  section  diagonaledoivent, 
dans  le  parall^l^pipdde,  £lre  pousste  I'ua  devant  I'autre,  parallilement 

k  eux-mftmes,  et  qu'unc  force  -^^  appliqu^e  par  unit6  superficielle,  est 

nteessaire  pour  les  maintenir  dans  ies  positions  relatives  ou  ils  sont 
ainsi  amends.  D'apres  ce  qui  pr6cMe,  une  ligne  droite,  prknitivement 
perpendiculaire  Ji  ces  plans  obliques,  formera  avec  eux,  par  reffet 

2 
formule  (1)  p=Gg,  ou  Ton  aurait  mis,  k  la  place  de  p,  la  force  tan- 

K 
gentielle  que  nous  venous  de  reconnaitre  6gale  k  5,  c'est-k-dire  de- 
vant avoir  la  valeur 

K 

Mais  on  pent  trouver  directement  cet  angle  g;  car  la  ligne  droite 
dont  nous  parlous,  primitivement  perpendiculaire  k  la  section  faite 
suivant  la  diagonale  du  carr6  a  6,  n'6tait  autre  chose  que  la  deuxiime 
diagonale.  Si  les  deux  diagonales  doivent  former  entre  elles  Tan- 
gle I  —  g)  aprte  que  la  traction  K  a  fait  prendre  au  cdt6  a  du  carr6 

la  longueur  «  ( ^  ■+-  fr)»  et,  par  suite  (§2),  k  Tautre  c6t6  du  carr6 

la  longueur  a  M  —  9  ^  V  Ton  a  pour  la  tangente  de  la  moiti6  de  cet 
angle  actuel  des  deux  diagonales 

ou,  si  I'on  considdre  que  Tangle  g  est  ti^s  petit,  ce  qui  permet  de  rem- 
placer  tang  ^  par  I, 

i-|_l-9E 

'. — e~~,    K"' 
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ou  enfin,  en  n^gligeant  les  quantit^s  trcs  petites  d'ordre  sup^rieur , 

Cette  formule  compar^e  avec  Texpression  de  g  ci-dessus,  dorine 

qui  est  I'expression  cherch^o*  U  en  r^sulte,  puisque  i)  reste  gen6ra- 
lement  compris  entre  0  et  ^,  que  G  n*est  gin^ralement  pas  plus  grand 
que  la  mollis,  ni  plus  pelit  que  le  tiei*s  du  modde  d'61astici(i  E(*). 

§  4.  —  £qiiilibra  d'on  parall616plp%da  fiiii  oa  616inaiiUlra,  soamls 
k  das  tractions  oa  prassions  qaaloonqoas,  aalform^maiit  distri- 
butes sar  sas  facas.  Ezprassioas  das  six  deformations  616nian- 
tairas  (dilatations  at  glissamants)  an  fonction  da  lanr  six  oompo- 
santas  suivant  trois  diractions  ractangnlairas. 

.  D'apr&s  COS  pr61iminaires,  il  est  facile  de  determiner  T^tat  d'6qui- 
libre  d'un  parall6iepip£de,  dont  les  faces  sont  soUicit^es  par  des  trac- 
tions uniform6ment  distribu6es  sur  chacune,  et  de  directions  quel- 
conques,  mais  les  nifimes  en  tous  les  points  d'une  m^me  face.  Pour 
ramener  ce  cas  au  precedent,  11  surfit  de  se  rappeler  un  principc  de 
m6canique,  que  Ton  pr^sente  habituellcmenl  k  pix)pos  de  la  thtorie 
des  petites  oscillations,  et  qui  consiste  essentiellement  en  ce  qu*un 
ensemble  de  causes  dont  chacune  est  capable  isol6menl  de  produire 
un  tr^s  petit  efTet,  engendre  purement  et  simplement  la  sommc  de 
ces  effets  particuliers  (**) . 


(*)  Ce  raisonnement  iiig^nieux  par  lequel  Clebscb  arrive  h  la  relalioii  (i  a)  sansinvoquer 
les  formules  dc  composante*  de  tension,  qu'il  donne  plus  loio,  ni  celles  dc  changements  de 
plans  de  tensions  ou  de  pressions,  suppose  que  les  conleitures  sont  les  mdmes  longiiudi- 
nalement  que  transversalement. 

Aussi,  Toulant  donner  des  Tormules  applicables  lorsqu'elles  sont  difl^renles,  oomroe  cela 
se  prdsentc  presque  toujours,  nous  ne  ferons,  dans  ce  qui  va  suivre,  aucun\isagc  de  cede 
relation  entre  E,  G  et  i),  que  nous  supposerons  ind^pendanls  les  uos  des  aulres,  aiosi  que 
nous  avonsdit  dans  notre  Avert Uiettient. 

Nous  verrons,  toutefois,  que  lorsque  la  contexture  eft  la  m6me  seuleuient  dans  les  divers 

B' 

sens  transversaux,  il  y  a  une  relation  de  m^me forme f  ou  €.  =  n,t  ,  ^,\  sani  doute  d^ 

i  (1  -f  I)') 

montrable  de  la  m^ine  mani^re,  entre  le  module  E '  (T^ltuticit^  lat/rale,  ou  d'extension  de 
petits  prismes  taillds  transverfalemeiit,  la  proportion  i)'  de  leurs  contractions  aussi  late- 
rales,  et  le  coefficient  G|  de  glissenient  des  6l^ments  des  sections  trausvenales  da  prisme. 
(Voir  le  n*  10  de  la  note  dc  la  fin  du  §  !•. ) 

(**)  J'ai  d^montr^  ce  principe,  en  1858,  dans  les  feu i lies  lithographies  de  Lecons  faites  h 
TEcole  des  Pouts  el  Chauasdes,  en  con^id^rant  simplement  deux  mol^ules  dont  I'une  peut 
61  re  supposee  reside  immobile  tandis  que  I'autre  a  ^prouvd  unc  suite  de  ddplaoements  ex- 
trtaement  petits  par  rapport  h  leur  ligne  de  Jonction  :  oomme,  en  les  prajetant  sur  celle-ci. 


§   4.    —   EQUILIBRB   d'uN   PARAIXfiL^PlPiDE.  f3 

En  consequence  de  ce  principe,  si  un  paralI616pip6de  est  solIicit6 
par  des  forces  quelconques  agissant  sur  sa  surface,  on  peut  decompo- 
ser ces  forces,  de  maniere  que  chaque  composanle  soil  capable  de 
produire,  suivant  sa  nature,  un  des  effets  qui  vienncnt  d'etre  consi- 
d^r^s,  et  examiner  ce  qui  resulte  de  i'addition  de  ces  divers  efiets. 

Bornons-iious,  ici,  on  cas  ou  la  mati^re  est  lout  a  fait  isotrope. 

Consid6rons  deux  k  drux  les  faces  oppos^es  du  paralieiepip^de,  et 
d'abord,  par  exemple,  celles  qui  sont  perpcndiculaires  h  son  c6te  a. 
Ces  deux  faces  doivenl  6tre  sollicit6es  par. des  forces  d'Sgalc  intensity 
et  de  m6me  direction,  mais  de  sens  oppose.  Je  les  decompose  suivant 
les  directions  des  cdtes  a,  6,  c,  et  je  designe,  pour  Tune  des  deux 
faces,  les  composantes  respectives  par 


^flO»        '«*»         *ac 


> 


et  pour  la  face  opposee  par  les  mSmes  lettres  affectees  d'un  signe  con- 
Iraire.  Je  decompose  de  la  meme  maniere  les  forces  qui  agissent  sur 
les  faces  perpcndiculaires  &  6,  en 


t 


ba*         W»         ^bc* 

pour  Tune  des  faces,  et  en  forces  opposees  pour  Tautre;  enfin,  de 
meme  les  forces  qui  agissent  sur  les  faces  perpcndiculaires  k  c,  en 

''ca»        ^cb^         ^ce^ 

en  sorte  que  la  premiere  des  deux  sous-leltres  indique  constamment  la 
face  par  sa  normale,  et  la  seconde,  le  sens  de  la  decomposition.  On 
obtient  de  cette  maniere  des  forces  de  traction  t^^,  t^^,  t^  paralieies 

respectivement  aux  trois  cdtes,  et,  en  outre,  des  couples  de  forces  qui 
agissent  sur  le  paralleiepipede  a  la  maniere  de  celles  qui  ont  ete  consi- 
derees  au  §  precedent  (c'esl-&-dire  dans  le  plan  meme  des  faces  sur 
lesquelles  elles  sont  appliquees).  Ces  couples  doivent,  pour  que  I'equi- 
iibre  puisse  se  maintenir,  etre  egaux  deux  a  deux,  d'apres  ce  qui 
pr^ede,  en  sorte  que 

(*  ^)  ^be^^^cb*        ^ca^^^acf        ^ab^^ha'  (*) 


on  a  des  quantity  proporlionnelles  aux  forces  qui  les  ont  produils,  le  d^placement  r^ultant, 
ainsi  profetd,  est  celui  qui  aurait  ^td  engendrd  par  la  rdsultante  des  forces. 

On  peut  tirer  ce  mdme  principe  de  la  lin^arit^  des  expressions  des  composantes  des  pres- 
skms  en  fonction  des  dilatations  et  des  glissements.  (Voir  la  note  &  la  fin  du  g  i  1 .} 

(*)  n  s'agit  ici  de  T^uilibre  de  rotation.  U  est  Evident  qu'en  prenant  pour  axe  des  mo- 
ments on  des  o6t^  a,  I'dquation  de  moments  ne  sera  k  poser  qu*entre  les  composantes 

panllties  k  c,  agissant  sar  chaque  unitd  superflcielle  de  la  face  ac,  qui  est  k  la  distance 
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L'action  de  ces  diverses  forces  allonge  les  cdl^s  a,  6,  c,  et  cliange  les 
grandeurs  de  ieurs  angles;  ei  il  ne  faut  pas  pcrdre  de  vue  que  le  chan- 
gement  de  longueur  de  chaque  c6t6  est  dA,  non  seulemenl  a  Tallon- 
gement  que  produit  la  traction  agissant  suivant  sa  direction,  mais 
encore  aux  accourcissements  que  dcterminent  les  tractions  agissant 
dans  les  directions  des  deux  aulres  cdt6s  :  chacun  des  trois  allonge- 
nients  apparail  done  comme  une  difference  cntre  un  allongement  riel 
produit  par  la  traction  correspond  ante  ct  deux  accourcissements  r^sul* 
tant  des  deux  aulres  tractiojns. 

Qu'on  d^signe  done  les  longueurs  nouvelles  des  cdt6s  a,  6,  c  par 

a(l-h3a)»      *(H-^).      0(14-?,) 

et  aussi,  sous  Tinfluence  des  forces  t,  les  angles  nouveaux  que  ferment 
entre  eux  les  cdt^s 

b,c  par  ^  — gj,, 
c,a  par  5— g„. 
a,b    par     ^-g^^» 

alors,  les  valours  des  six  quantit6s  ou  fractions  num^riques  tr^s  petites 

^a'  \^  ^c'  Sbc^  gcfl'  gad'  sont,d'aprfes  les  §§  2  et  5,  ct  eu  igard  a  ce  que 

1    E 
Ton  a  (ia)  G=qi dans  les  corps  tout  a  fait  isotropes 


(Ic)        ^-•|[t»»— )(t„  +  Uj. 


ec'  \* 

^bc       --p—  V  •  ^^  v; 

u]. 

8c.        f(i-^->) 

'»»)]. 

^c  =  |[*oe-')(L  +  'j].  P„» - i^  (1  4- 9)  (') 


(r  de  06  o6t^,  et  les  coraposantes  l^  paralldles  k  6,  agissant  sur  chaque  unitd  supcrflcielle 

de  la  face  ab,  qui  est  I  la  distance  c  du  m^me  c6td  a ;  car  les  autres  composantes  ue  four- 
uisseot  que  des  moments  nuls  ou  qui  se  ddtruitent.  On  a  done 

ac.i.  b  =  ab.l.c      d*oiJ      l^  ^  t  .. 

he  ct  bf        eh 

Les  deux  autres  igulitte  se  d<^niontrent  de  m6me  cii  prenant  les  moments  autour  d'lm 
c6t6  b  et  autour  d'un  c6t6  c. 

C)  Oeces  six  Equations,  en  les  r^lvant  par  rapport  aux  six  composantes  I,  et  feritant 
r,  If,  a,  au  lieu  de  a,  6*  c,  Tauteur  tire  au  commencement  du  g  t  f  les  expressions  de 
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§  B-  —  D^formatioa  alUpsoidala  d'nii  AMmaiit  sphMqna, 
dans  un  oor|Mi  d'niia  contaztara  qnaloonqna. 

Occupons-nous  ici  un  moment,  et  sauf  i  y  rev^nir  plus  tard  (§15)  (*), 
de  la  loi  g^omelrique  des  deformations  6prouvtes  autour  de  chaque 
point  du  corps  et  qui,  pour  tous  les  points,  sont  ndcessairement  les 
mgmes. 

Soil,  primilivement,  ou  avant  Taction  des  forces  ext^rieures,  une 
sphere  dicrite  autour  d*un  point  interieur,  pris  comme  centre,  et  sur 
la  surface  de  laquelle  se  trouvenl  les  mol^cufes  situ6es  (toujour^  primi- 
livement) a  des  distances  de  son  centre  igales  a  son  rayon.  Cetle 
sphere,  par  suite  des  d^placements  qu'eprouvent  ses  diverses  mole- 
cules, se  change  en  une  autre  surface,  et  on  s'assure  facilement, 
corame  on  va  voir,  que  cette  surface  est  un  ellipsoido  differant  peu 
d'une  sphere.  Figurons-nous  pour  cela,  ei  ea  suppoeani  d'abord  Ic 
corps  isotrope,  que  les  forces 

agissent  seules.  Les  trois  dimensions  de  la  sphere,  parall6les  aux 
cdt6s  a,  by  c,  se  trouvenl  eiendues  dans  la  proportion  de  1  a 
1  -f-D^,  1  -f-D^,  1  -f-S^;  et  Ton  a,  au  lieu  de  la  sph&re,  un  ellipsoide 

dont  les  axes  sont  pa  ratifies  a  ces  cdt^s,  les  demi-axes  ayant  pour 
longueurs,  si  r  elait  le  rayon  de  la  sphere, 

r(l^DJ,     r(1^3,),     r(l-h3J. 
Que  maintenant  on  fasse  agir  les  forces 

^bc  ♦        Ka  »        ^ab  ' 

nulla  autre  extension  ou  contraction  n*esl  produite  par  \k  dans  les 


oomposantes  de  tension  en  fonction  des  six  d^formutions  <),  g,  auxquelles  il  substitue  letirs 
Taleurs  ezprimies  par  les  neuf  d^riv6es  en  x,  y,  s  des  d^placements  u,  9,  t0,  suppose 
tr^  petits. 

Cclte  manidre,  due  h  Clebsch.  d'^lablir  les  formules  d'61astici(e  du  cas  de  I'isotropie  par* 
laite.  avec  deux  oonstantes,  le  module  E  ei  la  fraction  numerique  i),  au  lieu  des  coefflcients 
},  /I,  de  Lam^,  est  616mentaire  et  fort  inginieuse.  Mais,  ainst  que  nous  I'avons  d4]h  dit  ft  la 
note  de  la  fin  du  g  9,  ces  formules  ne  seront  d'aucun  usage  pour  les  applications,  exceptd 
pour  oelle  qui  est  faite  $$  t8  et  19  aux  d^formalions  et  aux  vihralions  d'une  sphere  qui, 
toulefois,  aurait  pu  6tre  supposde,  aussi,  d'olaslicit^  diffdrente  dans  le  sens  de  ses  rayons  et 
dans  les  sens  qui  leur  sont  perpcndlculaircs. 

C)  Yoyet  aussi  la  note  de  la  fin  du  §  it . 
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directions  orthogonales  a,  6,  c;  mais  les  forces  t^^  deplacent  Ics  unes 

relalivemcnl  aux  autres  Ics  couches  ou  tranches  de  I'ellipsoide  com- 
prises entrc  des  plans  paralieles  aux  faces  b  c  du  parall61epipede;  les 
forces  t^^  dfeplacent  de  mfime,  en  les  faisanl  glisser  Tune  devant 

Tautre,  les  couches  paralieles  aux  faces  ca,  ct  les  forces  t^^  produisent 

un  d^placement  semblable  des  couches  paralieles  aux  faces  a  6.  La 
surface  reste  ellipsoidale  aprds  ces  divers  changemenls.  De  plus,  les 
points  qui  appartcnaient  a  un  axe  principal  du  premier  cllipsoide  sont 
rest6s  les  centres  de  tranches  ou  de  coupes  paralieles  entre  elles.  Cela 
montre  que  les  trois  lignes  resultant  des  ensembles  de  ces  points,  el 
qui,  rest^es  paralieles  aux  cOt^s  du  parall616pip6de  deform^,  com- 

prennenl  entre  elles  des  angles  ^  —  g  »^  —  g  »5  —  g  >  sont  deve- 

^  be    ^  ca    Jt  oh 

nues  des  diam^tres  conjugues  de  Tellipsoide  final. 

On  pent  ainsi  6noncer  ce  theoreme  : 

Les  points  du  corps  qui  formaient  primitivement^  par  leur  ensemble^ 
une  surface  de  sphere,  forment^  apr^s  leurs  d^placements^  la  surface 
d^un  ellipsoide  qui  a  trois  diamitres  conjuguds  parotides  aux  cotis  du 
parall^ldpipide  diformd^  et  dont  les  longueurs  sont  entre  elles  comme 

D^,  3^,  3^  disignant  les  proportions  des  allongemenls  de  ces  trois  cot^s, 

par  unit4  de  longueur. 

Or,  il  est  facile  de  voir  que  la  m6me  transformation  aurait  lieu  si 
chacune  des  dilatations  d,  au  lieu  d'etre  due  a  une  tension  exercee 
dans  son  seul  sens,  ^lail  produite  par  plusicurs ;  et  la  m£me  chose 
pent  dtre  dite  des  glissements.  Le  thdoreme  6nonce,  purement  geom6- 
trique  ou  cinematique,  et  resultant  de  la  seule  loi  de  continuity,  pcut 
done  £tre  appliqu6  h  des  corps  de  contexture  continue  quelconque, 
comme  a  fait  Cauchy  qui  I'a  donn6  le  premier (*). 

§  6.  —  ElUpsoida  d'MastloiM  (**)  •%  sarfac«  directric*.  TansioB  snr 
una  snrfaca  qnalcoaqua  an  fonctlon  das  six  compoMntas  das 
taasions  snr  trois  sarfacas  ractaagalairas. 

II  y  a  deux  autres  surfaces  du  second  degr6  que  celle  des  dilatations 

(*)  Ce  dernier  aliu^  du  §  S  est  de  nous.  Voyez  g  i  S  et  note  du  $  SY. 

(**)  On  peut  ajuuter  de  Lamj  :  il  a  donn^  en  etfet  le  premier,  dans  un  mimoire  de  18S8 
faitavec  la  colljboration  de  Clapeyron,  cetto  suKace  du  second  degrc.  Cauchy  avail  d^i 
dooni  la  surface  direcUice  et  d'autres  surlaces  dout  il  tirait  t't^^alemeat  lexisleuce  des  trois 
tauioBB  principales. 
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du  §  5.  L'une  est  toujours  un  ellipsoide,  dont  la  construction  donnc 
imm^diatemenl  les  tensions  sur  toutes  les  faces  se  croisant  en  un  point 
quelconque  de  Tint^rieur  d'un  corps. 

L*autre,  appelee  directrice^  donne,  par  ses  plans  tangents,  les  direc- 
tions de  ces  faces. 

Concevons,  pour  les  ddterminer,  un  plan  passant  par  un  point 
quelconque  du  parall6Iepip6de  considire  et  qui  divise  en  deux  parties 
Ic  corps  solidc  dont  ce  parallei6pip6dc  est  un  Element.  Pour  mainlenir 
Tequilibre  dans  chaquc  partie,  il  faudra  Taire  agir,  sur  ce  plan  de 
section,  certaines  tractions  uniform^ment  distributes,  dont  la  direc- 
tion ne  sera  gen6raleinent  pas  perpendiculaire  au  plan.  Conimc  ces 
tractions  ne  sont,  ividemment,  autre  chose  que  les  forces  61asliques 
qui  ^taient  exercees  par  la  partie  supposee  retranchee  sur  celle  dont 
on  s*occupe,  nous  obtiendrons  les  forces  elastiques  de  Tint^rieur  du 
corps  en  determinant  les  tractions  dont  nous  parlous,  de  maniere  que 
la  partie  restante  soit  maintenueen  cquilibre  apr6s  qu'on  aura  retran- 
chi  Tautre.  Supposons  que  cette  portion  retranchee  du  petit  prismc 
soit  un  titraedre,  et  figurons-nous,  k  cet  effet,  qu'on  ait  mene,  par 
un  point  interieur,  trois  axes  coordonncs  x^  y,  z,  paralleles  respective- 
ment  aux  cdt^s  a,  6,  c  de  r^lement  prismatique  rectangle  considers. 
D^si^nons  par 

les  angles  que  la  normale  au  plan  de  la  section  fait  avecles  axes,  et  par 

•  o,  X,  p 

les  angles  que  la  traction  s'exer^nt  sur  ce  m^me  plan  fait  avec  les 
mSines  axes.  Soient  T  I'intensite  inconnue  de  cetle  traction  pour  I'unitci 
supcrficielle  de  la  section  op6r6e,  et  a  la  supcrficie  de  cette  section. 
Alors,  I'intensite  de  la  force  totale  agissant  sur  la  coupe  sera  IV,  et 
ses  composantes,  paralleles  aux  axes  coordonnes,  seront  : 

Tff  cos  ti ,      T ff  cos  X,      Tor  cos  p. 

Les  trois  faces  lat6rales  du  tetraedre,  qui  sont  des  portions  des  faces 
du  paralieiepipede,  ont  pour  grandeurs  respectives,  a  cos  p,  a  cos  g, 
ff  cos  r,  projections  de  ff  sur  les  trois  plans  coordonnes  des  yz,  d^szx 
et  des  xy;  par  consequent,  les  forces  qui  y  agissent,  prises  ensemble, 
sont  les  suivantcs : 

DaDs  la  direction  de  I'axe  des  x  :  i^<r  cos  P  -f- 1^^  (t  cos  g  -h  t^  ^  cos  r  (*); . 


(';  Les  irois  directions  rectangulalres  ctanl  maintenant  d^sigii^es  par  x,  y,  z,  les  indices 
a,  hj  c  employes  pr^c^demment  pour  les  t,  les  <),  les  g,  sont  naturellement  rcinplac^s  par 
les  indices  x,  y,  %. 
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Dans  cclle  dc  I*axe  des  y  :    I     o-  cos  p  -h  t     a  cos  g-h^^y^  cos  r ; 
Dans  celle  de  I'axe  des  z  :     t^^  t  cos  p  -h  !„,  a  cos  7  -I- 1,,  <r  cos  r. 

Les  conditions  pour  que  la  trjclion  T  leur  fasse  6quilibre  sont,  en 
supprimanl  le  I'acleur  commun  7, 

IT  cos  cT  ^=  t^,  cos  p  4- 1  cos  a  -\-  Ux  cos  r 
T  cos  X  —  l^y  cos  p-h  lyy  COS ^-h t,y  cos  r 
T  cos  p   -  l^j  cos  p-h  t     cos  7  -h  l„  COS  r  T) 

Ces  equations,  a\ec  la  relation  connue 

cos  *o-|-COS*x-+-COS  *  p  =  i, 

determinenl  complelement  la  force  T  et  la  direction  suivant  laquelle 
elle  agi(,  en  sorte  qu*on  pcut  toujours  trouver  Finlensite  T  et  la 
dircclion  (ci,  •/,  p)  de  la  tension  que  supporte  une  petite  portion  quel- 
conque  de  surface  plane  imaginue  n'importe  ou,  et  n'importe  dans 
quelle  direction  determinee  par  les  angles  p,  q,  r,  a  Tintirieur  du 
corps  qui'eprouve,  sur  trois  faces  rectangulaires,  en  eel  cndroil,  des 
tractions  dont  on  connait  les  six  composantes,  t^^,  etc. 

Mais  pour  pouvoir  comparer  entre  dies  les  grandeurs  ainsi  que  les 
directions  de  ces  tensions  ou  tractions  (**)  s'exergant  sur  divers  plans 
qui  passent  par  le  mdme  point,  nous  ferons  usage  d*une  inlerprita- 
tion  g6oni6lrique  des  (Equations  (2)  qui  a  6t6donn6e,  dans  ce  qu*elle  a 
d'essentiel,  par  M.  Lam('». 


(*)  (/est  le  tlieor^nie  dit  du  Itflratdre,  dd  a  Caucliy  cormiic  celui  (1  b)  de  r^cijnvcit^  des 
composantes  taiigPiUielleii.  Jo  crois  utile  de  reiioncer ainsi  en  langage  ordinaire: 

La  tetution  inUrieure  sur  un  t^innenl  plan  e9t  la  r^tullanlr  dei  tetmon*  que  iupftortrnl 
let  projerliout  fie  ret  f'Ument  sur  IroU  plauM  rectangulaires  meniM  au  mime  eudroit 
du  corps. 

Ce  tiitot'dme,  ainsi  que  cclui  de  r6ciprocile  des  tractions  (angenliellts  ^u^e&pnine 
t     =  t  ,,  est  applicable  aux  corps  ^lastiques  uu  non  ^lastiques,  colides  ou  fluides,  en  repos 

OU  en  mouvemenl,  indnie  lorsquc  toutes  leurs  molecules  re^oivent  Taction  dc  forces  qui 
Immanent  de  points  cxt^ricurs,  coniine  fail  la  pesanleur.  En  eHel,  cc  que  rournissent  ocs 
forces*  ainsi  que  les  intirlies,  dans  les  equations  d'^uilibrc.  de  translation  ou  de  rotation 
des  tr^  petits  dUmenis,  en  ronnc  <^oit  de  prisme  eoit  de  telraMre,  est  ti-^s  petit  de  troi- 
siime  ordre  comme  Ic  volume,  et  n^^Higeahle  dcvant  les  tensions  qui  s'cicrccnt  sur  leuri 
laces  et  qui  ne  sont  pelites  que  du  second  ordro  comme  leurs  superficies,  aiusi  qu'il  sera 
dit  au  S  12. 

(**)C'cstune  licurouse  innovation  Jc  Clebscli,  que  d'appeler  cc>  forces  ou  rdsultantes  d'ac- 
tions  mol6cu)airc8  tensions  ou  irartions  et  non  pas  pre.^»ion$,  comme  ont  lalt  les  autres 
anteurs ;  car  tons,  avec  lui,  alfcctent  du  signe  |  celles  qui  sont  allractives,  ou  qui  tcndent 
h  rapprocher  les  deui  parlies  du  corps  que  separc  la  face  consid^r^,  et  du  signe  —  oelles 
qui  sont  n'pulsivcM  ou  qui  tendent  6  les  ^loi^nrr,  c'cst-n-dirc  les  pressions  proprement 
diles,  comme  cellp«  qui  s'e\ercent  dans  les  flu  ides  (liors  des  petits  espaces  ou  lea  forces  ea- 
pillaires  dominent).  Au  lieu  de  la  notation  r    ,  t  .  t   ,  t   »  t    ,  t     qui  m'a  M  indiquee 

par  Corioli:$  el  que  Cauchy  avail  fina lenient  adoptee,  Clebscli  emploie  la  notation  t  ,  t^,  t 
*»'  ^is*  ^-ii  '^"*^  ^^  ^''"''*  niolns  claire. 
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Si  Ton  r6sout  ces  Equations  (2)par  rapport  aux  variables  cos  j),  cos  q, 

cos  r,  et  si  I'on  d6signe  par  A  le  d6nominateur  commun  des  valeurs 
qu'on  en  tire,  c'est-a-dire  si  Ton  pose 

(2a)        A=l    I     I    -h2t    t    I    — t    t*   — t    I*   —I    I* 

^        '  XX  ^yy  *J«    '^     *jf5  ^zx  xy         xx  y%        ^yy    xx        *as    xy 

el  si  Ton  d^signe  de  mfime  par  A^,  A     les  expressions  sui- 

\antes : 

!A        — t      t      — t'    ,  A      r— t      I       —  t       t 

XX       *yy^zz       "yz*  yz       "zx^ry       ^xx   yz 

Ton  oblient  les  solutions  des  trois  Equations  du  premier  degr6  (2)  sous 
la  forme  suivante : 

IA  cos  j>  ^^  T  (A^j.  COS  m  !  -  A^^  COS  x  -j-  A^.  COS  /)  ) 
A  cos  ^  =  T  (Ay^  cos  CT  h  Ayy  cos  X  -+-  A^j  COS  /)  ) 
A  cos  r  =:  T  (A,^  cos  CI  -f-  A.y  cos  X  H-  A^j  cos  jO  ) 

Consid^rons  roaintenant  la  surface  du  second  ordre  representee  par 
requation  suivanle,  ou  k  est  une  constante  arbitraire  : 

(4)      A^x*^A^j»-+-A,,s^-^2A^,ysH-2A,^^a:H-2A,,Aj/=.AA, 

cette  surface  ayant  son  centre  au  point  que  Ton  considere  pris  pour 
origine  des  coordonn^es  a:,  i/,  z,  Cherchons  Tendroit  ou  cetle  surface 
est  rencontr^e  par  la  droitc  suivant  laquelle  agit  la  traction  T  et  qui 
part  de  ce  centre.  U  est  clair,  d'abord,  d'apres  la  signification  de 
o,  X,  p,  qu'en  cet  endroil,  ou  pour  ce  point  de  rencontre,  on  a  : 

j:  :  y  :  i  r=  cos  m  :  cos  x  :  cos  p. 

m 

II  en  resulte  que  cos  /?,  cos  </,  cos  r,  qui  font  connailic  pour  le  point 
X,  tfj  z,  la  direction  de  la  normale  au  plan  dc  coupe,  ou.  a  la  fuce 
oblique  du  t6traedre  sur  laquelle  agit  la  traction  T,  sent  entre  eux* 
oomme  les  trois  quotients  different iels  du  premier  membre  de  r6q na- 
tion (4)  de  la  surface,  pris  respectivcmcnf  par  rapport  a  a:,  y,  2,  (*),  et 


(*)    En     effef,    c«s    trois    quotieDts    (fiff^renlicls  :2/A   x  -\-  ^   y  -\-  ^   3);2M    x 

+  Aw4-A    5\;2    /A.  a;+A   i/-fA  i\   sont  bien,  d'aprfes  x:  y:  »r=  cos  vf.  cos  n 

CM  p  propoiiionnels  auz  seconds  meinbres  des  Equations  [o)  el  ))ar  consequent  a  cos  pt 
CM  9,  cos  r,  respeclivement. 
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que,  par  consequent,  le  plan  tangent  a  cetle  surface  au  point  x,  y^  z, 
est  parallcle  au  plan  de  la  section  qui  supporle  une  traction  dirigce 
suivant  la  droitc  aliant  du  centre  a  ce  points,  i/,  z,  ou  qu'en  d'autrcs 
termes  : 

A  chaque  plan,  meni  par  un  point  donn^^  r^pond,  comme  direc- 
tion de  la  tension  elastique  qu^il  supporte^  celle  du  diametre  de  la 
surface  du  second  degrd  (4)  qui  est  conjugud  d  ce  plan  regards  comme 
diamdtral^  ou,  cc  qui  revient  au  m6me,  la  direction  du  rayon  vecteur 
men^au  point  oUla  surface  (4)  a  son  plan  tangent  paralMe  au  meme 
plan  donnd, 

C'est  la  surface  appelee,  pour  cetle  raison,  surface  directrice,  et 
qui,  comme  on  va  le  voir,  est  tantdt  un  elUpsoide,  tanldt  un  hyper- 
boloide. 

Si  maintenant,  sur  cette  direction  du  diametre  conjugu6  ^  r^I6ment 
plan,  on  porte  la  grandeur  ra^me  de  la  traction  T,  et  si  Ton  fait  la 
meine  chose  pour  tous  les  6i6men(s  plans  qui  se  coupent  au  centre  de 
la  surface  (4),  on  obtient  une  autre  surface  dont  les  rayons  vectcurs 
rcpresenttnt  les  forces  ilastiques  en  grandeur  et  en  direction.  Ce 
n'esl  loutefois  qu'a  Taide  de  la  surface  (4)  qu'elle  peul  donner  les 
relations  que  Ton  se  propose  de  determiner,  car  tout  rayon  vecteur 
de  la  nouvelle  surface  donne  la  direction  et  la  grandeur  de  la  tension 
supportde  par  le  plan  conjugu^  A  la  direction  de  ce  rayon  par  rap- 
port a  la  surface  (4). 

La  nouvelle  surface  est  Vellipsoi'de  d'dasticiti,  C'est  en  effet  tou- 
jours  un  ellipsoide,  landis  que  TtSquation  du  second  degr6  (4)  n'en 
repr6sente  pastoujours  un. 

On  obtient  Tequation  de  cette  nouvelle  surface  en  remarquant  que 
celui  de  ses  points  dont  le  rayon  fait  avec  les  axes  les  angles;?, 7,  r,  a 
pour  coordonntes 

*r--Tcos/>,      y— Tecs  7,       5^=Tco8r; 

d*ou  Ton  d^duit,  en  substituant  dans  les  Equations  (3)  et  en  ajoulant 
leurs  carrt^s,  T^quation  suivante  de  la  nouvelle  surface  : 

II  n'y  a  plus,  dans  cette  equation,  d'autros  variables  que  :c,  y,  z.  La 
surface  qu'elle  repr6s<M)te  a,  comme  ccUe  (4),  son  centre  6  Torigine, 
et  le  premier  membre  de  son  equation  (5)  6tant  n^cessairemont  lou- 
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jours  positif,  ses  coordonnees,  a?,  y^  z,  ne  peuvent  devenir  infinies ; 
c'est  done,  comme  nous  Tavons  dil,  unellipsoide.  D'ou  ce  th^or^me : 

Si  Von  prend  un  point  d,  lintMeur  d*un  corps,  et  si  Von  consid^re 
comme  rayons  vecteurs  d'une  surface  les  droites  menees  par  ce  point 
et  reprdsentant  en  grandeur  et  en  direction  les  tractions  quisexercent 
sur  Vuniti  superficielle  dc  tous  les  plans  qui  y  passent,  cette  surface 

est  Fellipsoide  (5). 

» 

§7.  —  Tensions  oa  tractions  principales.  Axes  princdpanz  da 
I'alUpsolda  d'AlasticM.  Formalas  d^tarmiiiaiit  laars  diractiona  at 
laum  grandaara. 

II  y  a  (oujours  cerlaines  directions  suivant  lesqucUes  la  traction  est 
perpendiculaire  au  plan  surlequel  elle  s  exercc.  Pour  les  trouver,  on 
n'a  qu'k  faire,  dans  les  6galilfes  (2),  les  angles  u,  x,  p  respeclivement 
6gaux  a  p,  q,  r.  Ces  6galit6s  deviennent  alors 

!(t^  — T)  cos  p-hty,  cos  q-h  i^  COS  r  =  0 
i^^  COS p  +  (tj^^-T)  COS  ^+  t,^,  cos  r  :=  0 
Ix^  COS  p  -h  ty,  cos q  -h  (t.^  ^ T)  cos  r  =  (I 

Elles  contiennent,  outre  les  rapports  mutuels  de  cos  p,  cos  q,  cos  ?% 
la  grandeur  inconnue  T  de  la  traction  sur  Tunilfe  superficielle  de  la 
surface  dont  la  normale  fail  les  angles  p,  q,  r  avec  les  x,  t/,  z.  Si  Ton 
^limine  entre  elles  les  rapports  des  cosinus,  on  a  en  T,  Tequation  sui- 
vante,  dont  nous  d6signerons  le  premier  membre  par  6  : 

,-,    i  e  =  (t„-T)(t,„-T)(t„-T)-2l,,t„t,„-(»,,-T)f 
^    I  -{t^-T)lL-(t«-T)li,-0 

Cette  Equation,  du  troisiSnie  degr^,  a  toujours  ses  trois  racines 
reelles,  comme  on  le  montrera  lout  a  Theure.  D  ou  cette  conclusion  : 

Dans  le  corps^  au  point  quelconque  que  Von  y  consid^e,  it  y  a  tou' 
jours  trois  plans  auxquels  sont  perpendiculaires  les  tractions  qui 
sexercent  sur  eux*  Ces  forces  ont  pour  intensitds  les  trois  racines  de 
Vdqualion 

.     6  =  0 

oil  (7). 

Pour  Irouver  les  directions  des  ces  trois  plans,  remarquons  que  si 
la  valeur  de  T,  qui  entre  dans  les  Equations  (6)  est  supposee  satisfaire 
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a  liquation  (7),  Tune  quelconque  des  frois  Equations  (6)  rentredans 
Ics  deux  aulres,  en  sorts  qu'elles  se  reduisent  a  deux.  En  laissant  de 
cdte  successivement  la  premi&re,  la  seconde  et  la  troisi6nie  de  ces 
equations  f6)  on  obtient,  sous  les  trois  formes  suivantes,  les  rapports 
inniuels  des  cosinus. 

cos  p  :  cos  ^  :  cos  r  ;= 

^'''M--i,:»^-t.,(i»-T):(t„-T)(t„-T)-ii,:i„t,-t,.(t„-T) 
( -- 1.,  '„  -  •,.  (\-  T) :  t,,  t,  -  V,  (t„-T) :  (t„ -  T  )(t^   T)-  ti. 

On  remarque  imm^diatement  que  les  neuf  bin6mes  que  renfcrment 
ces  6galit6s  sont  les  ni6mcs,  Irois  h  trois,  dans  les  trois  derni^res 
ligncs  horizontales  que  dans  les  trois  colonnes  verticales  qu'offre  leur 
ensemble  synoptique;  en  sorte  que  ces  trois  colonnes  verticales  repr6- 
scnlcnt,.  aussi  bicn  que  les  trois  lignes  horizontales,  les  rapports  mu* 
tuels  de  cos  p,  cos  q,  cos  r.  On  en  d6duit  facilement  que  les  six 
bin6mes  contenus  dans  ces  lignes  sont  proportionnels  aux  trois  car- 
r^s  et  aux  trois  produits  deux  a  deux  des  cosinus ;  ou  en  d'autres  termes 
qu'il  y  a  toujours  un  nombre 


tel  que  Ton  ait  : 


(8) 


m 


mvm^p  lt,„--T)(l,,-T)-IJ,, 

mcos*7  (t,,-^T)(t^,-T)-t«^ 

mcos^r  (t^^-T)(i^^-T)-t«^ 

m  cos  ^cosr  L^  1^^-  t^^  (t,,-T) 

m  cos  r  cos  »  t^    t     —  t     (t     — T) 

m   COS  p  cos   7  tys    \z.r   —    ijcy   (Uz   —  T)  (*) 


Ces  6galitcs  fournissent  la  determination  la  plus  simple  et  la  plus 
6vidente  des  cosinus  en  question.  La  valenr  du  facteur  m  se  trouve  en 
additionnant  les  Irois  premieres  de  ces  ^galites,  et  en  observant  que 
la  somme  des  carr6s  des  trois  cosinus  est  figale  a  1.  On  a  ainsi 


in 


(•„»-T)(t»-T)H-(l„-T)(t,,-T)+it,,-T)(t^,_T)-tJ,-tI,-tl,. 


(')  Car  en  metlant  les  premiers  membrcs  des  six  ^galit^s  (8)  k  U  place  det  bioAmes  qui 
forment  leurs  seconds  inembres,  dans  les  Equations  triples  (7  a)  que  Ton  Tient  de  trouver 
pour  les  rapports  mutuels  de  cos  /»,  cos  ^,  cos  r,  celles-ci  sont  identiquement  saUsfailes. 
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Celte  expression  revienl  a  la  suivante,  eii  cgard  a  requalion  (7), 

de 


''-  -  ./  T 


On  pent,  au  moyen  de  cette  valeur  de  m,  delerminer  complilemenl 
les  cosinus;  en  effet,  les  Equations  (8)  donnent 


cosp  = 


(t„,-'l){t„-T)-l.J, 


d& 
dT 


(9)  \    cos  7 


</0 
dT 


i    — X)  ft    — 'H — t* 

COS  r  =  A     I  -^ ^^, -" 

did 


Les  signes  des  radicaux  doivent  £tre  choisis  tels  que  les  expressions 
foumies  par  les  Equations  (8)  satisfassent  encore  aux  autres  Equations, 
condition  qui  les  determine  tous,  hors  un.  Cette  indetcrmination  qui 
fait  que  les  cosinus  peuvent  6tre  pris,tant6tavec  certains  signes,  tantdt 
avec  des  signes  opposes,  pourvu  que  ce  soil  tous  ensemble,  est  indifTe- 
rente,  au  demeurant.  Elle  revienl  a  ce  que  la  normale  a  une  surface 
pent  £tre  tir^e  aussi  bien  d'un  de  ses  deux  cdtSs  que  de  I'autre. 

n  faut  montrer  maintenant  comment  Ics  trois  directions  pour  les- 
quelles  la  traction  agit  perpendicuiairement  aux  faces  a  travers  les- 
quelles  elle  s*exerce  sont  placees  Tune  par  rapport  a  I'autre,  et 
prouver  que  ce  sont  celles  des  axesprincipaux  communs  a  Tellipsoide 
d'^asticit6  (5)  et  a  la  surface  directrice  (4).  D^signons,  dans  ce  but, 
par  T',  T"  deux  racines  de  Tfiquation  (7)  et  par/?',  q\  r' ;  p'\  q",  r"  les 
syst&mes  correspondants  des  valeurs  des  angles  /?,  9,  r.  Si  dans  les 
Equations  (6)  on  remplace  /?,  g,  r,  par  p',  q[^  /  el  si  Ton  additionne  ces 
^uations  aprte  les  avoir  multipliees  respectivement  par  cos  p",  cos  q'\ 
cos  r^'f  on  obtient 

T'  (cos;?'  cosp"  -h  cos  q'  cos  ^"4-  cos  r'  cos  r")  = 
=  t^  cosf>'  cosp"  -h  t^^  (cos  q'  cos  r"  -f-  cos  r'  cos  q")  -h 
tyy  cos  q'  cos  q"  -f-  \^^  (cos  r'  cos  p"  -f-  cos  p'  cos  r")  -h 
t^  cos  r'  cos  r"  -|- 1    (cos ;/  cos  q"  -h  cos  q"  cos;>") . 
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Lc  M»rond  mcrnbrc  de  cclte  derniere  equation  ne  change  pas  si  Ton 
y  cliangc*  les  lellres  acccntuees  une  fois  centre  les  leltres  accentuees 
deux  fois  el  n'*ciproquement.  La  mfeine  chose  doit  done  avoir  lieu  pour 
le  premier  membre.  Or,  son  second  facleur  ne  change  pas  non  plus  ; 
mais  le  premier  facteur  T'  devient  T".  Si  done  on  n'a  pas  T'  =  T"', 
il  faut  necessairement  qu'on  ait 

(iO)  cos;i'cos//'-|-cos^'cos^"-f-cosr'cosr''  =  0. 

Cette  egalile  exprime  que 

Deux  quelconques  des  irois  directions  des  tractions  qui  sont  per- 
pendiculaires  aux  plans  sur  lesquels  elles  s'exercent  doivent  etre  aus9i 
perpcndiculaire^  Vune  h  Vautre^  si  les  racines  cotrespondanles  de 
Vdqualion  (7)  sont  in^gales. 

Si  done  les  trois  tractions  sonl  in^gales,  ces  trois  directions  dc 
(raclions  fornH^nt  trois  h'gnes  k  angles  droits  Tune  sur  I'autre.  On 
peiil  prendre  ces  lignes  pour  les  axes  de  nouvelles  coordonnees.  Si  Ton 
di'signe  ces  trois  nouvelles  coordonnees,  dans  les  directions  des  trois 
tractions,  T',  T",  T",  par  A\  Y,  Z,  et  si  Ton  appelle  aussi/",  q"\  r'^ 
les  angles  correspondant  a  la  troisi^me  direction,  on  aura,  par  la 
transformation  des  coordonndcs  (ou  par  le  th6oreme  de  Tfegalitfe  des 
deux  projections,  sur  une  droite  quelconquo,  d'un  chemin  polygonal 
et  du  chemin  direct  qui  \a  dc  son  point  de  depart  k  son  point  d*ar- 
rivi^c)  les  formulcs 

X  ---  .r  cos  v'  -\-  y  cos  q'  H-  2  cos  /, 
Y  r  cos  p"  H  -  y  cos  q"  H-  z  cos  r'', 
Z       .r  cos  p"'-\-  y  cos  q'"-\~  z  cos  r'". 

II  est  maintenant  facile  de  voir  quelles  expressions  on  obtient  si 
on  introduit  ces  nouvelles  coordonnees  dans  les  (Equations  des  sur- 
faces (4)  et  (5). 

On  pent  6videmment,  en  effet,  se  reprisenter  aussi  bien  le  paralli- 
h^pip<^de  solide  limit6  par  trois  paires  quelconques  de  faces  planes  per- 
pendiculaires  Tune  k  Tautre  que  par  ses  faces  primitives,  en  suppo- 
sant  d*avanoe,  seulement,  que  Tonfera  agir  sur  ces  nouvelles  faces  les 
tractions  qui  repondent  a  leur  direction  dans  le  mSme  corps.  L*^tal 
interieur  de  ce  corps  n'est  nullement  change  par  \k  ;  d'ou  il  suit  que 
les  surfaces  ( i)  et  (5)  qui  ne  dependent  que  des  rapports  mutuels  des 
tensions  int^rieures  ne  sont  pas  changees  non  plus.  Et  comma  on  n 
(rouMs  ci-dossns,  trois  directions  pour  les  faces  auxquelles  sont  per- 
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pendiculaircs  les  tractions  int^rieures  qui  s*y  exefcent,  on  pent  tou- 
jours ^  du  parallel^pipdde  donni^  extraire  un  autre  paralleUpipbde  qui 
fCa  besoin  que  de  tractions  normales  d  ses  faces  pour  etre  maintenu 
dans  l^quilibre  ant^rieurement  Habli,  Prenons  trois  dc  ses  six  faces 
pour  plans  coordonn^s,  et  posons,  pour  les  coordonn^es  nouvelles  qui 
s'y  rapportent,  les  equations  (4)  et  (5).  Nous  n'aurons,  d'aprfes  ce  qui 
precede,  qu'a  metlre,  dans  celles-ci,  les  coordonn^es  et  les  tensions  ou 
tractions  nouvelles,  au  lieu  des  anciennes.  Par  consequent,  a  la  place 
de  t»,  t  yy ,  ta, ,  nous  mettrons  T',  T",  T'"  et  nous  annulerons  ty,,  t«, 
t^  ce  qui  donnera,  d'aprfis  (2  a)  et  (26), 

Pour  ^^ T"  T'" ;        pour  A 0, 

Pour  A^^. r'T'  ;        pour  ^^ 0, 

Pour  A„ T'  r  ;        pour  A^^.  .  .     .0, 

Pour  A,  .  .  .  .  T'  T"  T'", 

moyennant  quoi,  les  Equations  des  surfaces  (4)  et  (5),  rapporttes  aux 
axes  principaux,  se  pr^sentent  sous  la  forme  suivante  : 

jfi       p        21 

(4a)  ,p7  +  Y  ^  T'  '~  *  (surface  directrice). 

X*       yj        gt 

(5  a)  J,,  -h  j,ri  +  Y,\  =  1  •  (ellipsoide  d'61asticit6). 

Les  tensions  principales  T',  T",  T'",  sont,  comme  Ton  voit,  les  demi- 
axes  principaux  dereliipsoided*eiasticit£  (5a).Ceux  deTaulre  surface 
(4  a)  sont  proportionnels  aux  racines  carrtes  de  ces  grandeurs,  si  tou- 
lefois  cette  derni^re  surface  est  un  ellipsoide;  mais  il  est  Evident  que 
cette  condition  n*est  remplic,  quand  on  regarde  k  comme  une  cons- 
tante  positive,  que  si  les  tensions  principales  sont  toules  trois  posi- 
tives; si  Tune  d*clles  devienl  negative,  ou  se  change  en  une  pression, 
la  surface  (4a)  est  un  hypcrboloide  a  une  nappe;  elle  est  un  hypcrbo- 
loide  a  deux  nappes,  si  deux  des  mdmes  tensions  devicnnent  des  pre- 
sions ;  enfin,  avec  trois  pressions,  la  surface  (4  a)  devient  imaginaire.  Au 
conlraire,  si  on  regarde  k  comme  n^gatif,  on  a"*  un  ellipsoide  avec 
trois  pressions,  un  hypcrboloide  k  une  ou  k  deux  nappes,  selon  qu'une 
ou  deux  de  ces  pressions  se  changent  en  tractions,  et  une  surface 
imaginaire  pour  trois  tractions.  Ainsi,  par  un  choix  convenable  du 
signe  de  la  constante  k,  on  a,  pour  cclte  surface  (4a),  un  ellipsoide  si 
les  trois  forces  s'exer^unt  sur  les  Irois  faces  principales  sont  de 
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mSme  sens,  et  un  hyperboloide,  si  clles  sonl  de  sens  differents  (*). 
Au  resle,  P^quation  (10)  proiive,  comme  nous  Tavions  admis,  que 
toutes  les  racines  de  Tequation  du  5^  degrc  (7)  sonl  r6elles.  En  efTet, 
si  deux  racines  T'  et  T  de  cette  Equation  en  T  c^taient  deux  imaginai- 
res  conjugu^es,  il  en  serait  de  m£me  des  groupes  cos  p'  el  cos  p', 
cos  q'  et  cos  q"j  cos  r'  el  cos  i^^  de  valeurs  correspondantes  de  cos  p, 
cos  q,  et  cos  r.  Or  le  produit  de  deux  imaginaires  conjugates 
a  -+-  6  ^  —  1 ,  a  —  b  ^^  —  1  est  egal  a  la  somme  a*  -4-  6*  de  deux 
carr6s.  Si  done  T'  et  T"  dtaienl  deux  quantit^s  de  cette  sorte,  I'^qua- 
tion  (10),  qui  a  ikro  pour  second  membre,  aurait  pour  premier  mem- 
bre  la  somme  de  six  carres  reels,  line  pareille  Equation  6tant  impossi- 
ble, il  est  impossible  aussi  que  T^quation  du  S""  degr6  (7),  dont  noUs 
nous  occupons,  ait  des  racines  imaginaires. 

§8.  —  Gas  oil  rallipsolda  d'MasticiM  daviant  ana  sarfaca  da  r^YO- 

lattoB.  —  Gas  o<i  il  daviant  ana  sphdra. 

4 

Lorsque  deux  racines  d'une  Equation  sonl  egales,  on  sait  que  leur 
substitution  annule  non  seulement  le  premier  membre  de  cette  ^ua- 
tion,  dont  le  second  membre  est  suppos6  z6ro,  mais  encore  son 
quotient  differentiel  par  rapport  a  Tinconnue.  Soient  done  deux  raci- 
nes, T,  V  de  I  equation  6=0  6gales  entre  elles;  clles  annuleut 

dQ 

-pp  et  par  consequent  aussi,  d'aprfes  (8  a)  le  facleur  m  des  Equations 

(8).  Les  premiers  membres  de  ccs  equations  s*annulantt  on  voit  que 
si  T  d^signc  cette  double  racine,  les  rapports  d£sign6s  dans  les  trois 
si^ries  suivantes  sonl  6gaux  chacun  a  chacun. 

(H)  {  tyx        :tw-T  :  t,^ 

i„        :  tya         :  t»»  — T 


(*)  Caucby,  qui  a  ddcouvert  la  surface  (4)  (que  noua  avoiis  appel^  direciriee,  d'aprii 
queiques  auteurs),  donne  au  second  nombre  A  A  le  double  signe  el  le  rMuili  d:  1.  It  a  ainsi 
un  ellipsoide  ou  deui  hyperboloides  conjugu^s,  au  nioyen  desquels  toutes  les  tensions, 
lant  positives  que  negatives,  s'exercant  k  travers  les  diyers  plans,  se  trouvent  repre- 
sent^ 

Au  reste,  I'^tude  des  surfaces  d'^lasticit^  donnant  les  tensions  ou  pi^essions  n'est  plot  re- 
gards corome  aussi  ititiressante,  depuis  que  Ton  a  fait  I'observation,  renouveltede  VarioUe, 
el  sur  laquclle  Poncelet  a  insists,  que  ce  ne  sont  pas  crs  foree$  int^rieures,  mais  lks  mla- 
TATio5f  qu'elles  produisent,  qu'il  faut  limiter  pour  assurer  la  stability  de  la  cohteion  des 
sol  ides,  et  toirter  lo  danger  di»  ^nenrations  ou  des  ruptures.  Voyez  I'^dition  annotte  de 
Nnvier,  1864»  n*  XLIV  de  rhiitorique,  page  cc  et  pages  cciij,  8,  781.  Vojei  aussi  le  com- 
mencement de  la  note  mise  ft  la  fin  du  ^  37  ci-apr^. 
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II  en  rteulie  pour  les  grandeurs  ixx t^y,  certaines  conditions 

ou  relations  qu'il  n*est  pas  Yi^'cos^aire  de  mcltre  ici  en  lumi^re.  Mais 
on  Yoit  que  les  6galil6s  de  ccs  rapports  r^duisent  les  Equations  (6)  a 
une  scule.  Par  consequent,  cos  p,  cos  q,  cos  r,  ne  sont  plus  compl6- 
tement  determines.  En  d'autres  termes,  les  directions  des  tractions 
principalcs  ^gales  entre  elles,  ne  sont  plus  soumises  qu*6  une  seule 
condition,  qui  ne  pent  ftlre  que  celle-ci :  d*6tre  perpendiculaires  k  la 
troisieme  traction  principale,  qui  ne  leur  est  pas  ^gale.  Les  surfaces 
du  second  degr^  (4)  et  (5)  sont  alors  dc  revolution,  attendu  que  deux 
de  leurs  trois  axes  de  figure  devicnnent  egaux ;  I'axe  de  revolution  a 
pour  direction  celle  de  la  tension  principale  qui  n*est  pas  egale  aux 
deux  autres ;  et  les  deux  autres  axes  de  figure,  situes  dans  un  plan 
perpendiculaire  h  celui-1^,  n'y  ont  aucune  direction  determinee.  Le 
probieme  relatif  k  ce  cas  se  reduit  a  trouver  la  direction  et  la  gran- 
deur d'une  traction  principale  T',  et  la  grandeur  que  nous  appelle- 
rons  T  des  deux  autres  T"  =  T'"  qui  sont  devenues  egales.  Et  Ton 
peut,  sans  plus  de  details,  le  resoudre  commc  il  suit : 

Determinons  trois  angles  p\  (fj  r\  et  un  facteur  m'   satisfaisant 
aux  equations  suivantes. 

!m'  cos  a'  cos  r'  --  t„. 
m'  cos  r'  cos  ;/  -  -  t,^ 
m'  cos  p'  cos  fj\ '—-  i 

Cette  determination  s'opere  facilement  en    multipliant  ensemble 
deux  dc  ces  equations  et  divisant  par  la  troisieme,  ce  qui  donne 


cos 


(13)  \      cos  q 


y  m'  t 

Ym't. 


zr 
IP 


2X 


cos  r'  =  i  /  "   y^ 

xy 


Et,  comme  la  somme  des  carres  des  cosinus  doit  etre  egale  a  i. 


m  -— h-j h— 

^ys  *«jr  ^Xff 


Les  signes  des  radicaux  produisent,  encore  ici,  plusieurs  combinai- 
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sons;  mais  il  nc  pcut  yen  avoir  qu^une  (ou  deux,  dontl'une  nediff^re 
dc  l*autre  que  par  le  changement  de  tous  les  signes  a  la  fois)  qui 
salisfasse  aux  equations  (12).  Les  Equations  (11)  donnent,  en  tous 
cas, 

(14)  /  tyj,  -  T --=  m' co8«  ^' =  .^ILJe 

i    t 

L,  —  T  :-_-  m'  CDS'  r'  =,JL^ 

On  en  d^duit  la.  valeur  de  T  qui  doit  dtre  la  in^mc,  quelle  que  soit 
cellc  des  trois  Equations  dont  on  la  tire.  Etcomme  les  Equations  (6), 

lorsqu'on  y  met  pour  tj^  —  T,  t^y,  t^ leurs  valeurs  fournies 

par  (12)  et  par  (14)  en  efTa^ant  ensuiie  tous  les  factours  communs, 
se  changent  Tune  comme  Tautre  en 

cos  p'  cos  p  -H  cos  q'  cos  q  H-  cos  r'  cos  r  =  0  , 

on  voit,  sans  chercher  k  en  tirer  rien  de  plus,  que  les  valeurs  de 
cos  p\  cos  q\  cos  7'\  telles  qu'elles  viennent  d*6tre  donnees,  fournissent 
la  direction  de  la  traction  principale  T',  celle  qui  n^est  6gale  k  aucune 
des  deux  autres. 

La  double  racineT"  =  T"'  de  Tequalion  du  3«  degre  (7),  ^tant  dcji 
donnee  par  la  valeur  T,  tiree  de  (14),  il  ne  resteplusi  determiner 
que  la  grandeur  de  T'.  Que,  pour  cela.  Ton  niette,  dans  les  Equations 
(6),  p',  q\  /,  a  la  place  dep,  ?,  r,  et  par  consequent  aussi  T'  a  la  place 
de  T,  qu*ensuite  on  rcmplace  t„,  t„,  t,.  par  leurs  valeurs  en  T,  m',  p', 
q\  r',  fournies  par  les  Equations  (14)  el  t„„  t,„  t^  par  celles  que  Ton 
tire  des  Equations  (13)  multipli^es  deux  a  deux  Tune  par  Kautrc,  ciia- 
cune  des  Equations  (6)  se  change  en  celle-ci  : 

T  — r+m'::--0  ou 

(15)  T'-^-T-hm'. 

Les  formules  (13),  (14),  (15)  fournissent  la  solution  complete  dc  cc 
probl^me. 

Enfin,  s*il  y  a,  dans  le  cas  que  nous  venons  de  consid^rer,  un  nom- 
bre  infini  de  plans  sur  lesquels  la  traction  s*cxerce  perpendiculaire- 
ment,  savoir,  avec  celui  qui  est  perpendiculairc  k  T\  tous  ceux  qui 
passent  par  T'  et  auxqucls  correspond  la  traction  T ;  on  voil  que  dans 
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Ic  cas  plus  particulier  ou  toutcs  les  tractions  son  I  egales,  les  plans  sur 
lesquels  elles  agissent  perpendiculairement  ont  toutes  les  directions 
possibles.  Les  surfaces  (4)  et  (5)  deviennent  des  spheres,  et  Ton  a  T'  = 
T*  =  T'".  Dans  ce  cas,  les  equations  (4)  et  (5)  doivent,  dans  leur  forme 
premiere,  ou  avant  d'etre  transFormees  en  (4  a)  et  (5  a),  repr6senler 
des  spheres.  En  d^autres  termes,  les  composantes  tangentielles  des 
tractions,  t^^,  t^,,  t,^  doivent  ilre  nulles,  el  les  composantes  normales 
t«»  t„,  t„  doivent  fitre  6gales  entres  elles.  Get  elat  n'cxiste  dans 
un  corps  Slastique  que  lorsque  toutes  ses  faces  ext^rieures  sont  tirees 
ou  pouss^es  par  des  forces  d'^gale  intensity  sur  Tunite  superficielle,  (!t 
dirigees  normalementa  ces  faces. 

§9.  —  L'ollipioldo  d'61asticit6,  et  la  surface  directrice  ozprim6es 
en  cooRDOMiiEBs  DE  PLANS.  —  Gas-liiuites  do  cos  surfaces. 

Le  vrai  raract^re  des  surfaces  (4)  el  (5)  ne  ressort  d'une  mani&re 
manifeste,  particulierement  pour  certains  cas4imitesque  nous  exami- 
nerons  tout  a  I'heure,  que  lorsqu'on  repr6sente  ces  surfaces,  non  plus 
par  des  coordonn^es  de  points,  maispardes  coordonndes  de  plans; 
c'est-i-dire  Jorsqu'on  exprime  les  conditions  que  remplissenl,  les 
ones  par  rapport  aux  autres,  les  intersections  de  leurs  plans  tangents 
avec  les  axes  coordonnSs. 

Si  Ton  ^crit  I'^quation  d'un  plaii  sous  cette  forme  : 

(^6)  ux-hvy-hwzH-i— 0, 

les  coefficients  u,  v,  w  des  coordonndes  x,  y,  z  de  ses  points,  peuvent 
dtre  appel^s  les  coordonndes  du  plan.  On  obtienl  les  intersections  dece 
plan  avec  les  axes,  en  annulant  deux  a  deux  les  grandeurs  x,  y,  z,  et 
en  calculant  la  troisieme.  Les  distances  de  ces  intersections  a  I'origine 
sont  ainsi 


i 

i 

1 

u  ' 

~  V  • 

w 

ce  qui  donne  la  signification  geom^trique  de  u,  v,  w. 

Or,  comme  le  plan  tangent  k  une  surface  f=  o,  en  un  point  parti- 
culitr  {x,  y,  z)  est  represents  par  la  forniule suivante  ou  x,  y,  z  sont 
les  coordonndes  courantes  de  ses  divers  points  : 
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il  faut,  pour  que  F^quation  (16)  represente  ce  plan  tangent,  que  Ton 
ait,  2X  dteignant  un  facteur  inditerminS, 

C  X 

(")  /      f^  =  2Xv 

<  V 

r,  f 

^  =  2Xw 

c  z 

et,  eaeiilre,  comme  le  point  de  contact  doit  setrouversur  le  plan  (16), 
on  doit  aYOtr 

(18)  ujT-h  vy-h  W2H-  i  r- 0. 

En  61iminant  Xy  y^zei  2  X  eailre  (17),  (18),  et  Fiqualion  de  la  sur- 
face en  coordonn^es  ordinaires  representees  par  x,  y,  z,  il  reste  une 
Aquation  en  u,  v,  w,  qui  est  ce  que  nous  appelons  t Equation  de  la 
surface  en  coordonnees  de  plans. 

Si  Ton  en  fait  Tapplication  k  la  surface  direclrice  (4) 
les  equations  (17)  donnent  le  systeme  : 

(19)  V^^\,y  +  V^=^^^ 

Si  Ton  additionne  ces  Aquations  (19)  aprcs  les  avoir  multipliees  I'espec- 
tivement  par  x,  t/,  z,  le  premier  membre  donne  A:  A,  k  cause  de  Tequa- 
tion  (4),  et  le  second  membre  donne  —  X  a  cause  dc  Tequalion  (18| ; 
en  sorte  que 

On  oblicnt  evidemmenl  aussi  les  equations  (19)  des  equations  (3) 
du  §  6 ; 

A  cos  p  =  T  (A^^  COS  n  H-  Aj.y  cos  *    \-  A^^  COS  p) 


•    » 


si  Ton  met,  dans  celles-ci,  x,  y,  z  a  la  place  de  T  cos  i>i ,  T  cos  x. 
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T  COS  p.  et  en  meme  temps  —  iu,  —  A'v,  —  kvi,  a  la  place  de  cos  p, 
cos  q,  cos  r.  Or,  comme  les  equations  (3)  enlrainent  les  Aquations  (2) 
du  mdmc  §  6, 

T  cos  cj  =  i^  cos  p  -f-  t     cos  q-ht^  cos  r 


on  doitt  en  faisant  dans  celles-ci  les  m6mes  substitutions,  obtenir  des 
equations  exacles.  On  a  ainsi 

et  si  Ton  multiplie  I'espectivement  ces  derni^res  par  u,  v,  w,  en  sorte 
que  leur  addition  donnc,  d'upr^s  (18),  —  1  pour  premier  membre,  on 
obtient  cnfin  T^quation  suivante  de  la  surface  directricc  (4)  en  coor- 
donn^es  de  plans  : 

(4*)      j  =  ^r.^'-^^     v'-M,,w»^2f^,vw4-2t^wu-^2t^^uv. 

Cclte  Aquation  est  tout&  fait  analogue  a  Tequation  de  points  (4)  dela 
mAmc  surface,  mais  clle  est  au  fond  beaucoup  plus  simple,  en  ce  que 
les  tractions  t,  y  figurcnt  a  la  place  des  bindmes  du  second  degrA  (26) 
donnant  les  Ax« 

Si  Ton  applique  le  m6me  procAdA  h  I'ellipsoidB  d*61asticitA  (5) 

les  Aquations  (17)  donnent  tout  d'abord, 


(20) 


ou  Ton  a  fait,  pour  abrAger, 

P-A^.r-^A^^i/4-A,,^, 


•^.x  M  4-  A,^  N  +  A^,  I»  - 

)  u 

v^-^v^+vp- 

:>    V 

■^:,  M  +  A,    N -t- A„  P - 

>W 

32  CHAP.  I.  —  F0RMULE8  FOXDAMEIf TALES. 

de  mani6re  que  Tcquation  (5)  de  la  surface  puisse  dire  terite 

(21)  M«  -h  N*  -h  P»  -r  A«. 

Si  Ton  additionne  les  ^uations  (20)  apr^s  les  avoir  muUipliies  res- 
peclivement  par  x,  y,  z,  on  obtient,  eu  6gard  a  (21 )  el  a  (18), 

et,  en  comparnnl  les  Equations  (20)  avcc  cellcs  du  systeme  (5),  puis 
revenanl  de  celles-ci  a  cclles  du  systeme  (2),  ce  qui  conduit  a  mettre 
dans  ces  derniires  M,  N,  P,  au  lieu  dc  T  co-'  r.>\  T  cos  x,  T  cos  p,  el 
—  Au,  —  Av,  —  A  w  au  lieu  de  cos  p,  cos  g,  cos  r,  on  trouve  pour  ce 
syst6me  (2),  de  la  resolution  duquel  le  syst6me(20)  pout  6tre  considere 
comme  deduit, 

M--A(t^^u  ^t^v  :-t,,w). 
N.--A(t^,u  -t,,^v  |-l^,w), 
P  _  _  A  (t^  u  -^  t,,,  V  f.  I,,  w)  . 

Et  si  Ton  substitue  eniin  ces  valeurs  de  M,  N,  P  dans  T^quation  (21), 
on  obtient  sous  la  forme  simple  qui  suit,  I'^quation  de  rellipsoide 
d'61asticit6,  en  coordonntes  de  plans  : 

(5ft)     l"(t,,u    f-t^^v-f-t;,w;«-+-(ty,u^t^^vH-t^,w)*-h 

D*apr^  ce  qui  a  6te  dit  ci-dessus,  pour  obtenir  les  equations  des 
deux  surfaces  rapport6es  a  leurs  axes  principaux,  il  suffit  d'annuler 
les  Irois  composantes  t,„  t^^,  t^.,,  et  de  remplacer  t„,  t„,  t,,  par  T',  T, 
T'\  Si  done  on  disigne  par  U,  V,  \V,  les  coordonnees  de  plans  dans  le 
systeme  des  axes  principaux,  les  equations  des  surfaces  (4)  et  (5),  ou 
(4  a)  et  (5  a)  rapport^es  i  ces  axes,  et  exprim6es  au  moycn  de  ces  coor- 
donnees, son  I 

(4c)  T  U«  ^r  V«  ^T'W      L 

k 

(5 c)  T* U«  +- T"' V*  -f- T"' W«       \  . 

Ces  formes  sonl  tres  importantis  pour  faciliter  les  recherches  rela- 
tives aux  cas-limites,  dans  lesquels  une  ou  plusieurs  racines  dc  Tiqua- 
tiondu  troisieme  de^vt  enT  disparaissent. 
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Ainsi  lorsqiie  T"  =  0,  les  equations  (4  c)  ct  (5  c)  scr^duiscnl  a 

{id)  T'PH-r  V^r=i; 

(5c/)  r*  U*  -f-  T'  *  v=\. 

Cherchons  cc  que  significulccs  derni^res  Equations.  EUes  sont  inde- 
pendantes  de  W,  c'esl-i-dire  que  si  Tune  des  surfaces  (id)  et  (5d)  est 
touchee  par  un  plan  d6lerinin6,  ellc  Test  aussi  par  tous  les  plans  qui 
rencontrent,  aux  mSmes  points  que  celui-ci,  I'axe  des  X  et  Taxe  des  Y. 
Tous  ces  plans  se  coupent  suivant  une  droite  tracee  dans  le  plan  des 
X¥ ;  les  surfaces  (id)  et  (bd)  sont,  par  consequent,  d^finics  par  dc 
simples  courbes,  trac^es  dans  cem^nic  plan.  Ces  courbcs  sont  6videm- 
ment  les  m£mes  que  celles  suivant  lesquelles  les  surfaces  (4c)  ct  (5c) 
sont  touch6es  par  les  plans  pour  lesquels  W  =:  0 ;  car  en  faisant  W=  0, 
les  ^nations  (4c)  et  (5c)  se  changent  en  (id)  et  (5d). 

Or  ces  plans,  qui  rencontrent  Taxe  des  Z  a  rinfini  constituent  en- 
semble les  cylindres  tangents (*)  aux  deux  surfaces,  et  dont  les  arot'S 
sont  paranoics  a  cet  axe ;  et  la  courbc  de  contact  de  chacun  dc  ces 
cylindres  est  la  coupe  de  chacune  des  surfaces  (4c),  (5c)  parte  plan  XY. 
L'iquation  (5d)  repr6senle  done  rellipse  d'interseclion  dc  rdlipsoide 
d'61asticit6  par  le  plan  XY,  savoir,  une  ellipse  doni  les  denii-axe3  sont 
T'etT";  T^qualion  (id),  au  contraire,  reprisenle  une  ellipse  ow  une 
hyperbole^  selon  que  T'  et  T"  ont  le  mfime  signe  ou  des  signes  opposes. 

Si  done  une  des  trois  tensions  princi pales  est  egalc  a  zero,  les  direc- 
lions  des  tensions  s^exergant  sur  tous  les  plans  possibles  men6s  par 
un  mdme  point  se  trouvenl  dans  un  seul  et  m6mc  plan ;  ct,  dc  plus, 
sur  tous  les  plans  qui  passent  par  une  m6me  droite  (racec  dans  celui- 
ci,  la  traction  ou  tension  par  unite  superficicllc  est  la  m6me  en  gran- 
deur et  en  direction.  Si,  dans  ce  mSme  plan,  on  fait  tourner  autour 
d'un  point  la  droite  dont  nous  parlons,  rextr6mite  de  la  ligne  qui  re- 
presente  la  grandeur  et  la  direction  de  la  tension  corrcspondante  d^crit 
une  ellipse.  C'est  ce  qui  a  lieu,  par  exemple,  si  le  parallelepipcde  so- 
lide  consider^  est  sollicite,  seulcment  sur  deux  paircs  dc  faces,  par 
des  actions  normalcs  aux  quatre  faces  qui  fonnerit  ces  paires,  et  n'esl 
ni  pressi,  ni  tir6  sur  les  faces  de  la  troisifeme  pairc. 

Si,  enfin,  deux  racines  de  Tiqualion  du  3*  degri  (7)  sont  (^gales  a 


(*)  L'auteur  emploie  I'cxprcssion  Beriihrung*kegcl ,  cdne  tangent;  inais  comnnc  il  porlc 
d*an  oftne  dont  le  sommet  e»t  a  rinfini,  on  a  traduit  par  cylindre. 
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zero,  en  sorte  que  T"  disparaisse  en  mdine  temps  que  T'\  les  Equations 
des  deux  surfaces  deviennent 

(4e)  '^'"'^1 

(5e)  T^V'r^i. 

Chacunede  ccs  Equations  rcpresente  deux  points  i$oU$  qui  se  trou- 
vent  sur  I'axe  principal  X,  d&  chaque  cdte  ]de  I'origine,  aux  distances 

±sj  kT  .  pour  la  premiere  , 

cl  ±  V  pour  la  seconde. 

En  effet,  tous  les  plans]  qui  salisfont  i  Tequation  {ie)  rencontrent 

Taxe  des  X  en  un  point  situe  a  une  distance  \JkV  de  Torigine  qu  a  una 

distance —  sjl^'^'  \  niais  ils  ne  sont  soumis  h  aucune  autre  condition. 
De  m6ine,  tous  Ics  plans  reiatifs  a  I'^quation  (5e)  doivent  rencontrer 
I'uxe  des  X  en  des  points  situes  a  des  distances  ±  V  de  I'origine,  sans 
£tre  soumis  k  aucune  autre  condition.  Alors  done  la  traction  ou  ten- 
sions pour  tous  les  plans  sur  lesquels  elle  agit,  a  la  mSme  grandeur  et 
la  mfime  direction.  C'est  ce  qui  arrive  lorsque,  par  exemple,  deux 
faces  opposees  du  parallelopip6de  sont  soumises  a  des  forces  qui  les 
sollicitcnl  normalement,  les  autres  faces  n*6tant  soumises  k  aucune 
action. 


g  lO.  —  Dir«ctioiM  oonjiigii^s  des  tensions  aglssant  snr  trois  faoM 

orthogonalos  qaolconqnos. 

Jc  vais  terminer  ces  considerations  geom6triques  sur  Tellipsolde 
d*elasticito,  en  ^tablissanl  un  th6on^.mo  qui  manifesto  Texistence  des 
directions  des  tensions  principalcs,  comme  un]cas  particulier  d*une 
proposition  plus  gen6rale. 

Revenons  aux  Equations  (5)  du  §  6,  A  cos  p=T  (A  cos  o-h  ....) 
que  nous  avons  oblcnues  en  resolvant  les  ti*ois  Equations  du  premier 
degrfc(2)  TcosnT=t„cosp4-  ....  et  qui  donnent  les  angles />,  7,  r, 
formes  avec  les  axes  coordonnes  par  la  normale  au  plan  sur  lequel 
agit  une  traction  T  supiwsee  fairc  les  angles  o,  x,  p  avec  les  mdmes 
axes.  Les  directions  des  tractions  ou  tensions  qui  agissent  sur  les  fuces 
momes  de  T^lement  parallelepipede  ayant  ses  cdt^s  parall61es  aux 
x,  y,  t,  ou  les  valours  des  angles  n,  x,  p  qu*elles  formenl  avec  ces 
ux^mes  axes  peuvenl  <iti*e  obtenues  des  Equations  (3),  m£me§«  en  fai- 
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santdeux  k  deux  ggales  k  z6ro  les  quantit^s  cosp,  cos  9,  cos  r.  Ainsi, 
les directions, ou  les  angles  cr,  x,  />,  satisfont  toujours  a  deux  des  equa- 
tions 

A^jp  cos  Bi  -f-  A     cos  X  -h  A^j  cos  p  r=  0  , 

Ay^-COS  BI  H-  Ayy  cos  X  -f-  A^^  COS  /)  =  0  , 
A,,  COS  CI  -I-  A,„  COS  X  -h  A,,  COS  /)  =  0  . 

Mais  les  cosinus  de  d,  x,  p  ont  entreeux  les  mi^mes  rapports  que  les 
coordonnees  x,  y,  z  du  point  de  la  surface  directrice  dont  le  rayon 
vecleur  donne  la  direction  de  la  tension  determinie  par  ces  angles 
d,  X,  p.  Ces  directions  des  tensions  sont  celles  des  intersections  deux  a 
deux  des  trois  plans 


A„ 

X  +  A,, 

Y  +  A« 

Z 

=  0, 

V 

x  +  V 

Y  +  A^, 

z 

-0, 

(22) 

^xX-hA,^Y4-A^,^Z  =  0. 

Si  maintenant,  par  les  extr6mit6s  des  trois  rayons  vecteurs  dirigfes 
suivant  ces  intersections,  nous  menons  des  plans  tangents  a  la  surface 
directrice,  etsi  nous  avons  6gard  k  ce  que  deux  des  trois  expressions 
suivantes  s'annulentconstamment  ensemble  : 


^x 

y  +  A„ 

2, 

V 

a:  -f-  A 

y  +  V 

a. 

A„ 

a:  -f-  A 

» +  A„ 

St 

nous  oblenons,  en  efTagant  les  factnurs  coinmuns  k  tous  les  teroies,  les 
^uations  qui  suivent,  pour  celles  de  ces  plans  tangents  : 

A,,(X-^)-hA^-^(Y-y)-+-A^,(Z-.)-0, 

A«  {X  -  ^)  +  ^y  (^  ~  y)  -+-  A,,  (Z  -  3)  =  0 . 

Comme  dans  ces  fequalions  les  coerficients  de  X,  Y,  Z  sont  exactc- 
menl  les  mfimes  que  dans  les  Equations  (22), nous  voyonsque  les  plans 
tangents  k  la  surface  directrice,  k  chacune  des  extr6mites  des  trois 
rayons  vecteurs,  sont  paralleles  aux  plans  d6termines  par  les  deux 
autres  rayons,  ou  en  d'autres  termes,  que  ces  rayons  sont  trois  demi- 
diamfetres  conjugufes  de  la  surface  directrice. 

Mais,  ainsi  qu'on  Ta  dija  observfe,  on  pent  se  figurer  le  parall61(5pi- 
p6de  limits  par  trois  autres  paires  quelconques  de  faces  orthogonales. 
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Stir  C(;.s  nouvcllcs  faces,  lea  tractions  seront  encore,  d*apres  les  meiiie> 
conHid4*ralions,trois  clemi-diam6lres  conjuguesdc  la  surface  direclricc. 
D'ou  cc  Ih/ioriSmc  : 

h*H  (liredionH  den  temionn  supportees  par  troin  plmis  qudconquet 
perpend irulaires  Vun  A  raulre  nont  celles  de  trois  diameirof  conjugues 
dt*  la  Hurfavr  dircclrive  de  vea  lensiong  inlerienres, 

j  11.  —  Corps  orlstalUiis,  ou,  plus  gAii6ralomoiit,  corps  iitTEROTRoi'Es. 
Bxprosslons  !••  plus  gAii6ralos  do  lours  tonslons  int^rionros  on 
fonotloa  dos  six  d6fonnstioiis  6Umoiitsiros  on  ohaifno  ondroit. 

r.hcrchoiis  quellcs  niodificutions  il  faiit  faire  subir  k  ce  qui  a  etc  dit 
uux  j{j{  2  el  5  et  au  commencement  du  g  4,  lorsquc  le  parallelepip^de  so- 
lido  dont  on  s'orcupe  cesse  de  possi^dcr  la  mfimc  structure  dans  toutes 
lo8  directions,  c\  st-ji-dii^  s*il  passe  &  cet  clat  que  Ton  designe  sous  le 
nom  de  cristallin  (*). 

Ia\  manieit)  la  plus  simple  de  caraclihiser  eel  elat  d'un  corps  con- 
sisle  ^ii  dive  qu'il  s^y  trouve  cerlaines  directions  dans  lesquelles  les 
couches  parallt^los  se  deplacent  les  unes  devant  les  autres  avec  une  fa- 
ciliti^  plus  j^trande  que  dans  d^autres,  et  ccrtaines directions,  aussi,  pour 
lesqudles  le  corps  ofTi^  h  IVxtension  et  k  la  compression  nioins  de 
n^sistance  quo  |>our  d'autres.  Maisce  n*esl  pas  seulement  dans  les  ma- 
tion^s  i^VUoment  cristalliseos  que  se  roncontrent  les  inegalites  dont 
nous  parlous ;  on  les  tix)uve  aussi,  et  mime  plus  souvent,  dans  dcs 
substances  non  cristallisiV's  et  qui  out  ^le  longtemps  cxpost*es  a  cer- 
tuiuos  innuonces  agissant  constamment  dans  le  m^mesens  (**). 

Imagiuous  dom\  dans  un  bloc  d*une  pareilleniati<^i'e,  un  parallcle- 
pipiMo  dont  los  faces  sont  sollioitoos  par  dos  foivos  de  grandeur  el  de 
dinnMion  quoUouquos,  mais  Oiialement  ropartios  sur  chaque  face,  et 
|H^SMSlant»  sur  los  f;uvs  para!lolo$et  opposoos,  des  gi-andeui^  ogalo  et 
dos  dinvlious  conlnnros. 

Lo  ca>  lo  plus  >inij»!o  serait  colui  i»u  les  syslomos  de  coucI»e$  di>nl 
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nous  venofas  de  parlcr  seraient  au  noinbre  de  trois,  orthogonaux  entrc 
cux,  ct  parall61es  aux  faces  du  parall^lepipMe.  Alors,  los  Iraclions 
normales  ne  produiraient  que  des  d6placemenls  normaux,  cl  Ic  corps 
non  isotrope  se  comporterait  comme  un  corps  isotrope,  a  la  seule  excep- 
tion que  dans  les  trois  directions  des  tractions  les  trois  mcdules  d'olas- 
ticite  d*exten$ion  E,  ct  aussi  les  coefficients  i)  dc  proportion  des  con- 
tractions laterales  correspondantes  (§  2),  alors  au  nombre  de  six, 
auraient  des  valeurs  dilTerentes  (Voir  la  note  de  la  fin  du  g  16). 

Mais  gen^ralement,  des  tractions  m6me  normales  aux  faces  produi- 
ront,  outre  les  dilatations,  des  glisscments  relatifs  de  couches  paral- 
IMcs,  ou  des  deplacements  tangentiels.  Les  angles  formes  par  les  Irois 
cdtes  du  parall61epipMe  cliangeront  en  m6me  temps  que  leurs  lon- 
gueurs, sous  rinfluence  de  tout  systeme  de  tractions,  normales  ou 
obliques. 

Designons  comme  ci-dossus  les  longueurs  des  coirs; 

Pn'mitivenient,  par 

« ,  .       /; ,        c; 

Ai^res  les  deplacements,  par 

a(l-+-?J,         h(\-h^^),        cfi^-J),), 
el  les  trois  angles  plans  du  paralleliipipcde  d6forme  par 

Les  six  qnantitts  ?^,  3^,  ?,,  g^^,,  g.^,  g^^  dependent  i\  la  fois  des  six    * 
composantes 

Kx*    Kjir    ^-'    ^f/i'    ^2j-»    Vv 

des  forces  interieures;  d'oii  il  suit  que,  reciproquemenl,celles-ci  peuvent 
filre  consid6r4es  comme  fonctions  de  ceUes-15.  Les  expressions  de  ces 
fonctions  ne  devront  pas  contenir  de  termes  constants  ou  independants 
des  grandeurs  des  deformations,  atlendu  quecclles-ci  doivcnt  6tre  nuUes 
en  rafime  temps  que  les  forces  agissant  sur  les  faces  de  I'element.  Pour 
determiner,  du  reste,  la  forme  de  ccs  mt>mes  fonclions,  nous  pouvons 
nous  sorvir  de  cette  circonstance  que  les  six  grondeuis  ?.  el  g..  sent 
Iris  petiles  :  si  Ton  se  reprfesente  les  developpemenls  dessix  composantes 
suivant  leurs  puissances,  il  suftira  d'en  conserver  les  termes  du  pre- 
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mier  degr6;  les  forces  t,-  s'expriment  done  lin^airement  en  3.  et  g  .,  ce 
qui  donnc  un  sysl6me  d  equations  de  la  forme  suivante  : 

IX         xx'xx     x~^  xjftjij    y~^  xx'SzVs-hBxx'ijz^yz*      xx'3xfzx'*^xx'rySjr^» 

t    =a        ?  -f-a        3  -f-a        3  -i-a        c    -+-a        s    -l-a         s 

(2ri)  /  *--  '^^zz'xx^x'^^zz'yy^y-^^zt'zi  ^z'-^^zz.yxSyz'^^zz^xegzx'^^xz'xy  ?xy. 

t^  =3        ?  -f-a        3  -ha       ?  -f-a        s   -f-a        s:   -f-a        e 

ijz         ifZ'Xx    X  '      yi'Vy    y    '      yz'zz    z   '      yz'yz^yz  '      yZ'Zx^^zx  *      yz'xy^xy 

t.  r=:ra        ?  -1-3        3  -ha       7\  -+-8        ff    "ha       z    "ha        fir 
t    rr=:a        3  +3        3  -ha       7\  -ha        cr    "ha        ff    -ha        fir 

j-y  xyxx    x  '      xyyy    y    '    oxysji-'i    '      x2/*y*6y-s  Jry-ixosx    '       xyxy^xy 

Dans  CCS  formulcs,  les  notations  sont  telles  que  les  deux  premiers 
indices  dcs  coefficients  a  se  rapporlenl  a  la  traction  t  h  laquelle  ils  ap- 
parliennent.  Quant  aux  deux  derniers,  ils  se  rapportent  a  la  dfiforma- 
tion  parliclle  3,  g,  que  ce  coefficient  affecte ;  en  sorle  que,  commc  les 
indices  x,  j/,  z  sont  ceux  de  directions  parall61es  respectivcmcnl  aux 
cfites  a,  6,  c  du  parall616pipede,  xx,  comme  ensemble  des  deux  der- 
niers indices  d*un  coefficient,  r6pond  au  changement  3^  qu'a  subi  le 

c6l6  a ;  yz  au  glisscmcnt  g  ,,  ou  petit  retrecissement  qu'a  subi  Tangle 
primilivement  droit  des  deux  cdt6s  b,  c,  et  ainsi  des  aulres. 

Les  trenle-six  conslantcs  a  dependent  seulement  de  la  nature  de  la 
substance  du  corps  ;  quelques-unes  sont  egales  entre  elles,  ce  donl  il 
sera  question  au  g  16  (*). 

(•)  On  y  verra,   en  effet,  que  ajx.iry=  ^yy^s*  «xxft  =  ar*xr»    ^fzu=  «»x.m  • ^^'" 

ft-dire  qu'on  peut  pcrmutcr  les  deux  premiers  indices  avec  les  deux  derniers,  d  la  foi*^ 
suns  que  Ic  cocfQcicnt  change;  ce  qui  r6duit  les  30  coefAcients  k  21  in^gaux ;  et  dans  une 
note  de  la  fin  du  in<^mc  f^  16,  nous  motivcrons  noire  opinion  de  la  possibility  de  pcrmuter 
mdme  une  seule  des  deux  derni^res  leltres  avec  une  des  deux  prerni&res,  ce  qui  r^uirait  Je 
nombre  des  coerficienis  &  15. 

f(om$  que  M,  Rankine  donne  d  cei  divert  coefficienU, 

\\  ippeUe  (On  Axet  of  Eiatlicity  aii</cry«/a//tnForff»,lule21  juinl855&  la  Soci6tdRoyale): 

Elatticil^t  directety  les  coefflcienis  a„.„,  a^irw*  ■»«.«»»  mesurant  le  rapport  entre  one 
tension  unifornie  et  normale,  telle  quet«,&  la  dilatation  D^  tupposee  exUter  seuie,  oa 
sans  qu*il  y  ait  de  dilatation  i)^ ,  d^^  ni  de  glissements  g^,,  p„,  gj.^  dans  la  indme 
direction,  ni  dans  des  directions  perpcndiculaires; 

FAasticHig  tangentiellet,  ou  de  rigidiU,  les  coefficients  a^,,,. ,  a^. „. ,  9^^^^  ,  rapports 
d*une  tension  tangentielle  telle  que  ty.  au  glisscment  de  m6me  Indira  gy, ,  suppose  pro- 
(luit  seul; 

i:ia9UciU9  laUralet^  les  coefticients  a^y  ,. ,  ^tzxt »  ^ii.m  » *^^"*  ^®  premier  est  le  rapport 
d*une  tension  normale  ty,  k  une  dilatation  D,  existant  seule  dans  une  direction  perpendi- 
culaire; 

EluMtiriUt  axym^b'iquei,  les  autres  coeflicients  tels  que  a„^,  •»xn»  ^ua9  ^^^^ 
lclti*e  X,  y,  %  lie  se  trouve  qu'une  fois. 

Nous  emploierons  quelquefois  ces  denominations  commodes. 

II  ne  Taut  pas  confondre  une  ^latliciU  direcie  a„,xx  >vec  le  coefficient  ou  module  d*^M* 
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Les  Equations  (23)  doivent  done,  pour  les  corps  non  isotropes,  6tre 
substitutes  aux  Equations  qu'on  tirerait  de  celles  (Ic)  du  §  4,  qui  sout 
relatives  aux  corps  isotropes.  Mais  les  consid6rations  qui  ont  6t6  pr6- 
sent^  a  partir  de  I&,  dans  ce  m6nie  §  4  et  dans  les  six  suivants  5, 
6,  7,  8,  9,  10,  celles,  par  exemple,  qui  sont  relalives  k  Tellipsoidc 
d'61ast]eit6  eik  Tautre  surface  du  second  degr6  donnant  les  directions 
conjugu^es  des  tensions  et  dcs  faces,  reslent  applicables,  sans  chan- 
geineutf  au  cas  plus  gi^n^ral  acluel ;  car  il  n*a  ^l^fait,  en  prSseniant 
ces  considerations,  aucun  usage  des  expressions  des  tensions  en  fonc- 

tion  des  d6placements(*). 

« 

ticil^  §  S,  E.  ^  ;^  ,  rapport  enlre  une  tension  et  une  dilatation  qui  se  trouve  accompa- 

gn6e  de  contractions  dans  les  deux  aulres  sens,  vu  qu'on  suppose  t^=:  0,  t^  =0. 

(*)i.  La  preuve  de  la  forme  lineaire  dei  expressions  (23)  des  composarUes 
de  tensions  ne  pent  pas  eire  purement  mathematique.  —  Clebsch  d^duit  la 
Une'arite  des  formules  (23)  enS,5,<),ff   ,ff   ,ff    ,  d'une  sorte  de  n6ces- 

site  inathem<itique,  resultant  de  ce  que  ces  six  deformations  eiemcntaires 
sont  tr^s  petiles,  en  sorte  qu'on  pout  ne  conserver  que  les  termes  affectes 
de  leurs  premieres  puissances,  en  negligeant  les  autres  dans  le  developpe- 
ment  des  composantes  de  tension,  t   t     qui  en  soat  fonctions. 

*  XX  XtJ   ^ 

Nousavons  dej&  dit  (§§  2  et  3,  h  Toccasion  des  formules,  aussi  linoaires, 
p  =  ED,  p =Gg)  ce  que  celte  preuve,  li  op  souvent  alleguee,  a  de  defectueux. 

Tout  developpement  d'une  function,  fut-il  bien  prouve  qu'il  pent  se  faire 
suivant  les  puissances  ascendantes  de  sa  variable  ou  de  ses  variables,  ne 
commence  pas  par  la  puissance  1.  Toute  fonction  d*une  ou  plusieurs 
variables  supposees  rester  tres  petites  n*est  done  pas  forcement  lineaire  ou 
du  premier  degre.  Par  exemple,  Texcese^A — 1  de  Thypoienuse  h  d*un 
triangle  rectangle  sur  son  plus  grand  c6t6,  suppose  egal  k  1 ,  est  bien  fonc- 
lion  du  plus  petit  cdte  k ;  cependant,  lorsque  celui-ci  dcvient  extrt^mement 

petit,  k  —  1  n'est  pas  fonction  lineaire  de  k  :  car  on  a  alors  h  =  y/i  -^k*  = 

l-f-o".  d'oii  ilresulte  que  Texces  h  —  i=e  est  proporlionnel  au  carre  du 

c6ie  k  et  non  k  sa  premiere  puissance.  Reciproquement,  le  petit  c6te  k  est 
fonction  de  Texces  e=h  —  1  de  I'hypotenuse  sur  Tautre  c6te;  or,  quand  cet 

exces  devientextremement  petit,  on  a  k  =  (2e)^  et  non  pas  k  lineaire  en  e. 

On  pourrait  en  rapporter  bien  d*autres  exemples  (voir  Tappendice  V  de 
roon  edition  annotee,  1864,  des  Lemons  de  Navier,  §  55,  page  663).  On  sait, 
d'ailleurs,  que  les  series  de  Taylor  et  de  Mac-Laurin  sont  souvent,  comme 
on  dity  en  defatU. 

Generalement  et  philosophiquement  aucune  consideration  purement 
mathemaUque  ne  saurait  reveler  le  mode  de  la  dependance  mutuelle  des 
forces  agissant  sur  les  elements  des  corps,  et  des  changements  geome- 
triqoes  qui  s*y  operent,  lets  que  ceux  des  longueurs  et  des  angles  de  leurs 
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c6t6s  :  la  connaissance  de  ce  mode  ne  peut  dire  ddrivde  que  des  faits,  ou 
de  quelque  loi  physique  expriinant  un  ensemble  de  fails  constates. 

2.  On  peut  le  conclure  (ce  mode  de  dependance)  d' experiences  faites  d^uis 
Ilooke  jusqiia  nos  jours.  —  Ddj&  Tauteur  invoqiie  avec  raison  le  fait  expe- 
rimental et  si  patent  de  cette  dependance  enlre  les  forces  et  les  cliange- 
ments.  Or  Texp^rience  a  aussi  appris  quelque  cliosp.  de  son  mode  ou  de  sa 
loi.  On  connait  depuis  deux  sidcles  le  fameux  principe  de  Hooke  (ou  de 
Mariolte)  ut  tensio  sic  vis,  dans  r^nonce  duquel  tensio  doit  dtre  traduit 
extension,  ou  contraction,  ou  flexion,  etc.,  car  il  exprime  gdndralement  la 
constante  proportionnalite  que  ce  physicien  du  dix-septitoe  sidcle  a  con* 

*  statee  enti*e  les  forces  appliqudes  k  divers  ressorts  et  les  amplitudes  des 
deformations  qu*elles  leur  font  prendre.  Toules  les  experiences  faites  depuis 
cellos  de  Hooke  et  de  MarioUe  par  Coulomb,  Gerstncr,  Duleau,  Charles 
Dupin,  Savart,  Ardant,  Werthcim,  etc.,  sur  la  flexion  et  la  torsion  des  fils  ou 
des  pieces  solides,  enfin  par  H.  Hodgkinson,  par  H.  Tresca  sur  Tallonge- 
ment  et  la  contraction  de  longues  barres,  ont  conflrme  cetle  proportion- 
nalite aiiisi  que  la  loi  d*egaliie  des  contractions  aux  extensions  produites 
par  les  memes  efforts  longitudinaux,  tant  qu*ils  ne  vont  pasjusqu'a  produire 
des  effets  permanents.  Et  M.  Stokes  cite  avec  raison,  comme  une  preuve 

•  dynamique  tres  peremptoire  de  cette  meme  loi  de  proportionnalite,  le  fait  du 
lautocbronisme  des  petites  vibrations  des  corps  eiastiques  sonores,  ou 
Tunite  de  ton  musical  qu*on  en  obtient  en  y  excitant  des  oscillations  d*am- 
plitudes  tres  differentes,  mais  toujours  petites.  (On  the  internal  friction  of 
Fluids  and  equilibrium  of  elwitic  bodies,  memoire  hi  le  44  avril  4845  et 
imprime  au  volume  Vltl,  1847,  des  Transactions  dc  Cambridge.) 

Or,  sans  anticiper  sur  les  calculs  des  gg  suivants,  nous  pouvons  dire  ici 
que  toute  flexion  resulte  de  dilatations  et  de  contractions,  toute  torsion  de 
glissenients  transversaux,  comme  ceux  dont  il  a  ete  question  au  g  5;  que 
Tallongemcnt  meme  des  ressorls  en  heiice  sur  lesquels  Ilooke  a  fait  ses 
principales  experiences  est  rcffet  combine  de  la  torsion  et  de  la  flexion  de 
leurs  nis,  etc.  La  forme  lineairc  atlribuee  aux  six  equations  (25),  et  qui 
donne  bien,  pour  chaque  temperature  supposee  resler  constante,  la  propor* 
tionnalite  des  efforts  aux  effets  de  chaque  espece  et  de  chaque  sons,  se  trouve 
done  justiflee  comme  conforme  k  tons  les  faits  observes. 

o.  Cette  linearite'  peut  etre  de'duile  aussi  de  la  loi  qui  lie  J* tine  maniere 
continue  les  actions  entre  les  molecides  a  toutes  leurs  distances  mutuelles  et  de 
la  consideration  de  ce  quHl  s'ayit  ici  d'exprimer  :  ce  sont  en  realite  des  dif- 
ferences d*actions  en  fonclion  de  differences  de  distances.  —  Ce  n*est  point 
d*une  maniere  empirique,  ou  en  tant  que  resumant  uue  suite  de  fails, 
qu  ont  ete  trouvees  de  4  82 1  k\  829  les  fornuiles  de  cette  mecanique  des  forces 
moieculaires  qu*ou  appeile  aujourd*hui  la  theorie  de  reiasticite.  On  salt  que 
les  lois  memes  des  mouvements  planetaires  n*ont  ete  si  bien  decouvertes  et 
si  paliemment  constatees  par  Koppler  que  sous  Tinspiration  d'idees  theori- 
qued  vaguement  con^ues,  et  que  Newton,  plus  tard,  a  su  degager  et  deter- 
miner. En  general,  pour  convaincre  nos  esprils,  rempirisme,  qui  ne  rend 
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comple  de  rien,  ne  suffU  pas :  il  nous  faut  encore  une  explication,  une  rai' 
son  scientifiquc,  ou  la  preuve  que  les  formules  qu*on  nous  propose  dependent 
de  quclque  loi  assez  g6n^rale,  asscz  grandiose,  c*est4-dire  simple,  pour  que 
nous  puissions,  en  raisonnant,  coinme  faisait  Leibnitz,  quand  ce  ne  serait 
que  d'une  mani^re  instinctive,  la  regard er  comme  pouvant  Stre  celle  k 
laquelle  Ic  souverain  L^gisiateur  a  soumis  les  ph^nom^nes  intimes  dont  les 
formules  en  question  repr^sentent  ctmesurent  les  manifestations  extSrieures. 

On  a  accepts  et  invoquS  comme  telle,  jusqu*i!i  I'^poque  oii  nous  sommes, 
la  grande  loi  des  actions  r^ciproques,  attractives  et  r^pulsives,  regard^es 
comme  s'exergant  universellement,  de  pres  comme  de  loin,  enlrc  toutes  les 
molecules  du  monde,  envisag^es  deux  k  deux. 

L'intensit^  de  cliacune  de  ces  actions  r^ciproqucs  a  ^t6  regardee,  depuis 
Newton  jusqu*^  Clairaut,  Laplace,  Gauss,  Ampere,  Navier,  GBiichy,  Poisson, 
Coriolis,  Poiicelet,  Neumann,  Clausius,  etc.,  inclusivement,  comme  fonciion 
de  la  seule  distance  niutuelle  des  deux  mol^culs  qui  Texercent  Tune  sur 
I'autre ,  et  les  premieres  formules  de  T^lasticit^  ont  6t^  stabiles  en  cons^ 
quence. 

Mais  Green,  en  1837-1839,  et,  d'apr^slui,  divers  savants  de  TAngleterre 
et  de  TAUemagne  ont  cru  pouvoir  lui  en  substituer  une  autre  plus  g^n^rale, 
ou  quantise  de  plus  g^n^rale  parce  quVUe  est  moins  determinee^  dont  nous 
donnerons  T^nonc^  ci-apr^,  aux  n**  i,  2,  4,  9  d*une  note  de  la  fin  du  g  46 ; 
loi  dont  la  consequence  analytique  immediate  est  la  possibility  que  Tinten- 
site  de  Taction  entre  deux  molecules  d^pende  non  seulement  de  leur  dis- 
tance mutuelle  propre,  mais  encore  de  leurs  distances  aux  autres  mol^ 
cules,  et  m^me  des  distances  de  celles>ci  entre  elles;  en  un  mot,  de  tout 
Tensemble  actuel  de  leurs  situations  relatives  ou  de  I'^tat  present  complet 
du  syst^me  dont  font  partie  les  deux  molecules  dont  on  s'occupe,  diit-on 
retendre  k  Tunivers  entier. 

Quelque  singuli^re  que  paraisse  une  loi  ^lendue  k  ce  point,  elle  nous 
suflit,  sans  que  nous  ayons  aucunement  besoin  de  la  discuter  ni  de  la  res- 
treindre  ici  k  I'^nonc^  ant^rieur,  pour  justifier,  theoriquement^  comme  nous 
nous  le  sommes  propos^^  la  forme  g6n6rale  des  expressions  lin^aires  (23) 
des  composantes  des  pressions  en  function  des  petites  deformations  des 
elements  des  corps. 

En  effet  (et  c*est  Ik  une  distinction  essentielle),  si  une  quantity,  fonciion 
d*une  ou  de  plusieurs  autres*  n'en  est  pas,  comme  on  vient  de  le  remar- 
quer,  necessairement  une  fonction  lineaire  ou  du  premier  degre  quand 
ccUes-ci  deviennent  tr^s  petites;  ilen  est  autrement  s*il  s*agit  de  la  difference 
de  deux  valeurs  de  la  premiere  quantite,  comparee  aux  differences  corves- 
pondanles  de  valeurs  de  Taulre  ou  des  autres  dont  elle  depend.  Si  celte 
dependance  a  lieu  d'une  maniere  continucy  la  premiere  difference  varie' 
proportionnellement  k  chacune  des  autres  difTerences  supposees  tres  petites, 
et  elle  est,  par  consequent,  une  fonction  lineaire  de  toutes  ces  petites  diffe- 
rences  des  valeurs  des  variables.  C'est  Ik  une  consequence  de  la  continuite, 
et  comme  sa  definition. 
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g  12.  —  Equations  g^n^rales  de  r6qailibr«  d*an  corps  soUiciU  par 
des  forces  ezt^rieures  quelconques,  ezprim^os,  pour  cliaque 
point,  en  fonction  de  ces  forces  et  des  six  composantes  des  ten- 
sions. —  Equations  ^  I'int^rienr.  —  Equations  limites.  on  k  la 
snrface. 

Nous  appliquerons  les  considerations  gen6rales  presentees  jusqu'ici 
a  la  recherche  deTeial  d'equilibrc  d'un  corps  elastique  soumis  a  des 
forces  absolument  quelconques  :  les  unes,  agissant  sur  la  surface,  les 
aufres,  comme  la  pesanteur,  sur  ses  points  intirieurs;  celles-ci^ 
comme  celIes-1^,  pouvant  varier  en  grandeur  et  en  direction  d*un  point 


Or,   lei   est  pr6cis6ment  le  cas  des  t^^, t    ,  vis-i-vis  de  3^, 3 

g    .  Les  composantes  des  tensions  sont  des  sommes  de  composantes  de 

forces  moleculaires  s*exerQant&  travers  de  petites  faces.  Ces  forces,  ici,  sont 
engendr^es  par  les  d^placemeats  relatifs  que  les  points  du  corps  Elastique 
ont  eprouv^s  :  ce  sont  done  des  differences  entre  les  intensit^s  primitives 
des  composantes  d*actions,  qui  generalemeiit  se  faisaient  6quilibre  ou 
avaicnt  des  sommes  nulles,  et  Icurs  intensit^s  nouvelles^  r^pondant  aux  dis- 
tances moleculaires  que  les  d^placements  out  augment^es  ou  diminu6es. 
C^s  differences  de  forces  sont,  d'apr^s  ce  qu'on  vient  de  dire,  fonctions 
lineaires  des  tr^s  petites  differences  de  toutes  les  distances  dont  les  forces 
dependent. 

II  est  facile  de  voir  ,qu'en  un  endroit  quelconque,  Taugmentation 
eprouvee  par  toute  distance  de  deux  molecules  tres  proches  depend,  lineai- 
rement  aussi,  des  petils  changements  proporlionnels  de  longueur  3^,  S  ,  D^, 

et  des  petits  changements  d'angles  g   ,  g  ,  g     de  trois  petites  droites  rec- 

tangulaires  tirees  au  meme  endroit;  car,  si  Tune  de  ces  deux  molecules  est 
rendue  immobile,  le  cheminement  de  Tautre,  estime  suivant  leur  ligne  de 
jonction,  sera  la  somme  des  projections  sur  cette  ligne  des  six  chemine- 
ments  que  la  meme  deuxieme  molecule  prendrail  en  verlu  des  six  petites 
deformations?, ff_. 

On  voit  que  le  fait  physique  general  et  inconteste  de  la  dependance  con- 
tinue ou  les  actions  entre  les  molecules  sont  k  chaque  instant  de  I'etat  du 
systeme  dont  elles  font  partie,  c'est-4-dire  de  ses  diverses  distances  molecu- 
laires acluelles,  sans  autre  specification  ou  determination  de  cette  depen- 
dance, entraine  et  explique  la  forme  lineaire  des  expressions  des  t^ f^ 

on  3^ g    ,  ou  donne  la  raison  h  la  fois  physique  et  matkematique  de  la 

composition  generale  des  formules  (25) ;  ce  qu*un  raisonnement  seulement 
mathematique  etait  impuissant  k  faire,  comme  nous  avons  dit. 

A  la  note,  citee  ici  par  anticipation,  de  la  fm  du  g  16,  on  dira  quelles 
reductions  il  faut  faire  dans  lenombre  des  coefficients  a a,„^  dc 

xx.xT  xy.xy 

ces  formules,  distincts  ou  inei^aux. 
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du  corps  a  Tauire.  Mais  on  se  souviendra  que  les  forces  agissant  sur 
una  tr&s  petite  portion  de  la  surface  sont  de  Tordre  de  grandeur  de  cette 
portion,  tout  comme  les  forces  agissant  sur  un  6l6ment  de  volume 
sont  de  Tordre  de  grandeur  de  cet  6Mment.  On  pcut  done,  si  da  est  un 
element  de  la  surface,  exprimer  la  force  qui  y  agit  par  le  produit  de  dtj 
et  d'un  nombre  fini  qui  repr^sente  la  force  ext^rieura  s^exer^ant  sur 
Punite  de  cet  616ment  superficiel ;  et,  de  indme,  si  dV  est  un  Element 
du  volnme,  on  pent  exprimer  la  force  agissant  sur  cet  ^16ment  par  le 
produit  de  d\  et  d'un  nombre  fini,  qui  repr^sente  la  force  soUicitant 
Tunite  de  volume  du  corps,  en  cet  endroit. 

Imaginons  maintenant,  dans  rint6rieur  du  corps,  un  Element  paral- 
lelSpip^de  iniiniment  petit, qui avait oiiginairement  une  forme  rectangle 
et  ses  cdl^s  pai*all61es  aux  trois  coordonn^es  d'un  syst^me  orthogonal. 
SoUicit^  par  les  forces  ext^rieures  ou  non  reciproques  (^)  qui  agissent 
sur  les  points  int6rieurs,  il  I'est  aussi  par  les  tractions  qui  agissent 
sur  ses  six  faces,  et  qui  resultent  dcs  forces  molcculaires  d6velopp6es 
par  les  d^placements  relatifs  des  divers  points.  Ces  tractions,  rappor- 
tees  k  Funit^  superficielle,  sont  des  grandeurs  fmies;  elies  sont  done, 
pour  les  faces  de  r616ment,  de  Tordre  de  grandeur  de  ces  faces,  c'esl- 
i-dire  infiniment  petifes.  D*autre  part,  les  forces,  agissant  a  rint6rieur 
de  r616ment,  et  n'ayant  des  grandeurs  finies  que  pour  Tuniti  de  son 
volume  auquel  ellessont  proportionnelles,  se  trouvent  6tre,  comme  ce 
volume,  du  troisi^me  ordre  de  petitesse  (**).  Les  tractions  sur  les  faces 
doivent  done  se  faire  mutuellement  equilibre,  a  cela  pr6s  de  quantit^s 
iniiniment  plus  petites  qu'elles,  et  par  consequent,  celles  qui  agissent 
sur  des  faces  oppos6es  doivent  6tre,  i  la  mfime  approximation,  6gales, 
paralleles  et  opposees,  en  sorte  que  leurs  differences  sont,  pour  I'ordre 
de  grandeur,  comparables  aux  forces  agissant  a  rinl6rieur  de  Tfilement. 
Par  la  se  trouve  etablie  la  continuity  de  I'fitat  intferieur  du  corps,  en 
tant  que  les  tensions  ne  changent,  d'un  point  k  un  point  voisin,  que 
d'unc  grandeur  de  m&me  ordre  que  la  petite  distance  de  ces  deux 
points. 

£n  general,  les  tensions  ne  sont  point  dirigees  normalement  aux 
faces  du  petit  parall616pip6de.  D6signons,  comme  nous  avons  fait  ci- 


(')  Nous  disons  non  rSciproquet  (dans  le  syst^me),  car  on  n*y  comprend  pas  celles  qui 
s'eiercent  deux  i  deux  en  sens  opposes  entre  les  molecules  d'un  mdme  ^l^ment,  ni  mdme 
eelles  qui  dmanent  des  ^l^ments  contigus  et  qui  composent  les  tractions  k  Iravcrs  ses  faces  ; 
et  on  y  comprend,  avec  la  pesanteur  qui  est  leur  type,  les  inerliet  de  la  mati^re  en  cas  de 
fflouvemenL 

(**)  A  cet  ^gard,  les  inerliet,  produits  de  masses  et  d'acc^l^rations  sont  dans  le  mSroe 
cas.      f.  ».. 
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dessus,  leurs  neuf  composanles  parall^lement  aux  axes  coordonn6s.  Si 
dxj  dy,  dz  sont  les  cAtcsdu  parall6!6pipode,  nous  aurons  sur  Jes  laces 
les  plus  voisines  dc  Toriginc  Ics  composanles  : 

Suivant  I'axe  des  T.     Suivanl  Taxe  dcsj^.     SuivanU  aic  des  ?. 

Sur  la  surface  dydz t^^  dydz  ,  I     dydz  ,  l^.  dydz. 

Sur  la  surface  dzdx  ,,..      t    dzdx ,  I     dzdx ,  I    dzdx, 

Sur  la  surface  dx(/i/. . ..      ^.^dxdy^  iji  dxdy^  {^,  dxdy. 

Mais  les  tensions  t  d'inlensites  differcntes  aux  divers  points  du  corps 
sonf,  d'aprfes  ce  qui  pri^cMe,dcs  fonctions  de  Xj  y,  z.  Pour  passer  d*unc 
face  h  la  face  oppos6e  on  n'a,  d'aprfts  cela,  qu'ii  y  faire  croilrc  x  dc  dx^ 

y  dc  di/,  z  dc  dz,  cc  qui  change  chaque  force  I  en  t  +  p-dx,  t  +  r-dy. 

€  X  f  y 

t-f-  crdz,  rcspectivement.  Par  consequent,  on  a,  sur  !es  trois  faces  los 

plus  eloignees  de  Torigine  les  composanles  suivanles  : 

Suivanl  I'axe  des.r.  Suivanl  I'axe  dcs  y,  Suivant  Taxe  dcs  ;. 

Sur  dydz.   (t„  +  t^dx)  dydz ,  {l„j  +  -^  dr)  dydz ,   (t„  + 1^  dx)  dydz. 

c  X  i  X  I  X 

Sur  dzdx.  (V  ■+-  '^  <h)  <f-^L^ .   K  -I-  '4^  'fy)  ''«'-r.  (1^,  +7^' ''»)  ''«'•»•• 
Sur  dxdy.  (f ,j,  -+-  --^'^  dz)  dvdy ,    (t,  h-  --ii^  f/«)  f/.n/j/,  {t„  -j — ^  dz)  dxdy. 

{ Z  '  ( Z  ( z 

Consid^rons  les  t  comme  des  tractions  ou  dcs  tensions  propremcnt 
dites  lorsqu'elles  sont  positives,  et  les  forces  donl  on  vicnt  d'^crire  les 
grandeurs  comme  agissanl  dans  les  directions  des  coordonnees  posi- 
tives. Celles  dontles  grandeurs  ont  616  Sorites  en  premier  lieu  agisscnt 
dans  des  directions  oppos6cs.  Nous  devons  encore,  dans  les  sens  des 
m£mes  coordonntes  x,  j/,  2,  compter  les  composanles  des  forces  oxle- 
ricures  ou  d'inertie  agissant  sur  la  masse  du  petit  parallel6pipc(fc.  Ce 
seront,  si  X,  Y,  Z  designent  leurs  intensites  pour  Tunile  de  volume, 

X  dxdydz  ,  Y  dxdydz  ,  Z  dxdydz, 

Les  conditions d*6quilibredu  parall616pip6de£16mcntaircqui,  si  elles 
sont  partout  satisfaifes,  entralnent  Tiquilibrc  inliricur  dc  lout  le  corps, 
sont  la  nullit6  des  sommes  des  composantes  suivant  chacun  dcs  trois 
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axes,  et  la  nullite  des  sommes  des  moments  de  rotation  autour  des 
mSmes  axes. 

Egalons  d'abord  a  ziro  les  sommes  de  composantes,  et  observons 
que  les  composantes  icrites  en  premier  lieu  doivent  6tre  prises  avec  le 
signe  negatif  puisqu'elles  agissent  dans  des  sens  opposes  aux  demi- 
axes  positifs.  Les  grandeurs  de  second  ordre  se  d^truisent,  et  en  divi- 
sant  ce  qui  restepar  dxdydz,  on  a  les  Equations 

C  X 

(24)  (        f> 

iX 


a 

tX 


ly          cx 

=  0, 

ci          It 

mi   .       //=  _|_  Y  = 

=  0, 

=  0. 

(•) 


Dans  le  calcul  des  moments  de  rotation,  il  rcslc,  au  conlraire,  des 
sommes  de  quanlilcs  de  second- ordre.  On  peut  done  supprimer  Tes 
termes  du  troisiemc.  On  n'aura  ainsi  a  tenir  comple,  ni  des  forces  ex- 
tirieures  s'exer?ant  a  rint6rieur  de  r6l6raent,  ni  des  composanles  de 
tractions  directemcnt  oppos6e^  agissant  sur  les  faces  paranoics  deux  a 
deux.  Or  ona  d^ja  dit,  au§  4,  que  si  les  forces  agissanl  sur  ccs  faces 
opposees  sont^^gales  et  oppos^es  mais  conlraires  non  direclement,  il 
sufGt,  pour  Tequilibre'de  rotation,  que  Ton  ait 

*i/=  ~   *-y  '  ^.r  ~   ^Xi  >  ^'K  —   tj-,y' 

Ces  trois  ^galites  ont  done  encore  lieu  ici,  en  sorte  que  les  neuf  com- 
posantes des  tractions  se  r6duisent  k  six  in^galcs,  commc  on  Ta  dkjh 
admis,  d'aprfes  le  g  4,  en  posant  les  six  formules  (23)  des  t^^.....  t^  . 

En  consequence,  les  trois  6qualions  (24)  sent  les  sculcs  qu'cxigc  I'fiqui- 
libre  inl^rieur  du  corps. 

Le  pai*allelepip£de  infmiment  folil  dxdydz  est,  comme  on  voit,  sou- 
mis  a  des  tensions  ordonnees  entre  elles  do  la  m(ime  maniei*e  que 
cclles  qui  agissaient  sur  les  parallcl6pip6des  finis  consid^rt^s  aux 


(']  Pour  cerlaines  questions  d^licAtes,  relatives  surtout  aux  fluidcs,  ct  oiissi  pour  leg 
plaques  trds  miaces  et  trto  teodues,  faisaot  membranes,  on  a  besoin  de  fossdJer  des  Equa- 
tions ayant  un  degr^  d'approximation  de  plus  que  celles  (24).  Yoyez  le  calcul  pariiculier  qui 
en  est  donne  aux  n'*  40  et  20  de  la  note  du  n*  73,  sur  les  plaques.  On  peut  voir  aussi  un 
meinoire  de  U.  Boussinesq,  sur  les  ondes  liquides  pcriodiques,  au  tome  XX  des  Savanls 
Hrangfrt, 
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§§  precedents,  ensorte  que  les  consid^raf ions  presentees  alors  sont  ap- 
plicables  a  r6tat  des  Elements  de  Tint^rieur  de  tout  corps.  Dans  chacun 
d'eux,  les  points  places  primitivement  sur  la  surface  d'une  tr6s  petite 
sphere  ferment  ensuite  un  ellipsoide,  qui  sera  ^ludii  rigoureusement 
plus  loin  sous  le  nom  d'ellipsoide  des  deformations  ou  des  dilatations. 

Toutes  les  petites  faces  planes,  dc  mfime  superficie,  se  croisant  en 
un  m(^me  point,  supportent  des  tractions  dont  les  directions  sont  les 
diametres  conjugu6s  a  ces  faces,  par  rapport  ^  une  cerlaine  surface  du 
second  degr6,  ellipsoide  ou  hyperboloide ;  enfin,  les  extremites  des 
droites  qui  repr6sen(ent  ces  divei*ses  tractions,  en  direction  comme  en 
grandeur,  mesurSes  a  partir  d*un  m^me  point,  forment  ensemble  une 
autre  surface  qui  est  constamment  un  ellipsoide.  Les  formules  et  pro- 
positions des  §g  5  a  10  subsistcnt  ici  sans  la  moindre  modification. 
Mais,  d'un  point  a  I'autre  du  corps,  les  tractions  changent ;  en  conse- 
quence, les  situations  de  ces  surfaces  courbes,  les  grandeurs  et  les 
directions  de  leurs  axes  principaux  changent  aussi. 

Les  formules  (2)  du  §  5  donnent,  par  consequent,  les  conditions  par- 
ticulieres  d'6quilibre  relatives  a  la  surface  libre  du  corps.  Si  Ton  ima- 
gine un  petit  paraliei6pipede  tranche  obliquement  par  cette  surface, 
on  connait  la  grandeur  et  la  direction  de  la  traction  supportee  par  Ic 
plan  de  section,  car  c  est  celle  que  subit  Teiement  de  la  surface  et  de 
son  plan  tangent  de  la  part  des  forces  exterieures.  Soit  T  cette  traction 
supposee  connue,  et  soient «?,  x,  p  les  angles  que  forme  sa  direction 
avec  les  trois  axes  coordonn6s ;  p,  9,  r,  les  angles  formes  avec  les 
memes  axes  par  la  normale  h  la  surface,  menee  vers  Ic  dehors ;  si 
t^,  t   tj   represenlcnt  toujours  les  composantes  suivant  les  axes 

coordonnes  des  tractions  que  supporte  Tunite  superficielle  des  faces  du 
paralieiepipede,  supposees  perpend iculaires  k  ces  axes,  les  equa- 
tions (2),  page  18,  doivent  toujours  etre  satisfaites,  de  sorte  qu'on 
doit  encore  avoir 

I^xx  ^^^  P  "*"  Ky  ^^^  9  "*"  ^3  cos  r  =  T  cos  0 , 
V  ^^s  P  ■+*  ^iju  ^^^  ^1  "^  S/5  cos  r  ==  T  cos  x , 
tjo-  cos  p  -f-  Ij,^  cos  q  -f-  tjj  cos  r  =  T  cos  p. 

§13.  —  Expression  des  six  dtformsttons  M^mentairM  (trois  dila- 
tations  et  trois  gitssemeiits)  en  fonction  des  nenf  d^rivtes  on 
quotients  diff6rentiels  des  d6placements  des  points. 

Les  six  equations  (24),  (2t»)  exprimcnt  d'une  maniere  complete  les 
conditions  d'equilibre.  Mais,  en  faisant  abstraction  des  trois  dernieres 
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qui  n'ont  lieu  qu'aux  limites,  c'est-^-dire  a  la  surface,  on  a,  dans  trois 
Equations,  six  fonctions  inconnucs  t^,  t    t  ,  Rien  n'est  chang6 

quant  au  nombre  des  inconnues,  si  Ton  met  pour  ces  six  fonctions 
leurs  valeurs  (23)  du  §  11,  exprim6es  au  moyen  des  deformations 
*^x'  ^y'  ^M*  8yx'  8m'  Sxy'  ^'  couvicnt  done  dc  ramener  ces  deformations  . 
a  trois  inconnues  seulement,  et  l*on  y  arrive  en  remarquant  que  les 
divers  paraUei6pipMes  eiimentaires,  assembles  sans  discontinuity, 
forment,  par  leur  reunion,  le  corps  entier.  Si,  en  consid^rant  Tun  de 
ces  paralieiepipides,  x,  y^  z  d^signent  les  coordonnSes  primitives  de 
celui  de  ses  sommets  qui  est  le  plus  rapproche  de  I'origine,  les  trois 
sommets  qui  sont  unis  h  celui-ci  par  les  c6tes  dx^  dy^  dz,  respective- 
ment,  ont  pour  coordonnies  primitives 


1. 

X  -^  dx  , 

y^ 

«, 

2. 

^, 

y-hdy. 

2, 

5. 

X, 

y» 

z  -h  dz. 

Par  suite  des  d^placements  que  produit,  dans  le  corps,  Taction  des 
forces  exterieures,  le  premier  sommet  acquiert  gen6ralement  des 
coordonnSes  nouvelles.  Si  nous  les  d^signons  par 

x-hu  ^  y  -hv  ,  3H-1I;, 

II,  t^,  11),  repr^sentent  les  diplacements  de  ce  sommet  dans  les  sens  po- 
sitifs  des  axes  coordonn6s.  Ces  d6placements  ti,  v,  w  varient  d'un  point 
a  Tautre  et  sont,  par  consequent,  des  fonctions  de  x,  y^  z.  On  obtient 
done  les  d^placements  des  trois  autres  sommets  consid6res  en  rem- 
pla^nt,  pour  le  premier  des  trois,  x  par  a:  +  do:;  pour  le  second, 
y  par  y  +  dy;  pour  le  troisi^me,  z  par  z  +  dz.  Leurs  coordonnees  de- 
\iennent  ainsi,  apres  les  deplacements  op^r^s, 

\.  X'^dx-JrU-{-'^dx,  ^^^"^  f^^^'  ^^^^Ji^^ 

5.  x  +  u-^-T-dz,  y-hv-^y-dz,     z-hdz-^w-h  -r~dz. 

Vz  cz  c  z 

Si  Ton  relranche  les  coordonnfces  x  -f-  w,  j/  -f- 1;,  2  4-  ti;  du  sommet 
consider^  en  premier  lieu.  Ton  a  pour  les  projections,  sur  les  axes 
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coordonnes,  des  trois  cdtis  adjacents,  dilates  et  deplaces, 


1. 


2. 


3. 


( 


^-h 


cxj 

Iv  , 

(X 

ly     ^ 

(.+;,> 

i  Z 

C  Z 

('- 

6  W\ 
C  Zf 

Par  consequent,  I'on  obtient  les  longueurs  nouvelles  tlo;  (1  -f- 3J, 

dy  (i  -4-  3  ),  f/z.(l  -f-  ?,)  de  cos  cdt6s  en  6galant  leurs  carres  a  la 

somme  des  carr6s  de  leurs  Irois  projections  respectives.  U  en  r&ulle, 
en  efTa^ant  les  facleurs  communs  dx*,  di/*,  dz^. 


(1  ^  ^)^ 


Fv  Y  (hvV 

Tx)    "^     \ix)' 


(26) 


(I 


3  )« 


(I  -^  ^)*  - 


Mais  les  projections  de  ces  ni6mes  coles  sur  les  axes  x,  ?/,  z,  divisees 
par  leurs  longueurs,  donnent  les  cosinusdcs  angles  que  ferment  acluel- 
lement  leurs  directions  avec  les  axes ;  et  si  Ton  multiplie  deux  a  deux 
les  cosinus  relatifs  5  deux  directions,  la  somme  des  trois  produils  est 
le  cosinus  de  Tangle  que  fontentrc  elles  ces  mdmes  directions  de  deux 
c6l6sapr6s  leurs  deplacemenls.  On  trouve  ainsi 


(27) 


cos 


L-'i  1^  +  h  +  'A  '"-  +  '■"'  I'l  +  - ) 


(i  +  »J  il  +  ?J 


cus 


,        l2 


<•■ ) 


(l-^?x)     (1+?,) 


Si  le  corps  poss^de  en  tous  sens  des  dimensions  finies,  ti,  r,  w  et 
lours  quotientsdifl^rentielssonl  n6cessairement  partoutde  tr^spetitcs 
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grandeurs.  Mais  lamftme  n6cessit6  n'a  plus  lieu  si  uneou  deux  dimen- 
sions du  corps  devienneni  tres  pelites,  les  d6placemenls  des  points  pou- 
vant  devenir  tr^s  grands,  comme  on  le  reconnalt  ^videmment  par  le  cas 
d'une  plaque  ou  d'une  tige  ^lastique  tr6s  mince,  et  commeon  I'a  d&jh 
dit  a  la  fin  du  §  1.  Nous  exclurons  ici  ce  cas,  qui  sera  traits  sp^ciale- 
ment  plustard.  Les  dimensions ^tantsuppos^espariout  finies,  onpeul, 
dans  les  Equations  (26),  (27),  n^gligerles  puissances  supirieures  et  les 
produits  des  divers  quotients  differentiels  de  u^  v,  u;,  et  aussi  des  gran- 
deurs 3^,  3y,  3,,  g^,  g^,  g^. 
Cela  r^duit  ces  equations  a  la  forme  plus  simple 


(28)  ^  3=  „ , 


3  =  i^  g    =  ^  +  £!!  .  (•) 

^       i)z'  ^^y      ^y^  Dx 


{*)  Si  Ton  veut  avoir  les  expressions  de  t)^ ,  dy ,  d, ,  jusqv'aux  carr^s  et  produits  bi- 
nalres,  iDclusiYementf  des  quotients  differentiels  -^ ,  Ton  n'a .  pour  9^  par  example, 

qu'i  extraire  les  racines  carries  des  deux  membres  de  la  premiere  Equation  (26).  Hais  une 

remarque  essentielle  qui  m'a  M  faite  en  1870  par  H.  Brill,  professeur  k  Giessen,  est  qu'en 

1 
d^veloppant  par  la  formule  du  bin6me  la  puissance  ^  du  second  membre  mis  sous  la  forme 

- + [  4: + (I-:)' + (I-:)' + ©"]  •    ' 

1  r    ^«     ^   1 

il  ne  faul  pas  «e  contenter  des  deux  premiers  termes  *  +  2|2^  + Idu  ddveloppe- 

ment,  car  le  troisi^me  terme 


A-K1-')['S+--]' 


foornit,  comme  le  second,  une  des  quanlitds  du  deuxiSme  ordre  dont  on  a  rintention  de 
tenir  ooropte;  et  cette  quantity  en  d6truit  exactement  une  autre  qui  vient  du  second  terme. 
Le  r^sultat  est  ainsi,  en  retrancbant  1  des  deux  membres, 


^        du  ,  \  /9v\t      1  /dw\t 


Si  Ton  Teut,  de  m£me,  avoir  gy. «  on  n'a  qu'6  multiplier  le  num^rateur  de  la  premise 
expression  (27)  par  i  —  £^  —  tt?  '  c®  ^^^  revient,  k  ce  degre  dapproximation,  k  le divi- 
ser  par  le  dfinominaleur  de  la  m^me  expression,  et  ce  qui  donne 

On  cbtient  de  la  mfime  manifere  les  valeurs  de  Oj ,  <)j ,  g.^ »  ffxj* 

(Voir,  au  Journal  de  mathdmatiques  pures  et  appliquies  dc  M.  Liouville,  2*  s^rie.  t.  XVf, 
1871,  un  m^moire  comprerant  un  complement  et  ujie  modification  k  un  autre  m^moire, 
de  1863.) 
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J'ajoute  a  ces  formules  celle  qui  donne  I'accroisscment  de  runiti  de 
volume.  Comme  les  cotes  dc  1  el6inent  reslent  k  peu  pr6s  rectangulaircs 
entre  eux,  on  peut  toujours  exprimer  son  volume  par  le  produit  de  ses 
trois  cdt6s.  Le  volume  du  prisme  deformc  est  ainsi 

ct  comme  le  volume  primilifelait  dxdydz,  I'unit^  de  volume  est  de- 
venue  (1  -h?^)  (1  -h  3 J  (1  4-  5 J  ou  i  H-  (?^  +  ^y  ^"*^0  ^"  n^gligeant 
les  quanlit6s  d'ordre  sup6rieur.  Done  |?^  +  *^«  +  ^5)  <^st  raugmenta- 

tion  proportionnelle  dc  Funite  de  volume,  et  si  nous  appelons  u  celte 
augmentation,  nous  avons 

(29)  " -^  17- +  fi, -^  r- ' 

Les  Equations  (28)  sont  celles  que  nous  cherchions,  puisqu*elles  ex- 
priment  les  six  deformations  ^l^mentaires  et  par  cons6quent  aussi  les 
six  composanles  de  tractions  (*)  par  les  quotients  difl(6rentiels  partiels 
de  trois  fonctions  u,  v^  w.  Si  Ton  substitue  les  vlaeurs  (28)  de 
3^ g    dans  les  expressions  (25),  puis  celles-ci  dans  les  6quations 

(24),  on  obtient  trois  Equations  difT6renlielles  partielles  simultan^es 
de  second  ordre  pour  u,  v,  w.  Ce  sont  les  Equations  generates  de 
Tequilibre  d'un  corps  ^lastique  :  Cllcs  seront  donnies  au  §  17. 

§14.  —  fqaattom  da  mouvement,  exprim^s  comme  c«U«s  de 
I'^nilibre  du  g  12,  au  moyen  das  six  composantas  das  tansiona 
iat^riauras,  at  das  trois  compoaantea  daa  forcaa  azt^rlanraa 
agiaaant  aur  laa  pointa  int^riaura. 

Lorsqu'il  y  a  des  mouvements  interieurs,  leurs  equations  se  dedui- 
senl  facilcment  de  ce  qui  pr6cMe  en  appliquant  le  principe  g^n^ral  qui 
porte  le  nom  de  d*Alcmbert  {**),  Soit  m  la  masse  de  Tunit^  de  volume 

(')  Ges  six  Information*  el^menlaircs  d^^  *  ^,1 P///i  et  ces  si\  composanles  de  trac- 
tions t,f ,  t^^ t/./  sont  ce  que  lc5  irrometrcs  et  les  in^'onieurs  anglais  appeilent  res* 

pectivement  *lrains  et  aireasrt, 

{**)  On  facilite  boaucoup,aujoarirhui,  Tapplication  de  ce  principe  en  comptanl,  au  nombre 
des  forces,  les  ineriicM  des  mobiles,  dvaluecs  par  les  produits,  pris  en  signe  contraire,  de 
leura  masses  par  lc5  accelerations,  ct  en  po<^anl  les  ^nations  de  I'^quilibre  (dil  dynamique), 
oii  ces  forces  figurcnt  comme  les  autros.  Ue  cette  maniere,  on  n'a  mtoe  nul  besoin  de  rap- 
peler  ce  principe,  donl  iVnonc<^,  quui  qu'on  fassc  oti  dc  quel  que  roaniire  qu'oniDodifie  ce> 
lui  que  d'Alemberl  en  a  doniit',  c^t  toujours  ohrciir. 

C'est  ainsi  que  roncclol,  surtout,  a  su  iiilroduirc  dans  Ics  cours  dU^roentaires  et  pratiques 
r^tablisscment  des  equations  de  la  djnamique  des  syst^uKs  quelconques,  aussi  facilement 
que  celles  do  l«'ur  stntiquc^ 
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dit  corps,  mdxdydz  sera  celle  du  parall^l^pipSde  d^nrientaire  consid^re 
ci-dessu&,  ct  les  forces  nteessaires  pour  produire  rfequilibre  seront 
ies  produits,  pris  en  signe  contraire,  de  cette  masse  par  les  accelera- 
tions qu'il  possfede  a  I'instanl  ou  Ton  se  Irouve.  Cot  616ment  a  dficrit', 
parallelcment  aui  axes,  les  chemins  t/,  v^  tv  qui  exprimcnt  ses  d6pla-, 
cements  et  qui  dependent,  non  seulement  des  coordonn^es  x^  t/,  2,  mais 
encore  du  temps  /.  Les  accelerations  ne  sont  done  autre  chose  que  les 
quotients  differentiels  du  second  ordre 

^*M  S.'v  i^w 


Cft 


U*'         it*'         It 

Et,  pour  etablir  les  equations  de  condition  de  I'^quilibre,  il  sufiira 
d'ajouter,  aux  forces  exlerieures,  les  produits  negatifs  de  mdxdydz  par 
les  accelerations ;  ou  bien,  comme  les  forces  ci-dessus  etaient  rappor- 
tees  k  I'unite  de  volume,  de  poser,  au  lieu  de  X,  Y,  Z,  les  expressions 

\  —  m  TTi  » 

ct 
c  t' 

et,  par  suite,  on  deduira  des  equations  (24)  les  equations  generates  de 
mou  Yemen  t 

<■«  C  A  f    t  ft 

ot^       ix         c  y 


£'        cx         ell         a 


It*     '  ix  hj    ^  cz 


(30,  \       „/^  =  lV.+i;--|.!i4-Y. 


m 


t'W  Ci  6t  ct.. 


cV-         cX        cy  iz 


Oil  a  ainsi  trois  equations  diifercntielles  partielles  simultanees  pour 
deierniiner  w,  v,  iVj  en  exprimant  d'abord  les  tensions  t  au  moyen  de 
(23),  page  38,  en  fonction  de  ?^,  ^^,  ?,,  g^,,  g^,  g^^;  puis  ces  gran- 
deurs au  moyen  des  equations  (28)  en  fonction  des  quotients  diffe- 
rcntiels  memes  de  m,  r,  u^. 

Les  considerations  sur  Tellipsoide  d'61asticite,  ainsi  que  celles  qui 
ontete  presentees  sur  les  conditions  limites  (25)  relatives  a  la  surface 
du  corps,  restent  absolument  les  mSmes;  elles  sont  en  effet  indepen- 
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dantes  des  forces  agissant  sur  rinl^rieur  du  parallel6pip6de  616men- 
taire,  et  par  consequent  aussi  des  accelerations  (*). 

Les  equations  (30)  donnent  lieu  a  une  proposition  remarquable  qui 
simplifie  notablement  la  recherche  des  petits  mouvements  interieurs 
(oscillations  ou  vibrations)  d'un  corps  eiastique.  Les  forces  X,  Y«  Z, 
agissant  sur  les  molecules  de  Tinterieur  sont  en  general,  tout  comme 
les  forces  T  cos  cr,  T  cos  x,  T  cos  p,  qui  s'exercent  sur  la  surface,  fonc- 
tions  des  coordonnees  de  leurs  points  d'application  ;  elles  deviennent 
par  consequent,  pendant  le  mouvenient,  fonctions  de  x  -f-  k,  y  +  v» 
z  +  w.  Mais  comme  k,  v,  w  sont  des  quanlites  tres  petites,  on  peut» 
dans  les  expressions  de  X,  Y,  Z,  T,  les  negliger  par  rapport  k  x^  y,  2, 
c*est-a-dire  qu'on  pent  calculer  ces  forces  comme  si  elles  agissaient 
sur  le  meme  point  d'application  qu*a  Teiat  de  repos.  Si  Ton  suppose, 
en  outre,  que  les  forces  ne  sont  pas  variables  avec  le  temps,  elles  ne 
sont  plus  fonctions  que  de  x^  y,  z.  Designons  maintenant  par  u'^  v\  vf 
les  deplacements  que  produisent  les  forces  agissant  tant  k  Texterieur 
qu'ii  rinterieur  du  corps  lorsqu'elles  sont  arrivees  a  produire  Tequi- 
libre,  effet  qui  est  toujours  possible  si  elles  sont  independantes  du 
temps  (**).  St  nous  designons  en  ouire  par  M  les  tensions  correspon- 
danles  qui  s'expriment  toujours  lineairemenl  par  les  formules  (23)  et 
(28)  en  fonction  des  quotients  difTerentieb  de  u^  xf^  vJ^  nous  aurons 
pour  la  determination  de  u\  nfy  vf  les  equations 

c)x         ly  Iz 

H'        Iv        iv 

i)x  ^    ey    ^  Dz   ^ 

SV         IV         IV 

0=^  +  ^  +  llfi+Z, 
ox         i/y  cz 

avec  les  conditions  limiles  relatives  a  la  surface 


Tcoscr 

Tco8 

Tecs 


m  =  V^^  cosp  +  t'^^  cos  9  +  t'^^  cos  r  , 

»  =  'Vx  ^^^  P  +  ^Vir  ^s  9  +  l'y»  ^^^  *■  ' 
f  =  ^'m  ^®*  P  *+■  ^'ay  cos  9  4- 1',,  008  r  . 


O  Ou  des  inerlieM  qui  sont,  disons-nous,  en  signe  conlrtirc»  les  produitsdes  scc^nlions 
par  les  masses  dos  points  oa  des  il^ments  roat^iels. 

(**)  Et  k  condition,  bien  entendu,  que  ocs  forces  ne  seront  pis  d'une  intensity  sllant  jus- 
qa'l  diptsser  oe  qu'en  appeUe  la  limite  de  r^astidli  da  la  maUte«  du  corps,  et  &  j  pro- 
duire des  d^fonnatious  permanentes  ou  des  ruptaret • 
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Maintenant  si,  pour  les  mouvemerUs  du  corps,  pris  sous  rinflucnce 
dc  ces  forces,  on  pose 


tt  =  u'  -}-  u"  , 

*««  —  ^  xaf  +  ^  «r  » 

t         1'    4-  t* 

*y»         *  yj    1^     ys  » 

v  =  v'  +  v''  , 

t      —  1'       -4-1" 

*3x  ==  ^'«    I    *  sx  » 

W  =  w''i'W''  9 

t          t'     4- 1" 

t      —  t'      -4-1" 
*ary            *y    "^      xy  • 

de  sorie  que  n't  t^,  u/'  repr^sentent  les  mouvements  calcules  k  partir 
des  positions  d'6quilibre,  alors,  en  ayant  ^gard  aux  Equations  poshes 
tout  a  Theure,  il  ne  reste  des  Equations  (30)  que 

^W      Si'     ,  Si"      .  Si' 
St^         Sx  ^   Sy   ^   Sz 

S^v"      Si"        Si"         Si" 
Sl}~'ST^  Ty"        Sz 

S^vf      Si",^      Si"^      Si"^, 
^^*        TF        Sy  Sz 

et,  des  conditions  limites  qui  viennent  d'etre  posto,  que 

0=  i"^  cosp  4-  t"^  cos  g  +  i"^  cos  r  , 
^  =  'V  c<>»  />  +  t^yy  cos  9  +  l"y,  cos  r  , 
0  =  l"^  cos  p  +  i"^  cos  g  4-  t"^  cos  r  . 

Ces  Equations  sont  pr^xisiment  celles  que  Ton  poserait  pour  deter- 
miner les  oscillations  autour  de  chaque  position  initiate  x^y^z^  si 
aucune  force  n*agissait,  ni  sur  rintfirieur,  ni  sur  Textdrieur  du  corps. 

On  a  done  ce  th^or^me : 

Let  OBdUaiions  d'un  corps  Boumis  d  deB  forces  exUrieures,  autour 
de  la  position  d'^quilibre  qui  correspond  d  ces  forces  pour  chaque 
painty  sont  rigoureusement  identiques  (*)  d  celles  qu*ex^cutent  les 
points  du  corps  autour  de  leur  position  naturelle  lorsqu'aucune  force 
exi&ieure  nagit  sur  lui. 

On  voit  que,  par  ce  th6or6me,  le  probl&me  se  divise  en  deux  parties 
la  recherche  de  la  position  d'^quilibre,  et  la  determination  d'oscilla- 
iions  s'exicutant  sans  intervention  dc  forces  exterieurcs. 


n  QaaDt  k  ia  forme,  bien  entendo,  car  les  sr ;  qui  entreat  dans  les  six  teaations 

qa'on  Tient  d'ierira,  ne  sont  pas  rigoureusement  £gaux  aux  ^j — - — v  de  T^tat  nature!. 
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g  15.  —  EUipsoide  das  deformations. 

Les  developpements  du  §  13  donnent  le  moyen  d'6tudier  rellipsoide 
dcs  dt^formations  plus  compl^tement  que  nous  n'avons  fait  a  la  fin  du 
>:>  4.  Par  un  point  du  corps  dont  ar,  j/,  z  sont  Ics  coordonn^es  par 
rapport  a  un  syst6me  donne  d'axes  rectangulaires,  menons  trois  axes 
nouveaux,  parallfeles  k  ceux-ci,'  et  designons  par  x\  y\  z'  les  coor- 
donnc^es  d'un  point  par  rapport  a  cc  nouveau  syst6mc  d'axes.  Alors 

r.l)  r'- +  /  H-  5'-  -^  2* 

est  r^quation  d'unc  sphere  dont  le  centre  est  au  point  (a?,  y,  z)  originc 
des  coordonn6es  nouvelles  x\  y',  z'  el  dont  le  rayon  est  une  longueur  e, 
suppos6e  tris  petile.  Les  points  places  sur  cette  surface  sph^rique 
prennent,  apres  la  dfeformation  du  corps,  dcs  positions  nouvelles  dont 
les  coordonnces  s*obtiendront  en  intioduisant,  dans  les  coordonn^es 
x-\-Uj  y-^-v,  z-\-w  du  centre  d^place,  au  lieu  de  ses  coordonn6es 
originelles  or,  y,  2,  les  coordonnces  a:  +  a:',  j/4-y'»  -  +  *•'  d'un  point 
de  la  surface  spheriquc.  Mais  si  x\  y\  z'  sont  tres  petits,  on  pent  d6- 
velopper  les  fonctions  i/,  r,  w  suivant  les  puissances  de  x',  y\  z\  et  ne 
conserver  que  les  termes  affecles  de  leurs  premieres  puissances.  Alors 
les  coordonn6es  du  point  de  la  surface  sph6rique  aprCs  son  d^place- 
ment  deviennent 


cu    .   .   fn    ,   .   E^u 


'''  C\  c 

3  4-  3   4-  «'  -h  —  r'  -4-  —  y'  H-  7-  3   . 

Pour  rapporter  ces  coordonnees  a  un  systeme  d'axes  menCs  par  le 
centre  de  la  sphere  apr6s  son  doplacemcnt,  il  suftit  d'en  retranchcr 
les  coordonnees  x  +  w?  !/  +  ^i  z-\-w  de  ce  centre  d6plac6;  et  si 
Ton  d6signe  par  x'\  y\  z"  les  coordonnees  par  rapport  k  ce  nouveau 
systfeme  d'axcs,  on  a 

z      —    t 


(    V 


,    f  II'  ,   /    ■  f  ir  \ 
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Tirons  oef  de  la  premiere  de  ces  Equations,  y'  de  la  scconde,  z'  de  la 
troisi&me.  Comme  les  quotients  differenliels  de  ti,  v,  ti;  sent  petits  par 
rapport  a  1,  on  pent,  dans  lestermes  qui  en  sont  affect^s,  ainsi  que 
des  pefites  coordonnies  x\  y\  2',  changer  celles-ci  respectivement  en 
of  J  if^  2",  parce  que  cc  ne  sera  commellre  qu'une  erreur  d'un  ordre 
de  pelitesse  plus  elev^.  Alors,  les  equations  ci-dessus  fournissent 

~"  -_,.»  —  —  «"  ''"'  -^  -"  (l  —  —\ . 
-    -        *    J7       -^   Ty^"    V        iz) 

Si  Ton  introduttces  valeurs  dans  I'^qualion  (51)  dc  la  petile  sph&re, 
on  obtient  I'^qualion  suivante.  Elle  repr^sente  un  ellipsoidc  sur  lequel 
se  trouventto.us  les  points  places  originaircment  sur  cette  sphere  (31) : 


(33) 


^  U  •''   f.x       y    'ex tz)^ 

\«         ..''''^"'       ,.»'"'       V'^^'"' 


fy     "  ty         i)z 
ou,  en  n^gligeant  les  termes  d'ordre  supcrieur, 

Au  moyen  de  la  consideration  des  coordonn^es  de  plans  du  §  9, 
on  reconnait,  pnr  la  forme  de  Tcquation  (33)  de  rellipsoide  qn'elle 
repr6sente,  que  les  trois  lignes  d'interscclion  mutuelle  des  plans  ayant 
pour  Equations 


x' 

— 

x" 

Ix 

-hy" 

cy 

■+- 

fu 

y" 

x" 

i.r 

-hy" 

'iy 

■+- 

i  V 
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fw 
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fw 
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sont  des  diam^lrcs  conjugu6s  de  ce  mime  ellipsoide.  Mais  les  Equa- 
tions (32)  monlrent  que  ces  plans,  dans  Tfetat  de  repos  (etat  primitif), 
sont  repr6sent6s  par 

c'est-i-dire  que  ces  plans  etaient  originairement  parallfeles  aux  cdt^s  du 
parall61epip6de  qui  a  et6  deformfi.  Enfin,  si  Ton  remarquc  que  le  choix 
des  axes  coordonn^s  6lait  arbitraire  et  que,  par  consequent,  on  peut 
trouver  le  m6me  resultat  pour  trois  directions  quelconques  originaire- 
ment rectangulaires  les  unes  sur  les  autres,  on  en  d6duira  le  th6o- 
r6me  suivunt: 

Chaque  systdme  de  trois  lignes  originairement  perpendiculaires 
entre  elles  devient  un  sysldme  de  trois  diametres  conjugues  de  V elli- 
psoide des  deformations.  Cela  se  trouvait  d^ja  indiqu6  au  §  4. 

La  forme  (34)  de  Tfequalion  de  Tellipsoide  des  deformations  pr6- 
sente  un  certain  interfit,  en  ce  que  tons  ses  coefficients  peuvent  rece- 
voir  immediatement  une  signification  geometrique.  Car,  eu  ggard  aux 
expressions  (28)  des  six  petiles  deformations  D,  g,  cette  Equation  peut 
s'ecrire 


.^  =  (1  -  2  DJ  x"^  -  2  g^^  f  z" 
+  (1  -  2  3^)  f'  -  2  g^  *"  x'^ 

II  est  facile,  comme  on  Ta  fait  au  §  6  pour  Tellipsoide  d'Elaslicite, 
de  trouver  les  axes  principaux  de  cette  surface. 

Je  montrerai  seulement  ici  que  dans  des  milieux  isotropes^  les 
directions  des  axes  principaux  de  cette  surface  coincident  avec  les 
directions  des  axes  principaux  de  V ellipsoide  d'dasticiti. 

En  elTet,  si  dans  TEquation  pricedente  on  remplace  3,,  3y %x^ 

par  leurs  valeurs  en  fonction  des  tensions,  pouvant  fitre  dfiduitcs  des 
Equations  (1  c)  du§  4,  page  14,  cette  Equation  devient 


x^  ^i^x"'  ^y'''  ^z'^'^li  •^^t)\ 


-f-  t     -f-  t 


E 

-  2  ^^  (t„.^''"-+-l,,,y''Vt,,.''V2t^,yV4-2t^.''x"^2t,^.r''/J.    f; 

(*)  fiqualioo  oi^,  vu  G=  de  la  fin  du  g  3,  il  conviendrait  de  i*einplaser  -^  par 

^.— 7  et  S— ^  par  g;  car  le  coeffjcient  6  d'6]a8iicit6  de  glisssement,  aussi   facile  I 

incsurer,  au  iiioyen  d'expdriences  de  torsion,  que  lest  celui  E  d'6laslicit6  d*extension,  doit 
ciitrer  plus  coavenablemcnt  dans  les  fonnules  que  la  fraction  i). 
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Si  maintenant  on  veut  prendre  pour  axes  coordonnis  les  axes  prin- 
cipaux  de  rellipsoide  d^61aslicil^,  on  n'a  qu'a  effacer  les  ty„  t„,  t^,  et 
a  remplacer  les  l^^,  t^^y,  t^  par  T',  T",  T'".  On  obtient  ainsi,  pour  1*6- 
quation  de  Tellipsoide  de  deformation, 

«•  =  {x"'  -h  y'"  4-  .") '  (i  +  2  9  Tj±l!1±1"^ 

—  2  ^-^  {t  x"'  h-  t"  /*  4-  r" «"'). 

Comme  elle  ne  contient  pas  les  produits  deux  a  deux  de  x^,  y"^  z", 
on  voit  que  Tellipsoide  de  deformation,  rapports  aux  axes  principaux 
de  Tellipsoide  d'elasticite,  se  trouve,  par  cela  seut,  rapports  aussi  k  ses 
axes  principaux  propres. 

Pour  des  substances  cristallines,  e(  plus  gen6ralement  pour  toutes 
les  substances  het6rotropes,  la  m6me  propriety  n'existeplus(*). 


§16.  —  Determination  dn  travail  pofir  nne  petite  deformation  d'nn 
corps.  Relations  qn'on  en  dMnIt  entre  les  trente-six  coelBclents 
qui  senrent  k  definir  la  maniftre  de  se  comporter  d*ane  snb- 
stance  cristalllne,  on  de  tonte  substance  ^lide  non  isotrope. 

> 

Imaginons  {**)  qu'un  corps,  soumis  k  Taction  de  forces  quelconques, 
subisse  une  suite  de  changements  dans  sa  forme,  en  sorte  que  ses 
divers  points  (x,  y,  z)  dont  les  coordonn6es  sont  devenues  X'\-u^ 
y-^-Vj  Z'\-w^  continuent  de  se  deplacer,  et  franchissent,  pendant  un 
temps  inflniment  pel  it,  des  espaces  ei^mentaires  Bti,  8v,  Iw  paral- 
lAIcment  aux  x,  aux  y  et  aux  z.  Le  travail  produit  dans  tout  le  corps 
par  ce  petit  mouvement  s'obtiendra  en  multipliant  un  klemenl  dxdydz 


[']  On  Yeira  a  la  Note  de  la  fin  du  §  37,  que  la  determinalion  des  plus  grandea  dilata- 
tions, rerenant  h  celle  des  axes  de  lellipsoide  des  diformalions,  determination  que  rauteor 
n^Hge,  ici  et  aitleurs,  de  faire,  est  bien  plus  imporlante  que  celle  des  axes  et  des  propriety 
de  rellipsoide  dit  d'ilasiieiti  ou  des  tensions,  du  g  6;  ellipso'ide  qui,  dans  le  fait,  sert  peu 
oa  point. 

Nous  pourrions  donner  ici,  comme  en  son  lieu  nalurel,  I'dtablissement  de  I'^uation  du 
troisi^me  degT6»  analogue  &  celle  (7)  du  g  6,  dont  les  racines  fournissent  les  Irois  dilata- 
tions princi pales.  Nous  pr^idrons  le  renvoyer  au  n*  3,  Equation  («),  de  cette  Note  de  la  fin 
du  g  37,  qui  traite  des  limites  &  imposcr  aux  forces  ext^rieures  auxquelles  on  soumet  les 
pieces  solides,  ou  de  ce  qu'on  appelle  les  conditions  de  rdsislance  permanente  d  la  rupture^ 
afin  do  itc  pas  diviser  et  interrompre  ce  qui  e^t  relatit  k  cet  important  sujet. 

(")  Nous  avons  dd  ici,  jusqu'a  I'^qualion  8\V  =....,  changer  un  peu  la  redaction  de 
ClrtMch*  pour  la  rendre  plus  claire. 
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de  son  volume  par  les  composanles,  dans  Ics  directions  x^  y,  z  des 
forces  agissant  surTunil^  de  ce volume et  respectivement  paries  petifs 
espaces  parcourus  8ti,  Bv,  Iw,  puis  ajoutant  les  trois  produits  ct  inte- 
grant leur  somme  pour  iouteretcndue  ou  pour  tous  les  elements  du 
corps.  Or,  les  trois  composantes  de  forces  agissant  sur  Tunit^  de  vo- 
lume de  T^lement  da?dj/d2  ne  sont  autre  chose  que  les  seconds  mem- 
bres  des  Equations  (50)  du  §  14,  page  51,  c'est-a-dire 

c\.  ci  ci 

^'  •    _£y  -f-  __fL'  -f-  X  dans  le  sens  des  x » 


r.r        cy         oz 

et  deux  quadrindmes  analogues  dans  les  sens  y  et  z.  L'61iment  de 
travail  produit  pendant  que  les  points  parcourcnt  les  espaces  dont  les 
projections  sur  les  x,  i/,  z  sont  5«,  Sv,  Su;,  se  presenle  done  sous  la 
forme 


on 


5  IJ  ^    /]T  (X  <5  w  -h  Y  5r  H-  Z  ^  w)  d.r  dy  dz 

repr6sentc  le  travail  des  forees  ext^rieures  agissant  sur  rinterieur  du 
corps,  et 


"ft 


fi..      ft...      fi 


^  .,  /       ''^  _i -"J  _j £r 


( X  ( y  I  z 

6  t  C   i 

yv 

y 


''=fjj  r^"G'"+Tr-^7v  ]"^'y"'' 


(  .r  €  y  ( z 


represente  le  travail  des  tensions  qui  proviennent,  tant  des  actions 
reciproques  de  ses  molecules,  que  des  forces  quelconques  de  pression 
et  de  traction  pouvant  solliciter  sa  surface. 

Consid^rons  d'abord  un  seul  des  neuf  termes  de  cctlc  derniire  inl£- 
grale  triple,  par  exemple 


M 


<   t 

^  M  -"^  dxdi/dz, 

I  X 


Integrons  par  rappoi  t  ii  x  pariiellementy  u  savoir  pour  la  pclilo 
portion  du  corps  qui  est  contenue  dans  un  canal  infiniment  d<^lie 
dont  nous  considdrons  la  section  dydz  comme  constantc  ainsi  que  les 
coordonn(^es  1/ et  2.  Cette  integration  par  parlies,  si  Ton  remplace,  dans 
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le  second  ferme,  -^— par  M  ^]  qui  lui  est  ideniiquc,  nous  donne 
I'expression 

//  [t„  ^n\,y  ,H  _  jr(]f  t„  *  (I)  ,.r,y,. 

La  parenthese  carr6e  signifie  qu'au  lieu  de  Texpression  ^^^  lu  qu'elle 
renferme,  on  doit  mettre  la  difT^rence  des  valeurs  que  prend  cette 
expression  aux  deux  extr6mil6s  du  canal  considers.  D^signons  main* 
tenant  par  da,  d^\  les  il6nienfs  que  d6coupe,  sur  la  surface  du  corps, 
ce  canal  a  ses  exlrimit^s,  et  par  p,  ql  r  les  angles  que  forme  avec 
les  axes  coordonn^s  la  normale  a  da  men6e  vers  rextirieur  du  corps, 
cnfin  par  p\  q\  r',  les  mfimes  angles  pour  la  normale  a  do'. 

Si  dz  est  rextr6mit6  antMeure  du  canal,  c'est-a-dire  celle  qui  se 
Irouve  le  plus  du  cdt£  positif  des  x^  et  da'  son  extr6mi(6  postMeurey 
cos  p  est  n^cessairement  positif,  et  cos  p'  n6gatif,  en  sorte  qu'on  a 

dy  dz  =  dfT  cos  /)  =  —  dfr'  COS  p\ 

La  difllgrence  des  valeurs  limites  de  t^^  ^u  dydz  devient  done  la 
somme  des  valeurs  que  prend  Texpression  t^  cm  d(j  cosp  pour  les  ex- 
tr^mit^s  du  canal.  Au  lieu  d'^tendre  Tint^grale  double  ci-dessus  aux 
extr^mit^s  de  tous  les  canaux  parall^les  a  Taxe  des  x  que  Ton  pent 
mener  semblablement  dans  Tint^rieur  du  corps,  il  est  £videmment 
possible  d'int^er  directement  pour  I'ensemble  des  £16ments  da  qui 
comprennent  les  Elements  da'.  Done 

ff  Pxx  ^«]  dydz  =  I*  t^^  in  dT  cos  p. 

On  arriverait  au  m6me  r^sultat  si  le  canal  coupait  la  surface  du 
corps  plus  de  deux  fois.  Le  nombre  des  points  d'intersection  du  canal 
et  de  la  surface  est  6videmmcnt  toujours  pair,  attendu  que  chaque 
fois  que  le  canal  entre  par  un  point  dans  I'int^ricur  du  corps,  il  doit 

en  sortir  par  un  autre.  D6signons  ces  points  par  1,  2 2n.  Alors 

nous  aurons  a  int6grer  le  long  du  canal,  dans  toutes  les  parties  situ^es 
a  Tintcrieur  du  corps,  par  consequent  du  point  1  au  point  2,  du  point 
3  au  point  4,  etc.,  et  au  lieu  de  [tjc^Sw]  nous  devrons  (^xrire 

(t„  *"),„  -  (^..^'").-t -^{'-'")r  {'-'"): 

Pour  chacun  des  points  d'enlree  du  canal,  nous  aurons,  CQOiiae 
ci-dessus, 

fhf  dz  =.  —  do-  a .  ^  .  cos  w, . 
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etpour  chacun  des  points  de  sortie 

dydz  =  d9^^  cosp^^. 

De  sorte  que  Tintfegrale  ff  [t^  lu]  dydz  prend  la  forme 

Jj  I  (t,.  ^^  ^^  cosp,^  d^,^  +. +  ^t^  9  u^^  cosp^  d<r,  j. 

Si  done,  conime  tout  k  I'heure,  nous  int^grons,  non  pas  pour  tous 
les  eanaux  possibles  parall^les  k  I'axe  des  x,  mais  pour  tous  les  616- 
menls  da  de  la  surface,  cette  mftme  int^grale  pent  £tre  reinplac6e 
simplement  par 

ce  qui  £tait  k  d^montrer.  Ainsi,  dans  tous  les  cas,  on  remplacera  le 
terme  de  SV  que  nous  avons  considSri,  par 

/  I     9u  d<r  cos  p  —   fjj    ^»x^  (^ )  dxdydz^ 

ou  la  premiere  int6grale  doit  £tre  itendue  k  toute  la  surface  q  du 
corps  (*). 
Si  Ton  fait  de  m^me  pour  tous  les  autres  termes  de  8Y,  on  obtient 

1  a 

m^  repr^sentant  Tensemble  des  int^ales  simples,  et  SU,  Tensemble 

des  integrates  triples  comme  est  ccUe  de  I'expression  binAme  en  t„ 
qu'on  vient  d'^crire.  Et  Ton  a 

^Uj  =  /(t^  cos  p  H-  l^y  cos  q  +  i„  cos  r)  9u  d<r 
•+-  /('y,  <^^s  P  ■+-  tyy  cos  J  4-  ty.  cos  r)  iv  d<t 
■+"  fi^sx  ^s  p  -+-  t^  cos  q  -h  t.,  cos  r)  iw  dir. 


jttl^^t  *ll^S-IIi*-t^^<f  |pj»  oomme  on  fait  le  plus  ordinairement  en  ptreil  caf,  pour 


(*)  On  anrait  pu,  dans  Texpression    /  /  /    ^u    ^  dxdydi,  metlre,  k  la  place  de 

jrx.      ^  gs      ' 

n'aYoir  pu  4  parler  d'mtigration  par  parties. 

C  r  C  ^(l    *") 
Quantalatraosforniationqui  vient  d'etre  raite,d*unointigrale  \\\     — ^ —  dsdffdi 

pour  tout  un  Tolttine,  en  une  intigrale  pour  sa  superflcie  v,  et  4  celle  qui  pent  6tre  faite  de 
mdme  d'une  int^rale  pour  toute  une  superflcie  plane,  en  une  intigrale  pour  son  contour, 
elles  sont  d*un  usage  frequent  et  nteessaire,  bicn  qu*il  ri'en  soit  pas  question  dans  Feosei- 
gnement  de  nos  teoles.  Le  premier  example  paralt  en  avoir  M  douni  dans  la  M^eami^ 
anaiffiique,  Lam6  en  a  ofTert  une  application  4  la  deuxi6me  (g  10)  de  ses  /^rfons  4$  19M 
•Mr/A  thioriede  tiUuticiU. 
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Or  Ics  expressions  entre  parentheses  sont  pr6cis6incnt  ccUes  qui, 
d'aprte  les equations  (25),  Equivalent  aux  composantes T cos xi,  T cos  x, 
T  cos  p  dcs  forces  de  Iraclion  T  appliqu^es  a  la  surface  du  corps ; 
ll}^  n'est  done  rien  auli*e  chose  que  le  travail  de  ces  forces  de  traction 
exl6rieures,  en  sorte  que 

"^U^  =  ft  (cos  o  hi  -h  cos  X  ^u  -h  cos  p  Sw)  rfo-. 

On  trouvera  de  m6me  que  les  huit  termes  de  8U,  autres  que  celui  qui 
contient  t^S  (?r )«  ct  que  nous  avons  Ecrit,  sont  aiTecles,  sous  le  triple 
signe  d'integration,  des  increments  9  des  autres  quotients  difr6ren(iels 

T^»  jT'fT -J-  dcs  d6placemcnts  u,  v^  w  et  dcs  autres  composantes 

tyy des  tensions;  d*ouresulte,  en  mettani,  d'aprfes  les  expressions 

(28),  les  deformations  eiementaires  3^,  3^ gxy^^  ^^^^  de  y^JT 

*U.=  j[jJa«*3.+t,,«,+t„*3,4-t^,*g^,+ 
On  a  ainsi  pour  le  travail  total 

ou  ^tJ  et  SU^  representent  les  travaux  des  forces  ext6rieures  agissant 
respectivement  sur  les  points  interieurs  et  sur  la  surface  du  corps. 
Par  consequent  —  ^U,  est  n^cessairement  le  travail  des  forces  internes 
qui  proc^dent  des  actions  moUculaires  (*). 


(*)  If.  Kirchholf  a  eu  robtigeance  de  m'indiquer,  vers  1858,  une  mani^re  simple  et  directe 
de.  86  rendre  compte  de  la  composition  sextin6me  de  Tcxpression  ainsi  donn^e  du  travail 
inlerne  ou  moldculaire  ^U  pour  runiti  de  Toliune  d*un  61^ment»  Soienl  x,  y,  x  les  trois  cdt^s 

tr^  petits,  partlliles  aux  «,  y^  x,  de  cet  ^ISment  rectangle;  1*  si  la  dilatation  d   d^j&  subie 

per  SOD  o6t6  x  fieut  4  6tre  accrao  de  ^  ,  les  deux  faces  oppos^es  et  Sgales  yi  s'^loignent 

de  x^  ;  les  composantes  normales  de  tension  exercees  par  la  matiire  environnante  sur 

faces  produisent  un  trtTtil  yx  t    nid  ;  cela  fait,  par  unil6  du  volume  xyz,  le  traYail 


t    ^  ;  8*  si.  Tune  des  deux  ftoes  opposto  yx  restant  immobile,  le  glissement  g    yient  4 

angmenter  de  ^g   ,  tl  y  a  un  clieminement  xSg    de  Tautre  faceparallilement  4  celle-ci ;  en 

iorte  que  la  tension  tangentielle  t     qui  agit  par  unit£  de  sa  surface  yi  dans  le  sens  y  de  ce 

cbeminement,  produit  un  trsTail  yzt^  ^^^j^-  ^^  7  >  ^i^°  ^^^^  autres  faces  sur  lesquelles 

agit  one  tension  ou  t     dgale  4  t    ;  ce  sont  les  faces  ».  EUes  ont,  dans  ce  mouvement, 

piYOt^  auUmr  des  deux  c6t^  i  de  celle  des  deux  faces  yx  qui  est  restte  immobile ;  mats  les 
t    8*y  exercent  dans  le  sens  x  et  non  dans  le  sens  y  qui  a  M  celui  du  mouvement; 

9* 
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Or  on  sail  que  le  travail  des  forces  inierncs  d'un  corps  est  constam- 
ment  une  differentielle  compli^le,  on,  en  d'autres  fermes,  que  Ic  tra- 
vail Gorrespondant  a  un  deplacemcnt  fini  depend  seulement  do  la  po- 
sition initiate  ei  de  la  position  fmale  des  divcrses  parties  on  molecules 
du  corps,  mais  noa  du  chemin  par  lequel  ellcs  ont  pass6  d'line  posi- 
tion a  Tautre.  Coinme,  d'autre  part  [§  U,  expressions  (23)},  les  t^^. 

t^ySontdes  fonctions  lineairesdeJ^,  ?,^ g,,,,  //  doit  necessairemenl  y 

avoir  une  fonction  homogine^  du  second  degn%  de  ces  grandeurs, 
dont  les  quotients  differentiels  par  rapport  a  ?^.,  ?y. ...  g^^  sont  les  six 
tensions  ;  de  sorte  que  la  differentielle  complete  par  3  de  cetle  fonc- 
tion, laquelle  pent  6tre  designee  par  F,  pent  s'6crire 

II  r6sulte  dela,  pour  les  milieux  non  isolropes,  une  seried'equations 
de  condition  entre  les  coefficients  a  des  expressions  g6n6rales  (25)  des 
six  composantes  des  tensions  ;  car,  par  exemple,  t^^.  differentia  par 
rapport  a  3^,  doit  donner  le  mfime  resultat  que  t^^  diff6renli6  par  rap- 
port a  3^.  Toutes  ces  6qualions  de  condition  peuventfitre  representees 
par  la  seule  Equation  suivante,  dans  laquelle  les  indices  i,  /;,  /,  m, 
peuvent  fitre  rcmplacfes  successivement  par  or,  j/,  z  : 

ik.  hn  I  in.  iU 

Ces  conditions,  qui  sont  an  nombre  de  quinze,  reduisenl  a  21  dilT(&- 
rents  les  56  coefficients  a,  ainsi  qu'on  Ta  d6ja  dit  plus  haut(*). 


dies  u'ont  done  ricn  aioul^  ou  (ruvail  yzt  x^g  des  (eii&ions  t  ,  travail  qui  est  ainsi. 
seulement,  t    5g     par  uuit^  de  volume  de  I'd^menl.  Or,  le  travail  des  six  tensions  sur  les 

laces  de  rdl^nieiil  doit,  pour  que  I'dquilibre  ait  lieu  apres  coinme  avant  ces  potits  mouvc- 
ments,  6tre  cgal  lau  signe  prcs)  au  travail  moloculairc  de  Tinl^ricur  de  r^i($ment.  Doncce 
travail  a  bien  pour  grandeur,  par  unil4  de  volume,  le  scxtin6me  (1^^  oD^  + ....  -f-t  og  ) 
de  la  parenthesc  de  rcxpression  dc  «U  .  (Voir  Tappendice  Y  de  T^dition  annotec  de  Javier 

de  1804,  ou  uu  article  des  (loniptcs  rendus  Sur  Ir  nombre  den  corfficinttat  etc.  du  10 
novembi-e  iSCi,  I.  LUI,  p.  1107.) 

(*)  En  efl'et  (et  sans  avoir  besuin  de  dlrc  et  de  laire  voir,  d'apris  la  forme  des  expres- 
sions (25).  que  F  doive  ^tre  une  fonction  homog^ne  du  second  degn^],  il  sulfit,  pour  arriver 
au  but  actuel  de  I'auteur,  4  savoir,  la  reductibility  des  30  coefflcients  a         a         a 

21  in^gaux,  de  regardcr  comma  admls  et  noce^saii*e,  ainsi  qu'il  le  fait,  que  le  travail  inte- 
rieur,  exprini^  par  la  pnrcntbdse  de  oU^  ou  le  second  membi'e  de  (54  a)  soit  la  diCfdren* 

ticllc  exncte,  par  o,  d'une  fonction  des  six  quantitcs  d  ,  d  g^^  qui  aurail  leui*s  six 

multiplicateurs  t     t     pour  s«^s  dorivees  particllcs  par  rapport  a  dies  respect ivement. 

Car  ccla  cxigc  qu'on  ait  bien,  entre  les  dirivees  de  cos  six  multiplicateurs  eux-momcs 


G.5  <^         <^^"'    f^^'-      ^^ 


combines deuii deux. les  ;-'^=5  15  I'gulites,  telles  que  -;  <-'=  :,-r;  — ^'      ;-''-. 
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La  fonclion  F  est  facile  a  delermiuer. 

EUe  se  pr^scnte  rafirae,  pour  les  substances  isotropes,  sous  une 

forme  assez  simple.  En  effet,  si  au  moyen  des  equations  (1  c)  du  §  4, 

page  14,  on  exprime  Ics  t  en  fonclion  de  »^,  3^,  3„  g^,,  g^,  g^.,  si  Ton 

introduit  les  valeurs  ainsi  trouvees  dans  Tequation  (34  a)  et  si  Ton 

'  inligre,  on  obtient 

^"     2(1.4,0)  P^"^  *^^®  remplac^  par  G,  et  ^_^^    par  g^_g  ^  '. 


('}  NOTE  FINALE  DU  g  16. 


1.  Fondemenl  de  la  reduction  d  21  inegaux  au  plus^  par  George  Green f 
des  36  coefficients  des  formules  generales  des  six  composanies  rectangulaires 
des  tensions  elastiques.  —  C'est  cet  illustre  physicien,  d6ji  cit6  au  n«  3 
d*une  Note  de  la  fin  du  g  11,  qui  a  op^re,  de  la  mani^re  ing^nieuse  rap- 
portte  par  Clebsch,  la  reduction  dont  nous  parlons. 

Ilia  fonde,  dans  ses  deux  c61^bres  mSmoires  d'optique  math6matique  (0/t 
the  Laws  of  Reflexion  and  Refraction^  11  novembre  1857,  et  On  propagation 
of  Light  in  crystallised  Media,  20  may  1839,  au  volume  VIII,  1839-1841,  des 
Transactions  de  Cambridge),  sur  ce  principe,  pos6  k  la  premiere  page,  que 
f  de  quelque  mani^re  que  les  616ments  d'un  syst^me  materiel  agissent  les 
uns  sur  les  autres,  la  somme  des  produits  de  leurs  actions  par  les  elements 
de  leurs  directions  »,  ou,  conlme  on  dirait  aujourd*hui,  la  somme  de  leurs 
travaux  pendant  uu  temps  infiniment  court,  «  doit  ^tre  la  diffi&rentielle 
exacte  ou  compile  de  quelque  fonction  » ;  parce  que  (ajoute-t-il,  p.  4)  i>i 
cela  n'^tait  pas,  «  le  mouvement  perp^tuel  serait  possible;  et  nous  avons 
toate  raison  de  penser  que  les  forces,  dans,  Tuni vers,  sont  dispos^es  de 
mani^re  k  faire  de  cela  une  naturelle  impossibility.  » 

3.  Le  principe  ainsi  invoque'par  Green  revient  h  celui  de  la  conservation 
des  forces  vives.  — -  En  elTct  celui-ci,  dont  on  deduit,  lorsqu'il  est  une  fois 
admis,  Timpossibilitd  du  mouvement  perp^tuel,  peut  ^tre  regarde  recipro- 
quement  comme  une  consequence  de  ceUe  impossibililei 

On  salt  qu'il  s*exprime  par  une  Equation 

(a)      ^^m-^-^XJ^  (x,yyZ,x\4\x'*,  f\  .'..     .,..]  =  une  constanteC 

dont  le  premier  terme  repr^sente  la  somme  des  produils  des  masses  m  de 
lous  les  points  d*un  syst^e  materiel  par  les  demi-carr^s  de  leurs  vitesses  V 
&  an  instant  quelconque,  et  dont  le  second,  Y,  est  une  fonction  des  coor- 
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donn^es  x,  y,  z,  x' au  m^me  instant,  dc  tous  ces  points  supposesn'^prou- 

ver  que   leurs  actions  mutuellcs,  auxquelles  peuvent  se  joindre  dcs  ac- 
tions ^man^es  de  points  ext^rieurs  fixes.  Or,  pendant  toute  portion  infini- 

ment  courte  dt  du  temps,  Taugmentation  Sm-^-  ydt  de  ^nijr  est  identi- 

quement  egale  k  unc  somme  d'autres  produits  qui,  cine'nuUiquementf  sont 
ceux  de  masses  m  par  dcs  accelcralions  composantes  ou  partielies  regar- 
dees  comme  dues  k  ces  deux  esp^ces  de  forces,  et  par  des  espaces  par* 
courus  estim6s  ou  projet^s  suivant  leurs  directions ;  produits  qu'on  appcllc 
les  travaux  de  ces  m^mes  forces  (*).  L*6q  nation  (a)  revient  ainsi  k  ce  que  le 
travail  total,  pendant  un  temps  elementaire  dt^  dans  le  syst^me  que  ces 
forces  sollicitent,  est  la  difT^rentielle  complete,  par  rapport  au  temps  t^  de 
la  fonction  Y  des  coordonn^es,  ou  k  ce  que,  entre  deux  instants  aussi  ^loi- 


P  P' 

(*)  En  effet,  appeloiis  J  I'acccleration  actuelle  d'un  point  materiel  m;  7  3=--,  /  =  — , 

les  composantes  de  cette  acceleration  de  m  dans  les  directions  p,  p' de  ses  lignes  de 

jonction  tant  avec  les  autres  points  mat^riels  du  sysl^me  qu'avec  dcs  centimes  d'action  exte- 

rieurs  fiies,  en  sorte  que  P,  P' sont  ce  qu*on  appelle  les  forces  ou  les  actions  exercocs 

sur  m  par  ces  divers  points.  Projctons  toutes  ces  accelerations  sur  la  direction  V  dc  la 
Vitesse  actuelle  de  m,  nous  aurons 


J  cos  (J,  V)  =  ;•  cos  0,  V)  H-  ;'  cos  (;',  Y)  + 


jy 

MuUiplions  de  part  et  d'autre  par  mV<//.  Commc  J  cos  (J,  V)  =-t-  ,  Ic  premier  menibre  sera 

//V 

mV-jr  <tt;  m;\  mf..  ..  scront  remplaces  par  P,P' ;  ydt  cos  (V, ;),  Vc//  cos  (V,  >') 

seront  les  expressions  dc  Tespace  parcouru  projet^  ou  estime  suivant  les  directions  respcc- 

tivesp,  p' de^',  / ou  de  P,  P' Appelons,  suivant  Tusage,  rfp,  dp' ces  espacc^ 

inllnitesiraaux  ainsi  projetes  et  S  I'indice  d'une  somme  pour  toutes  les  accelerations  par- 
tielies y\  ou  pour  toutes  les  forces  P  agissant  sur  le  point  9/1,  nous  aurons 

jy 

my-^dt,  ou  mydy—SPdp, 

Faisons  la  somme  dc  toutes  les  equations  commc  celle-la,  relatives  aux  divers  points 
m,  m',  ..  du  sjsldmo,  et  prenons  S  pour  I'indice  de  celte  somme,  nous  aurons 

ImVdVrrSSPrfp, 

Equation  de  pure  cinemaiique  si  pour  les  P  on  met  dcs  mj,  les  m  d^signant  des  nonibres 
d*atomes  ou  de  points  elementaires  tous  cgaux  dont  on  supposerait  le  corps  compost;  mais 
equation  dont  le  second  membrc  reproscnie  ))ien  ce  que  Ton  appcllc  la  somme  des  travaux 
de  toutes  \es  force*  du  systeine;  somine  dnns  laqiu  lie  les  termcs  relatifs  k  Taction  mutuolle 
P  de  deux  des  points  du  systcme  se  rcuniront  coninic  on  sait  en  un  scul  Vdp^  ou  dp,  au  liou 
de  represcnter  Ic^  cspaccs  parcourus  par  ces  deux  points,  represcntcra  la  diminution  dc 
leur  distance  pendant  rinstnnt  di, ou  son  augmentation,  scion  que  ces  points  s'attirent  ou  50 
repousscMit ;  ce  quil  failait  d^monlrer, 

Et  Ton  siait,  du  icste.  qu'un  nombic  fort  grand  dc  tcrmes  du  second  membre  pent  etre 
eH'ac^  sans  errctir  sensible  loi^'^u'on  suppose  apj  roximalivement  (car  oela  n'a  jamais  lieu 
exactement)  que  des  distances  dc  points  n'out  pas  varie. 
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gn^  qu'on  veut  Tun  de  I'autre,  le  travail  accompli  iie  depend  que  des 
situations  initiates  et  finales  des  points  m;  de  sorte  qu*il  est  nul  si  ces 
points  sont  revenus  aux  m^mes  endroils,  quels  que  soient  les  chemins  divers 
qu*ils  ont  parcourus. 

Si  cette  Equation  de  conservation  (a)  n'avait  point  lieu  (et  c*est  par  le 
mdme  raisonnement  que  se  d^montre  aujourd'hui,  comme  on  sait,  le  second 
principe  de  la  tliermodynamique),  nous  aurions  le  pouvoir,  en  faisant  suivrc 
aux  points  m  des  cycles  divers  de  chemins  convcnablement  choisis,  de  cr^cr 
perpetuellementj  dans  un  syst^rae,  sans  moteur  Stranger  (c'est-^-dire  sans 
faire  intenreiiir  aucune  force  ext^rieure  k  centre  (V action  mobile)^  du  travail 
et  de  la  force  vive. 

L*iinpossibilit6  d*une  pareille  creation,  posee  par  Green  comme  un  postu- 
latum,  reTient  bien  ainsi  au  principe  connu  de  M^canique  exprim^  par 
r^uation  (a)^ 

En  rinvoquant,  il  a  done  pu  ratiotmeTIement  ^tablir,  enlre  les  36  coefTi- 

cients  des  formules  de  tensions  (23),  les  quinze  egalit^s  qui  les  r^duisent, 

pour  la  contexture  la  plus  g6n^rale  qu*on  puisse  supposer  k  la  mati^re  k 

chaque  endroit,  k  vingt-un  inigaux  au  plus,  qui,  comme  on  verra  plus  loin, 

ne  sont  plus  qu*au  nombre  de  neuf  quand  la  contexture  offre  trois  plans  de 

sym^lrie,  et,  lorsqu*eIle  est  isotrope,  au  nombre  de  deux,  que  Clebscli 

exprime  et  remplace,  comme  on  a  vu,  par  deux  autres  norabres,  savoir,  le 

module  E  et  le  rapport  num^rique  fractionnaire  9  suppose  par  lui  variable 

d*une  substance  isotrope  k  une  autre,  isotrope  aussi;  et  qu'on  pourrait  rem- 

E 
placer  plul6t  par  E  et  par  G,  qui  est  egal  a  oTrrry  ce  qui  rendrait  les 

formules  applicables  quand  il  n'y  a  pas  isotropie  complete  (comme  on  a  dit). 

5.  Vnereductibilileplusffrandej  on  d  qulnze  coefficients^  est  une  consequence 
d'adumM  fonctions  des  seules  distances  oii  elles  s'exercent.  —  Cauchy  et  Pois- 
son,  dans  leurs  Merits  de  1828,  en  calculant  les  six  composantes  rectangles 
des  tensions  dans  les  corps  solides,  comme  des  sommes  de  composantes  d*ac- 
tionsmolteulaires  mises  en  jeu  par  les  d^placements  relatifsde  leurs  points 
et  dont  chacune  a  son  intensity  (note  finale  du  §  11)  fonclion  d*une  seule 
distance,  qui  est  celle  ou  eile  s'exerce  entre  deux  points,  ont  trouvS  que, 
lorsque  les  tensions  ant^rieures  aux  d^placements  sont  nulles  (ainsi  que 
le  suppose  Clebsch),  les  coefficients  des  six  formules  comme  (25)  ne  sont 
qu'au  nombre  de  15|  au  lieu  de  21,  pour  la  contexture  la  plus  g^nSrale; 
de  6,au  lieu  de  9,  pour  la  contexture  k  trois  plans  de  symStrie,  et  qu'il  n*y 
a,  pour  la  contexture  isotrope,  que  le  coefficient  unique  de  Navier  (celui  que 
Lame  appelle  fA  etauquel  Tautre,  qu*il  appelle  >,  serait  ^gal). 

Je  renvoie  k  I'Appendice  III  de  mes  notes  de  1864,  misrs  aux  Legons  do 
Navier  (§  21  des  Appendices,  p.  557),  pour  la  preuve  donn^e  sans  calcul  et 
par  un  raisonnement  que  chacun  peut  refaire,  qn'en  admettant  cette  loi  des 
intemites,  ou  sa  consequence  immMiate  et  simple,  qui  est  qu*unc  Ir^s  petite 
augmentation  de  la  diBtancequelconqueactuelie  dedeux  molecules  engendre, 


5 


66  CHAI'.    I.    —    PORMIILES    KONDAMENTALES. 


enlre  elles,  une  action  nouvelle  proportioiinello  u  celte  augmentation,  I'on 
a  n^cessairement,  entre  les  56  coefficients  a....  des  formules  (2,%),  jusqu*a 
21  ^galit^s  deux  k  deux ;  car  on  reconnait  facilement  que  la  composante,  sui- 
vant  la  coordonnee  x,  de  faction  engendree  entre  deux  molecules  quelconques 
par  une  dilatation  d  ,  doit  avoir  la  ra6me  intensile  qu*aurait  la  conipos-inte, 

suivant  la  coordonnee  y,  de  Taction  engendr6e  entre  les  m^mes  molecules 
par  un  glissement  g     qui  serait  ^gal  k  d  ;  et  Ton  reconnait  aussi  que  la 

composante  suivant  x  de  Taction  engendroe  entre  elles  par  un  glissement 
g  ^,  doit  avoir  la  m^me  intensite  qu*aurait  la  composante  suivant  r  de  Tac- 
tion produite  par  un  glissement  g^^  qui  serait  6gal  k  g   .  D'ou  il  resuite  : 

1^  que  sur  une  petite  face  inl^rieure  quelconque,  les  deux  composantes  de 
tension,  Tune  suivant  les  x,  suppos^e  engendree  seulement  par  une  dilata* 
tion  3  ,  el  Tautre  suivant  les  y^  supposee  engendree  seulement  par  un  glis- 

If 

sement  g  ,  sont  un  mt^me  multiple  de  ces  deux  deformations  generatrices 
3  elg  respectivement;  2«  que  deux  cOmposantes  de  tension,  toujours  sui- 
vant  les  x,  et  suivant  les  y^  si  elles  sont  engendrecs,  la  premiere  par  g  .. 
la  seconde  par  g^^,  sont  aussi  un  m^me  multiple  de  ces  deux  glissements. 

Gela  entraine  entre  les  coefficients  dont  nous  nous  occupons  non  seule- 
ment  les  15  dgalit^s  deux  k  deux  demonlr^es  aulrement  par  Green  et  que 
Clebsch  r&ume  par  a^^  ^^^  =  a^^^  ^.,  mais  encore  les  6  egalit^s  qu*exprimc  Ic 

symbole 


•^;,W  —  ^ik.jl 


ou  un  seul  des  deux  premiers  indices  permute  avec  un  des  deux  demiers : 
en  sorte  qu*au  total,  et  conformement  k  ce  qu'a  trouve  Cauchy,  on  nc 
change  pas  la  valeur  des  coefficients  des  formules  (23)  en  permutaut 
leurs  quatre  indices  k  volonte;  et  ces  56  coefficients  sc  r^duisent  bien  k 
5ft  —  15 —  6=  15  pouvant  ^Ire  in6gaux. 

Lesadversairesm6mes  decette  deuxi^me  et  plus  forte  reductibility  recon- 
naissent  qu*elle  est  bien  une  consequence  absolument  obligee  de  ce  quMh 
appellent  le  systeme  de  Boscovich;  car  lesauteurs  anglais  surtout  qualifient 
du  nom  de  ce  ceiebre  j6suite,  pen  lu  quoique  eminent,  la  loi  des  actions 
fonctions  des  seules  distances  ou  elles  s'exercont,  bien.que  cette  loi  ait  ete, 
comme  nous  Tavons  dit  k  la  note  du  g  11,  adoptee  par  tout  le  monde  jus- 
qu'au  jour  ou  Green  Ta  niee  comme  lui  paraissant  trop  restrictive. 

4.  Ceite  re'ductibilM  plus  grande  est  exp^rimentalement  prouvee  pour  U*< 
corps  e'lastiques  durs,  —  Examinons  done  si  nous  devons  adopter  la  reduction, 
d  quinze,  du  norabre  des  coefficients,  au  moins  pour  les  vrais  aolides  eiaa- 
tiques  tela  que  les  metaux,  les  pierres  et  les  bois  durs,  ou  bien  la  rt'jeter, 
et  rester,  k  leur  egard,  dans  Tindetermination  oi!i  nous  laisse  la  negation  de 
Green. 

Deux  consequences  de  son  adoption  sont  [voyez  ci-apres,  nM4  de  la  pre- 


MOTE   DU  v:J    16.     —    RgDUCTIBlLlTE   PLUS^  GRANDE  DE   GE   MONBRE.         67 


1 

senle  note,  formules  (n)],  9=7>  pour  le  rapport,  trouv6  par  Poisson,  des 

contractions  aux  extensions  siraultan^es  des  prismes  dont  les  faces  lalirales 

6     2 
sent  libres,  et  =  =  ^9  pour  le  rapport  du  coefficient  d*61asticit6  de  glissement 

(ou  de  torsion)  k  celui  d'extension  des  m^mes  prismes.  Or,  on  a  trouv^  pour 

le  fer,  le  cuivre,  le  verre,  en  un  mot  pour  les  corps  Solides  elasliques  a 

grain  fin,  lorsque  leur  contexture  est  sensiblement  homogene  et  isotrope,  a 

tr^s  peu  pr^s,  et  tout  au  moins  moyennement,  ces  deux  nombres-lili,  comme 

Font  prouY^  les  experiences  ou  directes,  ou  comparees,  de  Gagnard  de  Latour, 

de  Coulomb,  de  Duleau,  de  H.  Kirchhoff  et  m^me  celies  de  Wertheim  bien 

interpr^ldes. 

Clapeyron  lui-raenie,  tout  adveraaire  qu'il  est  du  principe  de  la  r6ducti- 

bilite  dont  nous  parlous,  a  reconnu  que  Texperience  donnait  bien  ces  deux 

1       2 
rapports  num^riques  7  et  ^  pour  le  fer,  et  qu'il  convenait  de  les  adopter 

(Cornptes  renilus,  i^'  fevrier  1858,  t.  XLVl,  p.  211  et  212).  El  c'est  ce  qui  a 
ete  etabli  recemmentpar  des  experiences  bien  plus  delicates  dues  k  M.  Gornu 
(Melliode  opliqne  pour  V etude  des  deformations  de  la  surface  des  corps  e'las- 
tiqueSy  aux  Cornptes  rendus,  2  aout  1869,  t.  LXIX,  p.  533),  qui  a  refute,  en 
les  expliquant  par  des  dSfauts  d*isotropie  et  d'horn6geneite,  les  consequences 
contraires  que  Wertheim  avail  cru  pouvoir  tirer  de  plusieurs  de  ses  expe- 
riences. 

Je  pourrais  m*en  tenir  la,  en  renvoyant  du  reste  k  la  discussion  longue  el 
detaillee  qui  occupe  Tappendice  V  du  livre  de  1864  dej4  cite;  et  en  rappelant 
que  Green,  lorsqu*il  a  elargi  la  loi  des  actions  moieculaires,  c'est-^*dire  nie 
sa  deterrajnalion  naturelle  quant  aux  iiitensites  et  mime  aux  directions  (il  a 
ete  jusque-14)  s'etait  propose  deux  buts  que  son  genie  n*a  nuUement  atteints, 
et  pour  bonnes  raisons  ne  pouvait  atteindre  :  Tun,  de  concilier  la  birefrin « 
gence  avec  Vexacte  transversalite  des  vibrations  lumineuses  jusque  dans  Vin- 
terieur  des  cristaux!  Tautre,  de  supprimer  ou  de  reduire  presque  k  rien  le 
melange  embarrassant  des  vibrations  longitudinales  non  lumineuses  de  Tether. 
Je  pourrais  ajouter  qu*on  peut  refuser  aussi  k  ses  deux  eminents  disciples, 
)fM.  Stokes  et  Maxwell,  d'avoir  reussi  en  employant  le  meme  expedient  daus 
la  vue  de  pouvoir  etendre  les  formules  de  composantes  de  tension  a  ces 
matieres  mixtes  provenant  de  liquides  coaguies  plut6t  que  solidifies,  qyi 
resistent  k  peine  aux  deformations,  et  Ires  energiquement  aux  diminutions 
de  volume,  comme  le  caoutchouc,  les  geiees,  Tempois,  le  gluten,  les  p^tes  k 
base  de  gommc,  le  caseum,  le  blanc  d*(Buf  durci,  etc.  En  effet,  diverses 
experiences  ont  prouve  que  le  caoutchouc  n*est,  comme  les  geiees,  qu*un 
reseau  vesiculeux  dont  les  mailles  ou  cellules  sont  remplies  d'une  matiere 
liquide  :  or,  toute  deformation  perceptible  d'eiements  liquides  produit  des 
changements  de  distances  moieculaires  qui  excedent  beaucoup  les  limites 
dans  lesquelles  les  actions  developpees  leur  restent  proportionnelles  et  ne 
cessent  pas  d'avoir  les  memes  intensites  pour  les  diminutions  que  pour  les 
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augmentations  de  ccs  distances  (el  c'esl  m^me  ce  que  Clebsch  a  reconnu 
judicieusement  dans  un  passage  du  §  i ,  page  3,  ou  il  exclut  le  caoutchouc 
de  toute  applicability  desformules  qu'il  donne).  On  ne  peut  donc«  de  ce  que 
pr^sentent  ces  composes  spongieux  lorsqu*on  les  deforme  ou  comprinae,  rien 
infi^rer  de  relatif  a  la  loi  des  actions  qui  sont  en  jeu  1ft  oil  la  proportionnalite 
dont  il  est  question  se  conserve,  comnie  par  exemple  dans  les  ni6taux. 

5.  Consequences  analytiques  generales  du  principe  de  conservation  des 
forces  viveSf  suppose  admis  a  priori.  —  Mais  allons  plus  loin.  Voyons  ce 

qu*on  tire  de  T^quation  (a)  2  m  -q-h^  (^«y«  z,  x'....)=Cf  si  on  y  laisse 

indeterminSe  la  forme  de  la  fonction  Y,  comme  paralt  le  vouloir  Green. 

Elle  peut  s*^crire  tout  aussi  bien,  r,  /,  r*....  6tant  les  distauces  des  mol^ 
culcs  du  syst^me  tant  en  Ire  el  les  qu'avec  les  centres'  d'action  fixes  ext^ 
rieurs,  s*il  y  en  a  : 


(h)  2  "*  ?  "^  ^1  ('''  '^'  '■"••••)  =^ 


oil  Yi  est  une  nouvelle  fonction  dont  il  importe  peu  que  les  variables  r,  r\  r"..., 
soient  ou  ne  soient  pas,  en  partie,  d^pendantes  les  unes  des  autres. 

Diffdrentions  ses  deux  membres  par  rapport  au  temps  apr^s  avoir  rem- 
plac^  le  carr^  V  de  la  vitesse  du  point  dont  les  coordonn^  sont  x,  y,  2« 
par 

(I)'  -  m  -  {%)'■■ 

et  ensuite,  dans  le  second  membre  differentia,  qui  sera  une  somme  d*autanl 

c/Y  dr 
de  terraes  ~p  -jr  qu*il  y  a  de  distances  mutuelles  r,  cntre  deux  points  m,  m' 

dr 

quelconques,  ayaht  des  coordonnies  x,  y,  2,  et  x\  \f^  z\  remplagons  ^  par 

la  d6riv6e  de  r  tirie  de  la  difKrentiation  de 

r«  =  (.f  -  x)«  +  (y'  -  yY  +  [z*  -  *;•, 

en  remarquant  que  les  quotients  de  x'  —  x^  y* — y,  %' — z,  par  r  sont  les 
cosinus  des  angles  fails  avec  les  axes  des  x,  y,  %  par  la  distance  mm'  =:.r 
k  laquelle  le  point  w!  agit  sur  le  point  m.  Nous  aurons 


W 


^         (dx  d*x      dy^^y      dz  d^\  

^  "*  \di  di*  "*■  dt  dt*  "*■  rfi  dfy  "^ 


le  2]  du  premier  membre  s*^tendant  k  tous  les  points,  et 
le  V  du  second,  k  toutes  leurs  distances  r  deux  a  deux. 


HOTB  DU  §  16.   —  CONSfQUBNGES   G^N^RALKS  DU  PRINGIPE  DU   POTERTIEL.      C9 

Quelle  que  soil  la  forme  de  la  fonction  T|,  cette  ^galit^  doit  8*appliquer  k 
toutes  les  valours  possibles  des  vitesscs  -t-,  -^,  -j,  -j- donl  on  sait, 

d'apr^s  les  fails  de  moaveraent  relatif,  que  les  accelerations  -^  sont  inde- 

pendanies.  Oa  peut,  par  exemple,  supposer  ces  vitesses  toutes  nuUes,  ex- 

dx 
cepte  celle  -^ ;  ou,  en  tout  cas,  \u  cette  ind^pendance,  on  pent  ^galer  ce 

qui»  dans  les  deux  membres,  affecte  chacune  d'elles. 

U  en  r^sultera,  pour  un  seul  point  quelconque  m,  les  trois  ugalit^s  sui- 
Tantes  oCi  les  z  disignent  maintenant  des  sommes  relatives  aux  diverses 
distances  r,  entre  ce  point  met  les  autres  points  m\  m",..,  du  syst^me,  ainsi 
qu*aux  points  ext^rieurs  ou  centres  d*action  supposes  fixes,  puisque  ce  n*est 

plus  que  par  rapport  k  ces  distances  particuli^res  que  les  -j^  repr6sentent 

les  deriv^es  de  la  fonction  r^  de  toutes  les  distances  mutuelles  quelconques 
des  divers  points  du  syst^me  : 

d*x      ^dV.        ,     .         d*y      ^rfV,        ,     ,  d^x      ^  dV,       ,     , 

W     ^-jpt^^^sp^^^ir^)*    '»^  =  2-^cos(r.y),    mj^^X^'cosM. 

Ces  equations  montrent  que  la  force  totale  agissant  sur  chaque  point  ma- 
teriel m,  ou  que  le  produit  dela  masse  de  ce  point  par  son  acceleration,  est 

d^ 
one  resultante  geometrique  des  derivees  ou  quotients  differentiels  -j-^  de  la 

fonction dite  potentielle,  ou  energie  en  puissance  Yj  (r,  r\  r*....),  par  rapport 
aux  diverses  distances  r  du  meme  point  m  aux  autres  points,  portees  sur  les 
lignes  de  jonction  qui  mesurent  ces  distances  (*}. 

6.  Stale.  Particularisaticn,  ou  decotnpoiition,  jntqu'tci  admise,  de  la  fonc- 
tion poienUelle  y^  —  Si  Yj  (r,  /  r^....)  est  une  simple  somme  f  (r)  -f-  f.  (r') 
f^  (r^  +  ..  ..  de  fonctionsde  chacune  des  distances  r,  /yf"...  en  particulier, 

on  a 

et,  d*apres  les  egalites  (d);  la  force  totale  sollicitant  chaque  point  m  est 

une  resultante  d*actions  dirigees  suivant  r,  r'  r^ ayant  des  intensites  [e) 

fonctions  de  ces  distances,  ou  obeissant  precisemeni  k  cette  loi  si  natanelte 
qui  etait,  avons-nous  dit,  acceptee  avant  que  George  Green  I*eikt  rejeiee 
eomme  ne  lui  donnant  pas  ks  explications  qu*il  desirait  presenter.  Alors, 


f)  Cest  dans  un  mimoire  Sur  le$  principea  de  la  Micanique^  lu  en  1872  par  U.  Bous»l-' 
oesq,  k  TAcad^mie  de  Montpellier,  et  iroprim^  la  ni6ine  annte  k  Paris  au  Journal  de  ma- 
ikemaiiquee  de  M.  LiouYille,  que  j*ai  puis6  ceUe  remarquable  dMuction  des  dqunlions  (</) 
rdatifes  k  chaque  point,  de  celles  (6)  relatives  k  tous. 
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H'l  qui  d^signe  le  travail  total  oper^  entre  deux  situations  des  points  du  sys- 
t^me,  ou  entre  deux  valeurs  de  chacune  de  leurs  distances,  est  une  somme 
de   travaux  ff{r)dry  /f  (''')  ^''' ^^  chacune  de  ces  forces  en  par- 

ticulier. 

C'est,  comme  on  salt,  seulement  aux  forces  qui  suivcnt  cette  loi  que  l*on 
reconnaitf  dans  les  traitSs  de  ra^canique,  la  propri6t6  de  donner  un  travail 
qui  soit  k  chaque  instant  une  differentielle  exacte  d^i ;  et  c^est  seulement 
pour  elles  que  Ton  d^montre,  dans  ces  traites,  Tequation  (a)  ou  (b)  de  con- 
servation des  forces  vivos,  en  partant  de  la  notion  de  la  composition  g6om^ 
trique  des  forces  motrices  sur  chaque  point. 

7.  Consequences  singulieres  du  rejet  de  cette  decomposition  de  Tj  en  fanc^ 

(tons  f  de  chaaine  des  distances  r.  —  La  consequence  immediate  de  ce  rejel 

est  qu'apparemment  il  y  a  dans  la  nature  d'autres  forces  que  celles  dont  les 

intensit^s  sont  fonctions  d'une  seule  distance,  savoir  la  distance  r  =  mni'  ou 

chacune  agit  entre  deux  points  m  rt  m'. 

•    Quelles  lois  devront  suivre  ces  forces-L^  pour  satisfaire  toujours  au  prin- 

cipe  (a)  ou  (b)  de  la  conservation  des  forces  vives,  suppose  admis  commp 

fonde  simplement  (n""*  i  et  2)  sur  le  sentiment  de  Timpossibilite  du  mouve- 

ment  perp^tuel? 

Les^galit^sfr/),  dans  les  seconds  membres  desquels  entrcnt  les  d^riv^es 

dy^  d^ 

-p,  ^,-,---  de  Yj,  suppose  contenir  toutes  les  distances^  prouventque  si  ces 

forces  plus  genSralos  existent,  chacune  d*elles  (comme  nous  avons  dej&  dit 
u  la  note  du  §  11)  aura  son  intensity  fonction  noa  seulement  de  la  distance* 
mm'  des  deux  molecules  m,  m'  entre  lesquellcs  elle  s'exerce,  mais  encore 

de  leurs  distances  mm",  mm'" et  mW,  rn'm'"....  ft  d'aulres  mol6cules 

m'\  m'"du  mAme  syst^me,  et  meme  des'distances  m"vi"* de  celles-ci  entre 

elles. 

Or,  il  r^sultera  d'une  pareille  loi  generale,  si  on  Tadmet,  Timpossibilite 
que  le  travail  J  Mr  de  Taction  mutuelle  R  entre  m  et  m'  soit  toujours 
le  m^me,  au  signe  pr^s,  loi^sque  cos  deux  molecules  suivent  chacune  un 
chemin  quclconquc  que  lorsqu*elles  retournent  k  leur  situation  primitive 
par  un  chemin  different.  En  effet,  k  un  instant  t=rt^Ae  la  p^riodo  de 
retour,  ou  la  distance  mm'  aura  repris  la  m^me  valour  r  qu*el1e  avait  eue 
h  un  instant  t=^t^,  arbitrairement  choisi, de  la  p6riode  d'aller,  les  molecules 
nt,  m'  se  liouveront  k  d'autres  distances  des  molecules  environnantes  m'\ 

m'"y wi'*,  m" , qu'ik  eel  instant  anlerieur  ( --  /j.  L*inlensite  \\  =^  H,,  h 

riustant  t  -  - 1^  de  Taction  mutuelle  H  de  m,  m\  si  elle  depend  de  toutes  ces 
distances-lft,  sera  done  differente  de  Tintensiie  I\  =  Ri  qu*avait  la  mdme 
action  k  Tinstant  t~^t^.  Le  travail  W^dr,  pour  une  augmentation  dr  de  la 
distance  k  cet  instant  f  =  t^  de  Taller,  n'aura  done  pas  eie  la  m^me,  au 
signe  pres,  que  le  travail  —  R|<ir  pour  une  diminution  dr  k  Tinstant  i  -=t^ 
du  retour,  oil  la  distance  r  est  la  mdme.  Le  travail  total  de  Taction  des  deux 
molecules  m,  m'ne  sera  done  point  nul  lorsque  le  cycle  de  leur  parcours 
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se  sera  fermS;  ou  s'il  I'est,  par  exception,  pour  un  cycle,  il  ne  le  sera  pas 
pour  les  autres  cycles  possibles. 

II  faudra  ainsi,  pour  que  le   th^or^me  de  conservation  exprim^  par 

V* 

Sm  9--l-^'i=  constante  s'observe  dans  un  syslerae  de  molecules  m,  ou  pour 

V* 

que  Sm  5-  redevienne  le  mSme  quand  ces  molecules  retournent  aux  situa- 

lions  qu*elles  ont  prSc^demment  occupies,  ou,  en  d*autres  termes,  «  pour 
que  le  mouvement  perp^tuel  soit  irr^alisable  »,  il  faudra,  dis-je,  que  le 
travail  positif  qui  aura  St6  cv^k  dans  un  cycle  par  les  actions  mutuelles 
d*une  partie  des  couples  de  molecules  m,  m\  soit  justement  dgal  au  travail 
n^gatif  cre6  par  les  actions  mutuelles  des  autres  couples  de  molecules.  Or, 
quelle  que  soit  la  loi  imaginable  k  laqucUe  on  soumette  les  intensit^s  des 
actions  'entre  deux  molecules,  et  leur  mode  de  d6pendance  de  la  simple  pre- 
nence  d'autres  molecules,  si  une  jusle  compensation,  comme  celle  dont 
nous  parlons,  s'observe  ainsi  entre  deux  moiti^s  de  certains  syst^mes  par- 
courant  certains  cycles,  clle  ccssera  de  s*obscrver  en  ajoutant  k  ces  sys- 
t^mes  d*autres  syst^mes  pouvant  6lre  pris  inflniment  varies,  et  en  ajou- 
tant  aux  parcours  d*autres  parcours  quelconques  arbitrairement  choisis. 

La  nuUite  du  travail  total  produit  par  un  cycle  ne  pent  done  6tre  g^n^rale 
qu*autant  qu*elle  a  lieu  pour  chaque  action  individuelle;  ce  qui  oblige  A 
admettre  que  la  force  que  nous  avons  appelee  R  soit  fonction  de  la  seule 
distance  que  nous  avous  appelee  r. 

8.  Suite  des  consequences.  Restriction  necessaire,  de  toule  maniere^  de  la 
generalite  de  la  fonction  potentielle  Ti  des  distances  mutuelles  des  points  mate'- 

riels, — Mais  il  y  a  plus.  La  loi  expcim^e  par  (6),  jm  -r-  -hYj  (r,  r',  r"....)  =  C, 

ill  laquelle  on  soumet  tons  les  systemeSf^doit  s*appliquer  k  Tunivers  entiere 

ainsi  que  sa  consequence  (d)  qui  est  que  Taction  de  deux  molecules  m,  m\ 

dw 
k  une  distance  mm'  :=r,  a  pour  intensity  -~,  qui  est  une  fonction  de  toutes 

les  distances  r,  r,  r" L*intensit6  de  Taction  de  deux  molecules  apparte- 

nant  k  un  element  de  notre  planete,  par  exemple,  depend  done  de  leurs 
distances  non  seulement  k  celles  du  meme  element,  mais  encore  k  celles 
des  autres  Elements,  et  m6me  de  toutes  Ics  distances  deux  k  deux,  grandes 
ou  petites,  des  molecules  appartenant  k  chaque  element  de  chaque  astrc 
jusqu*aux  extr^mil^s  du  monde. 

L'exp^rience  prouve  qu*il  n*en  est  point  ainsi :  elle  montre  mdme  que  la 
niani^re  dont  agissent  entre  elles  les  molecules  de  la  plus  petite  portion 
mesurable  du  monde  terreslre,  est  sensiblement  ind^pendante  de  T^tat  ou 
pout  se  trouver  toute  aulre  portion  qui  en  est  seulement  k  une  distance 
visible. 

II  est  done  n^cessaire  de  reslreindre  la  g^n^ralit^  de  la  fonction  Y|,  et  de 
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(lire  que  sa  forme  doit  dtre  telle  que  la  grandeur  de  -j^  ne  d^pende,  au 

moins  sensiblement,  que  des  distances  des  molecules  faisant  partie  du  mtoie 
syst^me  parliel,  ou  du  m^nie  ^l^nient  \isible,  que  m,  m',  ou  ne  d^pende 
que  de  mm'  ^  r  ct  des  distances  des  molecules  trds  proche*  soit  de  m,  soit 
ds  m',  en  excluant  les  autres  distances. 

Cette  condition  d'exclusion  pent  <^4re  facilement  remplie  en  ce  qui  regarde 

les  distances  sensibles,  telles  que  sont  celles  des  molecules  de  T^l^nient  ou 

du  systeme  r^tr^ci  comprenant  m  et  m\  aux  molecules  (favtres  ^l^ments 

ou  syslemes  :  il  n*y  a  pour  cela  qu*6  engager  r,  r\  r",...  dans  Yi,  pour  leurs 

i    i    1 
inverses  -,  -„  -y, ou  pour  des  puissances  positives  de  ces  inverses.  Mais 

cetle  ressource  dlexclusion  sensible  est  impuissante  5  T^ard  des  distances 

niutuellcs  de  molecules  appartenant  en  particulicr  k  chacun  de  ces  systimes 

ou  elements  non  proches  de  celui  dont  on  s*occupe.  Les  distances  mutuelles 

inscnsibles  enlre  les  molecules  composant  nitoe  chaque  ^toile  auront  une 

d^ 
influence  du  m^me  ordre  sur  la  grandeur  de  -p,  ou  sur  rintensit^  de 

Taction  mutuelle  des  deux  inol^ules  m,  m'  d'un  corps  terrestre  que  les 
petites  distances  des  molecules  qui  les  avoisinent  dans  le  m^me  corps,  tant 
qu*on  n*aura  pas  impost  k  la  forme  de  la  fonction  Yi  (r,  r^r",,..)  une  res* 
triction  ou  particularisation  plus  grande. 

9.  Cette  restriction  ou  particularisation  ne  pent  Sire  que  la  decomposition  de 

M'l  en  fonctions  de  chaque  distance  en  particulicr;  (Foil  la  dependance  ncces^ 

aaire  de  chaque  force  dune  seulc  distance.  Pensee  probable  de  Green.  —  On 

aura  beau  chercher  cette  forme  dont  nous  parlous,  cette  particularisation  de 

M^i  devant  s'appliquer,  non  pas  k  un  systeme,  k  un  groupe  materiel,  mais  k 

tous  les  syst6mes,  k  tons  les  groupes  qu*on  pent  detacher  de  Tensemble  uni- 

vorscl,  et  devant  6tre  telle  que  tout  ce  qui  se  passe  dans  chaque  groupe  et  qui 

dw 
s*y  trouve  mesure  par  un  -j^i  ait  la  m^me  valeur,  ou  exactement,  ou  sen- 

siblement,  que  si  les  autres  groupes  n*existaient  pas,  j*aflinne  hardiment, 
et  tout  le  monde,  j*en  suis  convaincu,  pensera  comme  rooi,  qu*il  faudra 
absolument  adopter  la  forme  ou  la  particularisation  indiqu6e  ci-dessus  : 

(/)  ▼ilM-',!^ )=:f{r)^r.(r')^f„(f^)^ 

d^ 

comnie  dtant  la  soule  qui  puisse,  dans  •j-\  et  conformiment  k  tous  les  fails, 

rendre  insensible  Tinfluence,  s*il  yen  avaitunc,  des  petites  distances  r^^  entre 
molecules  m^^,  m^^\  ^loignees  des  deux  m,  m\  qui  ont  entre  elles  la  distance 
r,  ou  qui  puisse  les  emp^cher  d*influer,  au  m6nie  degr6  que  les  distances 

entre  molecules  proches  Tune  et  Tautre  de  m,  m\  sur  la  grandeur  de  -^** 
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Or  ceite  forine  (/)  ne  se  borne  pas  k  att^nuer,  elle  annule  compl^tement 
ces  influeoces  exotiques  auxquelles,  nagu^re,  on  ne  pensait  seulement  pas. 
Elle  annate  en  mdme  temps«  forc^ment  et  tout  aussi  bien,  les  inRuences  de 
moltoiles  tr^s  proches  de  m  et  de  m\  sur  la  mani^re  d*agir  mutuelle  de  m  et 
de  m'f  tout  en  laissant  k  ces  aulres  molecules  leurs  actions  propres  (ce  qui 
est  bien  difTi^rent)  dans  Ic  systSme  dont  elles  font  partie. 

Elle  fait  revenir  k  Tadoption,  comme  voulue  ainsi  par  Texp^rience  ni^me, 
de  la  loi  des  actions  fonetions  de$  seules  distances  oil  elles  s'exercenty  et  non 
des  autres  distances;  loi  que  le  simple  bon  sens,  aid^  d*une  observation 
gto^rale  des  faits,  a  fait  accepter  pendant  plus  d'un  si^cle  et  demi.  Et  je 
Buis  convaincu  que  Green  lui-m^me  y  croyait  sans  s*en  rendre  compte.  Je 
ne  p«ux«  en  effet,  interpreter  d*une  autre  mani^re  cet  instinct  de  pliysicien 
et  de  gtom^tre,  ce  sentiment  «  que  les  forces,  dans  Tunivers,  sont  dispose 
de  maniere  a  (airCy  du  mouvement  perpelueU  une  naturelle  impossibilite  ». 
Green,  sans  aucun  doute,  refusait  ainsi,  a  chaque  action  moieculaire  mu" 
tuelle  en  particidierj  la  possibility  contraire,  k  savoir  celle  de  cr^er  un  tra- 
vail /Mr  par  le  parcours  de  cycles  ferm^s;  or  cela  revieut  bien,  comme 
nous  avons  yu  tout  k  Theure,  k  penser  que  I'aclion  R  de  deux  molecules 
m,  m'  n*est  fonction  que  de  leur  seule  distance  mutuelle  r,  et  non  des  autres 
distances,  qui  ne  sont  point  les  mSmes  (avons-nous  observe)  pendant  la 
periode  de  leur  rapprochempnt  que  pendant  la  periode  de  leur  ^loignement 
des  situations  iniliales  ou  elles  sont  finalement  revenues. 

10.  £a  conclusion  est  la  meme  en  nenvisageant  le  mouvement  que  d'une 

maniere  emimatique  ou  en  ne  eonsiderant  que  ses  his  et  non  ses  causes.  — 

On  ne  se  soustraira  pas  k  la  conclusion  tir^e  des  remarques  qui  precedent 

ea  teartant  Tid^e  de  force^  d'action  mol6culaire,  pour  n'envisager  la  science 

du  mouvement  qu'au  point  de  vue  cin^matique,  ou  elle  tend,  avec  raison,  de 

plus  en  plus  k  se  placer,  et  ou  Ton  ne  consid^re,  au  lieu  des  causes  dont  la 

nature  nous  est  inconnue,  que  les  lois  des  changeraents  des  distances  et  des 

temps  ou  ils  s'op^rent,  ainsi  que  le  conseillait  sagement,  il  y  a  un  si^cle, 

I'Ecossais  Th.  Reid  (CEuv.  phil.  trad,  par  Jouffroy,  I.  Y,  au  ch.  vi  de  VEssai 

tur  la  puissance  active)^  qui  ^tait  loin  cependant  de  rejeter  le  principe  de 

causality*  ni,  comme  les  occasionalistes  exclusifs,  Texistence  de  causes 

secondea  pouvant  avoir  ^t^  d6l6gu6es  par  la  cause  premiere  et  creatrice.  On 

peat  bien,  k  ce  point  de  vue,  embrasser  et  soutenir  Topinion  que  la  loi 

d6cr6t6e  pour  rigir  les  mouvements  a  ih  porter  non  sur  ce  qu'on  appelle 

Y* 
les  forces,  mais  sur  ces  quantit^s  cin^matiques  im-^  vi  Y|  (r,  /,  r*^.,..) 

astreintes  k  echanger  entre  elles  deux  leurs  augmentations  et  diminutions, 
quantitte  qu*on  appelle  I'^nergie  vice  ou  actuelle  et  Tcnergie  potentielle,  sans 
y  attacher  de  signification  mitapbysique.  Mais  T^uation  (b)  qui  soumet  leur 

somme  zm^+Yi  k  rester  constante,  jointe  k  ce  que  Texpirience  des 
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mou\ements  relatifs  apprend  de  I'ind^pendance  ou  les  acclimations  son! 
des  vilesses,  a  toujours  pour  consequence  analytique  les  Equations  (d)  qui 
aslreignent  d*autrcs  produits  cinematiquesj  savoir  ceux  de  la  masse  de 
chaque  point  par  son  acceleration,  &  etre  decomposabies  polygonalemcnt 

en  quantites  -y^,  porlees  sur  les  distances  r  tirees  de  ce  point  aux  autres. 

Tout  ce  que  nous  avons  dit  ci-dessus  pour  les  actions  moieculaires  s  ap- 
plique done,  en  ne  changeant  que  les  mots,  aux  composantes  geometriques 
de  produits  de  masses  et  d*acceierations,  qui  interviennent  forcemeiU  dans 
les  solutions  de  tons  les  problemes,  et  qu'on  regarde  comme  mesuraut  des 
actions;  et  la  conclusion  est  la  mSme. 

i  1 .  Inconvenient  de  la  latitutie  qu'on  se  procure  en  elargUsant  la  hi  des 
actions,  ou  en  niant  sa  determination,  —  Aussi,  et  sans  nous  arrdtcr  k  ce 
qu'on  n*a  pas  encore  r^ussi  Granger  sous  la  loi  d*actions fonctions  de  chaque 
distance  on  particulier  les  fails  relatifs  aux  gaz,  ni  celui  de  la  nullite  appa- 
renlc  des  vibrations  longitudinalcs  du  fluide  ethere,  comme  on  est  parvenu  h 
lui  soumettre  les  fails  des  solides  eiastiques  durs,  nous  regarderons  celtc  loi 
simple  comme  regissant  les  actions  mutuelles  entre  les  atomes  ou  points 
maieriels  qui  sont  regard^s  comme  les  derniers  elements  de  tous  los  corps. 

Adopter  une  autre  loi  dite  plus  large  et  qui  n'est  que  mains  determinee, 
ou  partiellement  negalrice^  ne  serait  nullement,  quelle  que  soit  Tapparence, 
un  parti  de  prudente  reserve.  Ce  serait,  voiU  tout,  un  expedient  commode, 
fournissant,  dans  certaines  limites,  des  explications  h  volont6,  mais  expli- 
cations falKicieuses,  qui  en  mettant  h  Taise,  en  procurant  k  Tesprit  un  repos 
trompeur,  ajournent  indefinimeiit  la  recherche  et  la  decouverte  des  expli- 
cations vraies.  Cela  pent  m^mc  induire  dans  des  erreura  pratiques :  car  c'est 
ainsi,  par  exemple,  que  Tadoption,  par  feu  Werlheim.  de  certaines  formules 
d*isotropie  k  deux  coefficients,  qui  satisfaisaient  k  quelques-unes  de  ses 
experiences,  Ta  emp^che  d'apercevoir,  dans  ses  matieres,  une  liet6rotit>pie 
dont  les  vraies  formules  sont  autres,  comme  on  va  voir  aux  n^*  13  &  16. 

i2.  Distinction  entre  les  actiom  des  atomes  et  ceUes  des  molecules.  Dis^ 
tinction  entre  Us  formules  qu*on  peut  employer  analytiquement  et  les  formules 
pratiques.  —  Je  ne  me  refuse  pas  pourtanl  k  reconnaitre  que  les  molecules 
integrantes  dont  les  arrangements  divers  composent  la  contexture  des 
solides,  et  dont  les  pelits  changemonts  de  distance  produisent  les  defor- 
mations perceptibles  appelees?,  g  ne  sont  pas  les  atomes  constituants  de  la 
raatiere,  mais  en  sont  des  groupes  inconnus.  Je  reconnais  en  consequence, 
tout  en  pcnsant  que  les  actions  entre  atomes  sont  regies  par  la  loi  des  in- 
tensites  fonctions  des  seules  distances  oil  elles  s*exercent,  qu*il  n*est  pas  bien 
certain  que  les  actions  resultantes,  ou  entre  molecules,  doivent  suivre  tout  k 
fait  la  meme  loi  vis-ii-vis  des  distances  de  leurs  centres  de  graviie.  On  peul 
considerer  aussi  que  les  groupes,  en  changeant  de  distances,  peuvent 
changer  d*orientation. 

Dailleurs,  la  temperature  des  corps,  que  les  auteurs  de  theories  de  Teias- 
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ticite  oraellenl  de  prendre  en  consideration,  u'est  point  le  zero  absolu;  les 
atomes  de  chaque  groupe  sont  done  anim6s  de  vibrations  qui  en  y  joignant 
peut'^tre  Tinfluence  inconnue  de  l*^ther  interpose,  doivent  compliquer  la 
composition  des  deux  sortes  de  moyennes  constiluant,  d*une  part  les  actions 
par  unit^  de  masse,  et,  de  Tautre,  les  distances  deux  k  deux  des  molecules 
int^grantes.  Et  puis,  si  des  metaux  on  passe  aux  bois,  dont  les  tranches 
minces,  vues  au  microscope,  ofTrent  une  multitude  de  pores,  on  pent  se  dire 
que  les  actions  moyennes  entre  leurs  groupes  de  molecules  integrantes  peu- 
vent  offrir  des  complications  d*autres  espdces.  II  n*est  pas  impossible  que 
ces  diverscs  circonstances  changent  les  rapports  mutuels  des  coefficients 

a^^     ^jv  x» desformules  (23)  des  composantes  de  tensions,  au  point 

de  rendre  un  peu  in^gaux  ceux  qui  seraient  tout  k  fait  6gaux  pour  un 
compost  de  simples  atomes  ou  points  materiels  non  vibrants,  diss^min^s 
sans  se  grouper  en  molecules. 

Mais  si  les  temperatures  restent  ^loignees  de  celles  qui,  par  de  \iolentes 
vibrations  atomiques,  produisent  un  commencement  occulte  de  participation 
u  r^lal  fluide  ou  a  T^tat  plastique,  il  r^sulte  des  propri^t^s  compensatrices 
conuues  des  grands  nombres,  que  les  moyennes  d*actions,  et  les  distances 
moyennes,  doivent,  dans  leurs  relations  les  unes  aux  autres,  ob^ir  k  une  Ipi 
bien  peu  diff^rente  de  celle  qui  r^git  les  relations  des  actions  et  des  dis- 
tances individuelles,  Les  indgalit^s  iuconnues  de  coefficients  dont  nous  par- 
Ions  ne  sauraient  done  ^tre  grandes,  et,  vu  ce  que  Texp^rience  a  appris 
(n"*  4)  pour  les  metaux  et  le  verre,  le  mieux  sera  de  ne  point  y  avoir  ^gard 
dans  la  pratique,  m^me  pour  d'autres  mat^riaux,  tout  en  tenant  fortement 
compte  de  ce  qui  vient  de  leur  het^rotropie  et  de  leur  heterogeneity. 

Mais,  comme  les  formules  k  2i  coefficients  de  Green,  et  celles  qu*on  en 
derive  pour  les  contextures  parliculieres,  ne  rendent  pas  Tanalyse  sensible- 
mentplus  corapliquee  que  les  formules  k  i^  coefficients  de  Gauchy,  et  vu 
la  controverse  acluelle  06  la  majorite  des  avis  est  contraire  au  n6tre,  nous 
'nous  bornerons  a  indiquer,  par  les  mimes  lettres,  avec  des  accents  distinctifs^ 
les  coefficients  que  Glebsch  regarde,  avec  Green,  comme  generalement  ine- 
gaux,et  que  nous  conseillons  de  faire  egaux  pour  les  applications  aux  mate- 
riaux  de  construction  dans  la  pratique. 

i  5.  Formules  des  tensions  pour  les  cas  principaux  de  contexture.  —  Nous 
prendrons  done,  lorsque  la  contexture  de  la  matiere  est  symetrique  par 
rapport  aux  faces  paralieies  k  I'un  des  trois  plans  coordonnes  rectangles  yz, 
sr,  xy,  se  croisant  en  un  point  quelconque  a*,y,;s,  le  plan  xy  par  exemple, 
qui  est  perpendiculaire  aux  z,  en  sorte  que  les  formules  expriment  les  six 
composantes  de  tension  avec  les  memes  coefficients  ou  parametres  lorsqu*on 
change  Taxe  des  z  en  son  prolongement,  ou 

« 
t     en  —  t    ,     I     en  —  I    ,    g     en  —  g    ,    g     en  —  g 
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Gl  t,,  restant  le  mdme  ainsi  que  d^  dont  Tindice  compte  double  : 


Vbis) 


(  t     =a<)   H-fD   -fe'D   +li?     ;  t     =(1?     + 1'« 

I  t     =rD   H-b3  -^iVd  +kg     ;  I     =og     +l'g 

j     yy  X  X    '  3  '^xy  3x  ^zx  ^yz 

I  t    =o'd  -hd'J)  +cJ)    +lg     ;  I     =fg     H-liJ)   +W   H-IS. 

\     ^3  X  1/  i  ^xy  '  *xy  ^xf^    '         X    '        y  z 


S*il  y  a,  en  outre,un  plan  de  symetrie  perpendiculaire  aax  x,  ensorle  que 
les  forniules  restent  les  monies,  ou  afTect^es  des  m^mes  coefficients  quand 
on  change  t^^,  t^,,,  g^^,  g^^  en  —  t,^,  —  t^^,  -  g,^,  —  g^^,  il  y  aura,  par 

celaseul,  un  troisi^me  plan  de  symSlrie,  perpendiculaire  aux  y,  car  on  aura 
n^cessairement  h,  k,  1,  V  nuls,  et  les  forinulcs  suivantes  qui  monlrent  que 
les  tensions  normales  ne  produisent  alors  que  des  dilatations,  et  les  tensions 
tangentielles  que  des  glissements;  formules  dont  ies  neuf  coefficients  se 
reduisent  h  sir  si  Ton  fait 

d'  =  d,  e'  =  e,  r  =  f, 

conformdmenl  k  notice,  opinion  motiv^e  aux  num^ros  pr^cMents  : 


to) 


t    =3^   -f  r^   -he'D   , 

XX            X    '         y             «  ' 

t    =dg     , 

yz         ^yz 

t     —i'd    -4-bD   -i-d'D  , 
yy          X          y           * 

3X             ^ZX   ' 

t    —  e'D   4.d'3  +CD    , 

zz              X    *         y   *        a  ' 

t  —  fg    , 

xy     .    °xy 

ou,  d*apr^s  les  denominations  de  Hankine  (ci-dessus,  avant-derniSrc  note  du 
§  li),  a,  b,  c,  sont  les  elasticites  directes,  d,  e,  f,  les  rigidites,  ou  eiasticitei 
tangentielles^  et  d\  e\  f,  les  elasticite's  late'rales. 

S'il  y  aunaxe  de  symetrie  de  contexture,  oudMsotropiepartielie,  prenoriS- 
le  paralieie  k  Taxe  des  z,  qui  est  constamment,  dans  le  livre  de  Clebsch, 
Taxe  du  sens  longitudinal,  ou  parallele  aux  aretes  des  primes  qu*il  consi- 
d6re.  Nous  aurons  non  seulement 

a  =  b.         d  =  e         d'  =  e', 

mais  encore,  entrc  a,  f,  f,  une  relation  n^cessaire 

a  =  2r-i-r, 

pour  que  les  expressions  des  tensions  restent  les  m^mes  en  fonclion 
des  dilatations  et  glissements  d,  g,  quand  on  fait  tourner  les  axes  des 
ir,  y,  d*un  petit  angle  autour  de  celui  des  z  reste  immobile.  On  s*en  as- 
sure d'une  mani^re  facile  en  supposani,  pour  siniplifier,  qu*il  n*y  ait, 
par  exemple,  que  la  seule  deformation  D  ;  car  alors  on  a  I    =rd  , 

^««  =  ®<^«»  ^,«— 0,  en  sorte  que  si  x\  xj  sont  los  nouveaux  axes  fai- 

yy  y        *y  *  •  ^ 

sant  un  petit  angle  c  avec  ceux  x,  y,  il  est  facile  de  reconnaltre  qu*on  a 
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W  =  K—^J  «  =  (a— n  «3y»  et  g^^  =213^^  f).  D*oa  Toq  voil  que  la 
condition  pour  que  X^^y  soit  un  m^rae  mulliple  de  g^^  que  t^  Test  dc  g  , 
aura  pour  expression 

a-r  =  2f  ,  ou  a  =  2f-f-f'. 

Les  tensions,  dans  cc  cas  de  sym6lrie  autour  de  paralI6ies  aux  z  ou  d'iso- 
tropie  seulement  lat^rale,  sont,  ainsi, 

(    K,=^%-^^\+'^^.'  t   =fe    , 

ce  qui  fait  cinq  coefBcienls  c,  d,  f,  d',  f,  se  r6duisant  k  trois,  c,  d,  f,  si, 
comme  je  pense  qu'on  doit  le  faire  dans  la  pratique  (n««  5  A  12),  on  prend 

d'=d,  r=f. 

Enfin,  si  la  contexture  de  la  maliSre  offre  un  second  axe  tVisotropie  par- 
tieUe  ou  de  symitrie,  parallele  soit  aux  x  soit  aux  y,  on  prouve  facileraent 
qu'il  y  en  a  alors  dans  toutes  les  directions  possibles  ;  oii  a  dans  ce  cas 

d  =  e  =  f,        d'  =  e'  =  f  ,        a  =  li=rc  =  2e-h  <^'; 


(•)  Pour  le  d^montrer,  concevons,  M  ^tanl  Ic  point  (ar,  y,  3)  du  corps  elaslique,  un  petit 
eoin  ou  prisme  inOnit^imal  desa  matiire  ayant  ses  aretes  :^  1 
poralttSeB  aox  3.  et,  pour  base,  un  triangle  rectangle  ^xsf  qui 
a  son  o&t6  llx=  1  parallele  aux  x  et  son  c6td  xx'  =  c  parallele 
aux  y,  en  sorte.que  Tangle  xMj/=(,et  que  la  face-hypoth^nuse, 
ae  projetant  sur  la  base  en  Ikxf,  aura  una  superficies:  1  comme 
la  face  se  projetant  en  Hx,  puisque  i  est  inflniment  petit.  L*6qui' 
libre  de  ce  prisme  exige  que  la  tension  t^x'  s'eiergant  &  trayers 
la  face  Nx'  dans  la  direction  tangentielle  jf  soit  ^galei  la  somme       ^^_^ 
des  tensions  s'exercant  &  traters  les  deui  autres  faces  Hx,  xx'   ^  •!   y 
dteooipostes  dans  le  mfime  sens  Mx'.  Comme  ixy  =  iyx  est  nul, 
ces  deux  demiires  tensions  se  rdduisent  k  t^^  cos  (y,  x')  et     •^ 
k  ft^^cos(x,  x')  respeclivement,  cellc-ci  etant  prise  avec  le  sigiie  —  pour  repr^senter 
nne  traction  exercee  de  I'int^ieur  du  triangle.  Or,  cos  (y,  xf)  =  c,  et  cos  (x,  x')  =  i  en 
n^ligeant  t *.  Ainsi  on  a  bjen  ix>^y  =  l^y  t  —  X^^  c. 

Kn  second  lieu,  pour  ayoir  la  yaleur  du  glissement  ^x't/  engendrS  par  la  dilatation  dy, 
ou  pour  ^yaluer  de  combien  elle  fait  r^tr^cir  Tangle  droit  x'Hy',  remarqnons  que,  M  itant 
conaidcrc  comme  immobile,  ainsi  que  Hx,  cette  dilatation  de  toute  ligne  mat^rielle  paral- 
lile  au)  y  fera  cheminer  xf  de  x'af  =  xx'  0^  =  <  d^ ,  mesure  d'un  premier  r^trteissement 
x'Xx'  4/e  Tangle  x'Jtfy';  et,  si  Bfy'=  i,  elle  fera  cheminer  }f,  aussi  paraUtiement  k 
My,  de  ji^tf  =  9y  ,  qui,  projetd  sur  une  perpendiculaire  y*y  k  Uy%  donnera  un  second 
rMrMfsement  9^  x  <•  La  somme  de  ces  deux  petites  diminutions  de  Tangle  droit  xlL^t 
devami  ainsi  9fm.\f^  sera  le  glissement  gx'y*.  Done  gx'y'  :=  2 1  d^,  ce  qu'il  fallait  d^montrer. 

Get  deux  r^ultats  sent  des  cas  particuliers  de  formules  sextindmes  de  changement  de 
plana '<t^  presaion  «|  de  directions  de  deformations  que  nous  donnerons  dans  une  soua- 
nota  ^|IMeur9.  . 
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et  la  contexture  est  tout  &  fait  isotrope.  Nous  avons  alors  Ics  formules 

i      l,,=  (2c  4-  e'P^+  e'D^  +  e'^)^  ,  l^^  =  eg^^  , 

W  1      ^uy=  "'^x  +  ( 2e  4-  e')3^+  e'D^  ,  t^^  =  eg^ ,.  , 

f      t    =e^  -he's   +(2e  +  e'P  ,  t     =eg      ; 

formules  qui  sont  celles  de  Lame  (4*  et  5«  de  ses  lemons)  lorsqu'oii  y  rem- 
place  e'  par  'k\  e  par  «;  3^. H-  S«  -f-  ^^  par  ^ ;  et  qui,  en faisant  e'  =  e,  comme 
je  pense  que  cela  doit  4lre  tout  au  moins  pour  les  solides  dnrs  quand  ils 
sont  isotropes,  donnent  les  formules  de  Cauchy,  de  Poisson,  qui  sont  aussi 
celles  du  m^moire  de  i828  de  Lam6  etClapeyron,  et  qui  se  trouvaient,  dej5, 
implicitement  exprim^es  dans  les  e'qualiong  de  conditionsMmites  donnees  en 
1821  par  Navier. 

Ce  sont  aussi  celles  dc  M.  KirchhofT  (Yorlesung  11,  g  7,  1877),  si  Ton 
faite'=2fce  (ou  \=2ku)  d'oii  t^^ =2,*  [3^H-A  (J>.:-+-?,-+-3J>.-  t,,-/xg^,,... 
en  sorte  que  k  n*est  qu*un  nombre,  ce  qui  offre  quelque  avantage. 

14.  Coefficients  ou  modtdes  d'edtension  E,  ainsi  que  de  glissement  ou  torsion 
G ;  et  rapi)orts  i)  des  contractions  laterales  aux  extensions  longitudinales  dans 
les  divers  cos  de  contexture  des  formules  (g),  (fc),  (i)  des  tensions.  Coefficients 
a...  F  de  ces  formules  exprimes  en  E,  G,  i) 

1*  Isotropic  compute. 

Soit,  comme  ci-dessus  (  §§  2,  3,  4 )  un  parallel^pip^de  rectangle  qui, 

ayant  ses  c^t^s  suivant  les  .r,  ij,  z,  est  suppose  tir^  uniformement  sur  deux 
de  ses  faces  opposees,  prises  pour  ses  bases,  tandis  que  les  quatre  autros 
faces,  dites  lat^rales,  n*^prouventaucune  action. 

En  consid^rant  d'abord  le  cas  de  V isotropic  complete^  ou  des  formules  (t), 
et  en  prenant,  pour  les  faces  tiroes,  ou  bases,  celles  qui  sont  perpendiculaires 
aux  a,  on  obtient 

t    =U  , 

'JU 

^f  \  V    si  Ton  fait 

E  = 


=='(-. -TJ) 


On  en  tire,|si  Ton  considere  que  le  coefficient  e  des  trois  formules  (t)  de 
droite  a  la  mdme  signification  que  G  du  g  5,  coefficient  d*^lasticit6  de  glis- 
sement  ou  de' torsion, 

I    «=^  =  .j(T^)(coranjeace§,5);  0  =  ^-1 

Le  coefficient  ou  module  E  est  toujours  facile  a  mesurer  aumoyen  d*ex|>e- 
riences  de  traction,  ou  mieux  de  fiexion,  comme  on  verra.  La  fraction  i), 
rapport  dune  contraction  lineaire  iaterale  k  une  dilatation  longitiidinale 
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Ires  petiles  l*uue  el  1  autre,  est  d*uii  mesurage  fort  difficile  et  sujet  k 
erreur,  k  moins  d*employer  les  proc^d^s  d^licats  'de  MM.  Fizeau  et  Gornii. 
Mais  ie  coefficient  G  est  facile  k  mesurer  exactement,  comme  nous  dirons 
au  n®  16  bis,  au  moyen  d'une  experience  de  torsion  d*un  cylindre  circu- 
laire,  de  la  mati^re  du  corps  dont  on  s'occupe.  Ayant  E  et  G,  Ton  obtient 
[2'forniule  (A)] 

E       , 

ft 

et  Ton  pent  d'ailleurs  exprimer  ainsi,  en  E  et  G,  le^  fqrmules  d*isotropie 
complete  : 


f     _rK-2G/4G-E^     ,^     ,^\ 
.         y      ,  E-2G/^     ,   iG  — E.   ^^\ 

'-  =  S-G^rE(^+^-^E:r2GV  ' 


\     =Gg 


t     =Gg 


Le$  mdmes  formules  [i)  des  corps  compl^tement  isotropes,  en  y  faisanl 

j^x         ijij  a  '     '  J-  if  s 

f 

c'est-i-dire  en  appelant  u.  la  proportion  de  la  contraction  de  volume  produite 
par  une  pression  uniforme  p  appliqu^e  sur  Tunit^  superficielle  de  toutes 
les  faces  du  parall^l^pipede,  donnent 

/x  «>  v      f.v       2c  +  5e'     „e  +  e'      1     EG 

(m)         p=E,B,    sironfaill!.,=  -^— =E-g^  =  5j^3g 

Si,  daiis*ces  diverses  formules  d*isotropie  complete,  on  fait 

6^  =  6        (ou  X  =  pk ,  notation  de  Lam^) 

avec  Navier,  Poisson,  ainsi  qu*avec  Cauchy  lorsqu'il  n'y  supposait  aucune 
tension  avant  les  deformations  eprouv^es  S,  g,  et  comme  je  pense,  d'apr^s 
les  considerations  ci-dessus«  qu*il  convient  de  Tadmettre  dans  la  pratique 
pour  les  sdiAes  reels  s'ils  sont  isotropcs,  on  a,  vu  que  e  — G, 

(«)  9  =  ^,        E  =  ^G,       E^=^E=rt-G, 

expressions  applicables,  comme  il  est  facile  de^le  d^montrer,  m^me  pour  un 
prisme  k  base  quelconque ;  en  sorte  que,  comme  nous  avons  dit,  les  contrac- 

1 
tions  laterales,  en  tons  sens,  sont  le  t  de  Textension  longitudinale;  le  mo- 
dule de  torsion  est  les  dewc  cinquikmes  de  celui  d'extension,  et  le  coefficient 
K  de  contraction  cubique  en  est  les  deux  tiers. 
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15.  Cos  plui  general  lie  IroU  plans  de  symetrie^  ou  des  fovrmdes  (</).  — 
Appelons 

^^9  ^.«9  ^<  "^9  modules  d'61asticit^.d*extension  dans  les  sens  or,  v,  s, 
%%  ®^  ^stf'  ■)«:  ®^  "Jx*'  ')ari/  ^*  ^f/x  '^^  divcrs  rapports  des  contraclions  lat^rales 
aux  dilatations  longitudinales  qu*elles  accompagQent  (le  premier  des  indices 
Xf  y^  ;s,  d^signant  le  sens  de  la  dilatation  produiie  par  une  traction  t^^,  ou 

t    ,  ou  t^^  sur  Tunit^  de  faces  ou  bases  perpendiculaires  aux  x,  y,  z  d*un 

prisme  rectangle,  et  le  second  indice  le  sens  de  la  contraction  perpendicu- 
laire  aux  faces  lat^rdes  suppos^,es  libres ; 

En  sorte  que 

t  d  d 

,f  si   t    =0,  t    =0,  on  ait  ^r=E  ,    — =^  =  n  ,,    ~;r^  =  i),.  • 

XXX 


yz* 


.                                                       t  d  9 

(d)    (        I    =0,t    =0,              ^^=E,  -;r=i)    ,  ~s^=0 

u  y  y 

t  d  9 

XX         *   yy         ^                 ^            5'  5           ^5x'  ()          'sy 

z  i  3 

On  trouvera 

En  faisant       abc  —  ad'*  —  be*  —  cP* -f  .Sd'eT  =  D  , 


^c      be  — d'*  y      ca  — e'«  *  5""ab  — l'* 

« 

Et,  en  r^solvant  les  trois  premieres  Equations  {g)  par  rapport  h  d^^  ?y,  !)», 
si  Ton  fait  analogiquement 

in)  _E_=F  — 1-=F  ^       -F 

v/'         ad'  —  e'l'       '  •  be'  —  I'd'       y  '  cP  —  d'c'  ~  -»   ' 

on  trouvera 

t        (       1  t       t       t  r       t       t 

X         s         y  y         X         i  3         y        X 

(r)    I    %^^%f_  i  ?5r__2£.=  -i  "^^y^V^l 

K        E    "~F   •  E  "^E   ~F    '  E    ""E   "~F   ' 

y5X  z  X         y  X  y         z 

n      I)      I)      :=:n      I)      I) 
'yi   'ir   'xy         '-ly   'xs   'yx 

On  trouvera  aussi 


E,_   ,  _  (ab  —  f)  (be  —  d'*) - (bc^  —  IMT _  bD^     ^^K%x 

E       '^«~  (ab-r«)«  "^(ab-n'  —  bc'  — f'd' 


E 
E 
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d*ou  la  premiere  de  ces  formules  remarquables  qui  nous  serviront  par  la 
suite  : 


E         .  E 


_?  —  !)•  «5 ^1 

E        /         fd'\  E  "        E        /        e'f/\  E       ^*y 

La  seconde  se  d^duit  simpleraent  de  la  premiere  par  changement  de  x  en  y, 
b  en  a,  d'  en  e'  et  r^ciproquement ;  et  I'on  pourrait,  'par  des  permutations 
circulaires  portant  sur  toutes  les  lettres,  en  d6duire  quatre  autres  sem- 
blables. 

16.  Determination  experimentale  des  coefficients  ou  parametres  d^elasticite 
a,  b,  c,....  f .  —  Les  trois  coefficients  di(s  de  glissement  ou  de  torsion^  ou 
iela$ticUe  tangentieUe 

d,       e,       f, 

qui  affectent  les  g  dans  les  trois  formules  (g)  de  gauche  peuvent  Atre  d^ter- 
min^s  experientalement  d*une  maniere  directeen  soumettant  k  la  torsion  des 
prismes  rectangulaires  plats,  taill^s  suivant  les  Xy  y^  ou  z.  On  verra  en 
eflet,  k  la  note  de  la  fin  du  §  51,  que  si  Ton  tord  autour  de  son  axe  longitu- 
dinal de  figure,  suppose  parallele  aux  x,  par  exemple,  un  prisme  de  lon- 
gueur a,  dont  les  bases  rectangles  ont  leurs  c6t^s  h^  c,  parall^les  aux  y  et 
aux  2,  et  si,  sous  l*action  d*un  moment  ou  couple  M^,  Tune  des  bases  a  tourn6 

devant  Tautre  d'un  arc  -^  pour  un  rayon  =  1 ,  Ton  a 


M 

X 

c*  ' 

"F-t- 

^^  • 

1 

e 

V  elant  un  coefficient  numerique  variant  entre  0,843,  valeur  qu*ii  a  quand 
les  deux  termes  du  d^nominateur  sont  6gaux,  et  1,  valeur  qu*il  prend  quand 
Tun  de  ces  deux  termes  est  n^gligeable  par  rapport  k  I'autre.  11  en  r^sulte 
qu'on  a  sensiblement 

M^  =  -  f  -|^  quand  le  dbik  c  de  la  barre  est  tr^s  petit  par  rapport  au  c6t6  h  \ 

M  =  -  e  -=- quand  c'est  Tinverse ; 
X      a     3 

d'ou  Ton  tire  les  deux  coefficients  de  glissement  f,  e.  Le  troisi^me,  d,  s'ob- 
tiendrait  de  mSme  par  une  experience  de  torsion  d*un  prisme  taill^  oit 
suivant  les  z^  soil  suivant  les  y  et  n*ayant  qu*une  faible  ^paisseur  dans  le 
sens  X. 

On  ne  peut  pas  evaluer  de  cette  maniere  directe  les  six  autres  coeffi- 
cients, savoir  a,  b,  c,  d\  e'  f.  II  faudra  done,  au  moyen  d'cxperienccs 
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d'extension  ou  de  flexion  de  lames  taill^es  dans  trois  sens,  determiner  les 
Irois  modules  E  ,  E  ,  E  ,  et,  par  des  mesurages  d^iicats,  determiner  les  six 

fractions  numeriques  9;  puis,  apris  avoir  contrdie  et  corrig^au  besoinlesuns 
par  les  autres  ces  neuf  r^sultats  exp^rimentaux  au  moyen  des  relations  k  sa- 
tisfaire  (r),  on  d^duira,  des  m^mes  Equations,  les  valeurs  de  F^,  F  ,  F^  que 

Ton  portera  dans  les  Equations  (9),  lesquelles  jointes  alors  aux  equations  (/>) 
forment  un  syst^me  d'ou  Ton  pourra  tirer  les  valeurs  cherchees  des  coelfi- 
cienls  a,  b....  f.  Cela  ne  pourra  se  fairc  que  numeriquement  etapres  de 
longs  tatonnements,  vu  que  les  eliminations  d'inconnues  produironl  des 
equations  de  degre  eicve. 

La  complication  est  diminuec,  et  la  difficulte  principale  n'existe  plus  si 
Ton  admet,  conformement  k  ce  qui  a  ete  dit  au  n°  12  et  aux  precedents,  que 
d'r=d,  e'=:e,  f  =  f;  car,  on  n'aura  plus  k  deduire  que  a,  b,  c  des  equa- 
tions (/;),  les  d',  e',  f  etant  connus  comme  on  vient  de  dire.  C*est  k  quoi  on 
arrivera  facilement  en  prenant  pour  inconnue  auxiliaire  le  quintinemc  D; 
car  si  d*abord  on  tire  des  trois  derniercs  (p)  les  trois  produits  be,  ca,  ab  et 
par  suite  les  expressions  de  a,  b,  c,  en  D ;  et  si  on  les  substitue  dans  la  pre- 
miere (}}),  Ton  aura  en  D  une  equation  du  troisieme  degre  qu*on  resoudra 
numeriquemcnt,  et  la  valeur  de  D  qu*on  en  obtiendra  foumira  celles  de  a,  b, 
c,  que  Ton  desirait.  Ces  equations  (/i)  ne  contiennent  que  les  modules  d'eias- 
ticite  E  ,  E  ,  E,;  les  rapports  9  n'y  figurcnt  pas.  La  connaissance  prealable 

de  ceux-ci  ne  sera  done  pas  necessaire,  et  on  pourra  se  dispenser  de  les 
mesurcr  experimentalement.  La  connaissance  des  E  suffira  en  effet  alors, 
comme  on  voit,  pour  determiner  les  coefficients  a,  b,  c.  Ensuite,  les  equa- 
tions [q)  fournissant  les  F,  leur  substitution  et  celle  des  E  dans  les  trois 
doubles  equations  (r),  donneront  les  valeurs  des  six  rappoKs  numeriques  9* 
si  Ton  desire  les  avoir  aussi. 
Toutedirficultes*evanouitsi  Ton  admelen  outre  les  relations  A'amorphisme: 

Ul)  a=:0-7»  b  =  3  —  »  C=:5-7r» 

d  e  i 

dont  nous  parlerons  aux  n<>*  17  et  suivants;  ou  meme  seulement  les  deux 
premieres  (Y.  n«  21).  On  pourra  meme,  alors,  se  dispenser  de  mesurer  les  E 
si  ce  n'est  comme  contr61e  des  mesurages  de  d,  e,  f. 

Mais  toute  difficulte  disparait  egalement  dans  la  determinalion  des  cocfli* 
cients  des  formulesde  tension,  si,  sansetre  oblige,  ou  d*acquiesccr  aux  ega- 
lites  controversces  d'~d,  e'=:e,  r  =  f,  ou  d'admeltre  les  trois  relations  (0 
que  je  regarde  comme  une  consequence  de  Tamorpbismc  des  solides  em- 
ployes comme  mater iaux,  quand  leurs  eiasticites  en  divers  sens  n*oflrent  pas 
des  differences  tres  considerables  (V.  n°»  18  et  suivants),  Ton  se  borne  A 
ceux  dont  la  contexture  est  la  memo  en  tons  les  sens  lateraux,  aulour  de 
droites  d'une  direction  detenninee,  tout  en  pouvant  eire  tres  differente  dan:^ 
le  sens  de  ces  droites  ellcs-memes. 

G*est  le  cas  des  formules(A),  sur  lequelles  nous  allons  nous  arretcr»  car 
c'est  celui  dos  applications  ordinaires. 
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i6  bis.  Suite.  Cos  d'isotropie  seulement  transvergale^  ou  de$  formules  (A). 
—  Les  coefGcients  de  glissement  ou  des  trois  formules  de  droite  (A),  qu*on 
pent  appeler 

d  =  e=:G  ,  f=Gj  , 

coefficients  dont  les  deux  premiers  mesurent  la  resistance  k  la  torsion  au- 
tour  d*un  axe  parall^le  aux  z^  et  le  troisi^me  f,  seulement  la  resistance  a 
la  deformation  transvergale  des  sections,  peuvent  6tre  determines  direclc- 
ment  par  des  experiences  de  torsion,  en  y  employant,  pour  le  dernier  G|, 
elcomme  il  a  ete  dit  au  n**  precedent,  des  prismes  plats  dont  la  tres  petite 
^paisseur  aura  besoin  'd'etre  mesuree  par  des  moyens  delicats;  et  pour  G, 
un  moyen  plus  facile,  consistant  k  tordre  un  cylindre  k  base  circulairc  qui 
ait  son  axe  dans  la  direction  de  celui  do  Tisotropie  partielle  ou  des  s,  et  k 
appliquer  la  premiere  formule  de  la  note  du  §  51  citee 

OU  r  est  le  rayon  du  cylindre  et  oil  M^  est  le  moment  ou  couple  qui  fait 

(ourner  Tune  devant  Tautre  d'un  angle  ^^  mesure  en  arc  d*un  rayon  ==  1, 
les  deux  bases,  distantes  de  c. 

Pour  obtenir  les  autres  coefficients,  savoir  d',  f  et  c  des  formules  (A), 
(y  compris  meme,  pour  contreie,  celui  f)  en  fonction  des  E,  9  experimen- 
talement  mesures,  faisons,  dans  les  egalites  (0)  k  (r)  du  numero  precedent 
comme  dans  les  formules  (g)  : 

a  =  b==2f-|-f  d'==e', 

el  posons,  afin  d'abreger,  vu  les  egalites  qui  s*ensuivent  pour  des  E  ct 
pour  des  9 

E  r=E.         E  =E    =E', 


*  • 


')zjc  =  %y'='>  '  '>xu  =  '>yx=">'  '  '>xz-%z  =  '> 

d'* 

nous  en  tirerons,  en  faisant  a =  a^,  module  propre  aux  plaques 

c 

(t.  g  59), 

Ei)»  =  E'i),  D  =  4f[(f+lOc  — d-*] 

],     (f+nc-£*_^  a.-f       p,._.,(f-H')c-(y«_     /       f\. 

d'  cf-d'«      _,         f  afd'         _E' nfd'. 

'~8(f+f)'     '""(Sf+nc-d"""         a,*     •>"•{«  4- P)c-d'»     E'      a,c* 
d'ou 

^''-*(2f+r)c-d^-''V     aJ'  (2f+P)c-d'»-a, 
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U  en  rtsulte  : 

t         t 
1*  Entre  le  module  E'  =  -^=J^d*61asticit6  d*extension  lat^rale,  le  mo- 

dule  f  =  Gi  d*^lasticit6  de  glissement  relatif  ou  de  deformation  des  Aliments 
des  sections  transversales,  et  le  rapport »)'  ==  —  ^  ou  — g^»  I*  relation 
suivante  : 

E 
de  m^me  forme  que  celle  G  =  tt-i r  du  n*  3  qui  existe  entre  G  =»  d  =  e, 

^  2(14-9) 

3 
E  =  E^  el  9  =  —  «2  dans  le  seid  casde  Visotropie  complete, 

^^  Les  valeurs  suivantes  [z)  en*E',  9',  9"  de  diverses  combinaisons  des 
coefficients  a....  f  qui  se  pr^senteront  dans  nos  calculs  des  gg  39,  64  et  75 
(ses  form.  106  a  et  le  n°  19  de  sa  Note)  relatifs  aux  plaques  ^lastiques,  no- 
tarament  celle  k  laquelle  nous  donnoiis  ici  la  designation  nouvelle  a^,  \aleur 
qu'il  suffit  le  plus  souvcnt  d*avoir  sans  cellesTde  ces  coefficients  eux-m^mes. 
[On  les  v^rjfie  en  mettant  k  la  place  des  E',  9,  9',  9*^  leurs  Equivalents  (x)] : 

d'*  d'^  1  d'*  E' 


c  ""     ^  c^     1-9'*'  *     .— .n-.       c^Sit-oV 

(f+f)c-d"_14-')'_c/a.       Y      c_l-i)'.     fd'_      o'E'     _n'a. 
fd'  ~     1)"    ~d'\l       J'     d'~     I)'     '      c~2{l— 1)'»)~  i 

3"  Enfin,  les  valeurs  en  E,  E',  9,  9',  9*^  de  tous  les  coefficients  des  for- 
mules  (h)  (hors  d  =  e  =  6  dont  nous  avons  parlE  d*abord  et  qui  en  est  tout 
k  fait  ind6pendant). 

c      1  — « n' 

En  effet,  si  Ton  combine  [x]^  E  =  c  —  29  d'  avec  (z)  -p  =  — ^  et    avcc 


(x),  E9''=:E'9,  on  obtient 


°'"l-9'-2i)9"' 


d'  d' 

d'ou  la  valeur  de  c.  Puis  {x)  9  =  57fvrp7  donne  celle  de  f-f-f^^^p-  qui 

E' 
sucessivement  diminu^e  et  augmentie de  (y)  f  =  q,.        ,    founiil  les  va- 
leurs de  f  el  dc  2  f-f-  f-^a. 
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\  7.  Relations  entre  les  coefficients  ou  paramitres  des  formules  des  tensions 
elasliques  pour  les  corps  amorphes,  ou  non  cristallins,  c^est-d-dire  d  cristalli- 
Mtion  confuse,  el  cependant  non  isotropes,  comme  sont  generalennent  les 
materiaux  de  construction,  —  Pour  ces  corps,  tels  que  les  m^taux  lamin^s 
ou  ^tir^s,  les  bois  de  toute  esp^ce,  les  schistes  et  autres  pierres  feuiliet^e^, 
ou  seuleraent  ayant  des  lifs  de  can*i^re  prononc^s,  il  doit  y  avoir  un  certain 
norobre  de  relations  entre  les  neuf  coefficients  a,  b,  c,  d,  e,  f,  d',  e',  f , 
(ou  entre  les  six,  si  d'  =  d,  e'  =  e,  f  =  f),  parce  que  leur  mati^re  se  trouve 
constitute  comme  si,  primitivement  isotrope,  sa  contexture  €vait  ^ih  alt^r^e 
par  des  compressions  permanentes,  en  divers  sens,  qui  peuvent  toujours 
eire  r^duites,  comme  les  compressions  ^lastiques  ou  non  persistantes  con- 
siderees  §  §  4  et  1 5,  &  trois  seulement  dans  des  directions  rectangulaires. 

J'ai  ^tudi6  cet  effet  de  compressions  permanentes  de  deux  mani^res;  Tune 
{Me'moire  $ur  la  distrilnUion  des  elasticites  autour  de  chaque  point,  etc.,  au 
Journal  des  Math.,  i865,  t.  YIII,  n"*  16,  p.  376 ;  ou  Appendice complementaire 
de  r^dition  de  Navier  de  1864,  §  90,  p.  814),  a  6t6  imitee  de  la  m^thode 
dont  les  premiers  auteurs  de  la  th^orie  de  T^Iasticite  ont  fait  usage  pour  en 
construire  les  formules,  et  mise  en  ceuvre  en  calculant  les  augn^entalions  et 
diminutions  que  cette  alteration  de  I'isotropie  apporte  aux  intensit^s  des 
actions  entre  molecules,  ces  inteiisit^s  6tant  suppos^es  fonctions  con- 
tinues de  leurs  distances  mutuelles,  et  les  compressions  ^tant  assez  petites 
pour  qu*on  puisse  fmalement  effacer  les  termes  affect^s  de  leurs  carr^s  et 
produits ;  I'autre  mani^re  a  consists  {Formules  de  Velasticite'  des  corps  amor- 
phes que  des  compressions  ont  rendus  he'terotropes,  au  m^me  journal,  juillet 
1868),  sans  invoquer  cette  loi  mol^culaire  aujourd*hui  controvers^e  (n^  3 
a  12  ci'dessus)  h  ^galer  les  neuf  coefficients  a,  b,  c,....  F  k  desd^velop- 
pements  ordonn^s  suivant  les  puissances  et  produits  des  puissances  enti^res 
des  petites  proportions  s,  s',  s",  des  compressions  subies  dans  les  sens  rec- 
tangulaires x,  y,  z  par  la  mati^re  primitivement  isotrope,  et^^tablir(  k  peu 
pr^s  comme  venait  de  faire  H.  Boussinesq  avec  des  expressions  simplement 
iin^aires,  k  son  m^moire,  insure  au  m^me  cahier,  sur  les  milieux  isotropes 
de'forme's)  les  relations  qui  doiventse  trouver  entre  les  divers  multiplicateurs 
de  ces  puissances  et  produits  de  chaque  degrd,  en  n^gligeant  ensuite  les 
termes  affect^s  des  carr6s  (i'  — «")»,  (e"  — 1)%  (i  —  i')*  des  dilforcnces  deux 
a  deux  des  petites  compressions. 

Uune  comme  I'autre  des  deux  analyses  a  foumi,  entre  les  neuf  coefficients, 
les  relations 

((f)  2d-fd'  =  v/bc;        2e  +  e'  =  v^;        2f-|-r  =  v^, 

ou,  presque  indifC&remment,  les  suivantes  : 
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qui  reviennent  en  effet,  au  m6me,  &  cela  pr6s  de  diffferences  5  ( V^  —  V^)  » 

tjfv^ — V^)  'olV^ — V^^)»  nfegligeables  lorsque  les  compression  n'ont 

apport^  que  de  tr^s  petites  differences  dans  les  ^lasticit^s  en  divers  sens. 

Nul  doute  done  qu*il  ne  faille,  pour  les  corps  amorphes  n*ayant  qu*un 
faible  degr^  d'h^t^rotropie,  ou  dont  les  ^lasticit^s  dans  les  trois  sens  x^  y^  z 
son!  peu  difC^rentes  entre  elles,  adopter  ehlre  les  coefBcients  a.  b,....  f,  les 
relations  (a')  ou  (*')• 

Mais  il  n*en  est  pas  ainsi  de  tous,  sp^cialement  des  bois.  Wertheim  et 
Chevandier  ont  trouv^,  pour  celui  de  ch^ne,  entre  le  module  d'^lasticit^ 
d'extension  E^  dans  le  sens  longitudinal,  ou  des  fibres,  pris  pour  celui  des  z, 

etceux  E  ,  E   de  petits  prismes  qu*on  extrairait  dans  lesens  x  du  rayon  et 

dans  un  sens  y  tangentiel  aux  couches,  des  rapports  moyens 

E  E 

£    -0  ,  E   "     ' 

rapports  quif  pour  les  bois  tendres  se  sont  ^lev^s  jusqu'&  12,^25  et  au  deli 
(Mem,  mr  les  proprietes  mecaniques  des  bois,  1846,  aux  Ann.  de  Ch.  et  de 
Phys.f  1848,  tableau  de  la  p.  120).  H.  Ilagen  est  arriv6  &  des  nombres  m^me 
bien  plus  forts,  car,  dans  des  experiences  dont  il  ne  donne  pas,  ilest  vrai,  le 
detail,  il  annonce  avoir  trouve 

E 

^  =  \l>  ,  22  et  23  ,  48  ,  83 

u 

X 

pour  des  bois  de  cheue,  hetre,  pin,         sapin.  (*) 

Or  la  double  analyse  qui  a  conduit  aux  relations  (a')  ou  (V)  n*est  pas  ap- 
plicable k  des  deformations  permanentes  pouvant  produire  de  pareilles 
inegalites,  car,  pour  apprecier  les  (ermes  qu'cUe  neglige,  il  faudrait  pos- 
seder,  sur  la  loi  des  intensites  des  actions  moieculaires,  des  connaissances 
dont  on  manque  absolument. 

11  convient  d*y  suppieer  par  d*autres  considerations  appuyees  de  qaelques 
faits  ;  c*est  ce  que  nous  allons  tdclier  de  faire. 

18.  Exclusion  des  relations  (V)   donnant  pour  les  valeurs  des  bindmeif 

b  -}— c 
2  d-f-d', les   moyennes  arithme'tiques  — ^ — des  Aasticiies  directes. 

—  Et  ne'cessite  de  corrections  h  faire  aux  (a')  donnant  des  moyennes  propor^ 
tionnelles  y/bc,....  —  Si  en  considerant,  pour  simplifler,  le  cas  d'egale  eias- 


(*)  Voyei  Appendice  compltoentaire  de  F^dition  1804,  annotte,  des  Le^om  de  Narirr, 
^  91 ,  p.  817,  et  Toyet  ci-apres  pour  modiflcation  de  ce  qui  eat  dit  au  bas  de  la  page  818. 
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ticile  transversale  a=:b,  d  =  e,  avec  d'  =  d,  e'=e,  f  =:f,  ce  qui  rMuit 
deux  des  trois  relations  (b*)  k 

3f  =  a  ,       6e  =  c  +  a  ,        d'ou        c  =  6e  —  5f  , 

nous  les  appliquons  auK  formules  du  n**  15,  nous  avons 

_be-fd__le        !?_bc-J«_l/      e      e«      ^\ 

e 
Tirant  de  cette  seconde  Equation  la  valeur  de  y  Pour  substituer  dans  la 

premiere,  on  obtient : 


•>«=i--2\/ ''-'«"! 


{C) 

X 


Cette  expression  donnerait,  pour  le  rapport  9^,  des  contractions  trans- 
versales — S^  aux  dilatations  longitudinales  3^  qui  les   engendrent,  des 

valeurs  qui  non  seulenient  croissent  avec  ^r-  d*une  mani^re  rapide  tout  k 

X 

E, 
fait  improbable,  mais  encore  (levietment  imaginaires  pour  c^  >>  9.  On  aurait 

X 

en  ni^me  temps  des  nombres  imaginaires  pour  le  rapport  —  du    coefficient 

e 

d'6laslicit6  d'extension  au  coefficient  d'61asticit6  e  =  G  de  glissement  ou  de 

torsion  d*apr^s  sa  valeur  g^n^rale  (rj  donn^e  au  n°  15  : 

E 


W 


0/  ""  V        be'/ 


%x 


Les  relations  (t'),  par  moyenncs  arilhm6tiques,  doivent  done  6tre  re- 

jet^es. 

11  n'en  est  pas  de  m^medes  relations  (rt*)  par  moyennes  proportionnelles, 
qui  peuvent  6tre  Sorites  aussi 


« 

2e  +  e' 

Ui— 

2f+{' 

EUes   donnent,  tou jours   pour 

r=f, 

I                        a  =  3f. 

le 

cas  simple,  a  = 
c  =  3  J  . 

=  b,  d= 

=  e  — d'  =  e'. 

[                      V=4f* 

E       f* 

.r 
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Siiminant-j.,  nous  obtenons  la  premiere  des  deux  expressions  suivantes; 

et  nous  obtenons  la  seconde  en  portant  les  valeurs  [e[)  dans  Tequation  (d') 
oil  nous  ^crivons,  au  lieu  de  e,  la  lettre  G,  notation  ordinaire  du  module 
d'^lasticit^  de  glissement,  dans  le  sens  jr,  sur  des  sections  perpendiculaires 


eiuxz  : 


in 


G  ~  2  V   K 


Ces  expressions  ne  deviennent  jamais  imaginaires.  EUes  donnent 


(/;) 


Pour   g^  =  l   , 

1)  —  0,25 

E 

_  • 

G" 

=  2,5 

X 

1,5 

0,506 

3,06 

2 

0,554 

5,54 

3 

0,453 

4,35 

4 

0,500 

5,00 

5 

0,550 

5,59 

10 

0,750 

7,50 

20 

1,118 

11,18 

40 

1,581 

15,81 

80 

2,236 

22,36 

G 


Les  valours  aiusi  trouv^es  pour^ne  sont  point  inacceptables,  car  la  lor- 

fd'^ 
I — 


mule  g^n^rale  rappel^e  (d'),exerapted'hypoth6ses,  ou  le  coefficient  ( 1 — J— 7] 


1 
ne  pent  gu^re  6tre  au  dessous  de^,  et  ou  le  terme  xfxz  du  num^rateur  peul 

E,  E 

dtre  n^glig^  quand  rr-  devient  grand,  prouve  que  le  rapport  -^  des   ^lastici- 

t^s  d'extension  et  de  glissement  doit  in^vitablement  croitre  beaucoup  avec 

E, 
celuirr  des  dlasticit^s  d'extension  daAs  les  deux  sens. 

E 
Ces  valeurs  num^riques  de  ^ ,  et  de  plus  fortes,  ont  m^me  6t6  donn^es, 

E, 
ainsi  que  leur  grand  accroissement  avec  ^^  par  diverses  experiences,  car  on 

X 

a  trouv^  : 

1^  Pour  le  fer  forgi  ou  ^tiri  en  barres  (experiences  de  flexion  et  de  tor- 
sion de  Duleau,  discul^es  aux  LegoM  de  Navier^  2*'  Edition,  n^  102,  et  nu 
m6moire  cit6  sur  la  toraion,  1 853,  Sav.  etr.,  t.  XIV,  n^*  78  &  86),  E  =  20  0  § 
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a  23  000  millions  de  kilogrammes ;  G  =  6  000  k  7  000   millions,   d'ou 
E 

2^  Pour  le  bois  de  chSne  (experiences  de  Dupin,  Rondelet,  Barlow,  etc., 

aux  mSmes  lemons),  E  =1300  k  1500  millions,  et  (experiences  de  Savart, 

Werlheim,  H.  Bouniceau,  au  raemoire  sur  la  torsion,  n?  86,  ainsi  qu*au  Cours 

de  M.  Bresse,  1866,  n®  153),  G  =  58,  82  et  100  millions  de  kilogrammes, ce 

E  E 

qui  fait,  pour  le  ch^ne,  ovi  ^  n'exc^de  gu^re  9,  -^^  ^  de  9  &  20. 

X 

Mais  les  valeurs  de  9  du  mSme  tableau  ou  de  la  formule  (/*),  parfaitement 

E      •  E 

admissibles  jusqu'ft  =-'  =  4 ,  semblent  ne  plus  I'^tre  pour  des  rapports  rr 

X  X 

considerables,  comme  ceux  40  et  80  que  peuvent  donner  le  pin  et  le  sapin. 
On  a  dit  au  §  2,  que  si  Ton  fait  ^prouver  k  un  prisme  une  extension  longi- 
tudinale,  dont  la  proportion,  suppos^e  toujours  tr^s  petite,  soit  3,  le  clian- 
gement  correspondant  de  son  volume ,  ou  sa  dilatation  cubique ,  est 
(1  —  29)  3.  Clebsch,  n*admettant  pas  qu'elle  fdi  devenir  negative,  ou  se 
changer  en  contraction,  en  concluait  que  le  rapport  9  ne  devait  jamais 
depasser  0,50.  Cette  opinion  n*est  fondle  sur  aucun  fait;  il  ne  Texprime 
meme  que  pour  les  corps  isotropes,  et  quelques  experiences  de  Wertheim 
ontmontre  qu'aux  approchesde  la  rupture  d*une  tige  metallique,  c'est-S-dire 
au  moment  ou  sa  matiere  est  arrivee  k  un  etat  tres  fibreux,  comparable  k 
celui  des  bois,  une  extension  deplus  diminue  le  volume;  en  sorte  que,  sans 
pouvoir  aller  jusqu*^  9  =  2,236,  rien  n*empecherait  de  porter  9  jusqu'a  1 
pour  les  bois  tendres. 

II  convient,  ainsi, de  n*admettre  les  relations  {a')  2d+d'=  v^bc, que 

partiellement,  ou  bien  de  les  corriger  par  quelques  coeflicienls  numeriques 

E 
qui,  fort  peu  diflerents  de  Tunite  quand  le  rapport  -^^  n*excede  pas  2,  s*en 

^x 

ecartent  lorsquMl  devient  considerable,  de  maniere  k  diminuer  alors  les  va- 
leurs (f^)  de  9  =  9^,  pas  assez  pourtant  pour  qu'il  en  requite,  vu  la  for- 

E 
mule  (if*),des  valeurs  trop  grandes  de  jr  • 

Pour  determiner  les  limites  de  cette  correctioUi  qui  ne  peuvent  etrc 

fournies  par  les  experiences  encore  trop  peu  nombreuses  qu*on  possede  sur 

E 
9  et^T ,  voyons  quelle  influence  elle  pourra  avoir  sur  la  maniere  dont  se  dis- 

tribuent  les  eiasticites  suivant  divers  sens,  en  chaque  point  des  corps  consi- 
d^res;  et,  pour  cela,  donnons  la  loi  generale  que  suit  cette  distribution. 
Elle  peut  etre  envisagee  de  deux  manieres  principales. 

19.  Distribution  des  eJasticiles  dites  hihectes  autour  d*un  point  du  corps.  — 
On  peut  facilement,  des  six  formules  (h)  qui  doniient  les  composantes  t^ 


XX' 
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t^^,  suivant  les  r,  y,  2,  des  tensions,  en  fonction  des  dilatations  et  glissements 
dj., g    parallelement  aux  m^mes  axes,  et,  mSme,  des  six  formules  sex- 

tindmes  (23)  t^^  =  ^rr.xx'^x >  *i/i/— »  ^"  8  *^»  relatives  h  des  corps 

de  contexture  quelconque,  d^duirc  des  formules  analogues  pour  un  syst^me 
^'»  y't  2'  d*autres  axes  rectangulaires  (M^rooire  de  4863,  et  Appendice  com' 
plementaire  de  1864,  cit6s*ci-dessus)  (*). 


(*)  11  convient  tout  au  moins  d'indiquer  la  mani^re  de  les  obtenir  et  de  donner  ici 
d*abord  les  formulest  d'un  usage  frequent  dans  la  th^orie  de  I'^lasticit^,  qui  fournissent 
les  composantes  nouvelles  de  tension  et  les  deformations  nouvelles  en  fonction  des  anciennes. 
Ce  sont,  Cj^,  Cy^,  Cw, c^,  d^ignant  les  cosinus  des  angles  des  axes  nouTeaux 

^*  y't  2',  avec  les  axes  primitifs  x,  y^  z  : 

^x'zf  =^xxC*xy  -ftyj/C'ya:»H-t,,C«,^4-2  tyjCyjr'  C*r'H-2t3xC«r'Cxr'+2tj.y  C^x'Cyx'; 

Vy'=*^^*a:y'4- ;  t,v=t,xC«xj*  + 

(A)    \  ^t/z'  =  ta-x  Cry'  Crz'  4-  iyy  Cyy>  C,,,'  -4-  Ut  Cztf  C.  j'  H- 

4- 1 »/5  {Cyy'  I'JJ'  4-  Cyz'  C,/)  +  ^xx  {Czy'  Cj-:'  +  Cjj'  Cjry')  +  txy  (Cxy'  Cy,'  +  C^s'  Cyy'); 
tiV  =  txj-  Cx5'  Cxx'  + ;  tx'y'  =  tj-j.  rj-r-  Cj.^'  -f 

;)y  =  dx  c'^xx'  -H  <)y  C'yj^  4-  <),  C«5x'  +  eyz  Cyx*  C^*  4"  gjx  Cax*  Cxr*  4-  gry  Cxx'  C,,j' ; 

V  =  t^j-  c*xy  + ;  Da*  =  <)x  cVy  4*  —  » 

IB)      ^    ?y'»'  =  2  Ox  Cxy*  CX3'  4-   2  <)y  Cyy'   Cy^  4"  2  <),  Cjy'  C„'   + 

4-  M  W C,s' +Cy5'  CsyO  4-  gsx  (C jy'  Cx,'4- C js'CxyO  4"  gxy  (Cxy'  Cy^-f  Pxt'Cyy*) 
g,V  =  2J)x<'«'Cx4'4* ;  gx'y'  =  20xCxj-'Cxy'4- 

les  formules  (A)  s'obtiennent  en  consid^rant  le  petit  t^tra^dre  trirectangle  dont  la  grande 
face  a  sa  normale  dans  une  direction  quelconque  n  et  dont  les  trois  autres  faces  ont  leurs 
normales  dans  les  directions  x.  y,  z.  Si  la  premidrc  face  a  une  superficie  6gale  k  I'unit^, 
les  superficies  des  trois  autres  seront  respect ivement  Cnx«  Cny,  tnz ;  en  sorte  que  pour 
IVquilibre  de  cet  element  solide  suivant  les  trois  directions  x,  y,  z,  on  devra  avoir 

^nx^^^xx^nx  4"  *yx  ^ny  4"  t^x  ^m         *        ^ny  ^^  ^xy  ^»x    i    yy  ^ny  4"  •^y  ^,15  » 

^nz  =^  *X5  ^nx  4*  tyj  C„y  4- 1,,  c^,  . 

Ajoutant  ces  trois  forces,  apr6s  les  avoir  ddcompos^  on  projct^es  dans  une  autre  direction  t, 
aussi  quelconque,  ce  qui  se  fait  en  les  multipliant  respect ivement  par  c^,  Cg  ,  c„,  on  aura 

une  expression  de  t^,  c'est-ft-dire  de  la  composante,  parall^lc  &  «,  de  la  tension  sur  I'unitd 

d'une  face  dont  la  normale  a  la  direction  tt.  Les  six  formules  (A)  s'obtiennent  en  la  ptr> 
ticularisant,  c'est-ft-dire  en  mettant  succc«pivement  x',  y\  2*  &  la  place  de  n  et  de  t. 

Quant  aux  formules  (B),  la  premiire  n'est  autre  que  celle  (A  i)que  nousallonsd^montreran 
n*  20  en  la  fondant  sur  Ic  tIi6or^iiie  du  carrd  de  la  dia^^onale  d'un  paralldi^pipdde  obliquangle. 
La  quatriime,  celle  qui  donne  g^^^f,  peutsedMuire  d'un  thtordme  de  gteraMrie  plus  gdn^ral 

(et  qu'on  emploie  en  m(^canique  quand  on  vcut  ^valuer  le  travail  de  la  r^sullante  de  ptu- 
sieurs  forces  donnees  pour  un  espace  r/aultant  de  plusicurs  espaces  parcourus  par  leur 
point  commun  d'applicalion),  A  savoir,  que  si  Ton  a  deux  lignes  R«  S  dont  chacune  est  r^- 
guUanle  ou  somme  g^om^trique  de  plusieurs  autres  (ou  deux  chrminn  direeU  dont  cbacun 
unit  les  deux  mdmes  points  qu'un  chnnin  polygonal) ^  le  produit  d*une  de  ces  resultantes,  R« 
par  la  projection  de  I'autre  sur  sa  direction,  est  ^gal  A  la  somme  .'ilirt^hriquo  de  tons  les 
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En  se  bornant  k  un  corps  ou  les  y«,  zx,  xy  sont  trois  plans  de  sym6lrie  de 
contexture,  si  Ton  appelle  a^^  le  coefficient,  dit  d'eUuiicite  direcU,  qui 

dans  I'expression  de  t^^  affeclera  la  dilatation  3^,  et  c^,  c^,  c^  les  cosinus 

des  angles  que  forme  la  direction  of  avec  celles  ar,  y,  2,  Ton  trouve 

(r.)    a^^=ac*-hbc*+cc*+2(2d-hdOc*c>2(2e+e')c;c;+  2(2f+r)c>* . 

Celte  Equation  repr^sente,  en  coordonn^es  polaires,  une  surface  qui,  en 
coordonn^es  rectangles 

Xy  tfy  « ,  =  respectivement  -r'^'^ 


aurait  pour  Equation 

{Q    l=aa:*-Hby*+c«*+2(2d-fd')y*i«+2(2e-f-e')«'a;*-4-2(2f-4-f)xV; 

surface  dont  les  rayons  vecteurs  sont  les  inverses  des  racines  quatriSmes 
des  valeurs  de  a^^  relatives  k  leurs  directions. 

Cette  surface  du  quatri^me  degri  pent  donner  pour  ses  rayons  vecteurs,  et 
par  suite  pour  les  a^«^  eux-mSmes ,  treize  maxima  ou  minima,  dont  trois 

sont  n^cessairement  leurs  valeurs  a,  b,  c  relatives  aux  directions  ar,  y,  s,  de  la 
ligne  x' ;  six  des  autres  ont  des  directions  interm^diaires,  trac^es  dans  les  six 
paires  d*angles  plans  formes  par  les  axes  des  y  ei  z,  z  et  x^  x  eiy;  enfm,  il 
peut  y  en  avoir  quatre  autres  dont  les  directions  passent  d*une  maniSre 
sym^trique  dans  Tint^rieur  des  quatre  paires  d' angles  tri^dres  formes  par  les 
trois  plans  diam^traux  ou  coordonn^s  yz,  zx,  xy. 


produits  des  composantes  de  Tune  par  les  projections,  sur  leurs  directions,  des  diverses 
composantes  de  I'autre.  On  Ic  d^montre  en  remplaoant  la  projection,  sur  R,  de  la  r^ul- 
tante  S,  par  la  somme  des  projections  des  composantes  de  celles-ci ;  puis  en  remarquant  que 
le  produit  de  R  par  une  de  ces  projections  de  composantes  est  la  mdme  chose  que  le  pro- 
duit  de  la  composante  elle-m^me  par  la  projection  de  R  sur  sa  direction  ;  en  sorte  qu'en 
rempla^ant  enfin,  dans  ces  produits,  chaque  projection  de  la  r^uttante  R  par  la  somme  des 
projections  de  ses  composantes  propres,  on  a  I'^alit^  que  Ic  thdor^me  ^nonce. 

Maintenant,  si  les  deux  lignes  R,  S  sont  ce  en  quoi  se  sont  chang^es,  dans  le  corps  £las- 
tique,  deux  droites  r,  $  primitivement  rectangulaires,  le  produit  de  R  par  la  projection  de 
S  est  r  (1  +  <)^) « (i  -f  dg)  g^,.  En  I'^galant  i  la  somme  des  produits  formes  par  leurs  compo- 
santes dans  les  sens  x,  y,  2,,  puis  divisant  de  part  et  d'autre  par  rx,  dSveloppant  et  n^gli- 
geant  les  carr^s  et  produits  des  <),  g,  comme  nous  (aisons  au  n*  20  pour  obtenir  (A|),  nous 
aYons  une  expression  g^  qui,  particularism  en  dirigeant  les  r,  s  suiyanCles  3/',  s',  ou  z\  x^, 

ou  xft  'if*  donneles  demiires  formules  (B). 

En  inTersant  les  formules  (B),  c'est-&-dire  en  y  mettant  :r,  y,  z  pour  d/,  j/',  %'  et  r^cipro- 
quement,  on  a  en  <)^ g^„»  les  expressions  de  <)^ g^  qui,  substitu^s  dans  les 

t^ t     des  seconds  merobres  des  (A),  donnent  les  t^«^ Vy*  ^'^  ^^'^-''^xV*  ^^* 

par  suite,  les  valeurs  en  a^j^^^ et  c^i, c^„  des  vingt-un  coefflcients  nouveaux 

^afxfjfjf affecUnt  les  <)^ g^^.  C'est  un  calcul  que  Ton  rend  trds  prompt  au 

moyen  des  notations  symboliques  indiqu6es  au  .^  86  de  VAppendice  compliment  aire  de 
r^itton  citm  (1864)  de  Navier. 
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Lno  pareilie  complication  de  la  loi  ou  de  la  marche  des  ^lasticit^s  a^.^. 

en  divers  sens  est  tout  k  fait  improbable  dans  les  corps  dont  nous  nous  oc- 
cupons  et  qui  ont  6t^  d^finis  au  n*"  17.  Les  grandeurs  de  a^^,  doivent  nc 
faire  qu*augmenter  ou  diminuer  lorsqu'on  passe  de  Tune  k  Tautre  de  ses 
valeurs  principales,  c*est-a-dire  de  b  ^  c  de  c  &  a,  de  a  ^  b,  dans  les  angles 
plans  yzj  zx,  xy , 
Cette  condition  de  marche  simple  des  valeurs  de  a^^  est  satisfaite  lorsque 

les  relations  (a')  2d-j-d'  =v/bc,...  ont  lieu  entre  les  neuf  coefficients  a,  b,...  f; 
car  on  trouve  qu^alors  la  surface  se  r^duit  k  un  ellipsoide;  les  rayons 
vecleurs  n'ont  par  consequent  que  trois  maxima  ou  minima,  et  la  distribu- 
tion estcellequej'ai  appel6e  ellipsoidale. 

Mais  il  sufiTit,  pour  que  cette  mSme  condition  de  variation  simple  et  gra- 
duelle  soit  remplie,  outpour  que  les  a^^,  ne  croissent  pas  pour  d^croilre 

ensuite  ou  r^ciproquement  dans  les  angles  plans,  que  Ton  trouve  des  valeurs 
imaginaires  pour  les  cosinus  des  angles  formes  a\'ec  les  x,yz  par  les  maxi- 
ma et  les  minima  dirig^s  dans  les  plans  coordonnes ;  or  c*est  ce  qui  a 
lieu 

isi        2d  -4-  d'        est  compris  entre        b  et  c , 
2e  +  e'  entre       c  et  a, 

2f  -I-  P  entre        a  et  b ; 

(voyez  le  M^moire  cit6  de  1863,  n<>  42  et  VAppetidice  complementaire  6gale- 
roent  cit^,  §  87). 

Mais  nous  exprimerons  plus  clairement  et  utilement  les  conditions  de 
variation  graduelle  de  la  contexture  dans  les  six  paires  d*angles  plans,  el 
aussi  dans  les  quatre  paires  d'angles  triedres  qu'ils  fonnont  ensemble,  en 
considerant,  suivant  les  diverscs  directions,  au  lieu  des  e'lasticite's  a^,^  appc- 

l^es  directes  par  Rankine,  les  modules  d'e'laslicite  E  definis  k  la  maniSre  de 
Young  et  de  Navier. 

20.  Distribution  des  modules  d'elasticiie  E  en  diverses  directions,  —  Suppo- 
sons,  comme  a  fail  Cauchy  (Exercices  de  Mathe'matiques,  1828),  que  dans  le 
corps  dont  la  contexture  elastique  symetrique  en  trois  sens  est  d^fmie  par  les  six 
expressions(j)t^^=a3^4-f<)y4-e'?,  ,  t^^  =  ....,t^j^==fg^y  du  n°13.  Ton 

taille  un  prisme  quadrangulaire  fort  mince  dont  les  aretes  aient  une  direc- 
tion quelconque  x\  d^finie  elle-m^me  par  les  trois  cosinus 

cos  (x',x)  ==  c^  ,  cos  (x',y)  =  c   ,  cos  (sf,z)  =  c.  , 

et  que,  les  faces  lal^rales  de  ce  petit  prisme  etant  libres  de  toute  action, 
Ton  applique  k  ses  bases  des  tensions  ou  tractions 


par  unil^  de  leura  superficies.  Appelons  ?  .  la  dilatation  ou  extension  qui  en 
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resulte  par  unit6  de  sa  longueur,  et  proposonsriious  de  calculer  le  coefQ- 
cient  ou  module  d*^lasticit6 

de  cette  extension,  en  fonction  des  coefficients  a,  f ,  e' f  et  des  cosinus  c^, 

c  ,  c  , 

If*      z 

Pour  y  arriver,  il  faut  d*dbord  6tablir  la  relation  generale,  geom^trique 

ou  cin^matique,  entre  une  dilatation  3^  de  sens  x^ ,  et  les  ^^^^y Sxy  ^® 

sens  X,  yj  z;  et,  en  second  lieu,  il  faut  etablir  les  formules  statiques  des 
composantes  t^ ,  ^»»  «•••••  t    ,  dans  les  directions  x,  y,  z  des  tensions  que 

celle  t,  de  direction  j/,  produit  dans  le  petit  prisine. 
Or,  il  nous  sera  facile  de  reconnaltre  qu*on  a: 

(A')  <^v=^«>  C-.4-3  c„-h<)  c  -i-g   c  c  -fg   CO  -fg    c  c    , 

[i')     t    =lc-;  t    =lc„;  t    =tc,;  I    =lc  c  ;  t    =lc  c  ;  t    =tc  c   . 

^   '        XX  '       yy  y'aa  *y-8  y  z*     %x  ix'xy  x  y 

En  effet  : 

!•  La  formule  (A'),  qui  a  616  trouv6e  analytiquement  par  Navier  en  1821, 
en  supposant  tr6s  pelits  les  d^placements  de  points,  dans  l*espace,  auxquels 
sont  dus  les  changemenls  d,  g  de  longueurs  et  d*angles,  peut  6tre  d^duite 
simplement,  en  ne  supposant  petils  que  ces  changeinents  eux-mdmes,  du 
Iheoreme  de  g6om6trie  fournissant  Texpression  du  carr6  de  la  diagonale  d*un 
parallel6pip6de  en  fonction  de  ses  trois  c6les  partant  du  ra^me  sonimetqu*elle, 
et  des  trois  angles  qu'ils  forment  entre  eux. 

Rappelons  que  si  a,  h,  c,  sont  les  c6lcs  et  d  la  diagonale,  on  a  n^cessaire- 
ment  la  diagonale  ^f  =  a  cos  (a,  d)-\-b  cos  (t,  d)  -f-  c  cos  (c,  d) ,  somme 
alg^brique  des  c6tes  projet^s  sur  la  direction  de  d ;  qu*en  consequence  (en 
multipliant  de  part  et  d*autre  par  d)  son  carr6  d^  6gale  la  somme  des  mSmes 
cdles  a,  b.  c,  multiplies  par  les  projections  d  cos  (a,  d),  d  cos  (&,  d), 
d  cos  (c,  d)^  de  la  diagonale  sur  leurs  trois  direclions  rcspectives ;  enQn,  que 
la  premiere,  d  cos  (a,  d)j  par  exemple,  de  ces  projections  de  la  diagonale, 
doit  6tre  6gale  k  la  somme  des  projections  des  trois  cdtes  sur  le  cdt6  a,  ou 
*  a-f-fc  cos  (a,  fc)-f-c  cos  (a,  c).  Cela  donne,  en  faisant  de  mSme  pour 
d  cos  {fc,  d)  ei  d  cos  (c,  d),  et  substituant  dans  Texpression  du  carr6  de  d : 

ij')       rf*=a»  -H  &«  +  c«  4-  2^c  cos  (b^d)  -f  2ca  cos  (c,a)  +  2ab  cos  (a,b) 

ou  le  Ib^or^rae  de  g6om6trie  rappele  et  invoqu6. 

Or,  en  revenant  au  corps  61astique  consider^,  une  longueur  =  1  ,  port6e 
avant  ses  d^placements  sur  une  droite  ayant  la  direction  appel6e  x^ ,  est  dia- 
gonale d'un  parallel6pip6de  rectangle  dont  les  c6t6s  parall^les  aux  x,  y,  z 
sent  c^  »  Cj^ ,  c^ ;  et,  apr6s  les  d6placements,  cette  m6me  longueur,  devenue 
1  +  ?/,  est  diagonale  dun  parallelepipede  leg6rement  obliquanglc  donl 


04  GIUP.    I.    —   FORMULES   FOKDAMENTALES. 


les  cAl6s  ont  pour  longueurs  c^  (1  -f- <^J  » *^y  (*  +  ^y) »  ^^  (^  "*~  ^z)^^^  ^^^^ 
entreeuxdes  angles  donllescosinussonllesglissementsgy^,  g„  t  g^  •  Done, 
en  vertu  du  th^or^me  de  la  diagonale,  que  nous  invoquons,  on  a : 


(l+S^)'=(l  +  J)J»4+ +2(i+3^)(n.j^)yj}^^  + 


Effectuant  les  mulliplicatious,  tant  dans  le  premier  membre  que  dans  les 
six  termes  du  second,  effaQant  comme  tr^s  petits  du  second  ordre  les  carres 
et  produits  des  3  et  des  g,  enfin,  retranchant  1  du  premier  membre  et 

c!^-j-c*-f-c*  du  second,  Ton  oblient,  en  divisant  par  2,  Texpression  (A') 

3^'  = qu'il  fallait  d^montrer. 

2<».  Quant  k  celles  (i'),  consid^rons  que  le  prisme  mince,  taill^  dans  la  di- 
rection x^ ,  est  un  corps  dans  lequel  il  s*e\erce  des  tensions  normalest  & 
travers  toutes  les  faces  ou  sections  perpendiculaires  h  jf  ,  ei  nulle  tension 
k  travers  les  faces  parall^les  k  x' .  Pour  obtenir  la  composante 


\. 


suivant  une  direction  quelconque  s  de  la  tension  t^  qu'y  supporte  (aussi  par 

unit^  superficielle)  une  face  ayant  sa  norniale  n  dans  une  direction  aussi 
quelconque,  imaginons,  dans  cc  prisme,  un  petit  t6tra^dre  tri-rectangle, 
dont  la  face  hypothenuse  =  1  soit  perpendiculaire  k  n,  ses  trois  petites  faces 
etant  Tune  perpendiculaire,  les  deux  autres  parall^les  k  x\  L*^quilibre  de 
ce  telra^dre  Mementaire  exigera«  comme  Ta  remarqu^  Gauchy,  que  la  tension 
sur  la  grande  face  soit  r^sultante  des  tensions  sur  les  trois  petites.  Or  les 
deux  qui  sont  paralleles  k  x'  n*en  supportent  aucune ;  celle  qui  lui  est  per- 
pendiculaire et  dont  la  superficie  est  cos  (n,  x'),  en  supporte  une 

cos  (n^xf),  t. 

En  la  d^composant,  ainsi  que  celle  t,^  dans  la  direction  de  8,  Ton  a 
(k*)  i^  =  t  cos  (»i,  x')  cos  («,  x')^ 

expression  dans  laquelle  il  n'y  a  plus  qu*&  remplacer  successivcnient  les 
directions  quelconqucs,  it,  s,  par  .r,  ^,  s,  pour  obtenir  les  six  formules  (t'), 

t^^=  tc]^ qui  Maient  k  d6montrer. 

Mettons  maintenant,  k  la  place  des  premiers  membres  des  six  Equations 

(9)^Kx  =  ^^x'^^''^v-^^''^z  ' ^^y^-^ixy  »  ^^s  six  expressions  (i').  Si 

nous  les  resolvons  comme  nous  avons  fait  au  num^o  15  ci-dessus,  et,  en 
rappelant  les  notations  de  ce  n^«  si  nous  faisons  en  outre 

^  '  Jd      F  ~"F /         -V      F  "'^F  '         I{      F  "^F  ' 

X  i  y  \  J  s 
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la  substitution  dans  (A')  des  Yaleurs  que  nous  tirerons  pour  ^j^^^y,  '^j^„ 

et  la  division  par  t,  nous  donnera,  pour  -^  =  -  , 

t  u 

4         k         4  sfl  IS  as 

1        c«       c^.       c«  ^•(('w  ^w^ »  C-,C., 

^^  E      E^E^eF^F^F 

X         y       "z  I  s  s 

Cette  ^nation  repr6sente,  en  coordonnees  polaires,  unc  surface  doat 
I'^qus^ion  en  coordonnees  ordinaires  rectangles 

(it')  x=c^^\/E  ,         y=zc^\/E  ,         3  =  c^v'E  , 

est 


ini 


,x  y  3  i  S  3 

et  qui  a  pour  rayons  vecteurs  les  racines  quatri^mes  des  valours  du  module 
d*61asticit6  E  dans  leurs  sens  respec^ifs. 

ii .  Maxima  et  minima  des  modules  E  pour  les  diverses  directions.  Conditions 
de  VAniATioif  simple  et  graduelle  &  remplir  pour  quil  n'y  en  ait  que  trois,  — 
Comme  la  surface  du  quatri^me  degr^  (o')  est  symetrique  par  rapport  aux 
plaos  coordonn^s  yz^  zx^  xy,  les  axes  des  or,  y^  z  lui  sont  normaux ;  en 
sorte  que  trois  des  maxima  et  minima  de  son  rayon  vecleur  ont  pour  direc* 
lions  ces  axes  mSmes,  et  pour  valeurs 

Ve"  repondant  he  =1,0=0,0=0;        d'ou  E  =  E  ; 

*  JC  Jf  ^  X 

(p')      \   \JW  c  =0,0=1,0=0:        d'ouE  =  E; 

Ve"  0  =0,  c  =0,  c  =1  ;        d'ou  E  =  E   . 

^     X  X  *     y  '     X  ^  2 

11  7  a  encore  gto^ralement  six  autres  maxima  ou  minima  de  \Jt  c^t  par 
consequent  de  E  dirig^s  dans  les  six  paires  d'angles  plans  des  axes  y  eiz,  z  et 
^,  X  et  y.  Les  directions  de  ceux  du  plan  yz,  par  exemple,  s*obtiennent  en 
faisant  c^  ==  0  dans  I'^quation  [m')  ce  qui  la  reduit  & 

4  I  S^S 

1        c,,      0,         0  c 
E       E  ^E  ^     F 

2  1 

e(,en  Sgalant  k  z6ro  la  deriv^e  de  son  second  membre  par  rapport  &  c*  et  k 
c,,  puis  remplagantdc*  par  —  cJc^,  vu  c'j^4-c*=:l,  et  en  divisant  ensuite 
par  (ic*,  onoblient  les  deux  premiers  r6sultats  suivants;  les  quatre  autres, 
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relalifs  aux  maxima  ou  minima  dans  les  plans  %x,  ary,  s'obtiennenl  de 
mdme  : 


/ 


c  =0;   avec 


c  i    /  E       F 

c  --  V      *        * 


C.  .\K\,..\ 


(9')   ( 


c 

c  =»0 ;   avec    -'  = 
y  c 


c  =  0 ;    avec 


1 

1 

s 

■^ 

\ 

\ 

E  " 

3 

\ 

i 

1 

E  " 

X 

"". 

\ 

1 

E  ' 

~\ 

1 

\ 

E 

X 

"\ 

E  E        Y} 


I'^A 


y  a 


E  —  F 


u  uu 

E-  1    .    1        2 
E  "*"£        F^ 

\   1         1 

d'ou 

i        E  E        F « 

1             3    j;           1 

E       1    .    1         2 

E  "^E         F 

3          j;           t 

\    i           i 

d'ou 

1        E^E^      V 

£-1^1        2 
E    ■*"£        F 

4    /  E       F 

-  V  iri 

T         w         I? 


c  i    /  fi        F,  1         E  E„      F « 


1 

et  ce  sont  encore  1&,  pour^  ,  trois  maxima  ou  minima  absolus  et  non  pas 

simplement  relatifs  aux  diverses  valeurs  qu*ii  a  dans  les  plans  yz^  zx,  xy  : 
car,  par  raison  de  sym^trie,  toute  normale  aux  coupes  de  la  surface  (o')  par 
ces  plans  est  normale  a  cette  surface  elle-m^me. 

Enfm,  il  peuty  avoir  encore  quatre  maxima  ou  minima  dirig^s  dans  Tin- 
terieur  des  angles  tri^dres  formes  par  les  plans  coordonn6s.  On  en  obtient  les 

directions  en  ^galant  k  zero  la  d^riv^e  de  la  valeur  (m')  de  =,  par   rapport 

aux  trois  carr^s  c,,  c^  c^  des  cosinus,  puis  ^liiiiinant  del  siu  moven  de 
dc],  +  dc  -h  dc'  =  0  tir6  de  c*  -f-  c'  4-  c*  =  i .  On  a  ainsi,  en  divisant  par  2, 

d*oi!i  Ton  deduit,  en  ^galant  ce  qui  affecte,  dans  les  deux  membres  r/c]^,  et, 

ensuite,  dc' *  deux  equations  revenant  a  ce  que  donnent  les  trois  premiers 
membres  de  la  quadruple  igalit6  suivante  (/) ;  son  quatri^me  membre 


c_   c.    c, 


s^oltient  si  Ton  multiplie  respectivement  les  trois  premiers  par  ->»-?»-«» 


^x    S   ^a 


ce  qui  n*en  change  pas  la  valeur,  et  si  Ton  compose  une  qualri^me  fraction 
dontle  num6rateur.suil  la  sommc  des  numerateurs  des  trois  fractions  ainsi 
conslruitcs,  ct  Ic  d^nominateur,  la  somniede  Icurs  denominatourt5 ;  car  cette 
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derni^re  somme  est  Tuniti,  et  celle  des  numertitetirs  est  pr^cis^ment  la 

1 

valeur  {tn')  de?;*  On  a  done 

Ci>  C«f         C-c         e^v         ^u  C^         C_         C«,         C-         4 

Pour  en  dMuire  les  directions  et  les  valeurs  des  maxima  ou  minima  dont 
nous  nous  occupons,  remarquons  qu*on  rend  ideniiques  les  trois  trin6mes 
qui  forment  les  premiers  membres  de  celte  ^galit6  si  Ton  y  met,  k  la  place 

de  c^,  c^,  c^,  respectivement  les  trois  bindmes 

Cela  prouve  que  c]|.»  c\  c^  doivent  dtre  entre  eux  comme  ces  trois  bi- 
ndmes complexes ;  d'ou  il  suit,  comme  c^  -f-  c*  -f-  c*=  1,  que  Ton  a 

/  A    i        <^x  >    Cy  ,    c*  =  respectivement  les  quotients  des  bintoes  (t') 
(    divis^s  par  la  somme  des  trois. 

1 

II  en  r^sulte,  dans  les  angles  Iri^dres,  quatre  maxima  ou  minima  de  p 

^gaux  en  grandeur  et  ayant  des  directions  fournies  par  c^,  c  ,  c^  ^gal^s  aux 

racines  carries,  affect^es  du  double  signe  ±: ,  de  ces  quotients. 

Observons  maintenant  que  la  surface  du  4*  degr6  (o')  se  reduit  k  uu 
ellipsoide  quand  on  a 

son  second  membre  devient  alors,  en  efTet,  un  carr^  parfait,  ce  qui  donne, 
en  extrayant  la  racine, 

Hi*  w*  z*  * 

(f)  1=4=+ -?=-*- 4^' 

\^x        \^y        S^M 

el  r^quation  polaire  (n')  se  trouve  r^duite  de  m^me  k 
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Ea  Mrte  que  nos  recherches  porteront  piiacipalemenl  sur  les  valeura  k 
donner  aa  nombre  n  pour  rempHr  les  conditioas  de  la  fin  du  n*  21. 

On  aura  aussi,  d'aprte  (p),  (9),  (r),  (r')  et  (f), 

D  =  4f(2cf— de)  =  4.^^^  •  dcf  . 

p  _.ef    2cf  — de.    «  _.fd    3cf— de      „  _3cf— de 
^-^d  •3cf-de»      F--*7"3rf^=lS*'   ^^ 2f~ 

—  l?r    ^  — "  —1^^    6  — n  _de    6  — n 

■~     d'9  —  n       '        ^*e*9  —  n      '       ~f*     in 

p       3cf— de     _,  „       2cf— de  «        .2cf— de    - 

(«•)  (      t       cf— de     °      '    't"~  cf—de  '     »         5cf  — de 

6— n     .  e  —  n  .fi  — n     . 

=  = -d  ;         == -e  ;       =*n •*• 

3  — n  '  3  —  n  9  — n 

• 

E.       ^  /      2         ET        E.  /      5  HI 

Cea  expressions  nous  mettent  h  mftme  de  calculer  d*abord  les  limites 

E 
relatives,  soit  aux  diverses  yaleurs  du  rapport  ^ »  soit  &  cclles  du  rapport 

*** 

f      f 

i  ou  -  <iu'il  faut  imposer  ou  au  param^tre  c  laissi  inditermini,  ou  au 

d      e 

nombre  n=3  ^^  pour  que  les  conditions  ci-dessus  de  variation  simple  et 

graduelle  des  ilasticitfo  soient  remplies ;  et,  ensuite  quelles  valours  il  con* 

E 
yient  le  mieux  de  donner  &  n  ou  &  c  pour  que  celles  de  t)„  et  de  r  restent 

modfotes  et  en  rapport  avec  les  faits  connus. 

11  est  d*abord  facile  de  voir  par  la  substitution  des  valours  (e'')  des  E  et  F, 
que,  quel  que  soil  n,  ou,  ce  qui  revient  au  m^me,  quel  que  soit  le  param^tre 
d*61asticit£  longitudinale  c,  le  troisi^me  des  bin6mes  complexes  («')  est 

nuly  et  les  deux  autres  sont  igaux  k  cela  pr^s  de  facteurs  ^  cl .  Done 

ces  bin6mes  ne  sont  pas  tous  trois  de  m^rae  signe,  et  la  condition  (3^)  de 
non-existence  des  maxima  ou  minima  des  E  k  Tint^rieur  des  angles  tri^dres 
formte  par  les  axes  x,  y,  z^  est  remplie  par  cela  seul  qu*on  a  les  relations 

assS-r,  b=:3— » entre  cinq  des  six  paramdtres. 
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On  trouverait  de  mtoie,  en  composant  trois  bindmes  analogues  ft  {/)  avec 

a,b,  c  au  lieu  des  trois  ^ —  ,et  Sd,  3e,  3f  au  lieu  des  ^ — ,  la  nullity  du 

premier,  et  I'^galit^  des  deux  derniers  ft  Scf  —  9de  multipli^  respective- 
men  t  par  -.m^  et  par  ^~   »  rn  sorte  qu'ils  ne  sent  pas  tous  trois  de 
e  Q 

m^me  signe ;  ce  qui  est,  d^apr^s  des  calculs  que  nous  n'avons  pas  reproduits 
(voyez  le  M^moire  cM  de  1863,  et  TAppcndice  compMmentaire  de  l*Mition 
de  Navier  de  1864),  la  condition  pour  qu'il  n'y  ait  pas,  dans  les  angles 
triMres,  de  maxima  ou  minima  de  VeUuticite  directe  a^^. 

Yenons  aux  conditions  (y'}  d'absence  de  maxima  ou  minima  de  f.  ou  de 

E  dans  les  trpis  angles  plans. 
Si  E^  est  la  plus  grande  des  deux  ^lasticit^s  latirales,  ou  si  G,>G2>E  , 

elles  reviennent  ft 
(T)        E^>F5>Ey;  E,>F,>E,;  E,  >  F,  >  E^  . 

La  premiftredes  trois  est  remplie  quel  que  soil  n,  puisque  Fj=VE^E  . 
La  seconde  revienl,  d'aprfts  les  (Ot^ft 

1   ^       e  ef 

51-^  cf-"de^d(3cf— de)V 

^galant  suocesdvement  le  second  membre  au  premier,  puis  au  troisiftme, 
on  en  tire 


3f 


9 


iLimite  inf(§rieure  de  c  =  e 
....        ..        J         de4f  —  d 
Limitesupeneuredec  =-7-  •  .  ^  __^  .  • 

Cette  m^me  seconde  des  conditions  {f)  pent,  toujours  d'apris  les  {e"), 
prendre  la  forme 

E.>V/"l^^"^E.Ex>E, 


v/"(9-n)g   g 


Elevant  les  trois  membres  au  carr6  eV  divisant  par  E,  E^,  elle  devient 

E        n(9— n)       E 
,       r>2(5^n)«      E/ 

La  troisiftme  des  inigalit^s  (f)  donnerait  la  m6me  chose,  sauf  E^  ft  la 

Ejj  E  Ej  E^ 

place  de  E^.  Comme  les  limites  g-»  g  comprennenl  celles  F"»  g"  de  la  pr6- 
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cidente,  cette  troisi^me  partie  des  conditions  (f)  sera  remplie  si  la  secoude 
l*est.  Egalant  le  second  membre  de  cette  derni^re  in^galit^,  d*abord  au 
premier  membre,  ensuite  au  troisi^me,  on  aura  deux  Equations  qui,  r^solues 
par  rapport  k  n,  donneront  les  limites  sup^rieure  et  inf^rieure  de  ce  nombre 

en  fonction  de  rr.  On  trouve  ainsi 

E  / jg 

9  +  12  g^-ysi  -hi^^g"' 
Limite  sup^rieure  de  n  = — 


(h") 


E 

X 


12  +  9|^-y/iu|-H8i0 


^  I         E  /E  \« 

Limite  inferieure  de  n  = 


E 

X 


11  est  k  remarquer  que  la  seconde  de  ces  deux  expressions  donne  k  peu 
pr6s  les  m^mes  r^sultats  que  I'exprcssion  plus  simple 


n  = g-; 

1  -4-  -^ 


CO  qui  s'explique  en  observant  que  toutcs  deux,  pour  rr  =  i  donnent  n= i, 

r 

E,  1      i  E. 

ct  pour  rr  tr^s  grand,  scnsiblement  ~=^g  jr- 

X  X 

Si  nous  posons  de  m^me  la  condition  (^)  de  non-existence,  dans  les  trois 
angles  plans  des  yz,  zx,  xy,  de  maxima  ou  minima  des  elcuticites  dirertea 
a^^,  du  n»  19,  nous  avons,  si  c>a>b,  ce  qui,  d'apr^s  les  (e"),  r^poud  k 


(••") 


a>3f>b  ,  c>3e>a      ,  c>3d>b     , 

ou    a  >  v'ab  >  b        ,  c  >  v/nca  >  a    ,         c  >  v'ncb  >  b  . 


La  premiere  de  ces  trois  in^galitis^cst  satisfaite  ind^pendamment  de  touto 
valeur  attribute  &  n  ou  ft  c;  elle  revient  k  ce  que  Tunit^  soit  comprise 

entre  r  et  - . 
b      a 

La  troisi^me  est  satisfaite  si  n  satisfait  k  la  seconde.  Celle-ci  revient,  en 

^levant  au  carri,  et  en  divisant  par  ac,  k 

-  >  n  >  - 

a  c 
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ou,  d'aprfis  les  (e"),  [d"^,  k 

8        E  '  9— n     E 

9— n    E^  8         E^ 

II  en  risulte 


{        Limite  sup^rieare  den  =  -r  —  i/ 8^5 

9 


Limite  inf^rieure  de  n  = 


X 


E,     81 
Or,  la  limite  8up6rieure  (k")  est  imaginaire  pour  pr>>^=:  2,53125;  et, 

pour  toutes  les  valeurs  plus  petites,  le  calcul  montre  que  ses  valeurs  exc^dent 
celles  qui  sont  donates  par  {h")  et  dont  on  donnera  plus  loin  le  tableau.  La 
limite  inf^rieure  [k")  a  des  valeurs  constamment  inf^rieures  k  celles  du 
m6me  tableau,  ou  de  la  formule  {Ji")  donn^e  par  la  condition  (f"). 

U  suffit  done  de  satisfaire  aux  {f)  pour  satisfaire  aussi,  et  h  fortiori^  aux 
(r);  et  il  y  a  lieu  de  se  tenir,  pour  les  limites  dans  lesquelles  on  doit  ren- 
fermer  le  nombre  n,  aux  formules  (A"). 

Nous  pouvons  done  former  le  tableau  suivant  des  limites  de  n,  calcuUes, 

d*apr^s  (A"),  pour  diverses  valeurs  de  rr ;  et,  au  moyen  ue  Texpression  tir^e 

X 

de  K), 


(/') 


9    =li  =  v/_il_.^ 
^^      4   f       V  18  — 2n     E' 


calculer  les  limites  correspondantes  de  la  valeur  de  9=19^;  puis,  avec 

f       1 
cellesH^i,  calculer,  au  raoyen  de  la  m^me  expression  (/"),  ;t=T — ,  calculer 

f 
de  m^me  les  limites  du  rapport  -;• 
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'■• 


TAUDRS 

LIMITIt    Dl 

LIMITEt 

OB 

LIMITB8 

DB 

"k 

n 

•)« 

f 

d 

1,000 

1,000 

0^250 

0,250 

1,000 

1.000 

1.1 

1,051  >n 

>  0,950 

0,266>9„>0,255 

0,940  <4<  0.981 
d 

1,2 

1,098 

0,904 

0,289 

0,259 

0,866 

0,966 

1.3 

1,142 

0,803 

0,308 

0,263 

0,811 

0,952 

1.4 

1,185 

0,826 

0,325 

0.266 

0,768 

0,940 

1.5 

1,221 

0.792 

0,343 

0,269 

0,729 

0,928 

1,6 

1,257 

0,761 

0,360 

0,272 

0,694 

0,910 

1.7 

1,290 

0,752 

0,375 

0,274 

0,666 

0,911 

^m') 

1.8 

1,321 

0,705 

0,394 

0,277 

0,635 

0.904 

\m  } 

1.9 

1,351 

0,681 

0,410 

0,279 

0,610 

0,807 

.     2,0 

1,379 

0,658 

0,425 

0,281 

0,588 

0,890 

2.2 

1,431 

0,616 

0,456 

0,284 

0,548 

0,880 

2,5 

1,500 

0,563 

0,500 

0,286 

0,500 

0,873 

5 

1,596 

0,493 

0,574 

0,295 

0,435 

0,848 

4 

1,743 

0,394 

0,693 

0,303 

0,361 

0,826 

5 

1,850 

0,329 

0,804 

0,308 

0,311 

0,811 

6 

1,933 

0,282 

0,906 

0,312 

0,276 

0.802 

8 

2,056 

0,220 

1,088 

0,317 

0,230 

0,790 

10 

2,143 

0,180 

1,250 

0,320 

0,200 

0.782 

15 

2,285 

0,124 

1 ,597 

0,324 

0,157 

0,771 

20 

2,373 

0,095 

1,893 

0,326 

0,132 

0,766 

40 

2,547 

0,019 

2,810 

0,530 

0,089 

0,757 

80 

2,6^9 

0,025 

4,113 

0,332 

-0,061 

0,754 

oe 

3,000 

0 

QO 

0 

0 

0 

Si  Ton  prenait  pour  i)  des  moyennes  arilhm^tiques  (»ntre  ses  deux  limites. 
on  relomberait  k  peu  pr^s  dans  les  valours  num^riques  (/][)  donnies  par  la 

formule  (/*)  9^=  j  W  -f ,  du  n*  18,  rSpondant  A  n  =  1 ,  ou  ii  la  distribution 


E, 


elHpsoldale ;  valours  trop  fortes,  avons-nous  dit,  quand  ?r  est  sup^rieur  k  4. 

II  est  facile  de  voir  qu'on  obtiendra  une  suite  de  valeurs  plausibles  et 
convenables  en  prenant  pour  n  I'ezpression  empirique  simple 


in") 
qui  donne 


K) 


i=-Kr:-)- 


'*x 


■■^. 


E 


8 


,(fe-) 
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oil  7  est  un  nombre  qu'il  ne  faudra  jamais  prendre  plus  pelit  que  2,  car 

pour  7=S  on  a  {n")  n=  sensiblement  toutes  ses  limites  inf&rieures  (A") 

ou  (nt^ ;  cette  formule,  au  reste,  quelque  grand  qu'on  prenne  7,  donnera 

E,  E, 

toujours  n  =  1  pour  jp  =  1,  et  n<  1  pour  toute  valeur  de  ^  plus  grande 

X  X 

que  1. 

Nous  pr^sentons  dans  le  tableau  suivant  la  suite  des  valeurs  que  donnent 
ces  formules  {n")^  (0"),  dans  la  double  supposition 

7  =  9  et  -r  =  23.32  =  ?g5 

E,     - 
faites  de  mani^re  que  pour  la  plus  grande  valeur,  80,  de  pr »  on  ait  respec- 


2 


tivement  9  =  environ  get  9  =  !.  Nous  y  joignons  les  valeurs  correspon- 
dantes  des  deux  rapports 


E 


(F*) 


E 

_a  -« 

E      2  E  -         zx 

— :ou-  =  - 

e       G      5 9« 


2n      f       ^  'Vn(9-n)E/ 


qui  nous  serviront  plus  ioin»  et  qui  peuvent,  comme  on  voit,  dtre  calculus  de 
plusieurs  maniSrcs. 


(r) 


▼ALEUR8 

de 

SUPPOSITION  7 

=  9 

8UPPC 

«ITIO!ly=:22  \ 

»...= 

200 
9 

E 

f 

E 

f 

E, 

n 

>)«r 

G 

d 

n 

9« 

G 

a 

1 

1,000 

0,250 

2,500 

1,000 

1,000 

0,250 

.2,500 

1,000 

1.1 

0,989 

.  0,261 

2,640 

0,960 

0,996 

0,262 

2,629 

0,955 

1.2 

0,978 

0,271 

2,778 

0,924 

0;99i 

0,272 

2,784 

0,907 

1.3 

0.968 

0,280 

2,911 

0,893 

0,087 

0,283 

2,875 

0,883 

1,4 

0,957 

0,289 

3,041 

0,866 

0,982 

0,293 

2,992 

0,849 

1,5 

0,947 

0,297 

3,168 

0,842 

0,978 

0,302 

3,107 

0,826 

2 

0,900 

0,333 

3,778 

0,750 

0,957 

0,345 

3,636 

0,725 

3 

0,818 

0.387 

4,905 

0,640 

0,917 

0,401 

4,715 

0,588 

4 

0,750 

0,426 

5,988 

0,584 

0,881 

0,466 

5,412 

0,537 

5 

0,692 

0,456 

7,090 

0,541 

0,847 

0,510 

6,199 

0,486 

10 

0,500 

0,542 

11,93 

0,461 

0,712 

0,655 

9,737 

0,381 

15 

0,391 

0,584 

16,72 

0,429 

0,613 

0,741 

15,008 

0,338 

20 

0,321 

0,609 

21,50 

0,411 

0,539 

0,791 

16,528 

0,310 

30 

0,237 

0,637 

30,96 

0,393, 

0,434 

0,872 

22,365 

0,287 

40 

0,187 

0,652 

40,44 

0,384 

0.363 

0,917 

28,47 

0,273 

00 

0.132 

0,669 

59,3 

0,575 

0,274 

0,970 

40,63 

0,«57 

80 

0,102 

0,678 

78,2 

0,370| 

0,220 

1.000 

M  4V 

52,67 

0,249 

00 

0 

V'i  =  0,707 

00 

0 

0 

?-i.m 

00 

0 
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E 

La  valeur  de  -s  alteint  78  pour  7=9,  et  53  environ  pour  7  =  22,22, 

E, 
quand  pr  =  80.  Ces  cbiflres  $ont  sans  doule  6Iev6s.  Hais  la  formule  g^ne- 

X 

E 

rale  (rj  -?=....  du  n*»  15  ou  (d')  du  n«  18,  obtenue  sans  hypolh^se  sur  les 

6 

relations  entre  Ics  parametres,  ou  la  premiere  (p")  dans  laquelle  le  coeffi- 

2 
cient  num^rique,  s'il  n'est  pas  ^,  ne  pourra  gu^re  6tre  jamais  au-dessous 

« 

i 

de  5,  prouye,  comme  nous  avons  d^jk  dit  au  u9  18,  que  pour  les  valeurs 

E,  E 

tr^s  grandes  de  tt  le  rapport  p  doit,in6vitabIement,6treconsrd6rabIeaussi, 

X 

ce  k  quoi  les  experiences  cities  ne  contredisent  nuUement. 

E 

Les  valeurs  ainsi  donn^es  de  n,  9  et  ^  peuvent  done  dtre  regard^es  comme 

suffisamment  en  rapport  avec  les  faits  connus  jusqu*&  pr&ent.  On  choisira 

celles  de  gauche  (7  =  9)  ou  celles  de  droite  (7  =  22,22)  du  tableau,  selon 

Topinion  qu*on  aura  ^t^  k  m^me  de  se  former  sur  les  plus  grandes  valeurs 

E 
qu'il  est  permis  de  donner  kt)  ei  k  p  pour  les  bois  tendres. 

On  pent  d*ailleurs  attribuer  au  nombre  7  toute  autre  valeur  plus  grande 

que  2,  mais  qu'il  ne  conviendra  pas,  je  pense,  de  faire  moindre  que  7  ou  8 

ni  plus  grande  que  30.  On  pourrait  mSme^  dans  les  formules  empiriques 

/EX"*  E, 

(n"),(o'^,  (p''),mettre  (  g-  |    au  lieu  de  =-,  m  6tant  un  exposant  plus  petit 

ou  plus  grand  que  1,  s*il  enr^sultait  pour  la  suite  des  valeurs  soit  de  9,  soit 

E 
de  ^,  une  marche  plus  conforme  k  Tidde  que  quelques  faits  ont  pu  en 

donner  k  chacun. 

Hais  il  conviendrait  de  faire  des  experiences  nouvelles  et  nombreuses  de 
flexion  de  tiges  pour  determiner  E,;  de  flexion,  aussi,  de  petits  prismes 

qu*on  en  extrairait  transversalement  pour  determiner  E^ ,  k  moins  qu*on  n*y 

substituAt,  comme  a  fait  Wertheim,  des  experiences  de  sons  rendus  en  les 
faisant  vibrer;  et,  pour  determiner  G,  des  experiences  de  torsion;  et  de  faire 
aussi  ces  autres  experiences,  d*une  nature  plus  delicate,  propres  k  deter- 

miner  le  rapport  9  =  9,^  =  —  ^  ('*'*  *S)  enmesurant  Ips  petits  changements 

* 

des  dimensions  transversales  des  tiges  que  Ton  etend,  ou  de  la  forme  prise 
par  les  sections  des  tiges  rectangulaires  qu*on  flechit  (Mem.  cite  sur  la  tor- 
sion, n*"  43).  En  attendant  que  ces  experiences  soient  faites,  je  donnerai 
comme  tres  probablement  sufflsantes  les  formules  ci^apr^s : 
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23.  Formules  de  compomntei  de  tensions  il  adopter  dans  la  pratique^  pour 
les  corps  amorphes  nan  isotropes^  cwnme  sont  tons  les  materiaux  de  construc- 
tion de  bdtiments  on  de  machines.  —  Nous  prendrons,  d*apr^s  ce  qui  pr^- 
c^de,  pour  ces  corps,  supposes  ^tre  horaog^nes  et  avoir  en  chaque  point  trois 
plans  de  sjm^trie  de  contexture  parail^Iement  auxquels  on  prend  ceux  des 
ys,  zx^  xy,  le  sens  longitudinal  z  etant  celui  ou  la  resistance  ^lastique  a  le 
plus  d*intensit6,  et  celles  qui  s*exercent  dans  les  sens  transversaux  x^  y, 
iiami  supposes  peu  diffSrentes  entre  elles,  c'est-^-dire  n*avoir  Tune  avec 
Tautre  que  des  rapports  de  i  ^  2  au  plus. 

t     =3^3   +(d  -f-e«)         ,         t    =dg 
t^)  {       i     =fd  +3^3   -fdS         ,         t     =eg 

t    =zed   +d4)  4-  ~^         ,  t     =f  g 

zz         z  y      n  f    '  '^         ^ 

n  etant  un  nombre  variable  suivant  le  rapport  des  eiasticites  longitudi- 
nales  et  transversales,  et  auquel  on  donnera  : 

1*^  Si  Ton  connait  ?r»  la  valeur  fournie  par  la  formule  empirique 

2*^  Si  Ton  connait  plut6t  le  rapport  -i  des  deux  coefficients  d^elasticite  cle 
glissement  dans  les  plans  ^j^  et  yz,  la  valeur  fournie  par 

iu'')  -= -: 

E^  9 n 

car  c'est  ce  qu'on  obtient  en  mettant  pour  pr  dans  (^  sa  valeur  -^ —  donn^e 

X 

1 

par  les  formules  (e"),  ettirant-* 

i 
Ces  expressions  de  -»  ^  mettre  Tune  ou  Tautre  dans  le  dernier  terme  de 

la  troisieme  des  six  formules  de  tension  [s'^,  donnent,  Tune  corame  Tautre, 
aax  ^lasticit^s  dans  diverses  directions  qu'on  peut  en  tirer,  cette  variation 
ftivnple  et  graduelle  (n«  21),  c'est-i-dire  h  trois  maxima  ou  minima  seule- 
ment,  qu*elles  doivent  avoir  dans  la  nature.  Mais  pour  cela  il  faut,  comme 
on  Ta  dit  plus  liaut  apres  la  formule  {o"),  que  7  ne  soit  jamais  pris  au- 
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dewous  de  2,  mais  que  sa  Taleur  soil  comprise,  en  g&a6ral»  enlre  7  ou  8 
et  50. 
Si  ce  8ont  au  conlraire  les  E^,  E  ,  E^  qui  ont  6t6  mesur^  an  moyen  d*eipe- 

riences  d*exteiisions  :  1®  de  la  pi^ce  donD^e  suppos^e  prismatique;  2*  de 
petits  prismes  extraits  de  sa  mati^re  dans  les  deux  sens  ar,  y,  alors  les  for- 
mules  suivantes,  qui  sont  donn^es  par  (e^, 

._.         de_  "2n    p  ef  _  1  9  —  n  „  fd_i9  — n^ 

^"^f      T-e^iU^'     d~i6"=i;^'      7-i6^r5%' 

fourniront  immMiatement,  en  y  faisant  d*aprte  {t")  -  =  l-|--(Tr — i ). 

trois  des  coefficients  des  formules  de  tensions  (s*^ ;  et,  quant  aux  autres, 
c*est-&-dire  k  d,  e,  f»  on  les  obtiendra  ^yidemment  en  multipliant  deux  k 
deux  les  {v'^  et  en  extrayant  les  racines  carrto. 

Nous  laissons  toujours,  dans  ces  formules,  le  nombre  y  ind^termin^ ; 
afin,  comme  nous  avons  dit  au  n*  22,  que  chacun  puisse  le  choisir  suivant 
la  connaissance  qu*il  pourra  poss^der  de  faits  relatifs  aux  valeurs  de  i)  ou  de 

E, 

-   .  Nous  pensons  quon  ne  courra  guere  risque  de  se  tromper  en  faisant 

7=16. 

Si  Ton  a  mesur^,  non  seulement  les  trois  coefficients  de  T^lasticit^ 
de  glissement  d,  e,  f,  mais  encore  le  coefficient  ou  module  d*61asticit6 
d'extension  longitudinale  E,,  on  n'a  plus  besoin  du  diviseur  variable  n. 

fl  — n   Hp 

II  peul  6tre   61imin6  au  moyen  de  Texpression  {e'^  ^,^^"5 T'  ^'^^ 

%  de  \  de 

— ?-=  E.  -1-5-7-;  ce  qui  en  faisant,  conform^ment  aux  notations  ordinaires, 

n  1         '     2  1 

E^  =  E,       f=G^  .       d  =  G',       e=G. 
donne  les  formules  suivantes  : 

t,^  =  3!;^D  +G;)  +00  t    =G'g 

(3f)  I       t     =G«)   +35«i'D  -hG'D  t    =Cg 


t„=M+G'3^+(E+|)^ 


t    =Gc 

xy         i^xy 


Le  cas  le  plus  ordinaire  est  celui  oO  les  ^lasticit^s  transversales  sont 
egales,  ou  bien  different  assez  pen  pour  pouvoir  6tre  regard^es  comme 
telles  en  les  rempla^ant  par  leur  moyenne. 

Alors  on  a  d  =  e,  ou  G  =  G',  param^tre  qui  pent  6tre  facilement  el  exae- 
tement  mesuri  par  des  experiences  de  torsion  de  toute  la  pi^ce.  11  convient 
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de  86  passer  de  la  connaissance  exp^rimentale  de  6^  =  f,  plus  difficile  i 

mesurer,  et  de  le  remplacer  par  ses  valeurs  en  G  et  en  E,  seuls  param^tres 
qu*on  laissera  subsister. 

On  pourrait,  pour  cela,  ^liminer  n  et  rr  entre  T^quation  empirique  In") 


X 


1  1  /^a      \ 

-  =  l-h-(g^  —  ij  elles  suiv^nles,  qu'on  dMuit  de  (e")  en  y  remplagant 

d==epar  G  : 

6-n    G»  E^-ilz5    ^ 

X 

de  mani^re  k  avoir  une  Equation  en  G,  E,  et  f =G^. 

f 
Mais  cette  Equation  serait  du  troisii&me  degre  en  ^ ;  eU  r^solue  num^ri- 

E 
quement  par  approximation  pour  unc  suite  de  valeurs  de  - ,  elle  ne  nous 

(j 

donnerait  rien  de  plus  que  ce  que  nous  fournit  d^j&  le  tableau  {q'^. 

G  f 

Or,  en  tra^ant  des  lignes  dont  les  abscisses  p  et  les  ordonn^es  77  soient 

tiroes  de  ce  tableau  [q")  dans  chacune  des  deux  suppositions  sur  7,  Ton 
reconnait  qu'elles  sont  presque  droitcs.  On  peut  done,  en  laibsant  de  c6t6  la 

1             1  /E,       \ 
formule  empirique  (n"),  -  =  lH —  [d Ijien  adopter  une  autre,  donuant 

f 
f,  ou  le  rapport  p  •  La  suivante 

remplit  cet  objet.  On  peut  prendre  k  tr^s  pen  pres 

5  f      1      5  G 

!P  =  5  f    d'ou    F = 3  +  3  g  <^*"S  la  supposition  7  =  9; 
p  =  2 ,    d*ou    7T  =  r  +  2  -  dans  la  supposition  7  =  22,22... 

En  effet,  le  tableau  ci-dessous  montre  que  le  plus  grand  ^cart  entre  ce 
que  donnent  ces  formules  (z")  et  les  chiffres  du  tableau  (9")  n'cst  pas  de  plus 

de  jg  de  ces  chiffres. 
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VALEL'IIS 

VALEURS  GALCUL£ES  DANS    U 

SCPPOSITIO?! 

VALEDRS   CALCUL^ES  DA?(S  LA 

SUPPOSITION 

de 
E 

3 

E 

V  =  9 
par  les  formules  (/>") 

par  la  for- 
mule  {z") 

y  =  22,22... 

1 

par  les  formules  ip") 

,9  =  2 
par  la  for- 
raule  (j") 

f 

G 

f 

f 

G 

f 

X 

E 

G 

G 

E 

G 

G 

1,0 

0,400 

1,000 

1,000 

0,400             1,000 

1,000 

1,1 

0,379 

o,9r)0 

0,998 

0,380             0.955 

0,901 

1,2 

0,360 

0,924 

0,955 

0,559             0,907 

0,918 

1,3 

0,344 

0,893 

0,006 

0,548       ;      0,885 

0,896 

1,4 

0,329 

0,866 

0,y'81 

0,35i             0,810 

0,868 

1,5 

0,516 

0,842 

0,859 

0,322             0,826 

0,8^14 

2 

0,265 

0,750 

0,775 

0,273             0,725 

0,750 

5 

0,204 

0,646 

0,673 

0,212             0,588 

0,624 

4 

0,167 

0.584 

0,612 

0,185             0,537 

0,570 

5 

0,141 

0,541 

0,568 

0,161             0,486 

0,523 

.    10 

0,084 

0,461 

0,473 

0,103             0,581 

0,405 

15 

0,060 

0,429 

0,438 

,      0.077             0,338 

0,554 

20 

0,046 

0,411 

0,411 

0,061       ,       0,310 

0,322 

30 

0,032 

0,593 

0,387 

0,015             0,288 

0,289 

40 

9,025 

0,584 

0,375 

,      0,055             0,273 

0,270 

60 

0,017 

0,375 

0,361 

0,02^ 

0,257 

0.249 

80 

0,013 

0,369 

0,355 

0,019 

0,249 

0,258 

QO 

0 

0 

0 

8                    0 

0 

ft' 

0 


11  ne  faudra  pas  prendre  p  moindre  que  g==  0.625,  car  cette  valeur  de  p 

correspond  aux  limitcs  inferieures  {h")  de  n  qui  sent  k  peu  pr6s  representilies 
par 

2  1       1      iK. 


"  =  -    Ff    ^"    n^2-*-2r' 


c*est-&-dire  pour  la  formule  empirique  (n")  dans  laquelle  on  fait  7=^2.  Et  il 
ne  faudra  pas  faire  p  plus  grand  que  o  :  car  pour  les  grandes  valeurs  do 

E, 

^,  telles  que  80,  on  approcherait  des  liniites  superieures  de  n. 

On  fera  bien,  en  general,  de  prendre  pour  6  une  valeur  comprise  ontre 

5  G 

les  limites  (2"),  p  = ;;  et  p  =  2,  afin  de  ne  pas  avoir  9  et  p  plus  grands ,  pour 

les  grandes  valeurs  de  y-  ,  que  ce  que  donne  le  tableau  (q"), 

X 

En  faisant  ainsi 

f=:=G,=r:Gri-(i^0,4-p)l      01      G'^-G; 
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g  17.  —  Ezprosaions  dMi  six  composantoi  dos  tensions  on  fonction 
dos  nonf  dMvAos  du  promior  ordro  dos  d^placomonts  ponr  los 
corps  isotropos.  —  Equations  do  lour  6quilibro  ot  do  lour  mouvo- 
mont  int6riour,  oH  ontront  los  d6riv6o8  du  second  ordro  dos  d6- 
placemonts  dos  points.  —  Conditions  &  la  surface,  oxprim^os  aussi 
par  los  dMv^os  dos  d^placomonts. 

Les  Equations  du  mouvement  et  de  T^quilibre  d'un  corps  6laslique 
peuvent  facilement  prendre  la  forme  definitive  sous  laquelle  elles  se 
pr6senlent  lorsqu'elles  sont  exprimees  en  u,  v,  u;,  et  lorsqu'elles  s'ap- 
pliqucnt  a  un  corps  isotrope.  En  r6solvanl  les  equations  (Ic)  du  §  4, 
page  14,  par  rapport  aux  six  composanles  t^^,  t^^ ou  t^^,  t   et 

en  ayant  6gard  aux  expressions  (28),  §  13,  de  3^,  3 g^^^,  on  obtienl 

d'abord  les  expressions  suivantes  des  tensions : 


,^,  .)  ,  E     (^1)  n         }      ,  E        /^iv  ,    tti\ 

t     -     E     U^k;  f)  j      .    _       E        /gu       giA 


on  transformera  les  formules  (x")  des  tensions  en  d'autres  qui  ne  contien- 
dront  plus  que  les  coefficients  E  et  G,  faciles  k  mesurer,  et  Ic  nombre  p 
auquel  on  pourra  attribuer  une  valeur  arbitraire,  dans  les  limitcs  qui 
viennent  d*dtre  indiqu^es. 

Ce  sont  les  formules  ainsi  obtenues  qui  nous  paraissent  applicables  aux 
corps  solides  amorphes,  mais  non  isotropes,  tels  que  les  pierres,  bois  et 
m^taux  employes  dans  la  construction  des  bdliments  ou  des  machines. 

(Fin  de  la  Note  du  %  16.) 


{*)  En  7  mettant  pourv  sftTaleur  (34  e/,p.  112)  eteu  ^gard  &  nos  notations  ^  =  ^x 

% 1-  ^  =  g^  I  ces  formules  peuvent  s*^rii  e 

•yy  —   .  .  .  .  •  »  t* J  —   .  .  .  .  •  ,      i_j^  — ,      i^  —  , . . .  , 
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dan^  lesquellcs,  pour  abr^ger,  on  a  d^sign^  par  u  raccroissement  de 
I'uniti  de  volume,  comme  dans  I'^quation  (29)  du  §  13,  p.  50  : 

()x       i/y       Sz 

Si  maintenant  on  introduit  ces  valours  dans  les  Equations  (30)  du 
g  14,  page  51,  on  oblient  les  Equations  du  mouvement,  eiprim^es 
en  u,  v,  w  sous  la  forme  suivante,  ou  m  repr^sente,  avons-nous  dit, 
la  density,  ou  la  masse  de  Tunite  de  volume  du  corps, 


'^  ^t«  ~2  (i-h9)  i  ^x^"*"  ^'y*"^  ^2«"^  i  — 29^5  )  "^^' 

et  les  conditions  limites  deviennent,  en  introduisanl  les  valours  (54  c) 
des  tensions  dans  les  Equations  (25)  de  la  fin  du  §  12,  page  46  : 


^"^«°=2(iT^)|2U-^iir2^V^ 

Mn(  Tcosx=j^y^|(^^-h^-jcos^^ 

mules  de  Ltmi  (t)  de  la  Note  de  la  fin  de  Dotre  g  16,  page  78 : 


cosr 


*yy  — »  *«i  — »  *ix—  •••■•  *xy  ^ 


qui  deviennent  celles  de  M.  KirchofT  en  faisant  I  =  2A/ft.  Elles  donneraient^alement  celles  [/) 
de  la  mdme  note,  page  70,  contenant,  avec  E,  le  coefficient  d'tiasUcit^  G  =  ;&  de  r^istancc  au 
gUsaement  transversal  ou  &  la  torsion,  au  lieu  de  contenir  9,  en  7  faisant 

E        _g        .  29      _E-2G 

2(14-9)'"''        '  1—29  *^  3G— E  ' 

Mais  tout  en  continuant  de  se  servir  des  formules  de  Clebsch,  qui  sont  celles  d'isolropie 
a  double  coefficient,  il  est  bon  de  se  souvenir  que,  d'aprte  reip^rience  et  le  raisonnemenC, 
elles  ne  doivent  dtre  appliquto  aux  corps  dlastiques  dun  qu'autant  que  des  essais  compa- 
rt d'extension  longitudinale  et  de  torsion  autour  d'un  aie  aussi  longitudinal   donneront 

G  =  c  E  qui  revient  &  >  =  /«  et  que,  lorsque  le  rapport  de  G  i  E  est  trouvi  different 

de  £ ,  les  formules  («^)  d'hitdrotrople  ellipsoldale  ou  d*aroorphie  hdt^rotrope  du  n*  23  de  la 
m^me  note,  page  107,  avec  n  sa  1  ou  environ,  m^ritent  plus  de  conflancc. 
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J'examinerai  d'abord  ces  Equations  dans  quelques  cas  particuliers 
simples.  II  faut  consid6rer  comme  tels  ceux  dans  lesquels  la  surface 
des  corps  est  exprim^e  par  une  Equation  simple  ellc-m6me,  comme 
celle  du  cylindre  ou  de  la  sphere.  Un  avantage  capital  de  ces  formes 
r6guli6res  consiste  en  ce  qu'on  pcut  imaginer  des  situations  d'^qui* 
libre,  ou  des  series  de  mouvements  simples  aussi,  pour  lesquels  le 
calcul  s'abr^e  consid^i^ablement.  Ainsi,  pour  la  sphere,  on  peut 
admeltre,  par  exemple,  que  chaque  particule  soit  d6plac^e  seulement 
suivant  le  rayon  qui  lui  correspond  et  que  toutes  les  particules  situ^es 
sur  des  spheres  concenlriqucs  k  la  sphere  donnee  se  comportent  de 
la  m6me  mani&re.  C'est  ce  qui  arrivera  toujours  lorsque  les  forces 
agissant  sur  la  surface  seront  hormales  et  distributes  uniform^ment, 
tandis  qu'aucune  force  ext^rieure  X,  Y,  Z  n*agira  sur  Tint^rieur.  La 
situation  ne  sera  nuUement  changee  si,  h  Tint^rieur,  il  exisle  un 
espace  vide  limite  par  une  surface  spherique  concentrique,  et  si  sur 
cette  surface  int^rieure  sent  egalement  appliqu6es  des  forces  normales 
et  uniform^ment  distribuees. 

Mais  il  est  plus  important  d'examiner  des  corps  en  forme  de  tige, 
d'une  section  quelconque.  On  cherchera  d'abord  les  conditions  d*£qui- 
libre  de  ces  corps,  et  on  en  d6duira  des  bases  rigoureuses  pour  la  reso- 
lution approximative  des  probl&mes  qui  ont,  dans  la  pratique,  un  rdle 
si  important  (*). 

Ensuite,  j'ajouterai  k  cette  6tude  des  considerations  sur  les  plaques 
planes  d'^paisseur  finie,  et  la  recherche  de  quelques-uns  de  leurs  etats 
d'^quilibre,  etats  qui,  relatifs  aussi  a  des  corps  cylindriques,  se 
distinguent  essentiellement  des  premiers  en  ce  que,  dans  les  plaques, 
ce  sont  les  faces  extremes  ou  bases,  et  dans  les  tiges,  les  faces  latSrales 
qui  sont  suppos^es  n'Slre  soumises  k  aucunc  force  exterieure,  ou  n'en 
supporter  que  de  constantes  et  uniformes  comme  la  pression  atmosphe- 
rique.  Les  deux  premiers  probl6mes  ainsi  trait^s  formeront  une 
transition  pour  arriver  k  Timportanle  theorie  des  deformations  eias- 
tiques  des  corps  qui  ont  une  ou  deux  dimensions  tres  petites;  theorie 
qui  fera  I'objet  de  la  seconde  parlie  de  ce  livrc  (**). 


(*)  Ainsi  que  Dous  avons  dit  h  la  fin  du  g  3,  ces  probl^mes  importants,  et  dont  les  solu- 
tions sont  presque  les  seules  utiles,  sur  les  tiges,  serout  rSsolus  pour  le  cas  plus  g^n^ral  et 
ordinaire  oi!^  Icur  mati^re  n'est  isotrope  que  transversalementi 

(*')  Ndme  obserfation  ou  generalisation  quant  h  la  contexture. 
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g  18.  —  £qiiilibr«  d'une  onvoloppo  sphAriqvo  (sphere  gtmis*)  ton- 
iiiis«  k  dM  prtssioas  normalos  ot  viiiforiii4m«iit  r4partf«8. 

Si  les  mouvements  ou  Ics  d^placcments  a  l'int6rieur  d'une  spli^i*e 
sunt  U*ls  que  chaquc  point  ne  se  deplace  que  sur  le  rayon  qui  lui  cor- 
i^spond;  si,  en  mSme  temps,  tous  ics  points  places  sur  une  m6me 
surface  sphSrique  conceritrique  sont  d6plac6s  de  la  mdme  mani^re,  ct 
si,  enfin,  Ic  centre  commun  demeurc  en  repos,  alors,  I'origine  dcs 
coordonnies  rectangles  x,  y,  z  etant  ce  centre,  le  parall^lipipSde 
construit  sur  celles  d'un  point  apr6s  son  d^placement  est  semblable  a 
cclui  qui  est  construit  sur  les  coordonndes  de  son  emplacement  initial, 
c'est-a-dire  que  les  deplacements  u,  v,  w  du  point  sont  proporlionnels 
a  scs  coordonn6es  primitives  x,  y,  z. 

Si  done  Ton  pose 


U=pX 


v  =  py    ,       iv=pz 


p  reprisente  t'allongement  de  Funite  de  longueur  :  car  les  coordon- 
nees  x,  y,  z  sont  devenues  respectivement,  apres  le  deplacement, 
X  (1  H-p),  y  (1  +  p)f  z  (1  4-  p).  La  fraction  numerique  p  doit  6tre  la 
mSnie  pour  tous  les  points  de  cliaque  couche  spberique  concentrique ; 
p  depend  done  seulement  de  la  distance  au  centre  qui  est 


r  =  y/x*-\-y*-h 


5'. 


el,  s^il  y  a  mouvemeut,  du  temps.  Le  probl6me  sera  enti^rement  resolu 
si  Ton  determine  cctte  fonction  p  du  rayon  vecteur  r. 

11  faut  introduire  les  expressions  pricideutes  dans  celles  (34  c)  de 
t^ I    et  dans  celles  (34  fj  de  T  cos  ti On  remarquera  d'abord 

qu*a  cause  de  la  valeur  ci-dessus  de  r,  on  a 


ix 


r 


cy       r 


f  r 

Tz 


Si,  en  ayant  igard  a  ces  relations,  on  determine  les  valours  dcs 
quotients  difl'erentiels  de  u,  v,  w^  on  obtient 


ix 
iv 


r  ir 


(  V xy  <  0 

ix        r  Ir 


iw 


i  X 


XZ  fp 

T  ir 


{  u       xy  i  p 
Ty~  VTr 

^y     ^ 

<  y      r 


ir 
I'r 


i  U 

'iz 


Xi 
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il 
ir 


fv  _  yi  ( p 
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iz 


ir 


t  w 


<  4 


W  i'  f  p 


i  r 
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11  en  r&ulte  imm6diatement  pour  la  dilatation  —  j^^^^^^, 

o'cc      Vy      cz 

u  =  5p  +  r^, 

et  la  substitution  dans  les  Equations  (34  c)  donne  le  tableau  suivant 
des  tensions : 

"     l  +  t)\ri>r  1—29        )        "     ^-hl}r^' 


,   _     E    ^y.£^,     (^+'»P+'?r^;j       .=._L?f£f 


A 

^^'')     \    yy     i^t)\ri)r  1—29        T      ^T+^T^r' 

^^      iH-9(r^r  1-29        T     '^      1-1-9  r  £^r' 

Si  Ton  introduit  cos  valeurs  dans  les  Equations  du  mouvemcnt, 
apris  y  avoir  effac6  X,  Y,  Z,  puisqu'aucune  force  cxt^rieure  n'cst  sup- 
pos^e  agir  sur  TintSrieur  de  la  sphere,  ces  equations  (30)  du  §  14  ou 
(54  e)  du  g  17  se  reduisent  2i  la  seule  Equation  qui  suit,  donl  la  solu- 
tion d^terminera  p :  .  .  . 

Pour  li's  conditions  concernant  la  surface,  on  les  d^duit  des  equa- 
tions (34/).  Si  Ton  remarque  que,  d'apr^s  la  supposition  faite,  les 
forces  ext^ricurcs  agissent  normalement ;  que,  par  consequent,  on 
a  les  angles  vi=p^  %=q^  p=:r,  et  que  les  cosinus  des  angles  formes 
avec  les  axes  par  la  normale,  c'est-^-dire  par  le  rayon  de  la  sphere/ 

sont  6gaux  k  -^  ->  ->  les  Equations  (34/)  ou  (25)  se  r6duisent  immi- 

diatement  k  une  seule : 

Dans  cette  equation,  T  doit  filre  consid6r6  comme  positif  s'il  repr^ 
sente  une  force  de  traction  appliqu^e  k  la  surface,  et  comme  n^gatif 
s*il  repr^sente  une  pression.  Lorsqu'il  y  a,  dans  I'int^rieur  dc  la  sphere, 
un  espace  vide  de  forme  sph6riquc,  ct  qu'a  Tint^rieur  de  cet  espace 
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il  s'exerce  unc  autre  pression,  on  etablira  une  Equation  toute  semblable 
pour  la  surface  interne,  avec  une  valeur  difierente  de  T. 

Examinons  de  plus  pr6s  l'6tat  d'6quilibre.  Pour  cet  ^tat,  le  terme  de 
Tequation  (36),  qui  depend  de  l*acc£16ration,  disparait,  el  cette  ^ua- 
tion  se  r^duit  k 

Ir*       rcr 

ou  bieuy  si  l*on  inuitipUe  par  ?-^,  k 


fr{-¥:)='>- 


L'iutegration  domie,  c  et  c'  6tant  deux  constanles  : 
et 


(37 «)  -^-^i^^"-^' 


^)^ 


En  premier  lieu,  si  nous  considerons  une  sphere  pleine,  nous  airons 
evidemment  c=0  :  car,  sans  cela,  i'extension  de  Tunit^  de  longueur 
au  centre  pour  r=0  serait  infiniment  grande.  Done 

» 

Dans  le  cos  oil  la  sphere  est  pleine,  Vextension  ou  la  conlraclUm 
de  Vunit^  de  longueur,  suivant  la  direction  du  rayon,  est  la  meme 
parlout. 

Si  Ton  designe  par  p  la  pression  qui  agi(  siir  la  surface,  par  unili* 
superficielle,  en  faisant,  dans  Tequation  (37),  T=: — p  et  en  rem- 
plagant  p  par  sa  valeur  c'.  Ton  obtient 

Ec' 
— P  = 


1—29' 
ou 

^  E 

D*apr6s  cela,  les  Irois  tensions  t^,  t   ,  t^,  dont  les  valeurs  soni  don- 

nees  par  les  ^nations  (35),  deviennent  ^gales  entre  dies  et  ji  -^p;  l<^ 
corps  enticr  se  trouve  dans  un  itat  de  conopression  uniforme  en  tons 
ses  points  et  dans  loutes  les  directions. 
Si,  au  lieu  d*une  spliere  pleine,  nous  considerons  une  spliere  crcuse 
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dont  le  rayon  ext^ricur  soil  a  et  le  rayon  int6rieur  a\  et  si  nous  sup- 
posons  la  surface  intSrieure  soumise  k  une  prcssion  p'  ou  k  une  ten- 
sion —  p'  par  unit6  superficielle,  nous  devons,  dans  la  valeur  de  p, 
conserver  la  constante  c;  et  en  faisant  successivement  r=ia  et  r=a' 

c  • 

dans  Tequation  (57),  oil  nous  aurons  mis  (37  a)  c' —  =-^  pour  p,   il 

vicndra 

P  c'  2c        jl^ 

K— 1— 2i)"^3(i-|-9)*fl»' 

d'oi!i  nous  d^duirons 

(p^a^-pfl3)(i_29)  ._3(p-pO(<H-t))a»a-\ 

E(a»— a")  '  ""  Kia'*— a'») 


a^a'^ 


et,  par  consequent : 

^(p'fl"-.pa')(l-29)  +  (p'-p)(i+9)    ^ 
^^        '  li:(a»— a'»)  • 

Dans  cc  cas,  la  sphere  n'est  plus  soumise  en  chacun  dc  ses  points  a 

un  allongement  on  a  un  raccourcisscment  constant  dans  la  direction 
du  rayon ;  mais  Y augmentation  de  tunM  de  volume  est  la  mSme  paV' 
tout.  En  effet,  cettc  proportion  de  Taugmentalion  de  volume,  qui  est 
cxprim^e,  comme  on  a  trouv6,  par  . 


so  r^duit  h 


.  =  3,  +  r|j 


,--V._5(pV^-pa')(l-29) 


Cette  grandeur  de  la  dilatation  cubique  u  est  positive  ou  negative, 

suivant  que  p'a''^pa';  elle  devient  egale  k  z6ro  quand  la  pression 

int^rieure  et  la  pression  ext^rieure  sont  en  raison  inverse  des  cubes 
des  rayons  des  surfaces  sur  lesquelles  elies  s'exercent. 

Dans  le  cas  que  nous  consid^rons,  Tellipsoide  d'elaslicitS  de  chaque 
point  doit  6videmment  £tre  de  revolution,  et  Taxe  de  revolution  de 
cette  surface  coincide  avec  la  direction  du  rayon  vecteur  de  ce  point  : 
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car,  autour  de  chaque  rayon,  il  y  a  une  sym^trie  complete  pour 
toutes  les  directions.  On  virifie  cette  proposition  de  la  fa^n  la  plus 
simple,  en  faisant  passer  I'un  des  axes  coordonn^s,  cclui  des  x^  par 
exeraple,  par  le  point  consid6r6,  ou  en  dirigeant  cet  axe  suiyanl  son 
rayon  vecteur.  On  a  alors  y=2=  0  et  x=r,  et  les  Equations  (35) 
donnent,  pour  les  valours  des  tensions,  en  y  rempla^nt  p  par  sa 
valeur  (37  a)  ci-dessus  ; 

,     ,  _^  p-.(.-^-p.(.-y) 

""~     (1— 2i)"^3r»(l-f-i)))""  a^—a'"^ 

wf~  «■"    U— 29      3r'(H-9)—  rt»  — a'* 

yt         «c         xy 

■^  Puisque  les  tensions  tangenfielles  sont  nulles,  on  a  imm^diatement 
les  valeurs  des  tensions  principales,  et  Ton  voit  qiie  deux  d'entre  elles, 
celles  qui  sont  perpendiculaires  au  rayon,  sont  6gales  Tune  a  I'autre. 
Si  p\  la  pression  int^rieure,  est  tr^s  grande  par  rapport  a  p,  les 
premiers  termes  des  numSrateurs  des  expressions  pr^c^entes  Tern- 
portent  sur  les  seconds.  Or,  corame  pour  tons  les  points  du  corps  on  a 

r  <  a,  le  facteur  ( 1 ^  j  sera  toujours  nigatif,  et  la  tension  t^  qui 

s'exerce  dans  la  direction  du  rayon  sera  aussi  negative ;  ce  sera  done 
une  pression.  Mais  les  deux  aulres  tensions  principales  f    ,  t^  seront 

positives. 

Si  nous  continuons  Ji  ne  tenir  compte  que  de  ce  qui  vient  des  pre- 
miers termes  des  num6rateurs  de  ces  expressions  des  tensions,  comme 
ces  premiers  termes  prennent  leurs  plus  grandes  valeurs  absolues 
pour  rz=ia^  nous  avons 

Les  deux  demi&res  tensions  sont  done  doubles  de  la  force  de  pres- 
sion. Dans  le  cas  d*une  pression  int^rieure  tris  grande,  la  sphere  tend 
i  se  rompre  par  d^chirure  de  la  surface  extMeure, 
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g  19.  —  Vibratloiui  d'uii«  spMra. 

Lorsque  Ton  se  propose  de  determiner  les  oscillations  d'un  corps, 
on  pent,  d'apr&s  le  principe  de  la  fin  du  g  14,  faire  abslraction  dcs 
forces  extgrieures,  et  par  suite,  ^aler  a  zSro  lu  pression  qui  agit  s^ur 
la  surface,  si  toutefois  celle  pression  n'esl  pas  variable  avec  le  temps. 
Comme  on  Ta  montre  a  ce  g  14,  les  vibrations  autour  de  la  situation 
d'iquilibre  considirte  au  g  pr6c6dent  pour  la  sphere,  sont,  dans  ce 
cas,  rigoureusement  identiqucs  a  celles  que  les  molecules  du  corps 
cx6cutcnt  autour  de  leurs  positions  naturellcs  lorsqu'aucune  force  ext^- 
rieure  n'agit  sur  lui.  On  doit  done  satisfaire  a  T^quation  de  mouvc- 
ment  (36)  du  g  18  qui  a  ^tc  tir^e  des  Equations  plus  g6n6rales  (30) 
du§  14  et  (34  e)  dug  17, 

(36  reoroduite)         m ^^ -       g(^-'))       (^  .  *  ^\ 
(Ob  reproduite)  ^ir^,~(^_  ^^  (|  ^  ^)  [f.^,,  -^  ^  r^j  > 

et  en  m6me  temps  a  r6quation  exprimant  la  condition  limite  p6ur  la 
surface  ext^rieure  ainsi  que  pour  la  surface  int^ricure;  cette  Equation 

rosulte  de  celle  (37),  page  115,  T= du  m^me  g  18,  ou  prepr6- 

sente  pour  chaque  inslanl  la  proportion  de  la  dilatation  d*un  rayon 
vecleur  quelconque  r,  et  dans  laquelle  on  fait  T=0,  ce  qui  donnc 

Dans  tout  ce  qui  va  suivre,  nous  supposerons  la  sphere  pleine. 
L'^quation  (38),  que  nous  venons  d'tonre,  n'existe  alors  que  pour  In 
surface  exterieure. 

A  ces  conditioQS,  on  doit  ajouter  celle  que  les  d^placements  du 
centre  doivent  necessairement  £tre  6gaux  k  ikvo.  On  a  ainsi  des  Equa- 
tions sufSsantes  pour  determiner  p,  et  cette  determination  se  fait  de  la 
mani^re  suivante. 

Imaginons  la  fonction  p  exprim^e  sous  la  forme 


im  ^    /» =  "i  ^^"  (**^)  -^  ^^  sin  (M  -h  Rs  sin  (M) 
^'^  ^    \       -I-  Si  cos  (kfij  4-  Sj^cos  [kji)  -|-  S,  cos  (kj[)  -\- 


ou  les  coefficients  R  et  S  sont  seulement  fonclions  du  rayon  vectcur  7* 
et  ou  les  k  sont  des  constantes  k  determiner  ult^rieurement.  II  est  facile 
de  se  rendre  comple,  d'une  mani^re  claire,  de  la  signification  de  cette 
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fagon  de  representer  la  fonction  p.  Un  point  qui  primitivemcnt  est  a 
unc  distance  r  du  centre,  s'en  trouve,  au  bout  du  temps  /,  a  la  dis- 
tance r  (1  +  p) ;  il  s*est  done  61oign6  de  sa  position  d'equilibre  de  la 
longueur  rp.  Si  maintenant,  chacun  des  coefficients  R,  S  qui  entrent 
dans  I'expression  de  p,  rc^oit,  en  m£roe  temps  que  r^  une  yaleur 
constante  pour  un  point  determine,  la  longueur  rp  dont  le  point  $*est 
^oign6  de  sa  position  d'equilibre  se  trouve  exprim^e  par  une  somme 
do  binftmes  de  la  forme 

rR^  sin  (kJL)  -h  rS,  cos  (kj), 

oil  rR^  et  rS^  sont  des  coefficients  constants.  On  peut  alors  se  repre- 
senter le  raouvement  tout  entier  comme  la  somme  de  mouvements 
partiels  coexistants,  pour  chacun  desquels  Teloignement  par  rapport 
k  la  position  d*6quilibre  est  repr^sent6  par  Pexpression  bindme  ci< 
dessus.  Examinons  de  plus  pr6s  cette  expression. 
D'abord,  on  voit  qu^elle  ne  change  pas  de  valeur  si  on  y  remplace/ 

2z 
par  ^  +  nr » car  Targument  du  sinus  et  du  cosinus  qui  y  entrent  n'^tant 

augments  que  de  2?:,  ce  sinus  et  ce  cosinus  restent  identiquement  Ics 

m£mes.  L'expression  consid£r6e  repr6sente  done  des  deplacements 

qui  se  reproduisent  ind^finiment  les  m^mes  apr^s  chaque  laps  de 

2x 
temps  T-;  ou,  en  d'autres  termes,  elle  reprfesente  des  vibrations  dont 

n 

2z 
la  dur6e  p^riodique  est  -ir  ^t  qui  se  r^pMent  ind^finimont  avecla  mdme 

amplitude. 
Si  Ton  determine  un  nombre  M  et  un  angle  a  tels  que 

rR^  =  Mcos«,     rS^  =  MBin«, 
Tcxpression  bindme  ci-dessus  peut  se  meltre  sous  la  forme 

M  sin  (k^t  4-  «)  • 

Sa  valeur,  comme  on  voit,  ne  peut  varier  que  de  4-M  i  — M, 
puisqiie  le  sinus  ne  peut  varier  que  de  +  1  k  — 1.  La  quantity  Mqui, 
d'aprAs  los  (Equations  (^crites  tout  h  Theure,  est  6gale  h 

M  -  y/TTR^Tsf), 

donne  par  consequent  I'amplitude  des  oscillations  de  part  et  d*autre 
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de  la  position  d'^quilibre,  amplitude  qu'elles  ne  peuvent  d^passcr. 
Celte  quantity  depend  de  r;  elle  est,' par  suite,  difTerente  pour  les 
difC§rents  points  du  corps,  ce  qui  n'a  pas  lieu  pour  ft^  qui  donne  pur 

2x 

jr  la  dur6e  de  Toscillation.  En  r6sum6,  Tcxpression  (39),  qui  est  une 

somme  de  termes  ou  de  bindmes  semblables  aux  pr6c6dents,  a  la 
signification  suivante  :  Elle  repr^serUe  les  oscillations  ex4cut4es  dans 
la  direction  du  rayon  par  chacun  des  points  du  corps  comme  une 
somme  d' oscillations  simples  qui  toutes  ont  la  meme  dur^e  de  pdriode 


(1^) . mal 


mais  qui  ont  des  amplitudes  diff&entes. 

Imaginons  Fair  ambiant  d6place  par  les  oscillations  de  la  sphere ; 

alors,  k  chaque  vibration  partielle  du  corps  correspond  une  Vibration 

partielle  des  particules  d*air,  et  la  vibration  du  corps  se  traduit  dans 

Tair  par  un  son  dont  I'^I^vation  est  donn^e  par  le  nombre  de  ccs  vibra- 

k 
tions  produites  dans  une  seconde.  Ce  nombre  est  -^.  La  s^rie  (59) 

peut  done  encore  fitre  consid6r^e  comme  reprfisentant  une  s6rie  de 
sons  produits  en  m6me  temps  par  le  corps  vibrant,  et  dont  T^levation 
est  respectivement  exprim^e  par  les  nombres  de  vibrations 

n'l  Kat  Km 


Si  maintenant  on  introduit  Texpression  (39),  p  = dans  I'^qua- 

lion  (36),  m  j^  = et  dans  I'^qualion  k  la  surface  (38),  on  pourra 

exprimer  I'^galit^  des  coefficients  des  sinus  et  des  cosinus  dans  les 
deux  membres  de chacune  de  ces  Equations;  car,  puisque  ces  Equations 
doivent  £tre  satisfaites  quel  que  soit  le  temps  ^  elles  doivent  6tre  ind6- 
pendantes  de  t,  et,  par  consequent,  les  sinus  et  les  cosinus  doivent  en 
disparailre.  On  obtient  ainsi,  par  T^quation  (36),  la  condition  suivante 
pour  chaque  fonction  R  : 

E(l-n)        /^«R„      4c^R\ 

m       -  <  «n= (1-^2,)  (i-H9)  W  -^  r  77)  • 

On  obtient  h  la  limitc,  par  T^quation  (58),  la  condition  suivante  : 
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et»  pour  chaque  fonclion  S,  on  obtient  des  Equations  semblables  aux 
Equations  (40)  et  (41)  en  R. 

On  peut  fjcilement  intigrer  TSquation  (40)  et  en  tirer  la  valeur  de 
R   en  r  de  la  mani^re  suivante. 

Posons,  pour  abr^ger : 


(42) 


~"  V  m  (1  -  2q)  (1 -t- 1))  • 


celtc  Equation  (40)  dcvient 

Un  calcul  tris  simple  montre  que  Ton  satisfait  loujours  h  nne  6qua- 
lion  difi^rentielle 


(44) 


£^      h  ^ ^ 


r  Ir 


•*  »•    >;i«  #** 


(  /*■        r  C'V  a 


en  substilnant  a  ©  la  sorie  suivante  que  je  dc^signe  par  9^  (  —  j  : 


<«><t)='-p$i 


«.4  «6 


)"^2.4(A-hi)(A  +  5)^2.4.6(A-hi)(A-h3)(A-|-5) 


•••  • 


Comme  liquation  (44)  coincide  a\cc  T^uation  (45)  si  A  :=  4,  on  voit 
que  la  valeur 


«.-.(¥) 


est  uno  int^grale  de  cette  Equation  (43K  Or  l'6quation  (43)  prend 
encore  la  Torme  (44)  si  Ton  y  fait,  R'^  £lant  pris  pour  une  nouvclle 

variable  : 


R  — —  • 


car  il  r&sulle  de  cette  substitution,  apr6s  reduction  et  multiplication 
par  r*,  liquation  en  R'^  : 

^  ^«Rl      2  ^R:  k\K 


n    n 


^  r*        re  r 


a 


t 


qui  coincide  avcc  T^quation  (44)  en  faisant  /i  =  —  2.  Cette  derniAre 
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^uation  en  R'^  est  done  satisfaite  si  I'on  pose 
D'ou  il  suit  que 

est ,  comme  R^  :=  9^  (  JL  J  ,  une  solution  de  I'^quation  (43) . 

Puisque  T^quation  (43)  du  second  ordre  est  lin^aire,  elle  a  pour 
integrate  complete  une  somme  de  deux  solutions  particuliftres  multi- 
pliees  par  des  constantes  arbitraires.  On  aura  done  la  forme  g6n^rale 
suivanle  de  R^,  en  appelant  A^  et  B^  des  constantes  quelconques : 

Si  nous  remarquons  que,  pour  le  centre  de  la  sphere,  le  d^place- 

ment  rp  doit  6tre  ^gal  h  z6ro,  nous  verrons  que  le  premier  terme  dc 

cette  expression  (46)  de  R    satisfait  seul  ii  cette  condition.  En  efTet, 

* 

I'autrc  terme  qui  contient  des  puissances  negatives  de  r  devient  infini 
pour  r=0;  il  doit  done  disparailre,  c*est-ii-dire  que  la  constanteB^ 

doit  6tre  nuUe.  La  valeur  g^ngrale  de  R  se  r6duit  ainsi  k 


(47) 


K = K  n  ( v) 


n  resfe  maintennnt  h  satisfaire  k  I'^quation  de  condition  (41)  qui 
doit  6tre  v6ri66e  pour  r=:a.   , 
Si  Ton  y  introduit  la  valeur  pr^c^dente  de  R„,  le  facteur  constant  A^ 

disparait,  et  il  reste 


(48) 


^^v)      1^9     A^\      , 


Cette  Equation,  a  Texception  de  k^,  ne  renferme  que  des  quantit^s 

connues;  done  les  racines  de  cette  Equation  transcendante  ou  de  degr4 
infini  sont  les  diff&renies  grandeurs  k^  que  Von  doit  introduire  dans 

Vexpression  (39)  de  p;  et  elles  donnent  les  duries  des  oscilUUions  par^ 
tidies  il&mentaires  qui  coexistent  dans  le  mouvement  de  la  sphdre 
donn^e. 
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Lcs  racines  decette  equation  (48),  qui  ividemment  ne  conticnt  que 

k  a 
les  puissances  paires  de  -^,  jouissent  de  deux  propri6t6s  communes 

a 

aux  racines  de  loutes  les  Equations  auxquelles  conduisent  des  pro- 

bl^mes  analogues  d*oscillations,  ainsi  qu'on  le  verra  au  g  suivant.  Cos 

propri^t^s  se  rencontrent  m6me  dans  une  classe  beaucoup  plus  ^tenduc 

de  probl6mes  de  physique  math^matique.  D*abord,  les  valeurs  de  k*^ 

que  Ton  en  d6duit  sonl  toutes  rielles  et  positives.  Ensuite,  si  k^  el  k^ 

disignent  deux  de  ces  racines  de  (48),  on  a  toujours 


(40) 


/'.(t  )•'■.(¥)  •■•*="•         " 


h  la  condition  que  m  et  n  soient  in6gaux  ou  que  k^  et  k^  soient  deux 
racines  difT^rentes.  On  pent  voir  facilement  que  lous  lcs  k^^  sont  i  la 
fois  reels  et  positifs,  et  que,  par  consequent,  les  k^  eux-mfimes  sonl 
r6els.  En  cffet,  Tdquation  (48)  ordonn6e  par  rapport  aux  puissances 

de  s=-i?-  prend  la  forme  : 
a 

0  =  l—^([-hi\^)-^^r7^(i-^^7^^^      

2.5  \  1+9/      a.4.5.7\  14-9/ 

Comme  les  signes  des  termes  changent  conslamment  d*un  lerme  au 
suivant,  on  en  conclut,  d'apr^s  les  propri^t^s  connues  des  Equations, 
que  loutes  les  racines  sont  positives. 
Supposons  d6termin(^es  toutes  les  racines  k^.  Alors  les  R^  se  trouvent 

aussi  determines  en  tout  k  Texception  de  leur  facleur  A^.  Les  S^  qui 

doivent  satisfaire  aux  m^mes  equations  que  les  R^,  ne  se  distingueront 

de  ceux-ci  que  par  la  valeur  de  la  constante ;  on  peut  done  poser 

et,  par  consequent,  I'expression  (39)  qui  donne  la  valeur  de  pprcnd  la 
forme  suivante  : 

(49  «)  0  -.  j  A,  sin  (A-,i) -h B,  cos  (kfi  j  y^  ^^)  +  j  A.sin  (A*0 -h B,cos (k^t)  j  r,  (^) 

(*)  CeKc  relalion  (49)  pourrait  6tre  d^montr^,  mais  p^niblement,  en  mettant  poitv  lcs 
ilinii  ^4  leurs  Taleurs  eii  a^rie,  (45)  pour  A  =  4,  et  en  effectuant  ]es  multiplications  et  int^ 
grntions.  Mais  on  en  trouveni,  4  la  (In  du  ^  20,  une  demonstration  simple,  8*6tendant  aux 
vibrations  de  corps  d'autres  formes. 
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Les  diverses  constanles  A  et  B  que  conticnt  encore  cetle  expression 
se  d^terminent  d'apr^s  T^lat  initial  du  corps  ^lastique  mis  en  vibration. 

Pour  que  lemouvementsoitcomplitement  d^fini,  il  fautt^videmment 
connaitre  les  positions  initiales  de  tons  les  points  du  corps,  ainsi  que 
leurs  vitesses  initiales.  Supposons  done  qu'a  Torigine  du  mouvement,  ou 
pour  (=  0,  le  d^placement  rp  des  divers  points,  dans  la  direction  du 

r 

rayon,  soit  repr£sent6  par  une  fonction  donn6e  f  (r),  et  la  vitesse  r-^ 

C    V 

dans  cette  in&me  direction,  par  une  autre  fonction  donn6e  F  (r).  Si 

nous  6galons  ces  valours  donhSes  de  p  et  de  ^  a  celles  qui  r6sultcnt 

dc  I'equation  prte6dente  dans  laquelle  nous  aurons  fait  /  =  U,  nous 
aurons  les  Equations : 

De  ces  equations,  on  pent  tirer  les  valeurs  de  A  et  de  B,  expriindes 
par  des  int^grales  d^finies,  k  I'aide  del'dquation  (49).  Si,  en  eflet,  on 

multiplie  chacune  des  equations  (50)  par  i-*<p^  /  J^  J,  et  si  Ton  int^gre 

cnsuite  les  deux  membres  entre  0  et  a,  tons  les  termes,  a  I'exception 
lie  C45UX  dc  rindice  n,  s'annulent  en  vertu  de  F6quation  (49),  et  Ton 
obticnt 

d*ou  Ton  deduit  les  valeurs  suivantes  des  constantes  A„,  B   : 

/«-)>.(¥)■"'-.  .  ..X' '<-)>.(¥)-■'- 

Ces  formules  donnent  la  solution  complete  du  probleme.  On  remarquc 
que  les  derni6res  quantit^s  d6termin6es  au  moyen  de  T^tat  initial  du 
mouvement  n'influent  que  sur  les  amplitudes  des  oscillations,  et  nuUc- 
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mcnt  sur  leur  dur6e.  La  dur^e  des  oscillations  est  au  contraire  en- 
tiirement  d^terminie  par  la  forme  g6oni6trique  et  les  dimensions  du 
corps  vibrant. 


§  20.  —  Sur  las  racinas  das  iqvatioas  traascasdaatas  qui  doaaaiit 
la  solottoa  da  probUma  das  vibrattons  das  corps  Mastiqvas. 


Les  vibrations  d'un  corps  61aslique  quelconque,  de  quelque  mani&re 
qu  elles  se  produisent,  peuvent  toujours  6trc  representees  sous  la 
mSme  forme  qui  a  servi  k  repr^senter  ci-dessus  la  quantity  p,  en  tant 
(^u^on  les  Consid^re  commc  des  sommes  de  vibrations  partielles  perio- 
diqiiaft  simples;  c*est-a-dire  qu'on  pent  toujours  poser,  pour  les  valeurs 
des  diplaoements  u,  v,  w  des  points : 


u  =  Uj  aia  (kj)  4- 1/,  sin  (k^t) 
4-  u\  cos  (Ajt)  H-  u^  cos  {kjt) 

V  =  i\  sin  (k^t)  -h  «'i  sin  (k^t) 
-+-  v\  cos  (k^t)  4-  v^  cos  (kjt)  -f-  . 

w  =  iVi  sin  (kit)  -+-  u^^sin  (A*,()  -f-  . 
w\cos(kit)  +  w'^cos  (kjt)  -f-  . 


Dans  ces  expressions,  les  termes  contenant  les  sinus  et  l^s  cosinus 
du  mdme  argument  representent  ensemble  une  vibration  partielle. 
Comme  on  le  rcconnait  facilemcnt,  chaque  systime  de  ces  tenocs, 
consider^  isol6ment,  doit  satisf^iire  aux  Equations  differenticUes  du 

mouvement  (50)  m-pr^=: du  §  14.  Si  done  apris  a\oir,  dans  ces 

equations,  annul6  X,  Y,  Z,  on  y  remplace  u,  v,  w  par  les  compo- 
santes 

"i.  sin  (kj)  ,     i\  sin  (k^t) .    w^  sin  (kj) 
d*une  oscillation  partielle,  on  obtient  aussi 

t„  =  ti->in(V), l,,  =  Csin(AV). 


les  t  "^  etant  les  valeurs  des  t  dans  lesquelles  on  a  introduit  les  u^,  v^,  w^, 
au  lieu  des  ti,  1;,  w, 
Alors,  tons  les  termes  des  equations  diffiftrentielles  (50)  contiennent 
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le  facteur  sin  {kjt) ;  et  en  le  faisant  disparaltre,  on  arrive  a 

^t^*^    ^t^"^    e-i^"^ 

1 4  XX  Xt  « 

— tnkju.  =-s; — h  T, — I-  T^ —  t 
»  »      Sx       Dy        Sz 

.         gl^>     ft'^      l^ 

Dans  ces  Equations,  le  temps  t  ne  figure  plus;  les  w^,  v^,  w^^  el  les  t^"^ 

ne  sonl  fonctions  que  des  coordonn^s.  Outre  ces  trois  Equations  g^n^- 
ralcs,  on  en  oblient  encore  trois  autres  exprimant  les  conditions  li-. 
miles  a  la  surface  du  corps,  .et  qui  se  d^duiscnt  des  (Equations  (25), 

^xx  ^^^P  "^ =Tcos  ^ ....  du  §15,  eny  6galant  a  z6ro  les  pressions 

exlerieures  T,  et  en  supposant  que  p,  9,  r  repr^sentent  les  angles 
formes  avec  les  axes  par  la  normale  k  la  surface,  dirigde  vers  Texte- 
rieur.  Si  dans  ces  Equations  on  remplace  egalement  u,  v,  w  par  les 
quanlites  d^signant  une  vibration  partielle,  le  facteur  commun  sin  (kj) 
se  trouve  encore  dans  tous  les  termes ;  et  en  le  supprimant,  il  reste 

t^*^  cos/>-Mi*^  COS7 -l-t^*^  cosr  =  0  , 
(52)  I         ijj>  cosp  + 1^^  cos  q  -h  t[J*  cos  r  ==  0  , 

t^^  cos/>-4-  tj,"^  cos(/  -I- 1|"^  cos  r  =  0  . 

Cos  6quations  ne  contiennent  pas  non  plus  le  temps  /. 

Les  Equations  (51)  et  (52)  d(^terminent  done  m^,  d^^,  w^  en  fonclion 

des  coordonn^s,  mais  de  telle  sorle,  cependanl,  que  ces  trois  quanti les 
peuvenl  6lre  multipli6es  h  la  fois  par  une  mSme  constante  arbitraire. 
En  effel,ces  eqitations  ne  changent  pas  si,  au  lieu  de  m^,  v^,  w^^  on  y 

met  ktf^,  ki;^,  kti;^,  k  d^signant  un  facteur  constant  quelconque  :  car 

ce  facteur  disparait  immediatemenl  comme  commun  a  tous  les  termes. 
Mais,  pour  la  determination  des  k\  qui  figurent  dans  les  premiers 

membres  des  Equations  (51),  les  Equations  (51)  et  (52)  conduisent, 
comme  dans  le  §  precedent,  a  une  Equation  transcendante.  Cette 
Equation  transcendante  a  toujours  ses  racines  r^les  et  positives^ 
comme  on  va  le  voir  imm^diatement. 

Auparavant,  il  imporle  de  remarquer  que  les  quantil6sM'^,i;'^,ti;' 
conduisent  aux  m6mes  6qualions  que  i/^,  i;,^,  w^,  et  ne  pcuvent,  par 
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consequent,  se  distinguer  de  ces  dernieres  quantit6s  que  par  des  fac- 
teui^  constants  arbitraires. 
Consid^rons  Tint^grale  triple 


J 


=///  («■"■ 


w^Wf^  dxdydz  , 


dans  laquelle  &  et  n  repr^sentent  deux  nombrcs  diffiferents,  et  qui  doit 
6tre  ^lenduc  au  volume  entier  du  corps  vibrant.  On  va  montrer  que 
cette  integrale  est  nuUe,  quelles  que  soient  ies  valcurs  dc  k  et  de  n, 
pourvu  qu'elles  soient  difTi^rentes. 

Si  dans  Tinligrale  J  on  introduit,  k  la  place  de  m^^,  v^,  ti;^,  leurs  va- 
lcurs tir6es  des  Equations  (51),  on  a 


a 


II. 


XX 


,(«) 


— //iA!J=^ 


Iff 


-l-l' 


Lr 


17 


i  I*"'     i  t 


(«- 


cU 


iz 


U 


<y 


ii ) 

WW  I 


dxdydz. 


Si  inaiulenant  Ton  traite  cette  integrale  identiquement  de  la  inline 
manierc  que  Tint^grale  semblable  du  g  16,  p.  .58  (qui  rcpresente  le  tra- 
vail cV  des  forces  int^rieures),  on  obliendra,  coinme  a  ce  g,  une  inte- 
grate double  devant  Stre  ^tendue  a  toute  la  surface  du  corps,  et  une 
integrate  triple.  Ces  deux  integrates  se  ddduisent  des  valeurs  de  61'^ 
et  de  — SU,  de  cc  g  16,  pp.  60,  61,  en  remplacant,  dans  leurs  expres- 
sions, Ies  t  par  Ies  t^"^  et  3m,  2r,  Iw,  par  m^,  i\.  w^.  Alor^^,  sans  alK*r 

plus  loin,  on  reconiiait  qu*a  cause  des  Equations  (5'2),  la  premiein}  dc 
ces  integrates  s'evanouil,  et  it  reste  seuleinenl 


l(N) 

Vx 


^x"*"'"  \lz  "^  iy) 


mA'J 


#— :'T^-c(i?-^^;:')U.v.. 


+« 


"    cz  ^  \c  If  C  X ) 


Si  inaintenant  l*on  ronsidero  qui'  Ins  l"^  soni  drs  fonclions  liniuiire: 
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des  SIX  quantitcs  ~-^, "  +  __!! ,  el  sont  ainsi  (m6me  g  16) 

les  quotients  diif(6rentiels  partiels,  par  rapport  k  ces  quantitcs,  d'une 
mdme  fonction  du  second  degre,  l*on  reconnaitra  que  la  fonction  placee 
sous  le  signe  dlnt^gration  ne  change  pas  quand  on  y  remplace  Ics 
Wfc,  Vfc,  u;^  par  les  ti^,  v^^w^.  La  m6me  chose  doit  done  avoir  lieu  pour 

le  premier  membre  de  I'^quation.  Or,  J  ne  change  pas  quand  on  y 
remplace  n  par  k,  tandis  que  k^  se  change  en  k\.  Si  done  k  et  n  sont 

diffigrents,  le  premier  membre  ne  pent  conserverla  ra6me  valeur  qu'au- 
tant  qu'il  est  toujours  egal  a  z6ro.  On  a  done  n6cessairement,  lorsque 
At  et  n  sont  difTirents  : 

comme  nous  Tavons  avance. 

Maintenant,  si  T^quation  transcendante  qui  a  pour  racines  les  k^ 

avail  des  racines  imaginaires,  a  chacune  d'elles  r^pondrait  sa  conju- 
gu6e,  et  Ton  pent  prendre  AJ^  et  A:*  pour  deux  dc  ces  racines  conjuguees. 

Par  suite,  ti^et  u^  seront  aussi  des  grandeurs  imaginaires  conjuguees, 
el  il  en  sera  de  m6me  de  v^  et  v^,  de  w^^  et  w^.  Or  le  produit  de  deux 

imaginaires  conjugutes  de  la  forme  a  -4-  pi,  a — pi  (i  6tant  \J — l),  est 

6gal  a  a'-+-p*,  et  est  par  consequent  positif;  I'lntcgrale  (53)  repr6sen- 
terait  done  une  somme  de  nombres  positifs  qui  ne  pent  $tre  6gale  a 
zero.  Done  &'  ne  pent  jamais  6lre  un  nombre  imaginaire  binome. 

Mais,  de  plus,  lous  les  A:^  doivent  aussi  6tre  positifs,  etr  par  conse- 
quent, les  k  eux-m£mes  doivent  6tre  r^els.  En  effet,  si  Ton  opere, 
comme  on  vient  de  le  faire  sur  Tinl^grale  J,  sur  une  autre  int^grale 


J 


'-fjJi<-^<-^<)'^'''^y'^'^ 


dans  laquelle  les  m^,  v„,  11;^  sont  n6cessairement  reels  a  cause  de  la  rea- 
lite  d6montr<^  des  k\,  on  obtient  de  la  mSme  maniere  que  lout  a  Theure 
la  valeur  de  mA*  J',  exprimee  par  I'intigrale  triple  ci-dessus,  dans  la- 
quelle les  w^,  Vj^,  Wf^  sont  remplacfes  par  les  w^,  v^,  w^.  On  reconnalt 

ensuite  facilement  que  Texpression  sous  le  signe  d'integration  n'est 
autre  chose  que  le  double  de  la  fonction  F  de  Texpressiun  (34  a)  du 
g  16,  page  62,  dans  laquelle  on  aurait  remplac^  14,  v,  tt>,  par  u^,  v   , 

9 
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u;^,  fonction  homog6ne  du  second  degr6  des  six  dftformalions  616men- 
taires  2»  g,  ou  blendes  six  composantes  de  tensions t  v  t^  »  donnant 
la  valeur  du  travail  des  tensions  qui  ont  produit  ces  deformations  pour 
I'unite  de  volume  de  TSl^ment  dxdydz  du  corps.  On  a  done 


(54)  mk\  y  =  2  fff¥  ilxdyih  . 


Or,  la  difr^rentielle,  prise  en  signe  contraire,  de  Tintegrale  triple  du 
second  membrc,  cxprime  le  travail  des  forces  in(6rieurcs  pour  une 
deformation.  L^int^grale  elle-mdme  repr^sente  done,  pris  en  signc 
contraire,  le  travail  des  forces  inl6rieures,  lorsque  les  points  de  c» 
corps  sont  deplaces  dc  leurs  positions  d'6quilibrc,  et  que  ces  diplacc- 
ments  sont  exprim^s  par  u^,  v^,  w^.  Ce  travail  est,  de  sa  nature,  niga- 

tif,  et  exactcmcnt  oppose  au  travail  posilifdcs  forces  exterieures,  qui 
lui  est  6gal,  et  qui  est  neccssaire  pour  produire  les  deplacemementji. 
La  triple  integrate  est  done  necessairement  positive.  Or  J\  qui  est  une 
sommede  termes  positifs,  est  aussi  positif  ;donc/c^  doit  necessairc* 
ment  etre  positif,  ce  qu^il  fallait  demontrer. 
Si  k^  pouvait  devenir  imaginaire,  sin  (kj)  et  cos  (kjt)  deviendraicnl 

aussi  imaginaires,  et  ces  fonctions  Irigonometriques  se  developperaient 
en  des  termes  qui  contiendraient  le  temps  en  exponentielle  a  exposant 
reel,  c*est-a-dire  en  des  termes  qui,  lorsque  le  temps  augmenterait, 
dcvraient  tcndre  vei*s  zero  ou  s*accroUre  indefiniment.  La  veritable  si- 
gnification de  ce  qui  vicnt  d'etre  demontre  est  done  ceci  :  Le$  mouvc^ 
menu  intMeurs  (Tun  corps  ^lastique,  $i  ce  corps  estenti^rement  aban* 
donn^alui-meme,  nepeuvent^  avecle temps ^niaugmenternidiminuer; 
maiSy  au  contraire,  tous  les  mouvemenis  partiels  s'ex^cutent  en  pirio- 
des  d'igale  dur^e  entre  des  limites  invariables  qu'Us  ne  peuveni  d^s* 
ser^  mais  quails  atteignent  toujours  de  nouveau  piriodiquemeni. 

L*application  de  Tiquation  (53),  ///  =  0,  au  probieme  pose  au 
§  19  qui  precede,  sefait  tres  simplemenL  Dans  ce  probieme  les  deplacc- 
ments  sont : 

M=px,       t~py,       tv—pi^ 

et  peuvent  etre  exprimes,  d'apres  les  notations  de  I'equation  (39) 
p=R^sin(/c,04-R,sin  {kJt)  4-....,  commc  il  suit  : 
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Coinme  on  a  d'aiUeurs 

I'expression  qui,  multipliie  par  dxdydz,  est  a  iiitegrer  dans  Tequa- 
lion  (53),  ffS( )dxdyd%=zQy  prend  la  valeur 

qui  ne  depend  plus  que  de  r. 

Pour  intigrer  celle  expression  multipliic  par  dxdydz  et  6tendue  au 
corps  entier,  on  pent  d'abord  integrer  sur  une  couche  sph^rique  dont 

Icrayoneslretdontrepaisseurestdr.CommeR^R^r'a  la  m^ine  valeur 

pour  tous  ses    points,   on    obtient    la   valeur  de  Tiiiligrale  pour 

toule    celte  mfime  couche  sph6rique  en    multiplianl  R^^  R^  r  par 

son  volume  4xr  rfr.  On  a  done,  en  supprimanl  le  facteur  4z,  puis  en 
ajoutant  les  integrates  relatives  a  toutes  les  couches  spheriques,  et  en 
tenant  coinptede  Tdquation  (53), 

(49  a)  r  ^l^.y'dr  =  0.  (*) 


(*)  En  inuUipliant  par  le  rayon  vecteur  r  rexpression  (49  a)  de  p,  p.  124, 
on  a  le  deplacement  mol^culaire  k  la  distance  r  du  centre;  et  en  differen- 
tiant  le  produit  par  rapport  au  temps  /  on  a  la  vitesse  k  cette  in6me  dis- 
tance r.  Si  on  Tappeile  V,  on  obtient  une  expression  qui  pent  6tre  ^crite 


V=  IJ  =  2,^"  [aA  ^  (*«')  -  BA  »i"  (V)]  <•¥»  (v)  • 

Si,  apr^s  avoir  61eve  cette  expression  au  carr6,  on  lamultiplie  par  m.  27rr*Jr, 
moiiie  de  la  masse  de  la  couche  sph6rique  d*6paisseur  rfr,  qui  est  anim6e  de 
la  vitesse  V,  el  si  Ton  integre  de  r  =  0  ^  r  =  a,  on  a  la  derai-force  vive  de  la 
sphere  enti6re.  En  Fappelant  *,  eten  designant  par  T^  le  bindme  entre  pa- 
rentheses qui  est  une  fonction  de  t  seul,  Ton  a  une  expression 


* 


= '-  2^1'*  ['.  (4)]'*  *-  2  V.  r-^-'.  (¥) '.  Cf ') . 


le  premier  2  comprenant  tout  ce  qui  vient  des  carres  des  divers  termes  de 
Fezpression  de  la  vitesse  V,  et  le  second  comprenant  tout  ce  qui  vient  de 
leurs  doubles  produils ;  de  sorte  que  ce  second  2  d'etend  a  toutes  les  combi- 
naisons  deux  a  deux  dos  indices  inegaux  n,  n'  de  A.   Or,  la  s.3Condo  des 
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Si,  au  lieu  de  R^  et  de  R^,  on  met  leurs  valeurs  tir6es  de  T^qua- 

tion  (47),  R^=A^9  (-1-|,  on  Irouve  Tiqualion  (49)  dug  19,  qui 
n'avail  pas  6t6  d6inontr6c. 


§21.  —  L«8  probldmas  da  r^qnllibra  das  corps  41astiqiias  soat 

compldtamant  dAtarminte. 


De  ce  qui  precede  on  peut,  de  la  manierc  la  plus  simple,  d^duire 
une  demonstration  dc  ce  fail  genrral,  que  Ics  problcmes  concernant 
Teqiiilibre  des  corps  elastiqucs  sont  entieremenl  determines,  si  les 
forces  ext^rieures  agissant  tant  sur  rintSrieur  du  corps  que  sur  sa 
surface,  sont  donnees. 

Admettons,  en  effqt,  que  le  probleme  de  T^quilibre  comportedcux 
solutions  differentes.  Soil  Tune  de  ces  deux  solutions  representee  par 
les  deplacemenls  w,  v,  w,  Tanlre  par  les  deplacements  u\  v\  uf. 
Ecrivons  les  equations  de  condition  du  probleme  une  premiere  fois 
avec  u,  r,  u;,  une  seconde  fois  avec  u\  v\  n/.  Soustrayons  Tunc  de 
Tautre  les  equations  correspondantes  des  deux  systemes,  nous  obticn- 
drons  evidemment  un  systeme  semblable  dans  lequel.  k  la  place  des 
variables  m,  v,  w,  se  trouveront  les  differences  u — u\  v  —  v\  w — w'. 
Mais  les  forces  exterieures  qui  dans  les  deux  systemes  etaient  repri- 


•a 


est  zero  d'apres  Tequation  (49),  qui  a  eie  demontree  au 

§  i9;  4*  se  reduit  donc&  la  premiere  de  ses  deux  parties.  Done  la  demi^force 
Vive  due  au  tnouvement  vihratoire  totals  qui  re'mlte  de  la  superposition  (fune 
infinite  de  mouvements  vihu^atoires  simples  ou  pendulaires,  est  e'gale,  a  chaque 
instanty  a  In  somme  des  demi- forces  vives  dues  a  ces  mouvements  vibratoires 
compomnts. 

J*ai  reconnu,  en  1865-66,  que  ce  theoreme  s*observe  dans  le  mouvement 
vibratoire  de  solidcs  de  formes  diverses,  autres  que  la  forme  spherique,  et 
dont  quelqucs-uns  etaient  reunis  k  des  masses  rigides,  vibrant  avec  eux.  Cela 
tient  k  ce  que,  pour  tous,  il  y  a  une  equation  comme  (49)  ou  (49  a)  qui  an- 
nule  la  somme  des  doubles  produilsdes  termes  entrant  dans  la  composilion 
du  carre  de  la  vitesse  resullante  (Cgmptes  rendus^  3  juillet  1865,  p.  23,  et 
28  mai  1866,  p.  195).  Sur  mon  invitation,  M.  Felix  Lucas  en  a  cherche  une 
demonstration  generate  qui  a  ete  inseree  au  tome  XXII  des  Savants  etran* 
ycrs,  (Yovez  aussi  un  article  :  Portage  de  la  farce  vive^  etc.,  aux  Comptes 
rendus,  2  el  9  decembre  1872,  t.  LXXV,  p.  1425  et  1567.) 
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sent6es  identiquement  par  les  mftmes  termes,  auront  compl^lement 
disparu  par  la  souslraction.  Ainsi 

sont  des  diplacements  qui  pcuvent  se  produire  dans  le  corps  sans 
qu*aucune  force  exl6rieure  n'agisse  ni  sur  rinterieur,  ni  sur  la  sur- 
face. II  suffira  de  montrer  que  de  tels  dcplacements  sont  necessai- 
rcment  nuls  pour  avoir  prouv6  que 


M  =  m'  ,    v  =  v\    w^=w' 


c'est-i-dire  que  les  deux  solutions  admises  n'en  font  qu'une  et  qu'il 
n'y  a  qu*un  seul  et  unique  6tat  d*6quilibre. 

Admettons  done  qu'aucune  force  ext^rieure  ne  soit  appliqu^e  au 
corps;  alors,  les  dcplacements  qui  peuvent  s'y  produire  doivcnt  satis- 

faire  aux  m^mes  equations  (51)  —  mA^ m^  = -^r^ -+- et  (52), 


cx 


l^'^cosp-H =  0,  employees  dans  le  g  precedent.  Seulement  les 

premiers  membres  des  Equations  (51)  doivent  (Am  remplaces  par 
z6ro(*);  ou,  en  d*autres  termes,  nous  aurons  les  6quations  conve- 
nables  pour  le  cas  qui  nous  occupe.  si  dans  les  Equations  du  §  prece- 
dent nous  posons  fc^=  0.   L'6quation  (54)  mk^^y=JJJ ,ouF 

,  reprfesente  le  travail  de  deformation  par  unite  de  volume  de  reiement 
dxdydz  du  corps,  se  reduit  immediatement  a 


fjj 


¥(lxdydz  =  0  . 


D'apres  sa  signification,  on  pent  reconnaitre  que  cette  integrate  a 
toujours  une  valeur  positive,  quelles  que  soient  les  fonctions  t/,  v,  w. 
En  effet  cette  integrate  exprime  le  travail  exterieur  necessaire  k  la 
production  de  ces  deplacements.  Mais  ce  caractere  de  Tintegralc 
s*applique  aussi,  necessairement,  a  la  function  F,  attendu  qu'on  pent 
choisir  le  corps  k  volonte,  et  par  consequent  le  redoire  a  un  espace 
infiniment  petit  pour  lequel  cette  integrale  n'est  autre  chose  que  F 


(*)  Car  ces  premiers  membres  — iwAf*ti^,  —  "'^n^n' '''^ii"'ii  provenaient  de  ceuxdes  ^qua- 
tioDS  de  mouvement  (30)  m— r»  "•— r»  ^ — r»  *iui  n'existent  pas  dans  les  questions 

i}r       dr       dv 

d'equilibre. 
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multipiie  par  le  volume,  et  par  const^quent,  dans  tous  les  cas,  par  une 
p^randeur  positive;  F  est  done  n^cessaireraent  posilive. 

Comme  Tintegrale  dont  il  s'agit  est  une  somme  de  quantit^s  posi- 
tives, elle  ne  pent  s'annuler  qu'avec  ces  qiiantites  elles-mftmes.  II  faul 
done  que  Ton  ait,  pour  les  d^placeiiients  on  question,  F=0.  Et  comme 
F  est  une  fonction  essentiellement  positive,  cela  ne  pent  arriver  que 
si  les  termes  dont  elle  se  compose  s'(ivanouissent  tous  ensemble,  c*cst- 
a-dire  si  on  a,  a  la  fois, 

fu        ,^  (V        fw       ,. 

< X  <  ^       <y 

(55)  .         ^^^---0,       7;;^7^-0, 

(  Z  (  If  /  x 

(]onsi(i^rons  par  exemple  la  fonction  u.  D'apr^s  la  pi*emi6re  equa- 
tion, elle  ne  pent  contenir  or,  de  m6me  que  v  ne  pent  contenir  t/,  ni 

u\  z.  De  plus  la  derni^re  Equation  monlre  que  t-  ne  pcut  contenir  y, 

de  sorte  que  u  doit  6lre  lin^aire  en  y.  I/avant-derniire  equation 
montre  de  m^me  que  u  doit  ^tre  lineaire  en  z.  On  pent  faire  un  rai- 
sonnement  analogue  sur  les  fonclions  v  et  ti;,  et  poser  alors,  a,  6,  c,  x, 
)3,  Y  ^tant  des  quantit^.s  constantes  : 

v=:b-haz  —  yx  , 
w=^c-\-px — ay  . 

Les  coefficients  de  x,  y,  z  dans  les  seconds  membres  ont  dA  6tre  pris 
deux  k  deux  6gaux  et  de  signes  contraires  pour  satisfairc  aux  Irois 
derni&res  Equations  (55). 

Les  Equations  (56)  no  repr^sentent  rien  autre  chose  que  les  d^pla- 
cements  que  pourrait  prendre  Ic  corps  s'il  ^tait  considi^r^  comme 
absolnment  rigide.  On  pent  facilement  sen  assurer.  Si,  en  effet,  des 
six  constantes  a,  6,  c,  a,/^,^,  on  en  fait  disparaitre  cinq,  en  ne  conser- 
yant  que  a,  on  a  t;  =  u;  =  0,u=a.  Tous  les  points  du  corps  sont 
done  d^plaa^s,  parall61emer)t  aux  x,  de  la  distance  a.  De  m£mc  b 
indique  un  ddplacenient  du  corps  parallelement  a  I'axe  des  t/,  et  c  un 
d6placement  parallele  a  Taxe  des  z.  Si,  au  contraire,  on  ne  laisse 
subsister  quo  a,  on  a 
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les  points  de  I'axe  des  x  pour  lesquels  2=0,  2/==09  ^^^^  done 
demeures  en  repos;  mais  si  nous  consid^rons  un  point  £loign6  de 
Taxe  des x dune  distance  r,  formant  priniitivement  avec  la  direclion 
des  z  un  angle  9,  et  dont  les  coordonn^s  sent  par  consequent 

s  =  r  cos  y  ,      y^^  r  sin  ^  , 

ct  si  nous  donnons  au  corps  une  petite  rotation  a  autour  de  Taxe  des 
or,  les  coordonn^es  de  ce  point  deviendront 

y  4- 1'  =  r  sin  (^  4- «) ; 

ou  bien,  si  Ton  suppose  a  ti^s  petit,  de  sorle  que  son  sinus  puisse 
6tre  remplaci  par  a  et  son  cosinus  par  4 , 

z-^w^r  (cos  y  —  a  sin  9>)  , 
y-^v  =r  (sin  y  -h  a  cos  <p)  . 

En  retranchant  respectivement  les  valeurs  ci-dessus  de  z  ct  de  t/,  il 
reste 

w  =  —  «r  sin  y= — ay 
r  =  ar  cos  «  =  ««  .' 

Les  d^placements  trouv^s  ci-dessus  correspondent  done  h  une  petite 
rotation  autour  de  Taxe  des  x.  De  mSme,  /3  et  y  repr^sentent  des 
rotations  autour  des  axes  des  y  et  des  z.  Par  consequent  les  liqua- 
tions (56)  n'indiquent  pas  autre  chose  que  Tensemble  des  deplace- 
ments  que  pourrait  prendre  le  corps  supposfe  rigide. 

II  r^sulte  de  1^  que  les  probUmes  de  V^quilibre  des  corps  dastiques 
sont  compUlement  d^termin^s  lorsque  Von  ajoute^  aux  Equations  diff^- 
rentielles  exprimant  eel  ^quilibrej  autant  de  conditions  quHl  en  faut 
pour  dderminer  complMement  la  position  d'un  corps  rigide, 

Ces  conditions  sont  les  suivantes  : 

1*  Qu'un  point  du  corps  demeure  fixe,  en  sorle  que,  pour  ce  point, 
V,  v^  w  disparaissent ; 

2^  Qu'un  element  de  ligne  nien6  par  ce  point  conserve  sa  direction ; 

^^  Qu'un  element  de  surface,  infiniment  peHt,  passant  par  cet 
element  de  ligne,  conserve  sa  direction. 

Avec  ces  conditions  compl6mentaires ,  le  probl^me  se  trouvera 
determine  sans  aiicune  ambiguite. 

La  situation  du  systerae  des  coordonnes  n'est  determinee  que  par 
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des  nombres  finis,  c'est-Ji-dire  par  des  grandeurs  vis-^-vis  desquelles 
on  neglige  les  petits  d^placements ;  c*est  cette  situation  qui  donne 
d*abord  les  616ments  de  determination  du  probl6me,  qu'on  vient  de 
rappeler.  Si,  apris  que  les  d^placements  se  son!  produits,  on  les  prend 
en  consideration,  on  devra  apporter,  dans  ces  elements  de  determi- 
nation, de  petites  corrections  qui  seront  donnees  par  ce  qui  precede. 
Ces  corrections,  k  vrai  dire,  ne  se  ropportcnt  qu'a  la  determination  du 
sysl^me  des  coordonntes,  el  il  n'y  a  qu'une  illusion  dans  Tapparence 
que  le  corps  pourrait  6tre  un  peu  d^place  sans  que  r6quilibre  cessdt 
d'cxister,  ce  qui,  evidemment,  est  une  absurdite.  Ce  n*est  pas  le  corps, 
mais  c'est  la  position  du  syst^me  de  coordonn^es  par  rapport  au 
corps  qui  pent  61re  un  peu  deplacce,  sans  que  la  forme  des  conditions 
d*equilibre  change  le  moins  du  monde;  et  c'est  seulement  cette  cir- 
Constance  qui  est  indiquie  par  Tarbitraire  dont  restent  affeciees  les 
farmules  (56). 


ClIAPITRE  II 


CORPS  PRISMATIQUES  OU  CYLINDRIOUES  EN  GENERAL 


g  22.  —  £qailibre  des  corps  cylindriqa^s  on  prismatiques.  — 
Probldme  de  Saint-Venant  (Dnx  de  Saint-Venantsehe  Problem). 

Les  corps  cylindriquesontdans  les  applications  une  telle  importance 
que  Ton  comprend  que  Ton  ait  cherch6  a  Mablir  d*une  maniire  com- 
pile la  th6oriedes  deformations  de  ces  corps.  C'est  aux  reclierches  de 
M.  de  Saint-Yenant  que  Ton  est  redevable  d*une  connaissance  plus 
approfondie  des  phinom^nes  qu'ilsprfesenlent  (*).Partant  de  points  de 
vuc  qui  lui  sont  particuliers,  de  Saint-Yenant  a  appris  k  connaitre  une 
s6rie  d*6tats  d'6quilibre  de  corps  en  g6n6ral  et  de  corps  prismatiques 
en  particulier.  U  \a  6tre  donng  plus  loin  un  expos6  de  ses  travaux, 
modiiie  dans  les  points  principaux  qui  ont  rapport  k  Tobjet  que  nous 
avons  en  vue. 

Consid^rons  un  corps  cylindrique  ou  prismatique  de  section  quel- 
conque,  et  d'une  substance  homog^ne  qui  soit,  comme  nous  avons  dit 
a  la  fin  du  g  3,  d'^gale  contexture  dans  les  divers  sens  transversaux 
ou  perpendiculairesaux  ar6tesdesa  surface  et  pouvant^  du  reste,offrir 
une  contexture  et  des  resistances  differentes  dans  le  sens  longitudinal 

,  ^ 

(*)  H^moire  ttir  la  torsion  de«  priswes^  au  tome  XYI  (1855)  des  Savanla  itrangerM. 
Idmoire  9ur  la  flexion  des  prismes,  au  Journal  de  Liouville,  2*  s^rie,  t.  I  (1856).  (Note 
de  Clebsch). 

Ces  deux  N^moires  ont  ^t^  lus  h  rAcad^mie^  Tun  le  13  juin  1853  (torsion),  I'autre  le 
20  juillet  1855  [flexion).  Un  premier  extrait  de  celui-ci  avait  paru  le  20  novembre  1854 
aux  Comptes  rendu^  des  stances,  t.  XXXIX,  p.  1027.  Yoyez  au  rodme  recueil,  t.  XXXVI, 
p.  1028  et  t.  XLI,  p.  145.  Voyez  encore  le  lumineux  rapport  de  U.  Lam6,  26  d^cembre  1853, 
t.  XXXVU,  p.  984,  et  aussi  la  troisiSme  Mition,  annot^e  (1864),  du  liisumi  des  Lemons  de 
Kavier  sur  I'application  de  la  m^canique  4  Tdtablissement  des  constructions  et  des 
machines. 
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ou  parall&le  aux  mftmes  arStes  (*).  Conform^ment  aux  conditions  rap- 
pelves  k  la  fin  du  g  pr6c6dent,  supposons  le  corps  fixide  telle  mani&rc 
que  dans  Tune  des  deux  bases  ou  sections  transversales  qui  Ic  limi- 
tent,  un  pointy  un  VlVmentde  ligne  et  un  element  de  surface  soient 
assujettis  a  conservcr  des  positions  donnVes.  Prenons  Taxe  des  z  pa> 
rallVIe  aux  ar6tes  du  cylindre,  de  maniVre  que  les  sections  transvcr- 
sales  soient  primitivement  parallVles  au  plan  des  xy:  prenons  pour 
origine  le  point  de  la  base  ou  section  extreme  dont  on  vient  de  parler, 
qui  doit  rester  fixe;  et  prenons,  pour  axe  des  x,  la  direction  de  Tile- 
ment  de  ligne  dont  la  position  est  Vgalcmenl  invariable;  TVlVment  dc 
surface  dc  la  m6me  base,  voisin  de  Torigine,  devra  encore,  apr&s  le 
diplacement,  se  trouver  dans  le  plan  ay.  D*apr6s  cette  hypothVse  on 
voit  que 

pour  .r  =  0,    y==0,     3  — (I, 

on  doit  avoir  m  =  0,     r  =  0,    w=Q. 

Si  dans  cette  section  extreme,  qui  forme  le  plan  des  xy,  nous  con- 
sidVrons  un  point  voisin  de  Torigine  et  ayant  poiir  coordonntes  dx, 
dyj  ses  dVplaccments  seront  cxprimis,  les  indices  0  signifiantdes  quan- 
tit6s  particularis6es  pour  2=0,  par 


Puisque  ce  point  doitdemeurer  dans  le  plan  xy,  son  d6placemenl, 
dans  la  direction  des  z,  doit  6tre  nul ;  on  a  done  nicessairement 


©.=«■    a=»- 


Si  Ton  suppose  que  ce  mdme  point  se  trouve  situi  sur  Faxe  des  x. 


(*)  Id  rsuleur  disait :  c  Un  corps  d'une  substance  uon  crisUUine  (i«otrope)  » ;  sjootant 
qu'il  ne  faisait  cette  hypotMse  que  pour  simpltfler,  c  car  des  considerations  semblablei 
seraient  appticables  aux  corps  ci-iblalttns  (h^t^rotropes)  >. 

lious  aTons  dO  remplacer  cette  plirase  par  tine  autre,  en  conformtld  avec  ce  que  oout 
aYons  dit  au  commencement  de  notre  Averth$emeni,  et  ansst  dans  une  note  k  la  6n  du  %  5, 
en  eiprimant  alors  que  lesfonnules  ^taient  tout  aussi  simples  pour  les  prismes  on  cjllndrea 
constitute  d'une  autre  maniire  longitudinalement  que  transTersalement,  et  qui  soot  les 
seuls  k  peu  prte  qu'oCTrent  la  nature  et  Tindustrie. 
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c'est-i-dire  si  Ton  fail  dt/  =  0,  il  devra,  apris  son  dSplacemcnt,  rester 
sur  i*axe  deso;,  et,  par  consiquentt  son  d^placement  dans  la  direction 
des  y  doit  6lrc  nul.  On  doit  done  avoir  aussi 


( 


En  r£suin£,  pour  Ic  point  fixe  choisi,  les  conditions  suivantes  doi- 
vent  fitre  remplies : 

pour  r— 0,  .      //=0,  5=:=0, 

,^„,       ,  on  doit  avoir      i/=0,  v  zrrzi),  w—0, 

(57)      { 

^:l£-0        ^'-0        '^'^0 

;.r-*"'         f.r~^''        fjy^^'' 

Nous  supposerons  qu* aucu7ie  force  extMeure  rCagwesurlasurface 
lat^ale  du  prisme  ou  cylindrej  ni  sur  les  points  de  son  int^eur,  en 
sorte  que  nous  abstrayons  ici  la  pesanteur,  dont  Tinfluence  est,  au 
reste,  le  plus  souvent  n^gligeable.  Les  forces  ext6rieures  qui  doivent 
determiner  I'^tal  de  ce  corps,  ne  s'exerceront  done  que  sur  les  divers 
el6ments  supcrficiels  des  bases  :  nous  consid^rerons  comme  inconnu 
leur  mode  d'action  et  de  distribution  sur  ces  dements,  et  nous  cher- 
cherons  quel  il  doit  6(re  sur  la  base  libre,  pour  que  les  conditions  qui 
seront  supposSes  puissent  6tre  remplies;  mais  il  nousfaut,  pour  en 
faire  le  calcul,  un  nouvel  Moment  de  d6termination. 

Imaginons,  h  cet  effet,  le  corps  entier  comme  form6  de  fibres  per- 
pendiculaires  aux  sections  et  dont  la  direction  primitive  est  parall^le 
aux  generatrices  du  cylindre.  Les  faces  des  fibres  limiles  qui  font 
partie  de  la  surface  extericure  laterale,  ne  sont  soumises,  d'apr^s  nos 
suppositions,  k  aucune  tractioi\  ni  pression.  Pour  exprimer  cette 
condition,  nous  devons,  dans  les  trois  Equations  gen^rales  (25), 
p.  46,  t    cosp  -h =  T  cos  xiy  relatives  aux  surfaces  ext6- 

rieures  des  corps^  faire  T,  la  traction  exterieure,  egale  h  zSro^  et  cos  r 
nul  aussi,  puisque  la  normalc  k  la  surface  ext6rieure,  dont  p^  9,  r, 
repr&sentent  les  angles  avec  les  a;,  t/,  %  est,  ici,  perpendicuUire  a  Taxe 
des  2,  en  sorte  que  r  est  un  angle  droit.  On  a,  par  suite : 

cos^  =  8inp. 

I^s  conditions  limites  (25)  pour  la  surface  lat^rale  sont  done  les 
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suivantes : 

Ii^cosp-h  t^  sinp = 0, 
t^cosp  +  l^sinp=0. 

Remarquons  que  Ics  deux  premi&res  de  ces  Equations  (57  a)  sont 
toujours  satisfaites  d'elles-mftmes  pour  certains  itats  du  cylindre  ou 
prisme  dans  lesquels  les  fibres  scraient  suppos6es  n'exercer  les  unes 
sur  les  autres  ni  pression  ni  traction  lat4rale^  soil  dans  les  sens  des 
X,  t/,  soil  aussi  dans  les  sens  qui  leur  sont  intermediaires,  en  sorte 
qu'on  aurait 

(57  fr)  t^^  =  0,    1^  =  0,    t^  =  Opartout. 

II  est  naturel  de  se  demander  k  quelfes  conditions  ces  ^lit6s  (&1  b) 
auraient  lieu ;  on  pent  done  se  poser  te  probl^me  suivant : 

QtieU  sonty  pour  un  corps  cylindrique  ou  prismatique  qui 
rCest  soumis  Hl  Vaction  d'aucune  force  exiirieure  agissant  soil  sur  sa 
surface  UU^rale,  soil  sur  les  mol^ules  deson  int^neury  les  Hals  d^^qui- 
libre  dans  lesquels  les  diff&entes  fibres  longitudinales  ne  supporleni 
aucune  pression  lat^rale  ou  perpcndiculaire  k  leur  longueur?  QueUes 
sont  les  forces  qui  doivetU  agir  sur  la  surface  extrime  ou  base  libre 
pour  produire  des  Hats  semblables? 

Tel  est  le  probl^me  de  Saint-Venant  (*).  Ce  probl6me,  comme  on  le 
verra,  pent  se  r^soudre  de  diverses  mani^res  et  comporte  plusieurs 
solutions  difli&rentes  pr^sentant  cette  particularity  coniniune>  que  les 
sections  infinit^simales  primitivement  rectangles  des  difl%rentes  fibres 
du  corps  demeui'ent  des  rectangles,  et  que  les  contractions  lat^rales  de 
ces  fibres,  dans  deux  sens,  sont  rigoureusement  celles  qui,  dans  les 
prismes  Isolds,  correspondent  k  leurs  extensions  longitudinales. 

D*aprtece  qui  pr6c6de,  -jr  ^^  er-^  jr  ^tait'nt  les  extensions  de  I'u- 

nit^  de  longueur  suivant  les  directions  respectives  z  de  la  longueur  du 
prisme,  ou  de  ses  fibres,  ct  a?,  i/,  de  ses  dimensions  transversales  ou 
latirales.  Comme  maintenant  il  n\  a  plus,  yu  t  .  =  0,  t    =  0,  de 

pression  lat^ralc,  chaque  portion  de  fibre  est  dans  le  cas  du  petit 
parall£16pip£de  du  g  2,  tir6  sur  ses  bases  par  des  forces  t    et  libre 

(*)  Nous  dirons,  dans  mie  Note  k  la  fin  du  prtent  g  22,  comment  nous  a^oos  M  eondoit 
il  nous  poser  les  divers  eas  de  ce  probl^me,  dont  I'eiacie  solution  aoalytique  est  possible 
el  peut  s*appliquer,  avec  une  approximation  trte  suffisante,  aui  prolil^mes  usuels  des  tiges, 
rebelles  aux  solutions  rigoureuses,  qui  d'ailleurs,  si  ^\e%  6(aient  troav^es,  seraieot  d'uoe 
application  impossible,  comme  on  ▼erra.  (Note  de  la  fin  du  g  28.) 
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sur  ses  autrcs  faces.  On  a  done,  en  vertu  des  formules  p  =  Ed  et 
3'  =  —  t)Z  de  ce§, 

(»)  ■  •„=eS 

et  9  :  1  6(ant,  comme  au  m^me  §2,  le  rapport  des  contractions  late- 
rales  aux  extensions  longitudinales. 

Pour  exprimer,  maintenant,  que  TSl^ment  de  surface  de  la  section 
reste  rectangulaire,  ce  qui  revient  a  faire  g    =  0  ou  t    =  0,  on 

devra  poser  (§  13,  p.  49) 

(60)  r+r=o- 

oy     bx 

Par  consequent,  les  equations  (30),  §  14,  p.  51,  dont  les  premiers 

tf^u        d^v        S*w 
membres  m -^2 ,  ^ ^i  ^  -771*  ainsi  que  X,  Y,  Z,  doivent  6tre  annu- 

16s,  deviennent : 
(60  a)  {  -^-0. 

Si, dans  la  troisi^me  deces  Equations,  on  met  pour  I    sa  valeur  (58), 

E  ^ ,  et  si  dans  toutes  trois  on  met  pour  les  deux  autres  tensions 

leurs  valours  (34  c)  du  commencement  du  §  17,  p.   Ill,  ou  nous 

E 
6crirons  pour  plus  de  g6n6ralit6,  au  lifiu  de  ^ ; ,  le  coefficient 

d'61asticit6  de  glissement  6  du  §  3  [expressions  (i)  et  (1  a),  p.  12|y  en 
laissant  ind6lermin£  son  rapport  a  E  et  a  9,  ce  qui  donne 

et  cc  qui  embrasse,  avons-nous  dit  (Avertissemcnl),  le  cas  d*un  rap- 
port quelconque  des  61asticit6s ;  en6n  si,  apr6s  la  substitution  dans  la 
troisi^me  des  Equations  qu'on  vient  d'icrire,  on  la  reduit  en  ayant 
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^rd  k  (59),  Ton  a 

f;j...      ri...      r.i, 


/E      a  \  ^'w  ,  Ihv  ,  c"*»t.      . 


Des  trois  equalions  dc  conditions  limites  (57  a),  il  ne  resle,  avons- 
nous  dit,  qu'une  seuie,  savoir  : 

(62)  0  =  t^5  cosp  +  i^^  sin  p ; 

ou  bien,  eu  6gard  aux  valeurs  de  t   ,  t    que  nous  venous  d'ecrirc, 

(62„)  0=  (|;  +  ^j  COSP+  (^  +  |^j  smp, 

qui  doit  6tre  satisfaite  a  la  surface  exterieure  du  cylindre. 

L'ensemble  des  fequa lions  (58)  i  (62)  va  6tre  6tudi6  d'une  mani^re 
approfondie  dans  les  g§  suivanls.  (*) 


(*)  NOTE  FINALE  DU  g  22 


Navier,  qui  a  fond^,  en  1821,  la  th^orie  niath^matique  de  relasticit^ 
des  solides,  s'^tait  coniente  d'etablir  les  Equations  difT^rentielles  de  leur 
^quilibre  int^rieur,  et,  en  mSme  temps,  celies  des  conditions  k  rempiir  a 
leur  surface,  qui  donnent  implicitement  los  six  formules  de  composantes 
rectangulaires  de  tensions  pour  les  corps  isotropes. 

Cauchy  et  Poisson,  en  1828,  et,  vers  le  mdnie  temps,  Lam^  avec  la  coUu- 
boration  de  Clapeyron,  apr6s  avoir  traits  le  mdme  sujet  par  des  considera- 
tions un  peu  diff^rentes,  s'occup^rent  aussit6t  d*en  appHquer  les  formules 
aux  probl^mes  de  deformation  des  tiges  prismatiques  ou  cylindriques. 

lis  r^solurent  facilement  celui  de  leur  extension  longiludinale,  accompa- 
gn^e  de  contractions  transversals,  sous  Taction  de  forces  de  traction  sup- 
poshes  uniform^ment  r^parties  dans  toute  Tetendue  de  Icurs  bases,  el  un 
autre  probi^me^  le  plus  facile  apris  celui-la,  savoir,  le  probleme  de  la  tor- 
sion uniforme  d'une  tige  k  ieclion  circulairef  suppos^e  n*eire  soUiciiee 
qu'aux  divers  points  de  ses  bases  par  des  forces  tangentiellesy  ou  agissant 
dans  leurs  plans,  perpendiculairement  aux  rayons  vecteurs  des  points  el 
d*intensites  proportionnelles  k  ces  rayons ;  car  ce  sont  \k  des  conditions 
d*application  et  de  distribution  des  forces,  n^cessaii^s  pour  que  Textension 
et  la  torsion  soient  ce  qu'on  les  suppose,  ou  pour  que  les  deux  solutions 
qu*elles  pr^sentent  soient  cxactes. 

Pour  la  flexion,  Lam^,  qui  ne  se  contenlait  que  de  solutions  rigoureuses» 
nen  ajanidis  donne  aucune,  pas  m^me  dans  son  livrc  de  1852;  il  y  men- 
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tionae  seulement,  k  sa  douzidme  Le<^on,  ses  longues  et  infruclueuses  recher- 
ches  de  VeUU  d'equilibre  d*ela$licite  dun  prisme  rectangulaire  doni  le$  six 
facet  teraieni  wumites  h  de$  forces  dcnnees^  probUme  dea  plus  imporiante, 
selon  lui,  et  k  la  solution  duquel  il  a  m^me  inutilement  convi6  iouile  monde 
savant,  en  determinant  rAcad^mie  k  le  proposer  pour  siyet  de  grand  prix 
k  diverses  reprises  depuis  1846  jusqu'd  1858  (*). 

Poisson  et  Cauchy,  pour  ce  probl^me  difficile  de  la  flexion,  tentdrent  une 
solution  seulement  approximative,  par  une  m^thode  dont  ils  avaient  peut- 
Alre  puis^  le  module  dans  le  H^moire  de  Lagrange  sur  le  mouvemeni  de* 
liquides  des  canaux  peu  profands  (Ae.  de  Berlin,  1781 ,  n^  32,  ou  Mec.  an.^ 
2*  partie,  n"*  25  de  la  section  XI)  et  qui,  appliqu^e  aux  deformations  des 
prismes  solides  dont  les  dimensions  lat^rales  sent  suppos^es  tr^s  petites, 
consiste  k  admettre  que  les  tensions  et  les  dilatations,  aux  divers  points  de 
chacune  de  leurs  sections,  «  sont  exprimables  en  series  convergentes  ordon- 
n^es  suivant  les  puissances  enli^res  et  positives  des  coordonn^es  transvei^ 
sales  »  comptees  k  partir  des  centres.  lis  arriv^rent  ainsi  k  deux  formules 
principales,  conformes  k  celles  de  la  throne  ordinaire  de  la  flexion. 

Mais,  outre  que  cette  m^thode  se  base  sur  une  hypothese  arbilraire»  et 
qui  laisse  masques,  ou  inexactement  appr^cies,  les  glisaements  qui  accom- 
pagnent  necessairement  toute  flexion  ine'tfole  ou  non  circulaire,  elte  com- 
porta  des  suppressions  de  termes  dont  rien  ne  juatifie  Tapproximation*  et 
qui  conduisent  m^me  k  des  contradictions  quand  on  lea  op^re  de  differentes 
manidrea. 

C*est  oe  qui  se  manifesto  surtout  dansTemploi,  du  reste  fort  ingdnieux  et 
d^}k  utile,  qtt*en  a  fait  Gauchy  pour  chercher  la  loi  de  la  torsion  d*un  prisme 
rectangulaire.  En  effet,  outre  que  Ton  ti^ouve  ainsi,  lorsque  la  base  est  car- 
r^e,  une  expression  dont  un  raisonnement  simple  d^montre  Terreur,  on  pent 
voir  que,  quand  la  base  est  un  rectangle  quelconque,  si  Ton  prend  des  ter- 
mes de  plus  dans  les  series  poshes.  Ton  arrive  (Voy.  CampUs  renduSf  20  no- 
vembre  1845,  t.  XVII,  g  IV,  p.  1189;  22  f^vrier  1847,  t.  XXIV,  p.  263,  485  ; 
et  surtout  Appendice  IV  de  T^dition  1864  annot^e  des  Lepons  de  Navier, 
§  39,  p.  621-626)  k  une  expression  qui  n'est  que  les  dettx  tiers  de  celle 
qu*a  donn^e  Tillustre  analyste  pour  le  moment  de  torsion ;  modification  qu*il 
a  faiie  iuirm^me  dans  la  partie  de  son  M^moire  concernant  les  vibrations 
tournantes,  mais  qui  ne  fait  qu'augment^r  Tinexactitude  de  Texpression 
trouv6e.  La  cause  en  est  pr^cis^ment  dans  la  circonstance  que  ce  genre 
d*analyse  ne  saurait  bien  ^valuer,  et  qui,  peu  influente  dans  la  flexion,  est 
dominante  dans  la  torsion,  k  savoir  la  forme  courbe  que  les  glissements  font 
prendre  aux  sections  transversales  primitivement  planes,  qui,  en  s'inclinant 
8ur  I'axe,  doivent  rester  normales  k  la  surface  lat^rale  libre,  ee  qui  exige 
bien  qu'elles   cessent  d'etre  planes  (**). 

(*)  Lam<  n'indique  m^ine,  dam  cette  Le^on  XII,  la  voie  o^  il  a  es9ay«  de  marcher,  que  poor  le 
eaa  I'elatiTeraent  trea  parliculier  oik  let  forces  appliques  aux  six  faces  du  paralMl^pip^e  leur 
SODI  toutes  normales,  symt^triqueroent  distributes  en  deux  sens  sur  chacune,  et  les  memes  sur 
cbaque  face  que  sur  la  face  oppos^e,  en  sorte  que  ces  forces  sont  deux  A  deux  ^ales  et  directe- 
naenl  cootraires. 

(**)  Voyea  ciapr^,  Note  de  la  fin  du  S  73,  pour  rappUcatioa  que  les  deux  m^mes  illuslies 
satanls  en  ont  faite  au  probleme  des  plaques  ^lastiques. 
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11  conTenait  ainsi  de  cherchePt  poor  des  prismes  apnt  des  sections  de 
formes  varices,  one  melhode  ne  donoant  que  des  solations  exactes,  tout  au 
moins  pour  des  modes  determines  d'application  et  de  distribution  des  forces, 
comme  sont  pareillement  les  modes  qui  s*imposent,  ainsi  que  nous  venons 
de  le  dire,  jusque  dans  les  deux  cas  de  deformations  les  plus  simples,  savoir 
celui  de  Textension  de  tout  prisme  et  celui  de  la  torsion  d*uii  cylindre  cir- 
culaire. 

Or,  les  formules  des  composantes  de  tension  foumissent,  comme  on  sait, 
par  de  simples  differential  ions,  les  intensites  des  forces,  quand  on  se  donne 
la  loi  des  Replacements  des  points.  Le  probl^me  inverse,  celui  d'oblenir  les 
deplacements  quand  on  se  donne  les  forces  qui  les  produisent,  depend  d*in- 
t^grations  qu'on  ne  sait  gen^ralement  pas  effectuer.  Mais  si  Ton  prend  pour 
donn^es,  k  la  fois,  une  partie  des  forces,  et  une  partie  des  deplacements  ou 
de  leurs  rapports,  et  si  Ton  cherche  quels  doivent  etre,  en  consequence,  les 
autres  deplacements  et  les  autres  forces,  on  con^it  qu*en  reduisant  ainsi  la 
part  des  integrations,  Ton  puisse  n*en  rencontrer  que  d'abordables,  et  arri- 
ver  k  la  solution  rigoureuse  et  complete  d'une  serie  de  probiemesde  tor- 
sions et  de  flexions  qui  soient  de  ceux  gu*offre  la  pratique  ou  qui  leur  soient 
tres  approximativementassimilables. 

C*est  cette  methode  mixte  ou  semi-inverse  que  j*ai  employee.  Je  prenais 
pour  dannee  sur  les  forces  la  nullite  de  toute  action  sur  la  surface  laterale ; 
k  quoi  j'ai  dA  ajouter,  par  maniere  d*essai,  pour  pouvoir  poursuivre  le  cal- 
cul,  la  supposition  nalurelle  que  sur  les  faces  des  fibres  ou  elements  longi- 
tudinaux  interieurs,  les  actions  etaient  nulles  aussi  dans  tous  les  sens  trans- 
versaux;  et,  pour  donneesur  les  deplacements^  que  le  prisme  eprouvait  d*un 
bout  k  I'autre,  tant6t  une  torsion  uniforme^  tant6t  une  flexion^  caracterisee 
par  des  dilatations  longitudinales  inegales,  qui  ne  varient  que  lineairemenl 
dans  les  sens  transversaux. 

Le  calcul  a  justifie  le  choix  de  ces  donnees  et  suppositions,  en  tant  que 
compatibles  entre  elles,  et  il  a  montre  bientdt  qu*ellcs  reduisent  k  Tinie- 
gration  d*une  seule  equation  aux  differenlielles  parUelles  du  second  ordre 
la  determination  de  ce  qui  est  iiiconnu,  notamment  la  distribution  que  les  * 
forces  doivent  prendre  sur  les  elements  des  bases  ou  sections  extremes  des 
prismes  pour  que  les  deplacements  suivent  rigoureusement  partout  les  lois 
supposees. 

Et  cette  integration  s'effectue  pour  une  infinite  de  formes  des  contoui's 
des  sections  des  prismes  soil  tordus,  soit  flediis,  comme  je  I'ai  reconnu 
dans  mon  Memoire  de  i855  sur  la  torsion  et  dans  celui  de  1854-55  sur  la 
flexion. 

Clebsch,  en  adoptant  cette  idee,  a  embrasse  dans  une  meme  analyse, 
comme  on  va  voir,  les  divers  genres  de  deformation  des  prismes,  en  sorle 
qu*il  a  pu  se  dispenser  de  poser,  de  prime  abord,  une  donnee  sur  le  mode 
ou  la  relation  des  deplacements;  et  il  a  pris,  pour  seule  donnee  sur  les  forces, 
ma  double  supposition  de  nullite  non  seulement  de  toutes  actions  aur  les 
surfaces  lateralcs,  mais  encore  des  tensions  ou  pressions  interieures  sur  les 
fares  des  fibres,  dans  un  sens  pcrpendiculaire  &  leur  longueur.  Bien  entendu 
que,  pour  faire  cesser  Tindcterraination  k  regard  des  deplacements,  ou  pour 
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§23.  —  Solntion,  saaf  les  determinations  des  constantea.  et  des 
fonctions  arbitraires,  dn  probldme  dit  de  Saint-Venant. 

Les  trois  quanlit^s  inconnues,  u,  v,  u;,  §  22,  sont,  en  raison  des 
conditions  auxguelles  doit  satisfaire  le  corps  prismatique,  soumises  a 
un  nombrc  d'iquations  beaucoup  plus  grand  que  leur  noinbre  propre. 
On  ne  pent  done  satisfaire  en  m6me  temps  a  toutes  ces  Equations  qui"^ 
par  des  solutions  d'un  caract^re  particulier. 

Celies  de  ces  Equations  (59),  (60),  (61),  p.  141,  142,  qui  doivent 
£tre  satisfaites  pour  tous  les  points  du  corps,  sont  les  suivantes  ou, 
comme  nous  avons  dit  k  TAvertissement,  nous  laissons  ind6termin6s 
les  rapports  mutuels  de  E,  G  et  9,  afin  d'embrasser  le  cas  d*une 
relation  quelconque  entre  la  contexture  longitudinale  et  la  contexture 
transversale : 

'  £!!  —  ££  —  _   ^ 

rti         /K       o   \  ^'W       i>'w       S^W       „ 


abstraire  les  translations  et  rolatioiis  generates,  il  a  dA  faire,  commc  moi, 
la  supposition  q'u'un  point  de  Tunc  des  sections  fiit  fixe,  ainsiqu'un  ^l^ment 
materiel  lin^aire  et  un  ^l^ment  plan  passant  par  ce  point,  de  maniere  que  le 
prismet  s'ii  6lail  rigide,iul  rendu  par  1^  immobile. 

Ult^rieurement,  il  decompose  la  solution  generals  en  quatre  parties  qui  don- 
nent  s^par^ment  Textension,  les  flexions  en  deux  sens  principaux  et  la  torsion. 

On  verra  que  dans  le  g  28,  intitule  Applications  h  des  problemes  reels ^ 
Clebsch  remarque,  commo  nous  Tavons  fait  en  1854  et  1S56,  que  tous  ces 
resultats  conviennent,  avec  une  approximation  tres  suffisante,  lorsquc  les 
forces  qui  agissent  vers  les  cxtremit^s  des  prismes  sont  appliqu^es  et  distri- 
butes autrement  que  ne  Tindique  Tanalyse  comme  condition  de  la  parfaile 
rigueur  des  solutions,  et  que  des  forces,  statiquement  6quivalentes,  ou  ayant 
la  mdme  resultante  et  le  rafime  moment  resultant,  produisent  les  mfimes 
effels  sur  toute  la  longueur  de  ces  solidcs,  quel  que  soit  leur  mode  d'applica- 
tion  el  de  distribution,  excepte  tout  aupres  des  endroitsoii  elles  agissent,  ou 
sur  des  portions  k  peine  se.nsibles  et  dont  on  peut  n6gliger  de  tenir  compte; 
en  sorte  que  les  m6lhodcs  des  gg  22  k  27  fourni.-sent  ce  qu'on  peut  d^sirer 
pour  determiner  Textension,  la  flexion  et  la  torsion  des  prismes. 

Nous  renvoyons  au  reste  a  noire  grandc  Note  de  la  fin  du  g  28  pour  le 
justifier  par  des  preuves,  tant  exp6rim<'ntales  que  th6oriques. 

10 
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Diffi&rentions  [5]  par  rapporl  a  z,  el  retranchons-en  les  quotients  dif- 
fcrenticls  de  [3]  par  rapport  a  x  et  de  [4]  par  rapport  a  ?/,  nous  aurons : 


I-.,) 


E^w        i)^u  iJ^v 


l)u    .  cv         ,.,.n,       .  ,     cw 


Conime,d'apr6sr6quation[l],  tt  e\  —  nc  difftrenlde  j-  que  par 

un  facteur  constant,  ;^,      et  -r^^  ne  difffirenl  de  m6me  de  -7-% 
que  par  un  facteur  constant;  et  Tequation  pr6c6dente  se  r^duit  k 

Si  maintenant  on  difTi&rentie  [3]  par  rapport  a  t/,  et  [4]  par  rapport 
a  Xy  la  somme  des  r6sultats  donne  : 

(Jz^oy      izhx        cxcylz 

mais  la  somme  des  deux  premiers  termes  de  cette  Equation  est  tou- 
jours  egale  a  ziro,  comme  on  pent  s'en  assurer  en  diff^rentiant  deux 
fois  de  suite  Tiquation  [2]  par  rapport  ^  2.  On  a  done 


ixiyiz 


Enfin,  si  on  difTirentie  [5]  par  rapport  a  2,  en  consid6rant  que 
•jrr  vient  d'6tre  lrouv6  6gal  k  z6ro,  on  a 

CZ 

c'zix*      €Zcy* 

Mais,  si  Ton  differentie  [3]  par  rapport  k  x  et  [4]  par  rapport  a  t/,  les 
premiers  termes  des  deux  Equations  ainsi  obtenues  sont  ^gaux  a 
cause  de  [1] :  les  seconds  termes  sont  done  aussi  6gaux,  c*estji-dire 
qu*on  a 


Ce  rdsultat  ne  pent  6tre  compatible  avec  Tiquation  pr6c&dente  que 
si  Ton  dikltk  fois  : 

czcx^  c  zcy^ 
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En  I'^unissant  tous  les  resuUats  precedents,  on  voit  que  les  quo- 
lienls  difiSrentiels  suivants  de  t—  doivenl  tous  s'fevanouir  : 

lL{t!i\         ^(i}!i\         ^{tl!i\  6'   /cw\ 


fw 


Les  trois  premi&rcs  de  ces  conditions  inontrent  que  ^  ne  pent 

conteniro:,  y  niz^  k une  puissance  sup^rieure  kh  premiere;  la  der- 
ni^re  montre  que  cette  expression  ne  peut  contenir  le  produit  xy.  La 

fonction  -^   se  pr6sente  done  sous  la  forme  suivanle  06  les  coefB- 


cz 


cients  a,  6,  sont  des  constantes  arbitraires  : 

(63  a)  .■^={a-haiX'ha^)'^z(b'\-biX'^b^)i 

Les  deux  equations  (63  [l])perme(lent  d*en  deduire  immddiatcment 

lesvaleurs  de  ^  et  de  7r^»  savoir : 

&x  Vy 

(65  *)  ^  =  —  9  [(a-^a^x  -^  a^y)  4-  2  (^ -H  ^  v  -h  b^)] ; 

iv 
(63  c)  Tj^  =  —  9  [(a  -+-  a^x  -+-  a^)  -|-  s  (6  -h  b^x  -|-  b^)] : 

Si,  pour  avoir  u;,  u,  v,  Ton  int^e  les  deux  membres  de  ces  trois 
Equations  par  rapport  [k  z,  x,  y,  respectiveracnt,  il  faudra,  a  ce  que 
foumira  imm6diatement  Tint^gration  des  divers  termes  de  leurs  se- 
conds membres,  ajouter,  pour  la  premiere,  une  fonction  arbitraire 
de  X,  y;  pour  la  seconde,  une  de  y,  z,  eU  pour  la  troisiSme,  une  fonc- 
tion de  2,  X. 

Pour  determiner  ces  trois  fonctions  arbitraires  de  mani^re  que  les 
expressions  de  w,  u,  i',  ainsi  obtenues,  satisfassent  a  toutes  les  ^qua- 
tions(63),  p.  145,  remarquons  d'abordqu'aulieu  de  la  troisi^me  etdela 
quatri^me  de  ces  Equations  (63)  nous  pouvons  maintenant  ^crire,  en 

mettant  dans  leurs  seconds  termes  au  lieu  de  ^r-  sa  valeur  (63  a) : 

cz 

^-^a,^b,z, 
(65  d) 
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D*oii  il  r6sul(c,  si  Ton  int^grc  deux  fois  chacune  de  ces  deux  Equa- 
tions^ que  u  et  V  ne  peuvent  contenir  z  tout  au  plus  qu'd  la  troisUme 
puissance^  car  dans  chacunc  des  Equations  ainsi  inlegrres  la  sccondc 
et  la  troisiEme  puissance  de  z  sont  muIiipliEes  par  des  constantes.- 

Remarquons  aussi  que,  par  le  niEme  raisonnement,  on  peut  dEduirc 

des  expressions  ci-dessus  de  ■?—  et  j-  que  u  ne  peut  contenir  x  el  v 

ne  peut  contenir  j/  tout  au  plus  qu'a  la  seconde  puissance,  et  enfin 
que,  d*aprEs  la  seconde  des  Equations  (63),  u  ne  peut  contenir  t/  et  v 
ne  peut  contenir  x  tout  au  plus  qu'a  la  seconde  puissance. 

II  en  rEsulte  que  la  fonction  a  aj outer  a  u  et  qui  doit  Etre  indEpcn- 
dante  de  x  ne  peut  s*Elever  que  jusqu'aux  puissances  t/'  et  z'  de  y  et 
de  z;  que,  de  mEme,  la  fonction  ii  ajoutera  v  a  pour  puissances  les 
plus  ElevEes  de  or  et  2  la  seconde  et  la  troisiEme»  savoir  x*  et  2*.  Nous 
aurons  done,  pour  u,  v,  les'  expressions  suivantes  ou  les  a\  h\  a",  Vy 
sont  de  nouvelles  constantes  2i  determiner  ultErieurement,  com  me 
les  a,  by  at,  6^,  a,,  6, : 

u=—X)  faarH-aiY  +  ayryj  — 9«^*xH-*jY-+'*i^) 


Les  Equations  (63  [1],  [3],  [4]),  sont  ainsi  satisfaites. 

Quant  ^  TEquation  (63  [2]),  elle  donne,  lorsqu'on  y  introduit  ces  va 
leurs  de  u  et  de  V  : 

En  posant  done,  pour  simplifier  : 

a'j  =  —  a[  --  flo 
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on  aura  pour  u  ei  v  Ics  expressions 

ax  -hai  '   2      "^  ^^^y  )  ~  ^^V^  "^  ^^  — 2"  "*"  ^*^) 


«*       ,    2' 


(64)  ( 


Z^         ,     3* 


Cos  formulessatisfontaux  quotre  premieres  6quations  (63),  p.  145; 
dies  sont  en  m^me  temps  les  plus  g6n6rales  qui  puissent  y  satisfaire 
k  la  fois.  On  voit  que  par  leur  moyen  les  d6placemenls  Iransversaux 
u  el  V  sont  compl&temcnt  d^termin^s,  sauf  la  determination  k  faire  de 
ccrtaines  constantes  arbilraires  qui  y  entrent. 

II  n'en  est  pas  de  mdme  du  d^placem^nt  longitudinal  w.  Cette  in- 
connue,  outre  I'^quation  (63  a) 

doit  satisfaire  it  la  derni6re  des  Equations  (63) 


/E      ^  \^*w;      Ei^w      ^w_ 


Si  nous  int6grons  ccllc-la,  nous  trouvons,  F  d^signant  unc  fonction 
quelconque  de  x  et  de  y : 

(64  a)      w=z  {a -h aix -{- OtV)  +  -g  (*-+-  M  +  ^iy)  H- F  (^»y); 

et  en  introduisant  cette  valeur  de  w  dans  cette  dcrni6re  des  Equations 
(63)  que  nous  venons  d'icrire,  il  vient : 

C'est  la  senle  Equation  que  Ton  ait  pour  determiner  la  fonction  F. 
Si,  au  lieu  de  F,  on  prend  pour  inconnue  une  nouvelle  fonction  Q 
dex  et  de  y  determin^e  par  la  relation  suivante  : 

{Me)¥=a—(^~i)'j(bt^^h,xy^^b,yx^^ 
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requaiion  prf^cAdente  se  simplifie  et  devient 

Cetie  Equation  diff^renticUe  ind6finie  ne  d^terminera  compl6lement 
la  fonction  Q  qu'autani  qu'on  y  joindra  la  condition -li mite  relative  aux 
points  de  la  surface  du  corps. 

Si,  auparavant,  nous  iniroduisons  les  valeurs  lrouv6es  (64)  et  (64  a) 

fw 
pour  w,  V,  nu  dans  les  formulcs  (58),  t    =  E-^,  et  (60  6), 


f :» 


t 


nous    aurons  le  tableau 


suivant  qui  renferme,  sauf  la  determination  des  constantes  et  de  la 
fonction  Q,  toute  la  solution  : 


l"*  D^placements 


\i 


=-,( 


1)1  a,T 


V 


=-,( 


9  "y 


(a'-+-floy) 


<W 


j  —  93/te-t-  \     g  ^'  +  *.^y 


) 


«i-^  j—  9-  f^y  H-  '^i^^-y^  -»-  ^ ^\i) 


^S 


-  (6"  —  /v'^)  ~  ^«  2  ""  ^«  6  ' 


(65)  (  ^=-  (« ■+-  «l•^-^-««y)-^-|■(^-^-^•^-^-^y) 


a-(^-9)(Mi/*-4-*.!/^*4-fe^^^)  +  c- 


2""  Tensions 


t__  = 


XX 


0,    t    =0,    t    =0; 


^;:,  =  E  [(a  -4-  «i.r -f-  a^)  4-  3  (^ H-  ^r -h  J,//)] ; 


t 


X4 


t,. 


=<^[*«J'-(^-|'>)*'»'-(g— >)*«^»-'>*•f~l*•^-^S]• 


E 

2n*^ 


A  Taido  des  valeurs  ainsi  donn6es  de  t    et  de  t    ,  et  de  T^qua- 

x;  «•  * 
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lion 

(62  reproduile)  ^  =  ^23  ^^^  P  ~^  Kz  ^^*^  P* 

on  obtient  les  Equations  qui  pcuvent  servir  a  la  determination  de  la 
fonction  Q.  Cette  fonction  doit  safisfairc,  pour  lous  Ics  points  du  corps 
prismatique,  a  I'iquation  donn^e  tout  a  Theurc 

et,  sur  la  surface  lat^rale  de  ce  corps,  ou,  ce  qui  revient  au  m6me,  sur 
le  contour  de  ses  sections  transversales,  k  I'equation  suivante,  d^duite 
de  ccUe  (62)  de  la  fin  du  §  22,  p.  142,  que  Ton  vient  de  reproduire,  et 
oil  nous  mettons  pour  t  ,  t  ,  leurs  valeurs  (65)  : 

O=cos;.  I  -^b.r  -^b^-b,  p^H-  (^-|i))  ^'1-  (§-9)  Mtf -^  ^  j 
(67)  /  ,        '         .. 


g  24.  —  Sur  les  fonctions  arbitraires  k  determiner  pour  la  solation 

dn  probldme  dit  de  Saint-Venant. 

On  pent  d^montrer  facilement  que  les  Equations  (66)  et  (67)  suffi- 
sent  pour  determiner  compUtement  et  sans  ambiguity  la  fonction  ap- 
pel^e  Q.  Cette  demonstration  se  fait  par  une  m6thode  fort  en  usage 
dans  la  physique  math^n^atique,  etqui  est  analogue  a  celle  que  Ton  a 
employee  au  g  21  pour  prouver  la  determination  des  probl^mes  de 
I'equilibre  d*eiasticite  en  general. 

Consid6rons  que,  s'il  y  avail  deux  fonctions  differentes  Q  qui  satis- 
fissent  k  la  fois  aux  Equations  (66)  et  (67),  leur  difference  6  devrait, 
d'apr&s  ces  deux  equations,  satisfaire  aux  deux  suivantes  : 

^-jH-^— J  =  0,  en  tous  les  points  des  sections  transversales  du  conps. 

^  cos  p  H--^  sinp  =  0,  k  leur  contour  ou  peripheric. 
Si  maintenant  on  consid^re  I'int^grale 


J 


=//[(g)"-0J-» 


£tenduc  a  unc  s^^Aion  enfiere,  el  si  on  efleclue  par  parlit^  IlDtcgratioa 
dans  son  second  mernhre,  cornnic  i»n  a  fdit  au  ^  IC  f-jur  Tintegrale 
5V,  on  obtienl  : 

jfjrfgi'''"'!- =/[!•»  iji"'-(.»;^r"]-''-jfjreip<io',. 

Les  inJices  2  el  I,  dans  la  premiere,  repondenl  aux  valeurs  que  prend 

l^%-  )  aux  deux  exiremiles  d'une  bande  de  largeur  dy  prise  dans  la 

surface  de  la  section  parallelemenl  a  Taxe  des  x«  bande  lelongde 
laquelle  la  premiere  equalion  est  inlrgree  par  rapporl  a  x.  La  secondc 
equation,  au  conlraire,  est  inte^n^e  par  rapporl  a  i/,  c'est-a-dire  le  long 
d*une  bande  de  largeur  rfx  parallele  a  Taxe  des  i/,  el  les  indices  (2) 

cl  (1;  indiquenl  les  valeurs  prises  par  (oV- )  aux  points  exlr^nies  de 

celte  bande. 

Si  mainlenanl  on  represenle  parrfs,,  rfs,,  les  elements  de  la  peripherie 
de  la  section  qui  sonl  interceples  par  la  premiei-e  bande,  el  si  on  desi- 
gne  par/?,,  />,,  les  angles  formes  avec  I'axedes  x  par  les  normales  a 
celte  peripherie,  dirigees  vers  Texlerieur  de  la  section,  on  a 

r/«,  cos  ;i,  =  dy ,         d.<^  cos  />i  =  —  dy, 

et  par  consequent : 

celte  int^grale  devant  £tre  etendue  a  tons  les  elements  de  la  periphe- 
rie de  la  section.  On  a,  absolumcnl  de  la  mime  mani^re  : 

/[(4:)"-(4:j"']-=/«r^-'- 

Si  Ton  introduit  ces  valeurs  dans  les  equations  ci-dessus,  el  si  on  les 
additionne,  on  obtient : 

.A  cause  des  Equations  (Gii),  page  151 ,  les  deux  expressions  placces  sous 
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Ics  signes  d'inf  6gration  sont  nulles ;  on  a  par  consequent : 

J  =  0; 

et  comme  J  est  une  sommc  de  grandeurs  positives,  cette  condition  en- 
trnine  forc6raent  Tannulaf ion  de  chacun  des  tcrmes  isal6s  de  J»  c'est-^- 
dire 

6  ne  peut  ainsi  contenirnia:nit/:c'est  par  consequent  une  constante. 
On  Yoit  done  que  leg  iquations  (68)  admettenty  d  la  vMU^  diverges  so- 
lulionSf  mats  qui  ne  different  les  unes  des  autres  que  par  t addition 
de  constanles  arbilraires. 

En  introduisant  la  condition  que  Q  s'nnnule  pour  un  certain  point, 
par  exemple,  pour  x=0,  j/=0,  on  d6terminera  celfe  derni^rc  cou- 
slante,  de  sorle  que  la  fonction  Q  elle-m£me  se  trouvera  exprini6c 
sans  aucune  indetcrmi nation.  On  peut  toujours  faire  cette  hypothftse 
sans  porter  atteinte  a  la  g6n6ralit6  de  la  solution,  car,  en  passant  de 
F  a  Q,  on  a  d6ji  introduit  une  constante  additionnelle  c.  Si  done  Ton 
d^signe  d'une  mani^re  trop  sp^ciale  ou  trop  restreinte  la  valeur  de  Q, 
en  posant  que,  pour  un  certain  point  (a:  =  0,  y=0),  Qdoit  s'annuler, 
cette  restriction  se  Irouve  compens6e  par  Tintroduction  de  la  constante 
arbitraire  c  qui  figure  a  Tgquation  ci-dessus  (64e),F  =  Q  —  (....) 
-4-  c — b'x  —  Ify,  et  qu'on  retrouve  dans  la  5*  des  expressions  (65). 

La  fonction  0  se  trouvant  maintenant  tout  k  fait  d^termin^e,  grdce 
a  Tadjonction  de  cette  nouvelle  condition,  on  peut  consid6rer  toute 
forme  qu'on  peut  lui  donner  comme  6tant  sa  forme  n6cessaire  (so  fort 
als  die  nothwendige  betrachten)^  pourvu  qu'elle  satisfasse  k  I'^qua- 
tion  (66)  ind^finie  ou  relative  h  tons  les  points,  ainsi  qu'&  T^qna- 
tion  (67)  di^finie  ou  relative  aux  seuls  points  des  contours  des  sections; 
ce  qui  exige  qu*elle  contienne  les  constantes  6,  £^,  6^,  b^,  figurant  dans 
celle-ci.  On  obtient  cette  forme,  si  Ton  pose 

(68  a)  a=*B-|-*A-i-*iBi  +  *A »  (*) 

Bf  B^y  fij,  fij,  61  ant  quatrc  fonctions  de  x  et  de  y  astreintes  a  ce  que  les 

equations  (66),  (67),  soient  satisfaites  par  ce  quadrinAme  mis  k  la  place 
de  0  pour  toutes  les  valeurs  des  nombres  6, 6^,  6^,  b^.  Ces  nombres,  qui  se 

(')  Coci  se  trouvera,  plus  bin,  complitement  telaii-ci.  Le  partage  que  I'auteur  fait  de  Q 
en  quatre  termes  vient  de  ce  qu'il  s'est  propose  de  comprendre,  dans  une  mtoe  solution, 
comme  nous  a?ons  d^j&  dit,  sauf  k  les  distinguer  ensuite,  les  quatre  cas  d'extensioo,  de 
flexion  en  deux  sens,  et  de  torsion. 
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trouvaient  n^cessairemeni  dans  Q,  puisqu'ils  figurent  dans  (67),  ne  so 
trouvent  plus  dans  les  fonciions  fi,  B^,  £^,  B^,  et,  par  consequent  : 

l""  r^quation  (66)  se  divise  en  quatre  Equations  distincles  qui  sont 
ies  suivantes  : 


i)*Bo  .   t5»& 


(69) 


S""  r^quation  (67)  se  divise  de  mdme  en  quatre  6quations  dont  cha- 
cune  contieni  seulement  une  des  fonctions  inconnues  B  et  qui  s'ob- 
tiennent  en  ne  conservant  successivement  qu*un  seul  des  coefficients 
b^  b^^  frp  b^y  et  en  annulant  les  autres ;  ce  sont  : 

^cos/?-4-^  sin;)=2G(^^^^^^"^2/8in/>),  (*) 


(70) 


cBn         ,  c)Ba  . 

j^^^P+  j^sinp=xsmp—yco8p, 

£B, 


^B,  DB,  .         r  ^'      /E      3  \   n  /E       \       . 

IB^         .  f B,  .  r  y*     /E      3  \    ,1  .       .  /E       \ 

_«cos;)+ ^' sin;.=  1^1)  ^4- (^2G""  2  ">  j  "^T"'^"^  VG -"^^ 

Chaque  couple  d'une  Equation  (69)  et  d'une  Equation  (70)  deter- 
mine compietemenl  la  fonction  B  correspondante,  de  mAme  que  Q  a 
6t6y  ci-dessus,  reconnu  compl^tement  determine,  a  la  condition 
d'admettre  que,  pour  x=0,  y  =  0,  ces  fonciions  s'^vanouissent.  Or, 
on  pent  conclure  deja,  de  ces  equations,  que  b  doit  etre  nul^  par  la 
raison  que  Pequation  (69)  et  Tequation  (70)  qui  contiennent  fi  «on< 
incompatible^.  Pour  deniontrer  cela,  prenons  Texpression 


ffm-m^' 


(*)  On  verra  au  §  33  une  inierpritation  des  premiers  membres  de  ces  quatre  ^uations. 
Ce  sont,  comme  le  montre  I'auteur,  des  quotiens  difl^rentiels  des  fonctions  B  par  rapport  & 
une  coordonn^  n«rmale  k  la  p^riph^rie  de  la  section  transvei^sale  du  prisme  ou  cylindre 
^lastique. 
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ou  d<:  d^signe  un  Pigment  supcrficiel  de  la  section  transversalc,  et  ou 
IMni^gration  doit  ^Jre  6tendue  k  foufe  cette  section,  et  prouvons  que 
celte  int6grale  est  n6cessairement  ^ale  k  z^ro.  A  cet  effet,  posons 
d^=dxdy,  puis  int6grons  le  premier  terme  sur  Une  bande  parallile 
k  i'axe  deso;,  dont  Ics  points  extremes  sont,  comme  tout  a  rheure, 
d£sign6d  par  les  indices  infferieurs  1,  2,  et  le  second  terme  surune 
bande  parall^e  k  I'axe  des  y,  dont  les  points  extremes  sont  d^sign^s 
par  les  indices  sup6rieurs  (1),  (2),  nous  obtcnons  ainsi 

■  »=/[(©.-©j*-/[(?-r-©'>- 

D*apr&s  ce  qu'on  a  dit  plus  haut,  on  peut  remplacer  ce  second 
membre  par  une  integrate  pour  le  contour,  et  poser 


0=/   ^7-j:  cos  p -h  ^  sm /)  j  (/« , 

« 

ou,  ce  qui  revient  au  mdme,  en  vertu  de  la  premiere  Equation  (70) , 

0=  /  (:i;cosp  +  ysinp)c28  • 

On  peut  consid6rer  I'Squation  pr6cMente  0=  I  Ij^  cosp-f  yr-  sinp  Ids 
comme  provenant  de  celle 

el  la  dernifere,  0  =/(arcosp -f-t/sinp)d»,  comme   provenant  de 
celle 

trait^e  aussi  comme  nous  avons  fait  ci-dessus. 

Mais  2// da  donne  le  double  de  la  surface  a  de  la  section  ^et  il  est 
impossible  qu'elle  s'annule.  La  fonction  B  est  done  elle-m6me  impos- 
sible (unmdgleiche)  :  or,  Tiquation  (69)  et  T^quation  (70)  qui  con- 
tiennent  B  sont  cellos  qu'on  a  tirtes  de  (66)  et  (67)  en  ne  conservant 
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que  le  coefficient  b.  Done  on  doit  avoir  n^cessairement 

(70  a)  ^==0  .  0 

Les  considerations  pr6c6den(es  sont  d'une  grande  importance  parcc 
qu^elles  monlrent  qu'en  general  les  solutions  (65)  ne  contiennent  que 
les  constantes 

a'a^.a^,  a\  a\  a^,  h^,  J,,  h\  b\  b^,  c, 

el  toutes  d'une  mani^re  lin6aire.  On  voit  aussi  qu'elles  ne  contiennent 
rien  d'arbitraii^,  car  la  fonction  Q  s'est  r^solue  en  une  expression 
lin^aire  par  rapport  a  ces  constantes ;  expression  dont  les  coefficients 
sont  des  fonctions  compl^tement  determines  pour  chaque  section 
(ransversale. 

Les  douze  constantes  ci-dessus  se  r6duisent  m6me  a  six,  en  intro* 
duisant  les  conditions  des  equations  (57)  du  §  22,  p.  159,  qui  expri- 
ment  que  Tune  des  extr^mites  est  fixe : 

A  A  A^^A^^A^^A  A  A  A 

u  =  0,  r  =  0,  u':=0,^  =  0,  Tp-  =  0,  -^  =  0,  poura::=0,y  =  0,«  =  0. 

Si  Ton  egale  k  z^ro  les  valeurs  des  deplacements  du  point  dont  les 
coordonnees  sont  a;  =  0,  y=0,  2=0,  on  obtienl  les  equations  sui- 
vantes  : 

a'  =  0,    a"=0,    c=0,    a^=0, 
Quatre  de  ces  constantes  s'evanouissent  done,  et  les  deux  equations  (71) 


(')  On  aurait  pu  faire  6=0  dte  le  commencement,  si  l*on  avait,  en  posant  (63  «) 
^=^a'^a^X'\•a^y'\•z\^b'^b^x•\'b^y\,  plac6  de  su ite,  sur  chaque  section,  Porigine  des 


Pw 


X,  y,  A  son  centre  de  gravity :  car  en  multipliant  par  tdv  cette  eipression  de  -^  et  int^grsnl 

pour  toute  I'dlendue  de  la  section,  on  a   T  t    </9  =  (a  -h  bz)^,  r^sullante  des  forces  longitu- 

dinale8,qui  doit  £tre  ind^pendanle  de  a,  puisque  les  forces  exl^rieures  sont  suppos^es  n*agir 
qu'aux  extrtoiit6s  de  la  tige :  d'oii  6=0. 

Loraqu'il  y  a  flexion  et  que  I'origine  des  x,  y,  est  piac^  en  un  autre  point,  en  sorte  que 
«,  €,  sclent  les  coordonn^  x,  y,  du  centre  de  gravitc^,  6  n'ost  nul  qu*autant  qu'on  a 
61  a +6^  €  =  0,  ou  que  I'origine  en  question  est  Tun  des  points  d'une  certaine  droite  passant 
par  C6  centre. 
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que  nous  venons  d'ecrire  montrenl  que,  puisque  Q  est  fonction  lin^ire 
de  ft^,  6^,  ft^,  les  deux  dcrni6res  conslanles  V  et  6"  s'expriment  au 

moyen  des  trois  autrcs.  U  ne  reste  done  plus,  dans  le  calcul,  que  six 
constantes  arbitraires 


*o  >    *i  »    *i  »        a  ,    ttt  ,    a 


s  • 


Les  valeurs  des  tensions  donnc^es  dans  (65)  ne  sont  aucnnemenl 
modifiees  par  la,  sauf  que  b  doit  £ire  effac6  de  la  seconde  parcnth^se 
de  t^^.  Mais  les  d^placements  m,  v,  w,  se  simplifienl,  et  Ton  a  les  expres- 
sions suivantes  ou  les  indices  0  mis  a  ( ^  j  et  i  ijr  )  signifient  que, 
dans  ces  fonctions,  il  faut  faire  a:= 0,  y  =  0  : 

z^ 
w=z{a-^a^X'^ a^y)  +  ^  (b^a: H- b^y) 


(72) 


g  25.  —  DiscnssioB  de  la  solution.  Vnes  gta^rales. 
des  d^placements  en  trois  gronpes  ind^pendants. 
groape  :  Extensions. 


Division 
Premier 


Les  Equations  (72),  qui  donnent  la  solution  du  probl6mc,  renferment 
encore  six  constantes  arbitraires,  a,  a^,  a^, 6^,  fr^, fr,,  qui  s'y  trouvent 

engag^es  d'une  mani^re  lindaire.  Si  on  conserve  successivement  cha- 
cune  d'elles  en  annulant  les  cinq  autres,  les  diplacenients  u,  v,  w,  se 
trouvent  d^termin^s,  a  un  facteur  C(»nstant  pr^s^  qui  est  la  sixi&me 
constante  conscrv^e.  Ces  Equations  d6terminent  done  la  nature  diverse 
de  d6placeflients  pouvant  exister  ensemble,  mais  non  leurs  grandeurs, 
qui  dependent  des  valeui^  at(ribu6es  k  ces  six  constantes.  On  pent 
ainsi  considerer  les  d6placements  g^n^raux  ou  totaux  donnas  par  les 
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Equations  (72)  commc  resultant  de  six  d^placcments  simultanes  inde- 
pendants,  tels  que  la  nature  de  chacun  soil  compl^temcnt  d^termin^e, 
mais  que  sa  grandeur  absolue  reste  arbitraire ;  de  sorte  que,  par  unc 
modification  des  rapports  mutuels  de  ces  six  d^placements  fonda- 
inentaux  ou  composants,  on  puissc  obtenir  Ics  deplacements  les  plus 
varite. 

On  peul  facilement  se  rcndre^compte  de  la  signification  ou  de  la 
nature  de  ces  six  d6piacements  fondamcniaux.  II  n'est  pas  n6cessaire, 
pour  cela,  de  les  consid6rer  isol^ment  tons  les  six;  il  suffit,  comme  on 
le  verra,  d'cn  consid6rer  qualre  groupes ;  et  mfime,  comme  deux  de  ces 
groupes  conduiscnt  k  des  r6sultats  tout  k  fait  analogues,  le  nombrc 
des  groupes  rdellement  diiT6rents,a  examiner  se  reduit  k  trois.  Nous 
allons  les  etudier  successivement,  mais,  auparavant,  il  est  ndcessaire 
de  presenter  les  remarques  suivantes. 

Lorsque  des  deplacements  quelconques  se  sont  produits  dans  la 
tige,  il  y  a  deux  questions  g6om6triques  qui  attirent  particuli6remcnt 
Tat  tention  :  c'est  la  determination  de  la  courbe  affectee  par  une  fibre 
qui,  primitivement,  etait  parallele  a  Taxc  des  ::•,  et  la  determination  de 
la  forme  d'une  section  transversale  qui,  primitivement,  constiluait  un 
plan  perpendiculaire  a  ce  memc  axe. 

Considerons  un  point  qui,  originaircment,  apparlenait  a  la  fibre 
(x,  y).  Apr6s  le  d^placement,  ses  coordonn^es  seront : 

(73)  i  y*  =  y  +  v   , 

Dans  ces  equations,  x  cX  y  doivent  eire  considerees  comme  des 
constantes  lout  le  long  de  la  fibre  en  question;  et  z^  au  contrairc, 
comme  une  variable.  Si  done  on  eiimine  z  entre  les  trois  equations  (73) 
oil  Ton  ait  mis  pour  w,  v,  w,  Icurs  valeurs  (72) ,  on  oblient  entre  a:',  y\  z\ 
deux  equations  qui  representent  la  courbe  en  laquellc  s*est  transformee 
la  fibi^  primitivement  recliligne  que  Ton  considere.  Gettc  eiiminaliou 
s'opere  facilement,  car,  u,  v^  w,  etantde  tres  petites  grandeurs,  on  ne 
commet  qu*une  erreur  d'ordre  superieur  en  remplagant,  dans  u  et  v, 
z  par  z\  qui  en  differe  tres  peu.  Si  on  designc  par  u'^  v',  les  valours  de 
u  et  de  V  apres  cette  substitution  de  z'  k  2,  les  equations 


J ^,  I  »j 


sont,  en  x\  y\  z\  les  Equations  de  la  courbe  affedde  par  la  fibre^  puis- 
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qu'elles  ne  contiennent  plus  la  coordon6e  z  que  la  troisieme  equa- 
lion  (75)  n*aura  scrvi  qu'k  faire  remplacer  par  z'. 

Au  contraire,  pour  une  section  transversale  primiliveinent  plane, 
z  est  constant.  Si  doac  on  veut,  au  moyen  dcs  6quations  (73),  obtenir 
r^quation  de  la  surface  en  laquelle  se  transforme,  apr^s  le  d6place- 
ment,  cette  section  transversale,  il  faut,  dans  ces  (73),  consid6rer 
z  comme  constant,  et  61iroiner  a:  el  y.  L'fequalion  r6sultante  en  a/,  j/', 
z\  sera  celle  de  la  surface  cherch^e.  Celte  Elimination  se  fait  dc  la  m6me 
mani&re  qu'on  vient  de  voir  pour  I'dlimination  de  z.  II  suffit  deremar- 
quer  que,  si  dans  w  on  remplace  x  ety  par  x*  et  y\  qui  en  different 
trfis  peu  d'aprfes  les  deux  premiires  (73),  on  ne  commet  qu'une  erreur 
d'ordre  supirieur ;  de  sorte  qu'en  d6signant  par  w'  la  valeur  de  w  que 
donne  la  troisieme (72)  apiEs  cetle  substitution  dea/,  y\  a  x^  y,  Tiqua- 
tion 

(75)  z'^z-i-w' 

ne  contient  plus  x  ni  y  :  elle  est  done,  en  x'^  y\  z'^  Vdqualion  de  la 
section  transversale  d^placie  ou  deform^e. 

Nous  pouvons  mainlenant  appliquer  ces  considerations  a  T^tude  des 
d6placements  fondamentaux  isol6s. 

1"  Groupe.  —  Le  premier  groupe  de  ces  d^placemenls  s'obtient  en 
annulant  toutes  les  constantes,  excepts  a.  11  reste  alors 

(75  W?)  {        v  =  —  i)ay,  ^^,  =  0 » 

w=.az;  t^ J  =  Ea    . 

Ces  deplacements  donnent  Vextension  simple.  Chaque  fibre,  dans 
la  direction  de  I'axe  longitudinal,  s  est  allongte  de  az,  c'est-a-dire 
dansle  rapport  de  1  a  (1  +  a).  Par  contre,  ses  dimensions  transver- 
sales  sont  diminutesdans  le  rapport  de  1  :  (i  —  9a).  La  tige  entifire 
supporte  une  tension  uniforme  dans  la  direction  longitudinale ;  toutes 
les  fibres  sont  demeur^es  rectilignes,  et  toutes  les  sections  transversa- 
les  sont  demeur^es  planes  {*). 

f)  Xous  connaissions  d^ji  ce  r^suUat  par  le  g  2. 

11  peut  6tre  etendu  au  cas  ou  la  contexture,  au  lieu  d'etre  la  mdme  dans  tous  les  sens 
transTenaux,  serait  simpleroent  sym^lrKjae  par  rapport  aux  •ectiona  tranaversaiet  ou  aux 
plans  paralidles  aux  x,y,  ce  qui  est  le  cas  des  forraulcs  de  tensions  (f  Ins)  du  n*  13  de  la  Note 
du  g  16,  p.  76. 

Seulemeot,  dans  les  valeurs  (75  bis)  de  u,v,  il  &udra  donner  deux  valeurs  difTi^rentes  au 
eoefBclent  num^ique  t)  qui  les  aflecte.  Mais  il  est  rare  qu'on  ait  besoin  de  calculer  ces 
deplacements  ou  ces  contractions  de  sens  transversal  dans  les  probldmes  d'extension  ou  com- 
pression simple. 
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§  216.  —  Suite  de  la  discussion.  —  Denzidme  gronpe  :  Flexion. 

S""  Groups.  —  Annulons  raaintenanf  toutes  les  constantes  des  equa- 
tions (72),  p.  157,  employees  pour  les  dfeplacemenls,  el  (65),  p.  150, 
pour  les  tensions,  en  exceptant  de  cede  annulaf  ion  les  constantes  a^ 
et  fej.  II  reste,  cu  6gard  a  ce  qu'on  a  d'apres  Tcquation  (68  a), 
Q  =  fti  B,  loi*sque  b,  b^,  ft,,  sont  nuls  : 

>) (^' — y^)  ■+- «*    L  r-'  .     ^'—y'     (^  ^i\  1 


r  =  —  t^xy  (ay  +  b^z)  -h  zb 


(75  a) 


w  :=  a^xz 


4^-(^-'P-''-Km-»(t).} 


.,.=a,[-(^-,)«,+f]. 


t„  =  Br(a,-|-M). 

Le  caract^re  g6n6ral  de  T^lat  d6sign6  par  ces  formules  est  celui  de 
la  flexion.  Remarquons  que  d'aprte  les  Equations  (74),  a;'  =a;  H-  u\ 
I/'  =  1/  -4-  t;',  et  d*apr6s  ce  que  nous  avons  dit  de  la  substitution  a  Tairc 
de  z'  k  2,  ia  courbe  affect^e  par  une  fibre  aprt^s  le  deplacement  est  re- 
pr6scntte  par  les  Equations  : 

y'  =  y-  tyry  (a,  H-  b,z')  -4-  z\  {jr^^ » 

dans  lesquelles  x  aX  y  sont  des  constantes  repr6sentantlescoordonn6es 
dela  fibre  dans  son  £tal  primitif,  e(  y,  y\  z\  les  coordonn6es  d*un 
point  quelconque  de  la  fibre  d^placee  et  d6form6e. 

La  seconde  Equation,  qui  ne  contient  pas  x'  el  qui  est  du  premier  de- 
gr6  en  y\  z\  reprcsente  un  plan  parall&le  a  I'axedes  x :  chaque  fibre, 
originairement  rectilignc,  dovient  done  une  courbe  plane  dont  le  plan 
est  parallt^le  a  Taxe  des  a*.  Cetle  courbe,  d'aprcs  la  premidre  Equation 
en  x'et  en  z\  est  une  parabolc  du  5*  degrti;  et,  lorsque  ft,  est  ^gal  a 
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26ro,  uneparabole  du  2^  degr6.  Mais  m^me  lorsque  b^  est  different  de 
z6ro,  la  parabole  du  o*"  degr£,  'pour  les  faibles  flexions,  ne  s*6carte 
dc  celle  du  2""  degr6,  ou  meme  d'un  arc  de  cercle,  que  de  petites  quan- 
lites  d'ordrc  supirieur. 

II  y  a,  en  particulier,  des  fibres  doiit  le  plan  reste,  apr^s  le  depla- 
cement,  parall^le  k  Taxe  des  z.  Ce  sont  celles  pour  lesquelles  la  valcur 
de  y\  donnie  par  la  seconde  des  Equations  ci-dessus,  devient  ind^pen- 
dante  de  z\  c'est-a-dire  celles  pour  lesquelles : 

car,  on  a  alors  : 

(75  fl')  y'^y[{—t}xa,)  . 

L'iquation  ci-dessus,  consid^r^e  comme  en  x  et  y,  represente  une 
hyperbole  ^quilat^re  donl  les  asymptotes  sont  les  axes  des  x  et  des  y. 
Les  Qbres  qui  salisfont  k  cette  condition  (de  rester  dans  un  plan  pa- 
ranoic aux  z)y  rencontraient  done,  dans  leur  position  primitive,  les 
plans  dechacuncdcs  sections  transversales  en  des  points  appartenant 
a  cette  hyperbole  6quilatere. 

La  grandeur  de  la  flexion  peut  se  determiner  par  la  quantity  dont 
rextr6mit6  de  la  fibre  (a:  =  0,  j/  =  0)  se  trouve  d6plac6e.  La  valeur 
correspondanle  de  ti,  pour  z  =  /,  devient : 

et  peut,  conformOment  a  la  designation  usuelle,  recevoir  le  nom  de 
fl^he  dela  flexion,  de  m6me  que  Ic  plan  xz  dans  lequel  se  maintienl 
cette  fibre  peut  s'appeler  plan  de  flexion. 

Les  sections  transversales,  d'abord  planes,  sont  courbes  aprfes  le  d6- 
placement,  el  leur  forme,  d'apres  (75  a)  est  donnee  par  Tfequation 

.'=(1  +«,.-v-  +  ^  [|'.'_..yHF.-»'  {^)-y'  ('5f  )J  . 

Dans  cette  fequation,  B'l,  conformfemenl  aux  notations  ci-dessus,  de- 

signe  la  valeur  que  prend  la  fonction  B^  lorsque  Ton  y  remplaceareti/ 

par  x'  et  j/'.  On  voit  que  Tfequation  de  la  surface  courbe  affectee  par  la 

section  transversale  depend  de  fii,  par  consequent  de  la  forme  de  la 

Peripherie  de  cette  section  (voyez  plus  loin).  On  voit  aussi  que  les 

11 
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formes  des  diterses  sections  transversales  devenues  courbes  no  soul 
pas  toutes  les  mftrnes  (*). 

Les  plans  tangents  a  ces  surfaces,  aux  points  qui,  originaircinenl, 
appartenaient  a  I'axc  des  i,  ne  sont  pas  non  plus  paralleles  au  plan  xy^ 
c'esl-i-dire  ft  la  direction  du  plan  de  la  section  transversalc  primilivc. 
Pour  le  d6monlrer,  supposons  x  ^\,  y  tres  pclils,  et  diveloppons,  au 
moyen  du  thioreine  de  Taylor,  par  la  sfcrie  connue  qu'on  en  d6duit 
avec  Mac-Laurin,  la  fonclion  B^  qui  doit  s'annuler  pour  .r=r  0,  j/  =  0, 
nous  aurons  : 


iB\  iB,\ 


En  nigligcant  les  termes  d'ordre  supericur,  et  en  substituant  dans 
cette  serie,  a  x  et  a  y,  les  quantit^s  ^ ,  //',  puis  porlanl  la  valeur  qui 
en  r^sulte  pour  ce  que  nous  atons  appel6  fl',,  dans  I'^quation  de  la 
surface,  les  B  disparaltront  et  nous  aurons  simplement : 

C'esl  r^quation  d*un  plan,  et  par  consequent  liquation  du  plan 
tangent  mene  a  la  surface  de  la  section  en  son  point  a:  =  0,  y  =  0, 
Cette  Equation,  qui  ne  contient  pas  y\  monlre  que  le  plan  tangent  dont 
il  s'agit  est  parallele  k  Taxe  des  t/,  qui  est  perpendiculaire  au  plan  de 
flexion  xz  d6fini  tout  h  Theure.  Ce  plan  forme  avec  Taxe  des  x  (lequel 
est  situ6  dans  le  plan  de  flexion  et  a  una  direction  perpendiculaire  a 
I'axe  du  prisme  ou  cylindre)  Tangle  tres  petit  dont  la  tangente  est  don- 
nfte  par  la  formula : 

Cet  angle  est  mil  k  Torigine,  oupour  ^  =  0;  il  s'accrolt  de  la  aTextri- 
mit6  librede  la  tige. 

Enfin,  r^quation  de  la  courbe  >lfcctee  par  la  fibre  a*  =  0,  y  =  0, 
est 


(')  Ell  cffet,  d'aprte  leur  ^nation  qu'on  vieiit  d'^crirc,  oea  formes  Ttrient  avec  a,  o'eat-i- 
dire  avec  les  distances  oil  elles  sont  de  la  section  lixe  s  =  0. 
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La  liormale  k  cette  courbe  plane  forrrte  avec  I'axe  des  x  un  angle  a 
dont  la  valeur  est  dotiti^e  psrr 

De  sorte  qu'entre  la  direction  du  plan  tangent,  c'est-a-dire  de  Teli- 
inent  (x  =  0,  y  =  0)  de  la  section  transversale  et  la  diieclion  de  la 
normale  a  cette  fibre,  il  y  a  un  angle  a'  —  a  dont  la  valeuri  en  tenant 
coinpte  de  ce  que  «  et  a'  son!  tr^s  petits,  est  expfim^e  par 


a' 


-.«^-t.(C^\ 


{:rj,r 


el  est,  par  consequent,  independanle  de  z. 

On  Yoit  que  la  th6orie  usuelle  de  la  flexion,  qui  suppose  que  les  sec- 
tions transversales  restent  normales  aux  fibres,  est  inexactc.' 

Les  fibres  situ^es  dans  le  plan  yz,  c'est-a-dire  dans  le  plan  mene, 
par  Taxe  s,  perpendiculairement  au  plan  de  flexion  xz,  ne  subissent  ni 
extension  ni  compression;  car,  pour  .^'=0,  la  valeur  de  t_   devient 

nuUe.  Si  (aj  +  b^  z)  ne  change  pas  de  signe  dans  toute  la  longueur  dc 
la  tige,  il  y  a  contraction  pour  les  fibres  situ6es  d'un  c6t6  de  cc 
plan  (*),  et  dilatation  pour  celles  qui  sont  situtes  de  Tautre  cdt6.  Si 
au  conlraire,  pour  une  certaine  valeur  de  s,  la  grandeur  (a^  n-  b^z) 
s'6yanouit,  ce  qui  annule  en  mfime  temps  t  ^,  il  exisle  une  section 

transversale,  d6finic  par  cette  valeur  dc  z,  a  Iravers  laquelle  les  fibres 
n'6prouvent  ni  contraction  ni  exiension  (**) ;  et  le  plan  de  cette  section 
transversale,  avec  le  plan  yz  d'exlensions  et  de  contractions  nuUes,  par- 


(*)  Ge  plan,  qui  coupe  longitadinalemenl  le  prisme,  est  Ic  plan  appele  neuire,  ou  de» 
fibre$  invariablety  dans  la  thcorie  ordinaire  qui,  comme  le  montre  Tauteur  au  g  38,  concordo 
en  qoelques  points  avec  la  thcorie  ici  exposeet  ou  tout  est  exact,  sous  la  condition  que  les 
forces  appliqudes  aux  bases  soient  distribudes  de  la  mani^re  qu*oii  verra,  telle  qu'on  ait 


t    =  0,  t^^ = 0,  t    =  0  partout . 

XX  99  *9 


(*•)  C'cst  ttne  section  h  fraTcrs  laquelle  la  fibre  moyenne,  ou  li^e  des  centres  de  gra?ile, 
udTenue  courbe,  a  un  point  d'inflexion.  G*est  la  section  mdme  ou  base  de  rextr£mi(6  liOre 
de  la  ttge,  si  les  forces  qui  font  fl^chir  sont  appliqude?  h  cette  cxtr6mtt6,  forces  qui, 
poor  I'exaditude  de  la  solution,  ou  pour  I'accomplissement  rigoureux  des  conditions 
t  ±=0,  t  =sO,  t  =0  partout,  ont  besoin  de  n'filre  appliqu6es  qu'aux  points  de  cette 
KctioD  el^dans  son  plan,  avec  des  intensitcs  se  distribuant  sur  ses  divers  Elements,  d'une 
certaine  manl6re  que  d6terminent  les  valeurs  de  l^,  t^^  comme  Tauteur  va  le  dire. 

On  pent  consulter,  k  ce  sujet,  men  m&noire  sur  la  flexion,  ins^r^  au  Journal  de  Liou* 
mlie  eo  1859,  d^ii  cit4>  ou  bien  les  notes  et  appendices  cit^s  aussi,  de  I'ddition  de  1864  des 
LefOM  de  Mavier. 
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fagent  le  corps  en  quatre  parties  (*)  dans  lesquelles,  alternativementy 
ily  a  contraction  ei  extension.  Les  points  dans  lesquels  Tex  tension  est 
d^6gale  in  tensile  sont  situcs  sur  des  surfaces  cylindriques  hyperboli- 
ques  repr6senl6es  par  reqnalion 

el  qui  ont  pour  asymptotes  les  deux  plans  de  non-extension  (**). 

Pour  qu'il  se  produise  dcs  d^placemenls  conformes  k  ceux  qui 
viennent  d'etre  decrits  et  calcules,  il  faut  que  l'extrcmit6  libre  de  la 
tige  cylindrique  soil  souroise  a  des  forces  qui,  en  chaque  point  de  la 
base  ou  section  transversale  extreme,  aient  leurs  composantes  sui- 
vant  les  x,  j/,  ;:.,  egale  aux  valeurs  donnees  (formule  75  a)  pour 
t   ,  t   ,  t     par  unite  superficielle  des  elements.   La  repartition  des 

forces  t    agissant  dans  le  sens  longitudinal  s*obtient  facilement.  En 

S3 

effet,  on  pent  observer  que,  d'apres  la  dernifere  formule  (75  a),  t    est 

proportionnel  a  a: ;  si  done,  aux  divers  points  de  la  base  ou  section 
transversale  extreme,  on  niene  des  lignes  parall^les  a  la  direction  de 
ces  forces,  c'est-a-dire  a  Faxe  des  z,  et  proportionnelles  k  leurs  inlen- 
sites,  les  extremit6s  dc  toutes  ces  lignes  constitueront  un  plan  parallels 
k  Faxe  des  i/,  et  qui  coupera  la  section  suivant  une  droite  parall^le  k  ce 
m&tne  axe.  La  repartition  des  forces  t   ,  et  t   ,  dont  les  expressions 

contiennent  la  fonction  C^  depend  de  la  forme  du  contour  des  sections 
transversales.  II  sera  question  plus  loin  de  ces  forces,  dont  la  pre- 
miere, surtout,  a  une  influence  essentielle  sur  la  nature  de  la  flexion. 
Si,  au  lieu  de  conserverles  conslanles  a^,  6^,  on  avail  conservi  seu- 
lement  a  ,  6  ,  on  aurail  obtenu  des  phenomenes  tout  k  fail  analogues, 
k  cela  pres  que  le  plan  yz  tiurail  etc  le  plan  de  flexion  au  lieu  du  plan 
xz,  C*esl  ce  qu'on  reconnait  facilement  en  observant  que  les  formules 
qui  expriment  u,  i\  w  sonl  symetriquement  conslruites  par  rapport  a 
X  ei  k  y  el  par  rapport  aux  constantes  a^,  b^  d*une  part,  a^,  b  de 
Tautre  (***). 


(')  Ou,  ^vidcmment  on  deux  parlies  sculement,  si  la  tige,  comme  il  arme  d'ordinaire, 
sc  terminc  \ii,  i 

(")  Ce  sont  les  cylindres  hypcrboliqucs  dont  il  ne  faut  pas  confondrc  les  bases  ou  coupes  i 

par  des  plnns  parallelcs  am  rz,  ou  au  plan  de  flexion,  avec  les  hyperi)oIcs  (Equation  75  a') 
d'^yai  dSplacemenl  trausvcnaf  y' —  y,  et  qui,  tracees  sur  les  sections,  ont  pour  asymptotes 
leurs  deux  axes  principaux.  ou  des  pa rn lilies  aux  x  et  aux  y. 

Ces  deux  sortes  d'hyperboles,  la  secondc  surtout,  me  paraissent,  au  reste,  peu  inleres- 
santes  d  consid^rer;  il  n'en  est  jamais  question  dans  les  problemes  de  pratique. 

(***)  Cost  k  cause  de  cela  que  Tauteur  a  dit,  au  commencement  du  g  25,  que  deux  des 
quatre  groupes  de  d^placements  fondamentaux  peuveut  dtre  regard^s  comme  n'en  faisant  ' 


I 


I 
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§  2*7.  — >  Suite  de  la  discussion.  —  Torsion.  —  TMordme  g6n6ral 

sur  les  tensions. 

3*  groupe.  —  II  n'y  a  done  plus  a  examiner  que  les  6lats  representees 
par  les  termes  qu'affecte  la  constante  b^.  En  la  conservant  seule,  les 
expressions  (72)  p.  157  pour  les  dfeplaceraents  w,  v,  w,  el  (65)  p.  150 
pour  les  tensions  t^^,  t^^,  t^^,  eu  egard  k  ce  que  (68  a),  p.  153,  se  r6- 
duit  alors  kQ  =  \  B^,  deviennent : 

,75  c,    j    .  =  _v[.-(f)J       •        ,     .,=_G*.(._f). 


w 


-.[»-Km-»(t)]-  •"=«• 


Ces  formules,  qui  expriment  la  Torsion^  sont,  apr6s  celles  qui  ex- 
priment  Textension  simple,  les  moins  compliquees.  Le  cylindre  n*6- 
prouve,  suivant  sa  direction  longitudinale,  aucune  traction,  puisque 
I    =  0.  L'6lat  exprimi  par  les  formules  se  trouve  produit  uniquement 

par  des  forces  agissant  sur  la  section  transversale  extreme,  parall^le- 
ment  a  la  surface  de  cette  section.  Les  Equations  (74)  des  courbes  af- 
fect^es  par  les  fibres  apr6s  les  d6placements  sont  les  suivantes  ou, 


qa'un  :  ce  sont  ceux  des  d^placements  tenant  de  flexions  dans  deux  sens  transversauz  per- 
pend iculaires  entre  eux. 

On  voit  aussi  que  le  coefficient  i)  de  contraction  transversale  n'entre  point  dans  la  der- 
ni^re  Equation  (75  a),  t    =Ex  {a.  +  b.z).  Comme  c'est  la  seule  de  ces  Equations  qui  serve  & 

la  solution  des  pi^ibl^mes  pratiques  de  flexion,  la  th^orie  qui  y  a  amen^  s'^tend  a  des  tiges 

donl  la  contexture  est  tym^triqve  teuletnent  par  rapport  d,  teurs  sections  transversales,  et 

peut  6tre  dirf^rente  dans  les  di verses  directions  lat^rales. 

E 
(*)  Dans  le  livre  de  Clebscb, au  lieu  de  G  il  y  a  q..  .  On  a  vu,  a  la  On  du  §  2,  que  ces 

deux  quantit^s  sont  ^gales  dans  les  corps  isotropes  ou  d'^gale  contexture  en  tons  sens,  les 

^\x\s  que  Clebsch  ait  consiii^r^s.  Nous  avons  dit,  ft  plusieurs  reprises,  et  d^j§  k  notre  Aver- 

tissement,  que  la  mati^re  des  tigcs,  c'est-ft-dire  des  pi^es  de  bois  on  de  ra^tal,  pouvait 

bien  6tre  regard^  comme  d'^lasticit^s  peu  diff^rentes  dans  les  sens  transversaux ;  mais, 

ainsi  qu'ou  a  vu  surtout  h  la  fin  de  la  grande  Note  du  §  16,  que  I'dlasticitd  lon^itudinale  en 

difl^rait  enormdment  pour  Tordinaire.  C'est  pourquoi  nous  avons  constamment  regard^  le 

coefficient  G  d 'elasticity  de  glissement  comme  ayant  une  grandeur  independante  de  celles  de 

E  et  de  9.  C*est  ce  qu'il  importait  surtout  de  raettre  en  Evidence  quand  il  s'agit  de  la 

E 
torsion;  nous  avons  done  dA  mettre  ici  G  ft  la  place  de  £777—: — ; «  ^t,  dans  diverses  Equations 

2(1  +  9) 

ci-dessus,  affecter  certains  termes  de  (og~"9)  ^"^  "'^^^  ^^a^  i  ^  qwe  pour  une  tige 

iaotrope. 
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commenous  avons  dit,  x\  y\  z'  repr^sentent  les  coordonnees  de  leiii^ 
points,  et  ou  a?,  y,  coordonnees  tran^versales  primitives  de  points  dc 
chaquc  fibre,  doivent  6tre  regard^es  comme  des  conslantes : 

(76)  { 

Parmi  toutes  les  fibres,  il  y  en  a  une  qui  a  conserve  exactement  sa 
position  initiale,  c*est  celle  qui  est  d^finic  par  les  coordonnees  pri- 
mitives 

'">       •'=(t).'  »=-©„■ 

Apr^s  les  d^placements,  toutes  les  autres  fibres  affectcnt  la  forme 
de  lignes  droites  inclin^es  (*),  car  les  Equations  (76)  sont  du  premier 
degr^  en  x',  y\  z\  La  position  de  ces  lignes  est  determin6e,  d*une  part, 
parce  que  les  points  de  la  section  transversale  extreme,  qui  n'est  pas 
libre,  ne  sont  pas,  en  gin^ral,  d^plac^s  dans  le  plan  de  cette  section, 
puisque  u  et  v  s'annulent  avec  z.  D'autre  part,  on  pent  voir  que  toutes 
les  fibres  originairement  plac6es  sur  la  surface  d'un  m6me  cylindre 
circulaire,  ayant  son  axe  parallMe  aux  2,  forment,  apris  les  deplace- 
ments  des  points,  une  hyperboloide  k  une  nappe.  C'esi  ce  que  Ton  d6- 
montre  tr^s  facilcment,  si  Ton  prend  Tdqualion  suivante  d'un  pareil 
cylindre  form^par  des  fibres  dans  leur  position  primilive 

(78)  r'-=:(.r-«)'^(i/-p)S 

et  si,  dans  cette  Equation,  oil  a  et  3  ^ont  les  t oordonnees  Iransversales 
quelconques  de  I'axe  de  ce  cylindre,  de  rayon  r  aussi  quelconque,  on 
met  k  la  place  de  a?,  y  leurs  valours  en  x\  i/.  Ces  valeurs  se  tirent 
simplement  des  equations  (76)  en  n^gligeant  les  qiiantites  d^ordre  su- 
perieur,  car  on  pent  alors,  dans  les  derniers  termes  de  ces  deux  Equa- 
tions, remplacer  x  e\y  par  x\  y\  ce  qui  donne : 


(*)  Cela  est  vrai  de  leurs  dl^ments,  ou  da  leurs  tangentes  prolongdes ;  inais  la  suite  de  ces 
^l^ments,  pour  chique  fibre,  forme  une  hdlice. 
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Introduisant  ces  valeurs  de  x  etdey  dans  I'ciquation  (78)  du  cylin* 
dre  forin6  de  fibres  du  solide  ^lastiquci  et  n6gligeant  de  nouveau  les 
lermesd'ordre  superieur,  savoir  ceux  qui  viendraient  des  carr^s  des 
seconds  lermes  de  ces  mfimes  yaleurs  de  x  et  de  j/,  on  a,  pour  Tequa- 
tion  de  la  surface  en  laquelle  le  cylindre  primitif  s'est  transform6  : 

Les  termes  du  Iroisifeme  ordre  ayant  disparu,  cette  6qualion  est  celle 
d'une  surface  du  second  ordre.  C*cst  I'iquation  de  rhyperbololde  dont 
il  s'agit,  qui  a  son  centre  dans  la  section  extreme  non  libre,  et  au 
point  ou  cette  section  extrfimo  est  rencontrfie  par  Taxedu  cylindre (78); 
car  si  I'on  pose  : 

Thyperboloide  se  Irouve  rapport6  a  son  centre,  et  son  equation  de- 
vient : 


? 


•-'•=i['-(t)J-[-(t)]-h- 


ou  les  termes  du  premier  degre  ont  completement  disparu.  Get  hypcr- 
boloide  a  toujours  deux  generatrices  parall^les  a  Taxe  du  cylindre  (78) 
qui  Ta  engendr^,  car  si  Ton  pose  les  deux  equations  suivantes  : 


V-hri^  =  r*  , 


['-(m]='h(t)j- 


dont  la  premiere  n'est  autre  chose  que  Tfequalion  du  cylindre,  et  dont 
la  seconde  represente  un  plan  passant  par  son  axe,  les  valeurs  d6  ^ 
ct  de  Tj  qui  satisfont  k  ces  deux  Equations  satisfont  aussi  a  r^quation 
de  rhyperOoloide  ;  d'ou  il  suit  que  les  deux  genfiratrices  de  ce  cylin- 
dre, suivant  Icsquelles  il  est  coupe  par  le  plan,  et  qui  sont  parall^les 
a  Taxe  des  z,  se  trouvent  tout  entiSres  sur  I'hyperboloide. 

Enfin,  si  Taxe  du  cylindre  (78)  coincide  avec  la  fibre  immobile  (77) 
mentionn^e  ci-dessus,  c'est-a-dire  si  (formule  77)  Ton  a 


P^^^Vo 


rhyperboloide  se  confond  avec  le  cylindre  lui-mSme,  a  des  grandeur: 
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d'ordre  supirieur  pr6s.  Dans  ce  cas,  chaque  gin^ratrice  du  cylindre 
est  seulemenlun  peu  d^ploceedSins  le  plan  langent  qui  lui  correspond, 
mais  ne  sort  pas  de  ce  plan,  si  on  n6gligc  les  grandeurs  d'ordre  su- 
p6rieur  de  pelitesse  {*). 

On  a  vu  au  g  21  qu'une  petite  rotation  d'un  corps  autour  de  Taxe 
des  2,  si  a  represenle  Tangle  de  cello  rotation,  est  definie  par  les  de- 
placemenis : 

Cela  Concorde  rigoureusement  avec  les  formules  ci-dessus,  si  au  lieu 
de  prendre  comme  axe  de  rotation  Taxe  des  z  qui  est  une  parallele 
quelconque  aux  aretes  du  cylindre,  Ton  prend  ladroite  immobile  (77) 
qui*  est  parallfele  a  cet  axe,  et  si,  par  consequent,  Ton  met 


//  •+-  \  -r-^j    '        »u  lieu  de  // , 


au  lieu  de  x  . 


On  voit  alors  que,  pour  etablir  la  concordance  rigoureuse,  il  faut 
que  Tangle  de  rotation  ait  la  valcur 

Chaque  section  transversale  se  trouve  done  avoir  tournc^  autour  de 
la  droite  (77),  d'un  angle  proportionnel  a  sa  distance  a  la  section  ex- 
treme fixe;  et  laconslanle  b^  designe  Tangle  de  torsion  correspondent 
k  la  section  situ^e  a  Tunit^  de  distance  de  cette  section  fixe.  Enfm,  si 
/  d6signe  la  longueur  de  la  tigc,  hjt  est  la  rotation  de  la  base  ou  sec- 
tion extreme  mobile  par  rapport  a  la  base  ou  section  fixe. 

Ciiacune  des  sections  transversales,  d'abord  plane,  est  maintenant 
une  surface  courbe,  et  toutes  ces  surfaces  courbes  ont  une  mfime 
forme,  puisque  w  est  independent  de  z.  La  forme  de  ces  surfaces 
courbes  depend  de  la  fonclion  B^,  par  consequent  de  la  forme  pferi- 
ph^rique  de  la  section  transversale  du  prismc. 


(')  Les  fiffrei  ou  files  de  molecules  primilivement  parall^les  h  Taxe  de  s,  formant  les  g^n^ 
ratrices  d'un  cylindre  ayant  pour  axe  cetle  fibre  immobile  (77)  qui  peut  ^tre  consid^rte 
comme  I'axe  de  torsion,  restenl  bien  effcctivenient,  apr^s  les  ddplacements  de  leurs  points, 
des  lignes  droites  si  Ton  n  en  prend  que  dc  raibles  portions.  Ilais  si  on  les  consid^re  sur  toute 
leur  longueur  suppos6e  n'(>lre  pas  tr^s  petite,  ces  fibres  transformi^es  fonnent  des  helices, 
toutes  de  m£me  pas,  quel  que  soit  le  rayon  de  leur  cylindre  primitif.C'est  un  des  caractires 
de  la  torsion,  ici  consider^,  que  ce  changement  de  toutes  les  fibres  en  hdlices. 

Les  curieux  hyperboloides  k  une  nappe,  consid^r^  ici  par  I'auteur,  ayant  pour  axes  des 
fibres  quelconques,  me  paraisscnt  avoir  peu  d'int^ri^t. 
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Resumons  la  discusion  des  §!:i  25,  26,  27.  EUe  nous  a  manifesto  les 
Irois  d6formalions  principales  d'une  tige  61astique  :  Vextension^  la 
flexion  etla  torsion.  EUe  nous  a  donn6  aussi  un  point  de  d6part  cer- 
tain pour  Ics  problftmes  r6els  [wirklicher)  que  nous  aurons  a  6ludier, 
et  une  base  solide  sur  laquelle  nous  pourrons,  en  les  traitant,  appuyer 
une  suite  de  d6veloppemenls  ayant  forc6ment  une  rigueur  mathema- 
tique  moins  grande,  mais  qui  suffit  au  but  propose. 

Comme  conclusion  deces  considerations,  on  pent  encore  ^noncer  le 
th^or^me  suivant  qui  r^sulte  de  ce  que  les  tensions  tangentielles  t   ,  t  ^ 

[formules  (65),  (75  a),  (75  b)]  ne  contiennent  pas  la  variable  z. 

Les  tensions  qui  r^sultent  du  deplacement  lateral  des  fibres  les  unes 
par  rapport  aux  autres  sont  constantes  pour  chaque  fibre^  en  tous  les 
points  de  sa  longueur, 

g  28. —  Application  approximative  k  des  probldmes  r^els  (wirkliche). 

Dans  les  applications  pratiques,  le  probleme  pos6  est  ordinairement 
inverse  dc  celui  des  §§  precedents,  k  savoir :  pour  des  forces  quelconques 
appliqudes  a  rextr^mite  d'une  tige,  determiner  les  extensions,  flexions, 
torsions  qu'elle  ^prouve.  Mais,  jusqu'a  present,  c'est  a  peine  si  Ton  a 
reussi  a  resoudre  exacteuient  ce  probleme  pour  un  seul  cas ;  on  doit 
done  consid^rer  comme  un  r^sultat  important,  de  pouvoir  ramener 
approximativement  aux  deformations  qui  viennent  d*eire  etudi^es  les 
deformations  quelconques,  en  ne  faisant  que  tnodifier  la  repartition 
des  forces  agissant  sur  la  surface  d'extremite  libre.  Dans  la  theorie  des 
corps  rigides,  on  sait  que  Taction  d'un  systeme  de  forces  quelconques 
depend  simplement  de  six  combinaisons  de  ces  forces*,  savoir,  les  trois 
sommes  de  leurs  composantes  paralieies  aux  axes  des  coordonnees, 
et  les  trois  sommcs  dc  leurs  moments  autour  des  mfimes  axes.  Si 
done  on  a,  d'un  cdte,  un  systeme  donne  de  forces  agissant  a  Texlre- 
mite  libre  d'une  tige,  et  d'un  autre,  les  deformations  qu'on  vient 
d'etudier,  rigoureusement  produit^s  par  un  certain  systeme  de  forces 
agissant  aussi  sur  la  section  formant  la  mfime  extremite,  et  dans 
I'expression  desquelles  il  entre  un  certain  nombre  de  constantes  arbi- 
traires,  on  pourra  disposer  de  ces  constantes  pour  rendre  ces  deux 
syst^mes  Equivalents  I'un  a  I'autre,  comme  on  dit  en  slatique,  c'est-a- 
dire  ayant,  non  sculement  en  grandeur,  mais  encore  en  direction,  la 
meme  r^sultante  geometrique,  el  le  meme  moment  ou  couple  r^sul- 
tant.  Pour  cela,  Ton  egalera  les  unes  aux  autres  les  six  expressions  de 
sommes  de  composantes  et  de  sommcs  de  moments  qui  sufGraient  k 
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d^finir  raciion  de  chacun  de  res  deui  systemes,  s'il  s'agis&ait  d*un 
corps  rigide.  Sans  doute,  Taction  des  deux  syst6mes  Ati  forces  sur  le 
corps  ^laslique  n'est  pas  identiquement  la  m£me  ;  ioutefois,  on  peut 
admettre  que  Ton  obticndra  une  grande  approximation  en  substi- 
tuant  au  systeme  qui  est  donne  cclui  qui  resuUe  de  la  discussion 
et  des  calculs  des  §§  25,  20  ou  27,  en  y  donnant  des  valeurs  convena- 
bles  aux  constantes  arbilraires,  et  en  consid^rant  ensuite  les  defor- 
mations ct  les  tensions,  resultant  de  Tanalyse  de  ces  §§,  comme  celles 
qui  scraient  produites  par  le  sysl^.me  des  forces  donnees  et  qui  consli- 
tueraient  la  solution  rigoureuse  et  inconnue  du  problemef ). 

On  a  done  k  determiner  les  constantes  de  mani^re  a  satisfaire  a  six 
Equations. 

Rappelons  (commencement  du  §  22)  que  Taxe  des  z  6tant  dirig^  pa- 
ralieiement  aux  aretes  du  corps  cylindrique  ou  prismalique  que  nous 
consid^rons,  et  le  plan  des  xy  6tant  celui  de  la  base  qui  doit  rester 
fixe,  Taxe  des  x  est  suppose  le  prolongement  de  I'eliment  Iin6aire  de 
la  m^me  base  qui  doit  conserver  sa  direction.  D6composons  toutes 
les  forces  donn6es,  agissant  sur  rextr6mit6  libre,  en  leurs  compo- 
santes  parall^Iement  aux  axes  coordonn6s;  d^signons  par 

/  A  la  soinme  de  leurs  composantes  parall^loment  aux  .r  , 

(78  o)  I  B aux  1/  , 

V  G aux  ^.  , 

ol  par 

;  A'  la  somme  de  leups  moments  autour  de  Taxe  des  r  , 

(78  /;)  I  B'. des  1/  , 

.  r/ des  V  ; 

ceux  des  x,  des  y  dtant  traces  sur  la  base  fixe,  distante  de  /  de  la  base 
libre  ou  les  forces  ont  leurs  points  d*application. 

Les  momenis  positifs  seront  ceux  des  forces  qui  tendraient  h  fairc 
tourner  le  corps  dans  le  sens  des  aiguilles  d'une  montre,  pour  un 
observateur  regardant  Torigine  et  adoss6  sur  I'axc  positif  des  coordon- 
nees ;  et  nous  admetlrons  aussi  que  les  axes  sont  disposes  de  telle 


(')  Voir,  Ilia  Note  de  la  fin  du  present paraj^raplie  28,  les  diverses  preuTcs  qui  seront  doiin^^^ 
de  la  possibilttfi,  sans  altirer  sensiblement  les  r^suUals,  d'une  pareille  substitution  mutuellc 
de  systomcs  deforces  siaiiqueiuent  eifuifalents;  et  rinutilit6  probable  de  recherches  qui 
scraient  fuitos  de  solutions  conveoant  k  des  tensions  donnas  quelconques,  appliques  sur 
les  bates  et  les  facet  des  prismet. 
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fagon  qu'un  observateur  situi  siir  celui  des  ar  positifs,  el  regardant 
Toriginc,  voie  TaiguiUe  d'une  montre  se  diriger  des  y  positifs  vers  les 
z  positifs.  Cela  pos6,  les  sommes  A,  B,  C,  A\  h\  C  de  composaates  et 
dc  moments  des  forces  ext6rieures  agissant  a  Textremiti  libre,  doivent 
6(re  6gal6es  aux  sommes  correspondantes  que  Ton  calculera  en  suppo- 
sant  appliqutes,  en  chaque  point 
de  la  section  trans versale  libro, 
des  forced  pr^isement  igales  aux 
tensions  qui  s'y  produisent.  Cos 
tensions  s^obtiennent  en  faisant 
zz=l  dans  les  expressions  (65) 
p.  150(avec6=0)det  ,  t  ,  t  . 

Comme  elles  son!  rapport^es  a 
Tunit^  de  surface,  si  on  les  sup- 
pose appliqu6es  en  chaque  point 
sur  un  616ment  d<j  de  la  section 
extreme  7,  on  aura  les  forces 


SectionlibTo 


V/ 


Ky  ''' 


t..'/<7 


Section,  fixe 


0' 


,1 


/ 


xy 


/ 


a*' 


appliqu^es  au  point  dont  les  coor- 

donn^cs  sent  a?,  f/,  /,  et  sur  un 

616mentd9.  Si  maintenant  on^gale 

les  sommes  de  ces  composantes, 

et  les  sommes  de  leurs  momenis 

autour  des  axes  des  x,  i/,  z  dont  Torigine  est  sur  la  section  fixe,  aux 

sommes  de  composantes  et  aux  sommes  de  moments  de  forces  exl6- 

rieures  A,  B,  C,  A',  l\\  C,  d6fjnies  par  (78  a)  et  (78  6),  on  aura  les 

equations  suivanles  : 


(79) 


ou  Jes  int6grales  doivent  s'etendre  a  touto  la  superficie  a  de  la  section 

Iransversale  consid6r6e. 
Les  fonctions  t  ,  t      I    ,  ne  contiennent  les  constanles  inconnues 

a,  b....  que  d'une  manifere  lin6aire,  et  ces  constantes  s'y  trouvent 
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mulfipli^es  par  des  fonctions  que  Tint^gration  d^finie  transforme  en 
coefflcients  numeriqucs.  Les  Equations  (79)  forment  done  un  sysl^me 
de  six  Equations  du  premier  degr^  qui  suffisent  pour  la  determination 
des  constantes. 

S'il  n'y  a  pas  de  raisons  particuli^res  de  faire  autrement,  on  peut 
encore  simplifiercettcd^lermination  par  un  choix  convenable  du  point 
fixe  et  de  la  direction  des  axes  dans  la  premiere  base  ou  section  trans- 
versale.  Le  point  qui  se  pr6sente  Ic  plus  naturellement  pour  en  faire 
un  point  fixe  est  le  centre  de  gravity  de  cette  section,  et  alorsTaxe  des 
z  devient  la  ligne  des  centres  de  gravM,  c'est-i-dire  la  droite  qui  passe 
par  ceux  de  toutes  les  sections  fransversales.  On  sail  que  les  coordon- 
n^es  du  cenire  de  gravity  d'une  section  sont  toujours  donn^es  par  les 
Equations 

Si  done  on  prend  pour  origine  des  coordonn^es  le  centre  de  gravity, 
on  annule  (,  iq,  et  par  suite  les  integrates  qui  forment  les  num6rateurs 
de  ces  expressions.  Oh  a  alors,  par  consequent: 

(80)  .  CxdfT=Oy  ^|/f/(X   =    0. 

Enfin  on  peut  encore  choisir  la  direction  des  axes  de  mani^re  que 

(81)  jT,j,h  =  0, 

c*est-&-dire  prendre  pour  axes  coordonn6s  les  axes  principaux 
dMnertie  de  la  section.  11  est  facile  de  determiner  de  quel  angleondoit 
faire  lourner  un  systfeme  quelconque,  pour  le  faire  coincider  avec  les 
axes  principaux.  Supposons  donnas  deux  axes  rectnngulaircs  quel- 
conqucs  x  ei  y;  posons,  en  coordonn^es  polaires 

.r  =  rcos©,        y==rsin©. 

Pour  passer  a  un  nouveau  systeme  d*axes,  faisant  avec  les  premiers 
un  angle  a,  il  suffit  de  remplacer  ^  par  (9  — a),  et  les  coordonn6es, 
dans  cc  nouveau  systeme,  deviennent : 

.r'=:rcos(f  —  a),        y'^rsin(© — a). 

Pour  que  ce  nouveau  sysieme  coincide  avec  celui  des  axes  principaux 
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il  faudra  que  Ton  ait : 

0  =  fyy'diT  =  ^  fr'  sin  2  (i  —  «)  th 


Id  • 


Si  Ton  d6veloppe  la  valeur  de  sin  (29  —  2  a)  el  si  Ton  remarque  que 
Tangle  a  6tanl  le  m6me  pour  tons  les  points  dc  la  surface,  il  doit  sortir 
du  signedeTint^gration,  celle  Equation  devicnt : 

0  =  cos  2a  /  r-  sin  2*//^  —  sin  2  a  /  r-  cos  25prf<r , 

ce  qui  donnc  : 

tangJ«_^^,^^^2^^^. 

En  rempla^ant  maintenant  r  cl  9  par  leurs  valours  en  x  et  en  ?/,  on 
a  6videmmcnt 

r'  sin  2^ = %ry  ,         r*  cos  2©  =  x-  —  if ; 
et  par  suite 

Le  second  membrc  ne  contient  que  des  quantit^s  donn^es  :  ce  sont 
des  integrates  d^finies,  s'etendant  a  toule  la  section  consid^r^e,  de  fonc- 
tions  de  coordonn^es  rapport^es  au  syst^me  d'axes  consid6r6.  L'angle 
a  est  done  d6lermin6  par  cetle  Equation.  Cependant  elle  donne  pour  cct 
angle  plusieurs  valours  et  il  parait  snbsister  une  certaine  indetermina- 
tion ;  niais  on  voit  facilemcnt  que  ces  diverses  valeurs  ne  different  entre 
ellcs  que  de  multiples  d'un  angle  droit.  Si  done,  par  le  choix  de  Tune 
de  ces  valeui*s  de  a,  on  a  determine  un  systeme  d'axes,  les  autres  sys- 
limcs  possibles  s'obtiendront  en  faisant  (ourner  cclui-Ia  d*nn  cerliin 
nombre  d*angles  droits.  Tous  ces  autres  syst^mes  coiiicideront  done 
avcc  le  premier;  il  n'y  aura  de  change,  pour  quelques-uns,  que  la  desi- 
gnation des  dcuxaxes/'On  doit  done  consid(irer  la  position  du  systeme 
d'axes  coordonn^s  comme  dotermin^e  sans  aucune  ambiguity. 

Repr^sentons  maintenant  par  x  et  X  les  rayons  de  gyration  de  la  sec- 
tion 9  par  rapport  aux  axes  principaux  x  (A.y\  nous  aurons  les  equa- 
tions : 


(82)        /  /  xhh  =  VG  , 
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et  si  maintenant,  dans  les  equations  (79)  de  ia  page  171,  on  eiprimc 
les  tensions  t  an  moyen  des  trois  derniSres  formules  (65)  de  la 
page  1 50  avec  6  =  0  et  z  =  /,  si  Ton  effectue  les  integrations  en  tenant 
compte  de(80)  fxds  =  0,  fy  d,  =  0,  de  (M)  fxy  d<s=0  et  de  (82) 
que  nous  venons  d'6crire,  enfiii  si  Ton  remarque  que  la  deuxiime  el 
la  qualricme  Equation  (79)  reviennent  a 


/t„  yrf« 


bi 


\',  j\...»h:^M—h', 


Ton  obtient  faciiement  les  r^sultats  suivants  : 


(!) 


C 


A 


(83)/ 


(*) 


(5). 


Kl  —  W 
E<rV 


a. 


*,/=: 


(«) 


D 


(•) 


NOTE  riNALI  m  (^  28 


\ 


1.  —  L*auteur  avance  dansce  g  28  (p.  169),  et  nous  pensons  que  c*est  avec 
raison,  que  les  solutions  donn^es  du  §  S3  au  g  38,  bien  qu*elles  exigent, 
pour  dtre  rigoureuscs,  nn  mode  particulier,  jamais  r^alis^,  d*application  et 
de  distribution  des  forces  aux  extr^mit^s  des  tiges  qu'elles  6tendent,  fl^cbis- 
sent  ou  tordenty  convienncnt  n^anmoins,  avec  toute  Tapproximation  d6sira- 
ble,  si  des  forces  qui  leur  soient  xtatiquement  equivalente^  sont  appliqu^es 
et  distributes  dune  autre  mani^re  quelconque  vers  ces  extr^mit^s ;  c'est- 
&-dire  que  les  derniSres  forces  donneront  les  monies  extensions,  flexions  et 
torsions  que  los  premieres,  tout  Ic  long  de  la  tigc  qu*elles  sollicitent,  en 
exceptant  toutefois  des  portions  tr^s  petltes  de  sa  longueur,  comptees  k  par* 
tir  des  points  oA  elles  agissent. 
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Ainsi  que  nous  TaTons  promis  k  la  Note  de  la  fin  du  §22,  nous  allons 
rapporter  les* motifs  de  penser  qu'il  en  est  bien  ainsi. 

D*abord,  des  experiences  assez  nombrcuses  tendent  a  prouver  ce  fail  de 
la  presque  indifference  du  mode  d*application  et  de  distribution  des  forces 
vers  les  extr^mit^s  des  tiges,  pourvu  que  leur  longueur  contienne  un  grand 
nombre  de  fois  leurs  dimensions  transversales. 

Ainsi  d6j&»  la  formule  de  Textension  simple,  exprimant  sa  proportionna- 
lit^  ft  la  longueur  de  la  tige  6tendue  et  a  la  r^sultante  des  tractions  longitu- 
dinalet  qu'elle  ^prouve,  rapport^e  k  Tunit^  superflcielle  de  la  section,  n*est 
analyliquement  vraie  que  si  les  tractions  sont  appliqu^es  aux  points  mdmes 
des  bases,  et  uniform6men(  distributes  sur  leurs  61^ments ;  et  pourtaiit  la 
loi  que  la  formule  exprime  s'observe  quand  les  forces  agissent  autrement 
aupr^s  des  extr^mit^s  de  la  tige,  par  exemple,  comme  le  plus  ordinairement, 
sur  les  faces  lat^rales. 

Ainsi,  la  formule  de  la  flexion  egale^  ou  en  arc  de  cercle,  n*est  fournie  par 
Fanalyse  qu^autant  que  les  deux  cotiple»  flechmanU  soient  formes  de  forces 
appliqu^es  normalement  sur  les  bases  de  la  tige  fl^chie,  et  distributes, 
quant  aux  intensit^s,  d*une  mani^re  lin^aire,  c*est-ft-dire  proportionneile- 
ment  aux  distances  de  leurs  points  d'application  6  une  m^me  droite  :  pour- 
tant  cette  formule  s'observe  encore  quand  chaque  couple  est  form^  seule- 
ment  de  deux  forces  appliqu^es  dans  deux  sens  opposes  sur  les  cdt6s  de  la 
tige  fl^cliie. 

On  pent  en  dire  autant  de  la  formule  connue  de  la  flexion  in^gale  ou  ordi- 
naire, qui  donne  des  r^sultats  conformes  k  de  nombrcuses  experiences, 
quoiqu^elle  exige,  analyliquement,  pour  Tapplication  et  la  repartition  des 
forces,  sur  les  seules  bases,  un  melange  complexe  d'actions  normales  et 
d  actions  tangentielles  encore  plus  irr^alisables. 

Ainsi  encore,  la  formule  tr^s  simple  de  la  torsion  d*un  cylindre  k  section 
circulaire  est  exacte  settlement  sous  la  condition  que  les  forces  qui  Top^renl 
agissent  tangentiellemenl  aux  bases,  perpendiculairemenl  k  leurs  rayons, 
d'une  raanidre  ^gale  sur  toute  zone  annulaire  ayantle  mdme  centre  qu*elles, 
et  proportionnellement  au  rayon  moyen  de  cette  zone  de  largeurtr^s  petite. 
El  ccpendant  cette  formule  donne,  pour  tout  autre  mode  d*application  des 
forces  ayant  m^me  couple  resultant,  des  angles  de  rotation  reconnus  depuis 
longtemps  conformes  k  ce  que  fournit  rexp^rience,  dans  les  limites  tr^s 
sttfRsantes  de  I'approximation  qu*elle  comporte. 

Ifous  pourrions  citer  aussi  la  confirmation,  fournie  par  les  experiences 
de  Duleau,  de  Savart,  de  Wertheim,  des  foi^nules  de  torsion  de  prismes  6 
base  carr^e,  k  base  rectangle,  pinc^s  ou  sollicites  lat^ralement  au  lieu  de 
retre  sur  leurs  seules  bases  de  la  mani^re  compliquee  que  les  iormules 
indiquenl.  (M6moire  sur  la  lorsion  et  notes  surNavier,  d^jk  cit6s.) 

2.  —  Des  observations  tr^s  sin^ples,  qu*on  peut  faire  sur  des  prismes  de 
caoutchouc,  si  i'on  n'a  point  k  sa  disposition  des  moyens  de  mesurage  des 
deformations  imperceptibles  de  matieres  raides  (m^me  Navier  annotd  §  6 
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de  la  note  du  n'*  80,  p.  40)  rendent  laison,  en  quelque  mani^re,  de  cette 
possibility  de  substituer,  k  de  certiins  syst^mes  de  forces  agissant  aux 
extremit^s  des  tiges,  des  syst^mes  statiqucment  Equivalents,  ou  qui  n*en  dif- 
ferent que  par  des  forces  en  Equilibre,  sans  que  cette  substitution  change 
leseffets  produits  sur  la  presque  totalite  de  la  longueur;  car  ces  observa- 
tions montrent  que  les  impressions  et  autres  deformations  puremenl  locales 
que  produisent  ces  forces  qui  se  font  Equilibre  sur  une  niEme  petite  partio 
detige,  ne  se  font  jamais  sentir  que  tr^s  peu  en  de<^  et  au  delk  des  points 
ou  les  forces  sont  appliquEes. 

Ces  faits  nombreux  tendent  k  prouver  que,  quel  que  soil  le  mode 
d*application  et  de  distribution  des  forces  ext^rieures  qu*on  fait  agir 
sur  les  extr^mit^s  des  prismes  Elastiques,  les  tensions  inleriettre*^  tant 
normales  que  tangentielles,  qui  en  r^sultent,  se  repartissent  naturellement 
sur  leurs  dKerses  sections  transversales,  m^me  assez  peu  distantea  des 
bases,  presque  exactement  comme  lesformules  exigent  qu*elles  soient  re- 
parties  sur  les  bases  elles-mSmes  pour  que  les  effets  qu*elles  indiquent  s*ob- 
serventdans  toute  la  rigueur  analytique;  d*ou  il  suit  qu*cn  soustrayant, 
par  la  pens^e,  de  tres  petites  portions  des  tiges,  ou  en  substituant,  k  leurs 
bases,  des  sections  qui  en  sont  assez  procbes,  les  forces  se  trouvent  appli- 
quees  et  r^parties,  sur  ces  bases  fictives,  k  tres  peu  prEs  conrorm^ment  a  ce 
que  les  formules  indiquent  et  r^gissent. 

3.  —  D'autres  observations  ou  experiences,  faites  sur  des  pieces  qui  s^^ten- 
daient  ou  flEchissaient  sensiblement,  soit  sous  leur  poids  proprc,  soit  par 
Teffet  d*une  charge  r^partie  sur  toute  leur  longueur,  et  aussi,  des  experien- 
ces de  mouvements  vibratoires,  ou  Tinertie  se  trouvait  en  jeu  comme  une 
force  animant  tous  les  elements  du  volume,  ont  prouvi  mt^me  que  les  for- 
mules de  {^extension,  de  la  flexion,  de  la  torsion,  dont  nous  parlous,  peu- 
vent  etre  employees  tr^s  approximativemcnt  lorsqu*il  y  a  des  forces  agis- 
sant ailleurs  qu*aux  extremit^s  ou  k  des  endroits  tr^s  distants  les  uns  di's 
autres.  II  sufflt,  pour  pouvoir  y  appliquer  ces  formules,  de  prendre  pour 
base  ou  exlr^mite  Active  de  la  piece  une  section  transversalequelconque,  en 
supposant  cette  section  sollicitee  par  la  r^sultante  des  forces  exterieures  ou 
d*inertie  qui  agissent  sur  toute  la  partie  de  la  tige  se  trouvant  en  deg^. 

fiien  plus  :  les  formules  s'appliquent,  presque  avec  la  m^me  approxima- 
tion, ou  repr^sentent  k  peu  pr^s  aussi  bien  les  r^sultats  observes  et  mesu- 
r^s,  lorsque  la  piece,  toujoui*s  de  forme  allongec,  n*est  pas  prismatique, 
mais  est  un  peu  tronconique,  ou  courbe,  ou  tor$e\  une  section  quelcoaque 
etant  toujours  prise  pour  une  des  extr^mites  de  la  portion  de  piece  au  dela, 
et  soumise  aux  forces  s*exer^nt  sur  la  portion  en  degu  de  la  section  quel- 
conque  ainsi  choisie. 

4.  —  Et  il  est  fort  heureux,  on  peut  le  dire,  qu*il  en  soit  ainsi;  car, 
comme  nous  Tavons  remarque  plusieui*s  fois  (llistorique,  n°  XXV  et  Appen- 
dice  II,  g  7,  p.  5*2^  de  la  meme  reedition  des  Le^on$  de  Navier),  si  lepro- 
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blhne  de  Lame  (6nonc^  k  la  note  ci-dessus  du  g  23),  de  Ve'tat  d'equilibre 
d*un  prUme  rectangle  dont  les  faces  seraient  soumises  a  des  forces  donnees^ 
recevait  jamais  cette  solution  qu*il  a  inutilement  chcrcli^e  et  longtemps 
demandee  au  monde  savant,  on  ne  scrait  trSs-vraisemblableraent  pas  plus 
avanc6.  En  elTett^si  Ton  excepte  le  seul  cas  d*une  pression  uniformc  com-^ 
muniqu^e  par  un  fluide,  les  donne'es  m^mes  de  ce  probl^me,  savoir  les  pres- 
sions  ou  tensions  exerc^es  sur  les  divers  ^l^ments  des  faces  ext^rieures,  ne 
sont  jamais  connues;  c'est  par  rintermediaire  d*autres  solides  qu*on  les 
exerce  sur  ces  faces,  et  Ton  n'en  connait  dans  la  pratique  que  les  r^sul- 
tantes  et  les  moments  resultants.  II  est  done  k  penser  que  les  solutions  du 
genre  de  celles  dont  on  s*est  occupe  depuis  le  g  22,  et  dont  on  va  s'occuper 
encore,  offrent  tout  ce  qu'on  pent  esp^rer  obtenir  d'utile  pour  la  determi- 
nation, tout  au  moins  approch^e,  des  modifications  ou  deformations  de  pieces 
eiastiques,  dues  k  des  forces  quelconques,  dans  les  limites  qu'on  est  sup- 
pose ne  pas  franchir  et  qui  sont  celles  de  la  stabilite  de  la  contexture  de 
la  maliere  et  de  ses  proprietes  eiastiques. 

5.  —  Mais  il  convient  de  donner  aussi  des  raisons  Iheoriques  et  generates 
de  cette  applicabilite,  comme  approximation,  des  formules  des  gg  25  &  38, 
tirees  de  la  supposition  du  §  22  (p.  140)  : 

(a)    [(57^)  reproduite]      t^j=:0,    tyy  =  0,    t^y=0,  par  tout  , 

aux  effets  produifs  par  des  forces  agissant  d'une  maniere  quelconque  sur 
des  tiges  ou  pieces  de  forme  allongee,  dont  les  faces  lat^rales,  ainsi  que  les 
molecules  de  Tinterieur  sont,  ou  libres  de  toute  action  exterieure,  ou  sou- 
mises seulement  k  des  actions  reparties  d'une  maniere  continue  et  ne  don- 
nant  ainsi  qu*un  faible  contingent  sur  chaque  tron^on  ou  portion  de  tige, 
d'une  longueur  ne  surpassant  pas  la  dimension  transversale  moyenne. 

II  convient  de  prouver  que,  dans  ces  conditions-ie,  ce  que  donnent  les  for- 
mules pour  les  trois  autres  composanles  de  tension,  f^^,  t^,  t   ,  represente 

tres  approximativement  la  maniere  dont  cclles-ci  s*etablissent  et  se  distri- 
buent  sur  les  diverses  sections,  excepte*  sur  celles  qui  sont  fort  proches  des 
extremites ;  de  maniere  qu*on  puisse,  avec  assurance,  et  independarament 
de  tout  empirisme,  etendre  Temploi  de  ces  formules  k  Tappreciation  d'effets 
sur  lesquels  les  experiences  citees  n*ont  point  porte  (tels  que  les  flexions  ac- 
compagneesde  torsion),  ainsi  que  de  ceux  qu*elles  n*ont  point  reveies  (tels 
que  les  glissements  qui  accompagnent  la  flexion  inegale,  etc.). 

II  semble  au  premier  abord  que  cette  petitesse  relative  ou  cette  presque 
nullite  des  composantes  transversales  de  tension  t^.^,  t^^,  t^.^  est  facile  k 

prouver ;  qu*elle  resulterait  de  ce  que  cliacune  de  ces  trois  composantes  est 
nulle  k  la  surface  lacerate  de  la  tige,  k  la  fois  d*un  cdte  et  du  cdie  oppose 
du  contour  de  chaque  section ;  d'ou  suivrait,  si  les  dimensions  transversales 
sont  tres  petites  du  premier  ordre,  que  les  composantes  en  question  le  sont 
du  second  ou  du  quatrieme.  C*est  ce  qu*on  pent  voir,  en  prenant  pour  fixer 

12 
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les  id6es  une  section  rectangle ;  car  sisescdt^s  sont  2a  parall^lemenlaui  .r, 
et  2fr  parallMement  aux  y,  comme  t^^,  t    s*annulent  pourx=:a  eix  =  — a, 

I    el  t    pour  y  =  b  et  y  =  —  t,  l^.^,  t    ,  t     doivenl  avoir  leurs  expressions 

en  or  et  2^  respectivement  divisibles  par  a*  —  jr*,  b-  —  y*  el  (a'  —  x') 
(b* — y')i  facteurs  qui  sont  du  deuxiSmc  et  du  quatrieine  ordrc.  On  met 
m^me  ces  trois  facleurs  en  evidence  si,  comme  ont  fait  Poisson  et  Caucliy 
dansleurs  lenlatives  de  18128,  deja  cities  (M6m.  dc  l*lnstilut,  t.  VHI. —  Exer- 
cices  de  math^matiques),  Ton  admct  que  les  tensions  sont  expriinablcs  en 
series  proc^dant  suivant  les  puissances  el  produils  dc  puissances  enlieros 
dc  X,  y  (H^moire  sur  la  flexion,  i85i,  au  Journal  de  Liouville,  1850,  n°  5). 
Mais  il  faut  convenir  que  celte  supposition  dcs  deux  illustres  georoelres, 
essay^e  en  1828,  est  bien  arbitraire;  elle  est  meme  sujelte  k  6garer  :  et  fut- 
elle  juste,  il  faut  remarquer  que  ce  qu'on  dit  ainsi  de  1^^^.,  l^^,  l^  s'appli- 

querait  ^galement  k  t,,,  t    qui  s'annulent  aussi  sur  les  bords.  On  annulc- 

rait  done  toutes  les  composantes  excepts  t^..  Cela  est  8up[)osablc  pour  K*9 

tiges  longues  et  minces,  quand  on  ne  s'occupe  que  de  leur  flexion ;  mais 
cela  ne  8*applique  plus  quand  il  y  a  torsion,  cas  oft  t^.,  t    subsistenlel  sont 

trte  grands  devant  t   ,  t    ,  t^.;  et  cela  ne  fournirait  pas  non  plus,  pour  l.i 

flexion  inegale^  les  glissements  qui  Taccompagnent  et  qui  dependent  des  ef-- 
farU  iranchants,  sommes  des  intensil^s  de  t^^  ou  t  sur  tons  les  Aliments  dc 
chaque  section. 

6.  —  Aussi  M.  Kirchhoff  a  pr^sente  des  considerations  (')  destinees,  en 
parlie,  au  m^me  but,  el  oii  il  laisse  subsisler  les  tensions  transversales 
t^^,  t   ,  bien  que  Tillustre  Correspondant  de  Tlnslilul  suppose  in/iniment 

petites  les  dimensions  transversales  des  tiges  elastiques  auxquelles  elies  se 
rapportent.  Clebsch  reproduil,  aux  §g  47,  i8,  19  ci-apr^s,  .son  analyse,  que 
j*ai  ikchi  aussi  de  presenter  d'une  maniere  claire  k  la  fin  de  TAppendice 
compl6mentaire  de  T^dition  annol^e  (1864)  de  Navier.  Elle  consiste  surtout 
dans  des  calculs  de  pure  Cin^matique,  d*ou  il  conclul  que  si  la  tige  mince 
est  divis^e,  par  la  pens^e,  en  Iron^ons  ayant  des  longueurs  du  m^me  ordre 
de  petitesse  que  les  dimensions  transversales,  el  si  Ton  repr^sente  par  x,  y,  i 
avant  les  petils  deplacements  £prouv6s,  x  +  u,  y  +  v,  2  +  u;  upr^s,  les 
coordonn^es  d*un  point  M  par  rapport  k  des  axes  locaux  accompagnant  dans 
ses  mouvements  le  trongon  dont  cc  point  M  fait  partie,  Taxe  des  z  clant 
longitudinal  ou  dirige  suivanl  la  ligne  des  centres  de  gravity  des  sectionsi 
on  a  les  expressions  suivantes,  oil  r^,  r^,  r,  9,  sont  quatre  quantity  sensi- 
blement  constantes  pour  chaque  tron^on,  et  pouvant  varier  d*un  tron^on  a 
l*autre  [Expressions  (H)  §  49]  : 

(b)  ^i^ry-^r^,        --  — i-js  — rx       t-  — 3-f  V  — 'i!^  • 

Cm  Cm  Cm 

(*)  CeUc  discussion  est  une  sorte  d'anticipation,  qae  j*ai  cm  utile  de  fairc  ict,  des  eonti- 
diralioni  dc  la  deuxitme  partie,  cli.  IV,  §§  47  a  CM). 
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Elles  signifient,  comme  il  n*est  pas  difficile  de  le  reconnaitre,  que,  par 
cela  seul  que  les  dimensions  transversales  d*une  tige  61astique  sont  infini- 
ment  petites,  les  d^  placements  de  ses  points,  produits  par  des  forces  appli- 
qu^es  et  distributes  n'importe  de  quelle  maniere,  sont,  s'ils  op^rent  avec 
continuity,  r^ductibles,  dans  chacune  de  ses  petites  parties  : 

1*  A  une  dilatation  longitudinale  3; 

2*  A  des  flexions  r^  autour  d*une  parallele  k  Taxe  transversal  des  x,  et 

r,  autour  d'une  paraltMe  k  celui  des  y;  flexions  faisant  prendre,  en  cet 

endroit,  aux  projections  de  Taxc  de  la  tige  sur  les  plans  zy  et  zxy  des  cour- 

i       1 
bures  dont  les  rayons  sont et  -; 

3°  A  une  torsion  r,  faisant  tourner  une  des  bases  du  tron^on,  devant 
Tautre  base,  d'un  angle  ^gal  k  r  multipli6  par  leur  distance. 

D'ou  M.  Kirchhoff  deduit  par  integration,  en  appelant  u,  v,  w  les  valeurs 
de  Uf  V,  w  pour  x  =  0,  c'est-&-dire  les  pelits  d^placemcnts  des  divers  points 
d'une  section  quelconque  prise  pour  base  d*un  tron^on  aussi  quelconque, 
des  expressions  de  n,  v,  w  qui,  diff^rentiScs  en  x,  y^  z,  donnent  les  suivantes 
pour  les  dilatations  et  glissements  : 


o  II  •.  o  V 


{«) 


i>\s  Svi  cU  .  Dv 


\ 


La  troisi&me  de  ces  formulesju^^t/ie  en  quelque  sorte  le  fondement  prin- 
cipal de  la  thSorie  de  la  flexion,  k  savoir  la  linear  He  de  Texpression  de  lu 
dilatation  des  fibres  on  elements  longitudinaux  de  la  tige,  en  fonction  des 
coordonn^es  transversales  .r,  y.  Les  quatri^me  et  cinqui^mc  fournissent 
aussi  le  fondement  principal  de  la  theorie  de  la  torsion.  Et  si  Ton  met 
toutes  ces  expressions  de  3^ g     dans  celles  qui  donnent  t^^,  t^^,  t.^.puis 

Ca  Oa  ^a 

6  1  CI  C I  J 

celles-ci  dans-TT^-h-T^H--7r^=:  0  qui  est  la  troisierae  des  equations  de 

tx       Vy        oz 

Tfequilibre  int^rieur,  ainsi  que  dans  une  de  celles  qui  sont  relatives  k  la 
surface  lat^rale,  on  obtient  T^quation  indeflnie  du  second  ordre,  et  T^qun- 
tion  d^iinie,  aussi  en  ^,  qui  donnent  ce  displacement  longitudinal,  ou  le 
goMchissement  des  sections,  d(i  k  la  torsion ;  et  cela,  comme  on  voit,  ind^- 
pendamment  de  tout  mode  particulier  d*application  et  de  distribution  .des 
forces  sur  la  tige,  k  la  seule  condition  que  ses  dimensions  transvei*salcs 
puissent  dtre  regard^es  comme  infiniment  petites. 

7.  —  Mais  deux  objections  peuvent  6tre  faites  k  la  remarquable  et  deli- 
cate analyse  de  M.  Kirclihoff,  en  tant  que  presentee  comme  propre  k  con- 
duire  au  but  ici  desire. 

L'une  est  que  les  resultats  qu*elle  fournil  sont  achetes  par  trop  de  suppo- 
sitions rcstrictives.  Les  formules  (c)  donnent,  en  effet,  z6ro  pour  les  d6riv6es. 
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par  rapport  k  2,  des  six  quantiles  d^ g    ,  et  par  consequent  aussi  des  six 

composanies  de  tension  t^^,  t   ,  t^^,  t   ,  t   ,  t    .  Or,  pareille  chose  n'a  pas 

lieu  avec  les  formules  (65)  de  la  fin  du  §  25,  car  la  cinqui^me  donne,  eu 
^gard  k  ce  qu*il  est  demontre  nu  §  23  [Equation  (70  a)]  qu*il  faut  faire  b  =  0. 


rt. 


<    M 


^=E(b^X'^-  b^y). 


quantite  petite  sans  doute,  vu  la  pctitesse  supposee  des  cuordonnees  transver- 
sales,  en  sorte  qu*on  peut  la  faire  niille  pour  obtenir  certaines  Evaluations 
de  premiere  approximation;  mais  quantite  h  laquelle  il  faut,  pour  d*autres« 
de  deiutiemey  attribuer  une  valeur  finie;  car  dans  la  flexion  inegale,  c'est-a- 
dire  variable  d*un  bout  k  Tautre  dc  la  tige,  et  qui  est  constamment  d^ler- 
mint'e  par  les  forces  ne  faisant  pas  couples,  E^^  Eb^  peuvent  avoir  des 

valeurs  tr^s  grandcs,  et  il  faut  tenir  coinpte  de  la  dSrivEe  —f?  pour  obtenir 

les  glissements  transversaux  et  longitudinaux  qui  se  combinent,  d'un*' 
mani^re  souvent  sensible  et  influcntc,  avec  les  dilatations  3.  des  fibres;  cir- 

Constances  que  la  tliEorie  de  M.  KirchUoff,  qui  vient  d*dtre  presentee,  serait 
impuissanle  k  fournir. 
L*autre  objection,  nous  le  croyons,  est  plus  grave  : 

L'expression  (c),  Z^  =  'd-hr^XT-r^y  ou  —  3 -h  —  4- ?^  (p,  et />,  etanl  les 

rayons  de  courbure  des  deux  projections  de  Taxe  de  la  tige  sur  les  plaii> 
yz^  xz  passant  par  sa  tangente)  donne  bien  la  loi  des  dilatations  des  fibres  a 
travers  cliacune  de  ses  sections;  mais,  pour  calculer  les  flexions,  il  faut 
aussi  autre  chose;  il  faut  connailre  les  tensions  t,,  de  ces  fibres,  ou  savoir 

par  quoi  on  doit  multiplier  les  3,  pour  avoir  les  t.^;  si  c'est  bien,  par 

exemple,  le  coefficient  ou  module  d'ela^ticite  E,  comme  si  chaque  fibre  ne 
reccxait  aucune  action  transversale  de  la  part  des  fibres  voisines.  Gela  exige 
qu  on  connaisse  les  rapports  des  dilatations  ou  contractions  transversales 
aux  dilatations  longitudinales,  et,  par  consequent,  que  Ton  determine  les 
d^placemenls  lateraux  u,  v. 
Aussi,  M.  Kirchhoff  substitue  les  t^^,  t^^,  t^.,  t^,,  t^,  l^^  resultant  des 

valeurs  (c)  des  3,  g,  dans  les  equations  de  Tequilibre  des  Elements  iiite- 
ricurs,  ainsi  que  dans  celles  qui  sont  relatives  aux  points  de  la  surface  late- 
rale  de  la  tige;  ce  qui  lui  donne  des  equations  differentielles,  tant  indefinien 
que  (lefinies,  en  u,  v,  comme  en  w.  On  ne  peut  pas  les  int^grer  toutes, 
comnie  on  fait  pour  celles  qui  ne  contiennent  que  w.  Mais  il  observe  ^0/1  y 
iatufait   on  posant  t^^==:0,   t^^  — 0,  t^y  =  0  (comme   il  dit  que  jc  Tai 

remarqu6  le  premier,  et  ce  qui  a  pour  consequence  t^^^rEJj). 

En  effet,  ajoule-t-il,  si  Ton  r^sout  par  rapport  k  3  ,  3  ,  g     les  Irois 

Equations  ainsi  posees,  on  a,  pour  leurs  valeurs,  c?,,  c'S^,  c"d^ ;  c,  c',  c'  Etant 


NOTE  DU  §  28.    —  RAISONS  DG  LA  NULLITE  DES  TENSIONS  TRANSTERSALES.       181 


des  constantes,  m^me  dans  les  cas  ou  il  n*y  a  de  plans  de  sym61rie  de  con- 
texture que  perpendiculairement  h  Vaxe  dc  la  tige  ou  des  z;  d*ou  il  suit, 
d*apr^s  la  valeur  lin^aire  (c)  de  3^  en  a:,  y,  que  ten  derived  secondes^  en  x.  y, 

de  3^,  3  ,  g     sont  tmtes  :=0;  eiles  satisfont,  ainsi,  identiquenlent  k 


(d)  -c^  +  -crJ  =  -^ 


^«<)       ^«<)       ^»g 


ce  9U1  est  la  condition  (appel^e  quelquefois  de  compatibilite)  pour  que  les 
grandeurs  u,  v,  puissent  itre  de'terminees  conforme'ment  aux  deux  premieres 
et  a  la  sixi^me  des  egalite's  (o). 

Or,  cette  mani^re  de  prouver,  par  une  de  ses  consequences,  savoir,  par 
une  possibmte\  ou  une  non-incompatibilit&,  la  nullity  qu*on  veut  6tablir 
^®  *xar»  Kv*  Ku^  n'esi,  ^videmment,  point  satisfaisanle.  Rien  ne  dit  qiraucune 
autre  hypothese  ne  reniplirait  la  condition  (d).  fiien  plus,  observons  que,  si 
les  in^galites  poshes  :  l^^  =  0,  t    =rO,  t    —  0,  pennellentdc  salisfaire  aux 

Equations  d'^quilibre  int^rieur,  el  d*equilibre  sur  la  plus  grande  partie  de 
la  surface  laterale,  elles  ne  satisfont  nullenient  aux  conditions  et  Equations 
d*6quilibre  aux  extr^mites,  c*est-&-dire  sur  les  bases,  et  sur  les  petiles  parties 
lal^rales  qui  les  avoisinenl,  car  il  peut  y  agir  de  pareilles  coniposantes  de 
tension  non  nulles,  puisqne  aucune  hypothese  n'a  H^  faite  sur  le  mode 
d*aclion  et  de  distribution  des  forces  appliqu^es  en  ces  endroits.  La  reduc- 
tion des  dimen^ions  transversales  h  des  lignes  infiniment  petites,  et  ce  qu*on 
en  deduit,  n*ajoutent  done  que  pen  de  chose  k  ce  qu*on  avait  tire,  aux  gg  pre- 
cedents (et  qui  etait  meme  plus  compiet  k  cerlains  egards)  de  la  menie  sup- 
position de  composantes  transversales  de  tension  nulles,  failc  comnie  essai 
des  le  debut. 

8.  —  H.  Boussinesq  nous  parait  etre  parvenu  plus  conipietement  et  plus 
assarement  au  meme  but  qui  est  surtout,  repetons-le,  la  justification  du 
point  de  depart  d*une  analyse  comme  celle  des  g§  23  k  38,  savoir  la  suppo- 
sition exacte  ou  approchee 

(e)  t,^=0,  tyy  =  U,  t^y  =  0 

de  nullite  des  actions  rautuelles  des  fibres  longitudinales  dans  les  sens 
transversaux. 

Nous  allons  exposer,  en  le  developpant,  son  precede  que  nous  rendrons 
aussi  clair  que  nous  pourrons,  en  Tappliquant,  pour  cela,  au  cas  simple 
d*une  tige  pleine,  de  matiere  homogene,  offrant  trois  plans  de  symetrie  de 
contexture,  et  en  renvoyant  au  Hemoire  du  savant  professeur  de  la  Faculte 
de  Lille  {Journal  de  mathematiques  pures  et  appliquees,  1871,  premiere 
partie,  les  tiges),  ainsi  qu'i  son  complement  insere  en  1879  au  m6me  journal, 
pour  sa  generalisation;  car  il  Tapplique  a  un  corps  allonge,  pouvant  etre 
evide  tubulairement  en  plusieurs  endroits,  ayant  ses  sections  transversales 
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pour  seuis  plans  de  symetrie  de  contexture,  et  compost  d'une  mati^re 
dont  la  nature  peut  changer,  mdine  brusquement ,  dans  les  sens  trans- 
versaux. 

Ce  qu'a  de  special  sa  methode,  et  ce  qui  permet,  lorsqu'on  Temploie,  de 
tirer  des  conclusions  plus  g^n^rales  et  plus  certaines  que  par  les  autres, 
c*est  qu*il  met  en  oeuvre  non  seulement  les  Equations  de  Tequilibre  des 
Elements,  mais  encore  le  principe  non  moins  incontestable  du  poientirl 
(relasticite,  ou  le  fait  connu  et  gen^ralement  admis  que  ce  travail  de  defor- 
mation elastique,  dej&  consid^re  au  §  16  ci-dessus,  est  toujours  positif, 
quelles  que  soient  les  petites  deformations,  k  partir  de  T^tat  naturel  ou  sans 
tensions,  que  Ton  fasse  subir  k  un  corps  61astique ;  fait  evident,  car  il  n>st 
autre  que  celui  de  la  consommation  n^cessaire,  pour  tout  corps  qu*on 
^carte  de  cet  ^tat  primitif,  d*un  certain  travail  dont  le  potentiel  mesure  la 
grandeur. 

Le  double  de  ce  potentiel  ou  de  ce  travail,  depuis  T^tat  ou  les  tensions 
etaient  zero,  jusqu*^  celui  ou  leurs  six  composantes  sur  trois  petites  faces 
perpendiculaires  aux  x,  y,  z  ont  acquis  les  intensit^s  t^^, t    ,  par  Buite 

des  deformations  3^, g    de  rei^ment  dont  le  centre  est  au  point  (.r,  y,  2), 

a,  si  on  le  divise  par  le  volume  de  1  element,  et  si  on  le  represeiite  par  2  ♦, 
la  valeur  suivante : 

(f)  2<P^t;)-ft5)+t;)-4-tg     -Htff     -ftg     ; 

car,  d'apr^s  ce  qu'on  a  vu  &  ce  g  16,  p.  61,  le  travail  616mentaire  qu'exigo, 
par  exemple,  la  production  d*une  portion  inflniment  petite  H^  de  la  dilata- 
tion 2^  est  t^j.^^j.;  par  consequent,  jusqu*^  ce  que  2^  ait  acquis  sa  valeur 
totale,  el  t^^  sa  valeur  finale,  en  passant  uniformement  par  tous  les  degres 

d'intensite  depuis  z^ro,  il  y  aura  eu  travail  total  opere  ^  t^^  ?^,  dont  le  double 

est  le  premier  terme  de  I'expression  (/)  de  2  t ;  et  la  m^me  chose  peut  £lre 
dite  pour  les  autres  termes. 

9.  —  G*est  cette  quantity  qui  doit  restcr  positive  pour  toutes  les  valeurs, 
soit  positives  soit  negatives,  de  D^, g^^. 

Si  Ton  y  met,  pour  ces  six  deformations  eiementaires,  ?,  g,  les  valeurs 
qu*on  tire  pour  elles  ea  resolvaut^  comine  equations  du  premier  degre,  les 
six  formules  (25)  l^^  =  a^j..j^2j:+-««M  t    —....,  du  g  11,  s*appliquant  k 

des  corps  de  toute  contexture,  2  ^  se  trouvera  exprime  en  une  fouction 
homogene  du  second  degr6  des  six  quantites  t^^, I    . 

On  sait  qu*une  pareille  fonction  est  toujours  parlageable  en  autant  de 
carres  parfaits  de  polyn6mes  du  premier  degre  qu*elle  a  de  variables,  ces 
Carres  etant  affectes  de  coefficients  qui  doivent  etre  tous  positifs  si  la  foac^ 
tion  elle^meme  est  astreinte  k  rester  positive  pour  toutet  les  valeurt  de  §es 
variables;  et  c*est  ici  le  cas»  ainii  qu*il  vient  d'etre  dit.  Comine  nous  nous 
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bornous  au  cas  de  trois  plans  de  sym^trie  perpendiculaires  aux  x^  y^  z^  ou 

au  cas  des  formules  (A),  t^^  =  a3^-f.r3y-f-e'a,,ty^  = ^xy  =  ^Sxy^^^^ 

grande  Nofe  de  la  fin  du  §  16,  nous  aurons  k  snbstituer  dans  (f)  les  expres* 
sions  (r)  du  m  15  de  ceite  note  : 

^'JJ— E"      7"      F     ^     ^""E   ~F"       F     '      *"~'e"       F         F^  • 
"X       *i      'tj  ^y       *^x.        ^z  ^z       *^y       *^  x 

(g)     ^    en  y  joignant 

UjZ  *^3X  ^Xtf 

F;^,  E  ,  E,  6tant  des  modules  d*61a8ticit6 ;  et  F^,  F  ,  F  ,  trois  quotients,  par 

des  bindmes  tels  que  ad'  — eT,  du  determinant  quintin6me  appel6  D  (voir 
page  80). 

Les  trois  lermes  fournis  par  la  substitution  des  g  seront  d^ji  des  carr^s ; 
disposons  de  la  composition  des  trois  autres  carr^s  de  maniSre  que  le  pre* 
mier  conlienne  les  trois  tensions  t,,  .  t.„ .  t,,,  le  second  t  '.  t,„,  le  troisi^me 

L^seul,  nous  aurons  : 

99 


(h) 


_  i  /       E^        E,    y    1  /        A    y    1  ,     t*,    tip    t* 


111 

T-,  -,  j^  6tant  trois  quantitSs  qu'on  d6lerminera  facilement  en  E_,  E,., F^ 

si,  apr^s  avoir  d6velopp6  les  carr^s  du  bin6me  et  du  trindme,  on  ^gale  ce 
qui  multiplie  les  carr^s  et  les  produits  deux  k  deux  des  tensions  t^,  t   ,  t^^, 

a  ce  qui  affecte  les  carr^s  et  produits  pareils  dans  Texpression  (e)  de  2  ♦, 

apris  qu*on  y  a  mis  pour  les  3^,  3  ,  3^  leurs  valcurs  trindmes  (g), 

111 
Quelle  que  soit  leur  composition,  on  peut  affirmer  que  td  -r*  g  sont  des 

quanlil^s  positives,  ainsi  que  d,  e,  f.  En  effet,  1°  si  Ton  suppose,  ce  qui  est 
possible,  toutes  les  composantes  t^^ nulles  excepts  t^^,  24»  se  r^duit  h 

1  1 

g-t^;  et,  2*  devantetre  positif,  pr  doit  T^lre  aussi. 

i  z 

2*  Comme  on  peut  faire  t     nul,  ainsi  que  les  t    ,  t   ,  t    ,  et  faire,  en 

E. 
raeme  temps,  i^f^^^xx'  '^^*  autrement  dit,  comme  on  peut  disposer  de 

"  I  I 

tous  les  t,  hors  t^^,  de  mani^re  que  2t  se  r^duise  A  jt^,  on  voit  que  j 

doit  Mre  positif  aussi. 

S""  Comme  on  peut  annuler  tous  les  t,  hors  t   ,  |-  encore  doit  6tr9 
positif. 
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10.  —  Ceci  etabli,  mettons  dans  l*^galit6  (A),  k  la  place  de  2t»  le  sexti- 
n6me  (f)  qifil  represente;  effapons,  dans  chacun  des  deux  membres  de 
r^quation  qui  en  r^sultera,  les  deux  avant-derniers  termes,  car  ils  ont,  de 
part  et  d'autre,  les  m^mes  valeurs;  puis,  dans  le  premier  terme  du  second 
membre,  rempla(^ns  Tun  des  deux  facteurs  trin6mes  du  carre  par  E^^,,  qui 

est  sa  valeur  d'apr^s  la  troisi^me  formule  (g) ;  ce  premier  terme  deviendra 


U) 


(i) 


^'\^"~F^*'^    f;*'^)  • 


Faisons-lc  passer  dans  le  premier  membre;  le  produit  t^^?^  disparaltra,  et 
r^quation  se  r^duira  k 

Or,  je  dis  que  si  Ton  multiplie  les  deux  membres  de  cetle  equation  par 
r^l^ment  dv=dxdy  de  la  superficie,  que  nous  appellerons  9,  de  la  section 
ayant  la  coordonn^e  longitudinale  quelconque  2,  et  si  on  les  int^re  ensuite 
pour  toute  I'^tendue  de  cette  superficie,  on  aura  zero  dans  le  premier  membre, 

11. —  Pour  le  d^montrer,  examinons  d*abord  comment  les  tensions  int^ 
rieures,  les  dilatations,  etc.,  doivent,  d*une  mani^re  g^n^rale,  se  comporter 
et  se  r^gler  dans  une  tige  mince  et  allong^e,  prismatique  ou  bien  presque 
prismatique,  c*est-i!i-dire  trds  pen  courbe  et  tr^s  peu  torse,  dont  les  dimen- 
sions transversales,  si  elles  ne  sont  pas  constantes,  ne  varient  que  lentemenl 
d*un  bout  k  Tautre;  tige  qu*on  suppose  soumise  k  des  forces  ext6rieures 
agissant  les  unes  localement,  c*est-&-dire  aux  extr^mit^s,  ou  bien  k  des 
cndroits  Isolds,  oik  elles  sont  r^parties  sur  de  tr6s  faibles  longueurs,  les 
autres  s  exer^ant  entre  ces  endroi(s-ld,  tant  k  Tint^rieur  de  la  masse  que 
Bur  sa  surface  lat^rale,  mais  distributes  ou  uniform^ment  ou  continikment 
et  graduellement ;  et  dont  Tiiitensit^  totale,  sur  chacune  des  longues  por- 
tions de  la  tige  ainsi  partag^e,  n'exc^de  point  celle  dt^s  foix^es  isol^es  ou 
locales  qui  sont  appliqu^es  vers  les  extr^mit^s  de  cette  portion. 

Prenons  pour  axe  des  2;,  en  chaquc  endroit,  la  ligne  des  centres  de  gravity 
des  sections  transversales,  et  les  axes  des  Xy  y^  rectangulaires  entre  eux  et  k 
cette  ligne  sur  une  des  sections.  Dans  une  quelconque  des  portions  dont 
nous  parlous,  que  nous  appelons  longues  parce  qu*elles  sont  suppos^es  T^tre 
bcaucoup  par  rapport  aux  dimensions  transversales,  il  est  facile  de  recon- 
nattre  que  les  composantes  t  de  tension  et  les  dilatations  ou  glissements 
^*  gy  varient  d*une  maniere  incomparablement  moins  rapide  dans  le  sens 
longitudinal  z  que  dans  les  sens  x  et  y ;  de  sorte  que,  si  nous  exceptons  de 
petites  portions  de  tige  avoisinant  les  extr^mites,  ou  se  trouvent  les  points 
d*application  des  forces  locales  ou  discontinues,  les  d6riv^es  de  ces  defor- 
mations 3,  g  par  rapport  k  z  seront,  de  n^cessil^,  consid^rablement  moin- 
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dresque  ce  que  sont  ou  peuvent  6tre  leurs  d^riv^es  par  rapport  k  x  ei  k  y. 

En  efTety  pour  g^,  par  exemple,  _i^  sera  de  Tordre  de  grandeur  du  quo- 

cJz 

tient,  par  la  longueur  de  la  tige  ou  de  la  longue  portion  de  la  tige  consi- 
d^rte,  de  celte  deformation  g^,  ou  de  la  difference  des  valours  qu'elle  a 

aux  extr^mit^s ;  tandis  que  -^  pourra  dtre  de  I'ordre  de  grandeur  du  quo- 
tient de  g^  par  la  demi-^paisseur ,  qui  n*est,  disons-nous,  qu'une  fort 

petite  fraction  de  la  longueur.  Autrement  dit,  si  pour  fixer  les  id^es  nous 
divisons  la  tige,  par  la  pens^e,  en  trongons  dont  la  longueur  soit  de  I'ordre 
de  grandeur  de  la  dimension  transversale  moyenne,  les  2,  g  auront  des 
valours  extr^mement  peu  differentes  en  deux  points  homologues  des  bases 
de  cbaque  tron^on,  tandis  qu'ils  pourront  avoir,  du  centre  au  p^rim^lre  des 
sections,  des  differences  3e  valcur  aussi  considerables  que  d*une  extremity 
k  I'autre  de  la  tige.  Nous  pouvons  done,  comme  approximation,  determiner 
la  loi  de  variation  des  deformations  3,  g  transversalement,  ou  en  fonction 
de  X  et  yj  comme  si  leurs  derivees  par  rapport  h  z  etaient  nulles.  Gette  bypo- 
these,  ou  ce  point  de  depart,  n*est  que  comme  une  traduction  analytique  de 
l*enonce  de  la  question  meme  qui  nous  occupe,  et  qui  est  dc  determiner  ce 
qui  se  passe  dans  une  tige  allongee  et  tres  mince  sollicitee  de  la  raaniere 
continue  que  nous  venons  de  supposer. 

13. 11  nous  snfGra,  toutefois,  et  ce  sera  le  moyen  de  rendre  nos  resuUats 
aptes  k  fournir,  ulierieurement,  des  secondes  approximations,  de  partir, 
comme  bases  de  calcul,  des  suppositions  suivantes,  fort  approchees,  disuns- 
nous,  quand  elles  ne  sont  pas  rigoureuses: 

et  qui  sont  plus  larges  ou  moins  restrictives  que  ne  serait  la  supposition  de 
nullite  de  toutes  les  derivees  du  premier  ordre  en  z;  car  elles  se  reduisent, 
en  ce  qui  concerne  3  ,  3  ,  3  ,  g    ,  k  supposer  qu'au  lieu  de  resCer  sensible- 

mentles  memos,  ces  quantites  varient  lineairement  en  passant  d'un  tron(^n 
au  suivant;  ce  qui  peut  etre  regarde  comme  presque  rigoureux. 
Or,  les  deux  (/}  et  la  derniere  {k)  sont  la  mdme  chose  que 

'"•'        gfx^z  "^  ^««  "^     '     ?)yi)z  "*■  ^«« ""     '     ^y^%*  '^  dxdz^ "~ 

Si  successivement,  l"*  on  differentie  la  premiere  de  ces  trois  equations 
(m)  par  rapport  &  j:,  2"  on  differentie  la  seconde  par  rapport  k  y,  S"*  on  re- 
tranche  la  troisieme  de  la  somme  des  deux  premieres  dilierentiees  respecti- 
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vement  par  rapport  k  y  ei  k  [x,  Ton  obtient,  eu  egard  aux  deux  premiss 
(k)  ou  Ton  meltrait  pour  3^,  3   leurs  valeurs  o" »  ^  • 

pour  tous  les  points  [x^  y)  des  diverses  sections ;  en  exceptant  seulement 
celies  qui  sont  tres  proches  des  points  d*application  des  forces  que  nous 
avons  appel^es  isolees,  agissant  discontinOmcnt,  ainsi  que  des  points  ou  les 
forces  qui  agissent  continumeiit  changeraient  brusquement  d*intensit6  par 
unit^  de  longueur. 
Sous  cette  restriction,  qui  n'atteindra  que  de  minimes  portions  de  la  lige, 


on  voit,  par  ces  trois  Equations  (n),  que  la  dilatation  longiludinale  7-7=  ^3 

doit  6tre,  aux  divers  points  de  chaque  section,  une  mSme  fonction  du  pre- 
mier dcgr^  de  leui*s  coordonn^es,  en  sorte  qu*on  pent  poser 

* 

(0)  5)^  =  Jl)+S5a;+ffljy  ; 

Jl>,  5S,  S^  6tant  des  fonctions  de  z  seul;  premier  et  important  rteultat  qui 
mdme  aurait  pu  ^Ire  obtenu  en  supposant  seulement 

^(■ft^)=»'     ^t(^)=»'     a«lieude(/). 


dz  '        tx 

13.  Ceci  obtenu,  pour  arriver  k  reconnaitre  la  nullity,  partout,  des  compo- 
santes  de  tension  dans  les  sens  x,  y  sur  toute  face  parall^le  aux  fibres  ou 
aux  aretes,  il  nous  faut  n^cessairement  mettre  en  oeuvre  : 

1^  Les  Equations  exprimant  leur  nullity  sur  los  faces  latdrales  du  prisme, 
equations  qui  sont  celies  (57  a)  du  §  22,  savoir,  n  designant  la  dIrectioQ 
d*une  normale  k  ces  faces, 

(P)    t^  cos  (n,x)  4-  t^cos  (n.y)  =  0  ,    t^^  cos  (n,x)  -f  t^^  cos  (n.y)  =  0  . 

2^  Les  Equations  de  Tequilibre  dans  les  mdmes  sens  .r,  y,  k  partir  de  ces 

faces,  entre  les  tensions  et  les  forces  ext^rieures  X,  Y  agissant  sur  les  ^1^- 

ments  du  volume.  Neus  pouvons,  de  ces  deux  equations  (24)  du  \ii% 

oi      i  t 
effacer  les  avant-derniers  lennes  -7-^>  TT*  puisque  les  dgalitte  pos^  (ft 

C  Z        i  z 

supposent  ces  d^riv^es  en  z  nuUes  ou  n^gligcables  vis*&-vis  des  deux  termes 
pr6c^dents  qui  sont  des  diriv^es  en  .r  et  y ;  ces  Equations  d*^quilibre  sont 
ainti 
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Pour  pouvoir  les  combiner  avec  celles  {p)y  nous  les  multiplierons  par 
r^l^ment  d<r=dxdy  de  la  section  (r,  et  par  une  fonction  quelconque  U 
dex^  yj  don t  nous  disposerons  ensuite;  puis  nous  int^grerons  pour  toute 
r^tendue  de  la  superficie  or,  et  nous  transformerons  les  integrates  des  termes 
en  d'autres  qui  soient  prises  pour  le  contour  de  a  ou  agissent  les  forces  dont 
les  Equations  de  condition  (p)  annulent  les  sommes. 

Afin  de  le  faire  facilement,.  ^crivons  ainsi  le  produit  de  la  premiere  ^ua- 
lion  {q)  par  Mdxdy  : 

11  est  facile  de  reconnaitre  qu*en  vertu  de  la  premiere  des  Equations  (p) 
relatives  au  contour  de  <7,  le  premier  el  le  troisicme  terrae  entre  paren- 
theses de  celle  (r)  qu'on  vient  d'^crire  peuvent  Mre  effaces. 

La  chose  est  evidente  si  la  section  est  un  rectangle  ayant  pour  c6tes  2a 
parallMement  aux  x,  2b  paralieiement  aux^,  car,  en  effectuant  Tintegra- 

^.  Ut^^ 
lion  en  x  du  premier  terme  -^ —  »  on  a,  en  verlu  de  la  premiere  Equa- 
tion (p),  U  1^  =  0  aux  deux  botds  x  =  —  a,  a:=:a  ou  cos  (n,y)  est  nul  et 

cos  (n,x)  est  =  1 ;  et  il  en  sera  de  m^me  du  troisicme  terme  — p— ^  d'apr^s 

la  premiere  Equation  (p),  car,  en  integrant  en  i/  ona  Ut     dont  le  second 

facteur  est  nul  aux  limites  d*integration  y  =  —  ft,  J  =  ft  puisqu'on  y  a 
cos  (n,x)  =  0,  cos  (w,y)  =  1 . 


14.  —  Mais  on  reconnaft  la  mEme  annulation  de  ces  premier  et  Iroisieme 

termes  entre  parentlieses  de  (r)  pour  une  section  ayant  un  contour  courbe 

quelconque  s,  si  Ton  fait  usage  d'un  procEde  bien  connu  et  frequemroent 

employe  en  physique  mathematique  (notammcnt  par  Clebsch  aux§§  21  et  29). 

/»/•  S.  Ut 

II  consisle    i»  operer    en  x  Tintegration  //  dxdy  — ?--^;    cela    donne 


/ 


dy  [(Dt^"  —  (Ut^^y],  en  designant  par  les  accents  "  el '  les  valeurs  de 

U  t^^  aux  points  ou  une  droile  parallele  aux  x^  tracee  sur  la  section  cr  A  la 

distance  y  de  son  axe  des  x,  vient  rencontrer  son  contour  du  cote  des  x  po- 
silifs  et  du  c6ie  des  x  negatifs  respectivement.  Or,  ds  representant  les  parlies 
du  contour  inlerceptees  par  la  bande  dont  la  largeur  est  dy^  on  a,  d'un  des 
deux  cAtes,  dy=ds  cos  (w,.r),  et,   de  Tautre,  dy= — ds  cos  (n,x)  :  Tinte- 

grale  jj  ^yf^^  '~r, —  prise  pour  toute  la  superficie  de  la  section  or  revient 
done  k  rintegrale   /  Ut^^  cos  (n,x)  ds  prise  pour  tout  son  contour. 
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En  y  rSunissant  celle  /  U  t     cos  {n,y)  ds  qu*on  obtiendra  de  mdme  ener- 

fectuanl  en  y  Tint^gration  j  I  dxdtj  -^ — - ,  on  aura,  pour  la  partie  du  pre- 
mier  membre  de  l*6quation  (r)  qui  vient  du  premier  et  du  troisi^me  terme  de 
sa  parenth^se,  en  d^signant  par  I  une  integrate  8*6tendant  k  tout  le  contour : 

fu  [t^^  cos  (n,x)  +  t^^  cos  (n,y)]  ds  , 

c*est-&-dire  zero  d*apr^sla  premiere  condition  (p). 
Cette  Equation  se  rMuit  done,  en  d^signant  par    /   une  integrate  prise 

pour  toute  T^iendue  de  la  surface  d*une  section  quelconque  9,  k  la  premiere 
des  deux  Equations  suivantes,  dont  la  seconde  se  tire  de  la  mAme  mani^re  de 
la  deuxi^rae  (7),  multipli^e  par  V,  qui  designc  une  autre  fonction  de  x,  j^ : 

Faisons  successiveinent,  dans  ces  deux  equations,  U  et  V  cgaux  k  x,  y^  .r*, 
y^y  ^ ;  leurs  derniers  termcs  pourront  ^tre  efTac^s  vis-ft-vis  des  premiers,  car 
les  forces  X,  Y  qui  peuvent  6tre  du  m^me  ordre  de  grandeur  que  les  deriv^es 
en  X,  y,  de  t^,  t    ,  t    ,  onl  des  produils,  par  les  peliles  coordonn^es  x,  y, 

tr6s  petits  vis-4-vis  de  ces  tensions  elles-mdmes.  Nous  obtiendrons  aiiisi  tou* 
tes  ces  relations,  06  figurent  les  trois  composantes  t^^,  t  ,  t  dont  il  s*agit 
de  prouver  la  nullite  : 

/t     «/a=0,        ft     rfa=0,        ft     tfrfa  =  0. 


d'ou  /  t    tid<T  =  0  ,       /t    a;r/c  =  0. 

J    rx^  J   yy 


Enfin,  en  faisant  U  =  u,  V=  r,  petits  d^placcments  des  points  de  la  sec- 
tion, on  pent  encore  effacer  comme  trt^s  petits  les  derniers  termes  des  deux 

^nations  (») ;  et  si  on  les  ajoute  ensemble,  en  rempla^ant  /"  *  f~«  7*  +  c* 


nOTE  DO  §  28.  T—  RAISOJXS  DE  LA   NULLIT£  DES  TENSIONS  TRANSYERSALES.       189 

par  3,,  3y,  gy^,  on  a 

15.  Actuellement,  dans  l*iquatiun  (j)  du  n""  10,  que  nous  avons  d^duite 
du  partage  du  potentiel  d*^lasticil6  «  en  carris,  meltons  pour  3^  sa  va- 

leur  (o),  Jl!)  +  d3-i?+ JBiyi  et  int6grons,  pour  loutc  T^tendue  de  la  section  ?, 
ses  deux  membres  multiplies  par  d(T.  II  r^sulte  de  r^galit^  (u)  ainsi  que  des 
l**,  2«,  4',  6«  et  des  deux  derni^res  (/)  que  le  premier  membre  donnera 
z^ro,  ainsi  que  nous  Tavons  annonc^.  II  restera 


(^) 


X[10--^J-^^^^^iJ^^=^- 


Comrae  les  dft  sont  positifs,  le  /  constituant  le  premier  membre  de  cettc 

Equation  a  tons  ses  elements  composes  de  trois  termes  essenlielleinent  posi- 

111 
tifs;  nous  avons  vu,  en  effet,  que  -tn  |r,  p,nepouyaient  dire  que  positifs.Ges 

termes  sont  done  n6cessairement  tons  nuls;  d*ou  il  suit  qu*on  doit  avoir 
partout,  ou  en  tons  les  points  (or,  y)  de  chaque  section, 

(x)  t    =0  ,        t    =0  ,        t    =0  . 

*    '  XX  ^  yy  ^  xy 

C*est-4-dire  les  trois  composantes  de  tension,  par  lesquelles  les  fibres 
agissent  transversalement  les  unes  sur  les  autres,  nulles,  ou  assez  petites 
pour  qu*on  puisse  les  remplacer  par  zdro,  dans  les  calculs  qui  ont  pour  ob- 
jet  la  determination  des  trois  autres  composantes  de  tension  ainsi  que  celle 
des  ddplacements  i/,  i^,  m%  des  points. 

16.  C*est  \9idoHnee  du  Problkme pos^  aug22.  G*est  Thypothese  fondamen- 
tale,  dej&  justifiee  par  Texperience  comme  exacte  ou  trds  approximative 
(n'*'  1 ,2),  dont  on  est  parti  pour  obtenir,  des  §§  23  &  37  ci-aprds,  la  solution 
de  tous  les  probidmes  de  la  deformation  des  tiges  prismatiques  dont  les 
faces  laterales  sont  libres,  par  des  forces  appliqu^cs  sur  les  bases  extremes 
et  ayant,  de  part  et  d*autre,  une  resultante  et  un  moment  resultant  donnas 
quelconques,  mais  une  distribution  inconnue  (toujours  inconnue),  dont  la 
m6me  analyse  determine  quel  doit  dtre  le  mode  pour  satisfaire  rigoiireuse- 
ment  kVhYpoih^se  posee.  On  voit,  par  ceque  nous  venons  de  presenter,  que 
les  trois  ^alitds  reproduites  en  (x)  et,  comme  consdquence,  ce  mode  d'ap- 
plication  et  de  distribution  des  tensions  t^,,  t^^^  t   ,  s'operera  naturelle- 

ment,  d'une  manidre  extr^memont  approchde,  si  les  portions  de  tiges,  qui 
occupent  les  intervalles  des  endroits  ou  les  forces  agissent  comme  isold- 
ment,  ont  des  dimensions  transversales  trds  petites  par  rapport  a  leurs  lon- 
gueurs, avec  des  sections  ne  variant  que  continilment  et  lentement,  et  si 
dans  ces  m^mes  intervalles  elles  ne  sont  sollicit6es  que  par  des  forces,  aussi 
continuesy  dont  la  somme  totale  n'excdde  pas  les  forces  Isoldes  on  disconti- 
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nues  s'exer^ant  aux  extr^mit^s  de  chaque  portion ;  forces  dont,  au  reste,  le 
mode  de  distribution  pourra  ^tre  h  p^u  pr^s  qiielconque  si  l*on  excepte,  de 
la  conclusion  ^nonc^e,  de  tr^s  petites  longueurs  de  la  tige  aupr^s  de  leurs 
points  d*application. 

17.  —  Cette  mani^re  de  justifier  Temploi  assure,  dans  la  pratique,  comme 
suffisante  approximation,  des  formules  analytiques  d^extensions,  flexions  et 
torsions,  seules  ou  combindes  ensemble,  ct  qui  est  fondle  sur  ce  qui  peut 
^tretir6,  non  seulement  des  Equations  d*6quilibre,  mai?,  en  m^me  temps 
du  principe  du  polentiel,  ou  du  travail  toujours  positif  des  deformations 
eiastiques  k  partir  de  Tetat  ou  it  n*y  a  aucune  tension,  me  parait^tre  la  mcil- 
leure  et  la  plus  complete  qui  en  ait  etS  th^oriquement  donnee. 

11  est  facilede  voir  qu'elle  n*est  pas,  au  fond,  aussi  conipliquee  ^  beaucoup 
pr^s  qu*on  pourrait  le  croire,  d^apr^s  le  d^veloppement  que  nous  avons  cru 
devoir  donner  k  son  exposition. 

Et  puis,  il  faut  remarquer  qu*elle  comprend  la  demonstration,  essentiellc 
pour  tout  ce  qui  suit,  de  (o)  3^  =  Jt  +  3Ba:-|-  3Ji^,  c'est-i-dire  de  la  linearite 
en  Xj  y^  des  dilatations  longitudinales  k  travers  chaque  section.  Cette  for- 
mule  (o)  est  une  suite  cin^matique  du  point  de  depart,  ou  de  cette  supposi- 

tion(A),  (/),  ^,  (S^,  ^y,  ?.,  g^^)  =  0,  ^  (g.^,  g^^)  =  0,  aussi  cinemalique, 

qui  r^sulte,  comme  approximation,  de  la  structure  m^me  de  ce  corps  allonge 
qu'on  appelle  une  tige. 
Elle  conduirait,  on  peut  le  voir,  cinematiquement  aussi,  k  I'expression 


cw 


(63  a)  de  -7;^  en  a:,  y,  z  et  six  constantes  a,  Oj,  a,,  fc^,  Jj,  h  (dont  la  der- 

niere  s*annule],  et,  par  consequent,  k  Texpression  (C4c)  du  d^placement  »', 
en  sorte  que  nous  aurions  pu  poser  cette  expression  (0)  de?^  dejii  au  g  22. 

Mais  des  qu*il  8*agit  de  deduire,  dc-T-yles   deux   autres  dilatations 

3^=  7=-,  3y  =-^,  ou  de  prouver  qu'elles  cgalent  3,  =  -^r^  multipliee  par 

la  fraction  9,  et,  par  suite,  de  montrer  que  la  composante  longitudinale  de 

tension  t    est  egale  k  -rr  multipliie  par  une  constantc  E  comme  si  chaque 

fibre  etdit  isolcie,  ou  libre  de  toute  action  transversale  sur  ses  faces,  cela 
cxige  qu'on  sorte  de  la  cineraatique,  el  qu'on  d^montre  d'abord  la  nullite  au 
moins  approchee  de  t^^.,  t  ,  I  partout  comme  sur  les  faces  laterales.  II  a 
fallu,  pour  y  arriver,  meltre  en  jeu  les  equations  d'equilibre  exterieur  (7)  el 
les  combiner  avec  celles  (/•)  de  I'equilibre  interieur  par  une  integration  dans 
toute  retendue  d*une  section  or  amenee  par  une  transformation  k  une  integra- 
tion pour  son  contour  s;  et  il  a  fallu  aussi  metire  en  jeu  le  principe  du 
polenliel  d'eiasticite  toujours  positif,  partageable  en  catres;  en  sorte  qu'on 
ne  voit  pas  comment  une  demonstration  du rosultat  (r)  pourrait  etre reduite 
k  des  termes  sensiblement  raoindres. 
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§  29.  —  Determination  des  constantes  du  probl^me  gte6ral  du  §  22, 
d'une  manidre  plus  propre  tax  applications. 

On  voif,  d'aprfis  ce  qui  pr6cfede,  que  la  valeur  des  constantes 
*o>  ^i»  ^i«  ^i»  ^i»  pour  un  syst^me  donn6  de  forces,  depend  de  la  fonc- 
lion  0  (§  23,  64c),  dont  la  forme  ne  peut  pas  fitre  d6termin6e  d'une 
maniSre  genSrale,  bien  qu'on  puisse  la  trouver  pour  un  grand  nombrc 
de  formes  parliculiferes  de  sections  trans versales. 

Mais,  cc  qui  est  tr6s  remarquable,  et  de  la  plus  haute  importance 
pour  cette  theorie,  c'est  que,  sans  connaitre  la  fonction  Q,  on  peut 
determiner  d'avance,  et  d'une  manifere  tout  a  fait  gen6rale,  la  valeur 
des  deux  integrales 

en  s'appuyant  seulement  sur  les  conditions  auxquelles  doit  satisfaire  la 
fonction  Q.  Cela  s'opfere  au  moyen  d'un  proc6de  d'integralion  partielle 
analogue  a  celui  dont  il  a  6te  fait  usage  aux  §§  16,  20  ou  24  pour 
d'autres  circonstances, 
Exprimons  r^l6ment  de  surface  dapar  le  petit  rectangle  dxdy;  nous 

^  d<j  =  J  /  i-  dxdy.  Int6grons  partiellcment ,  k  savoir 

dans  I'etendue  superficielle  d'une  bande  infmiment  6troite,  ayanl  ses 
deux  bords  parall61es  aux  x,  avec  une  largeur  dy,  et  en  prenant,  pour 

le  facleur  a  int6grer,  dx  et  non  pas  —  dx  serablablement  k  ce  que 

nous  avons  fait  aux  §§  cil6s.  En  designant  les  points  extremes  de  la 
bande  par  les  indices  0  et  1  plac6s  au  bas  des  quantil6s  relatives  a  ccs 
deux  points,  nous  avons  ; 

Maintenant,  comme  Q  satisfait  k  T^quation 
iious  pouvons  rdmplacer  le  dernier  terme 
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EfTectuons  Tint^grale  prise  par  rapport  a  y  sur  toute  la  longueur  de 
la  droite  parallele  aux  y^  ayant  x  pour  abscissc,  qui  traverse  la  section, 
et  designons  par  les  indices  0  et  1,  places  comme  des  exposanls,  les 
quanlit6s  relatives  aux  extr£mi(6s  dc  ceUe  droite.  Nous  aurons  : 

Meltant  cctle  expression  k  la  place  du  dernier  terme  de  /  ^  dz, 
terme  dont  nous  voyons  qu'elle  donne  la  valeur,  nous  avons  : 

//g-'»=/i(4:),-('^)J*-/i('i'-(4:)>- 

La  premiere  int^grale  du  second  membre  doit  s'itendre  a  toules  les 
bandcs  superficielles  que  Ton  pent  d^couper  dans  la  section,  parallele- 
ment  h  Taxe  des  x,  ou,  ce  qui  revient  au  m6me,  sur  tons  les  Pigments 
d'arc,  qui  sont  d^coupis  deux  a  deux  par  ccs  bandcs  sur  la  peri- 
pherie  de  la  m6me  section.  Si,  ds  ^tant  un  de  ces  il^ments  d*arc, 
p  est  I'angle  que  fait  avec  Taxe  des  x  la  normale  k  cet  HimenU 
dirigee  vers  Textferieur;  enfin,  si/?,,  d6signe*cet  angle  pour  le  point  x^ 
et  de  m^me  p^  pour  le  point  x^,  on  a  ^videmment  : 

dy = rf«|  cos  Pi  =  —  ds^  cos  /io  ; 
par  consequent,  la  premiere  int^grale  est  6gale  a 

c*est-&-dire,  si  Ton  consid^re  successivement  tons  les  61£ments  ds  dc 
la  p6riph^rie,  que  cette  premiere  int6grale  est  6gale  k 


f 


fa         , 

x-^r-  COS  pas. 

C'  «r 


De  mdme,  la  deuxi^me  integrate  devient  ^gale  a 


/ 


fa 


ex 

et,  par  consequent,  on  a  : 


or  7-  sin  );  d% , 


/i^'''-=irri''"''-'=/-'C^**''/'-^??''"^V'- 


I 
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La  valeur  de  Texpression  comprise  dans  la  parenth^se  est  connue 
pour  tous  les  points  de  la  p^riph6rie  de  la  section,  car,  d*apr£s  T^qua- 
tion  (67)  de  la  fin  du  g  23,  p.  151 /k  laquelle  la  fonction  Q  doit  satis- 
faire,  on  a,  pour  tous  ces  points  : 

TT-  cosp  +  Tf-sin  «  =  Xcosp-f-Ysin  w; 
oil  Ton  a  pos6  pour  abreger  [eu  6gard  i  ce  que  (70a),  6=0]  : 

(84)   \  L  \  /      J  / 

Par  consequent : 

//  4r  fi^(fy^=  I  J^ (X cos pH-Y sin /))(/« 

esl  une  expression  qui  ne  contient  aucune  trace  de  la  fonction  Q,  et  qui 
est  indipendante  de  la  forme  de  cette  fonction  inconnue  ou  exception- 
neUement  connue. 

Reyenons  maintenant  sur  nos  pas,  el  reprenons  les  diverses  Equa- 
tions par  Icsquelles  nous  sommes  arrives  a  la  valeur  de  cetle  ex- 
pression; nous  pouvons  tout  d'abord,  vu  quon  a,  k  la  p6riph6rie, 
(f«  cos  p  =  c2t/,  ds  sin p=^dx^  rScrire  ainsi : 

J  I  (x\),  -  (xX).  j  %  H-  /  j  (^Y)i  -  (xYf  j  dx. 

Ensuite,  si  on  consid&re  la  diflP^rence  de  deux  termes,  qui  se  trouve 
dans  chaque  accolade,  comme  le  r6sultat  ti'une  integration  operde 
dans  retendue  de  deux  bandes  superficielles,  de  largcur  dy  el  de 
largeur  dx,  comme  celles  dont  il  a  ete  question  ci-dessus,  cette  m6mc 
expression  pent  etre  mise  encore  sous  la  forme : 


ff^d^y-^fft^dxdy. 


de  sorte  que  Ton  peut  dcrire  : 


ff^^^^y=SI  {Tr-^^y^^y- 


13 
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On  arrivcrait  ^videmment  a  une  formule  tout  h  fait  analogue  si  Ton 
changeait  partout  x  en  y  et  r^ciproquement .  Si  done  on  remplacc 
enfin  dxdy  par  dj,  on  aura  Ics  deux  expressions  suivantes  : 

En  introduisant,  dans  ces  expressions,  les  valeurs  (84)  de  X  et  do  Y, 
on  ne  trouve,  dans  les  seconds  membrcs,  que  les  cinq  integra!es  sui- 
vantes auxquelles  nous  attribuons,  vu  le  cfioix  des  axes,  les  valeurs 
trouv6es  ci-dessus  (80),  (81),  (82),  savoir  : 

I  xdiT  =  0,     jydiT  =  0,     jjryd<7  r=  0,     /  .r-V/^  =  a*<t,     /  y'dtr  ~  xV. 

On  a  done  enfin  ; 

Ces  expressions,  remarquables  en  elles-mftmes,  donnent  aux  cinq 
premieres  Equations  (83 ),  p.  174,  la  forme  des  cinq  premieres  sui* 
vantes,  exlrftmement  simples,  parce  que  G,  9,  /  s*en  trouvent  com- 
pl^lemenl  6liminees.  Nous  y  ajouterons  la  sixi^me  (83)  simplement 
reproduite,  parce  qu*elle  n'est  pas  susceptible  de  pareilles  simplifi- 
cations, 

C         .         A  B' 


^=^e;'     ^-'^li 


<T 


"'"""KX^;' 


,         B  A' 


(86) 


-*.( 


X' 


,,,      1  /V  fa       fa\  , 

-'',./I(|--''>)'-'-(2'-^''>)^./. 


• 

(f9 


dans  la  dernidre  dcsqueUes  on  pent  meUre  pour  6|,  6,  leurs  ralcurs  en  A*  B- 

Ce  qui  caraclerise  ces  formules,  c*est  que  a  depend  seulement  de  la 
composante  lotale  C,  dans  le  sens  2,  des  forces  cxtdrieures;  que  ftj  ^i- 
pend  de  celle  A;  a^,  du  moment  B';  A^,  de  la  composante B;  enfin,  fit* 


NOTE   DU   §   29.    —   DEMONSTRATION   DIREGTE   DES   FORMULES    86.         195 

du  moment  A'  [g  28,  notations  (78a)  et  (786)].  La  derniere  Equation 
seule  contient  toutes  les  grandeurs  k  Texceplion  de  C,  B'  el  A'.  On  pent 
interprtter  ce  risultat  par  le  th^oreme  suivant : 

La  composante  des  forces  ext&rieures  dirigee  suivant  Vaxe  longitu- 
dinal ne  produit  que  V extension.  La  composante  dirigee  paralUlement 
a  la  surface  d'extrdmite  et  suivant  un  axe  principal^  jointe  au  moment 
de  rotation  par  rapport  d,  Vautre  axe  principal^  produit  une  flexion 
dont  le  plan  passe  par  le  premier  axe  principal;  cette  flexion  est 
g&n&rdement  accompagnde  d'une  torsion.  En  fin  (*)  le  moment  de  rota- 
tion des  forces  extdrieures  par  rapport  a  Vaxe  longitudinal  ne  produit 
que  la  torsion  (**) . 

(*')  NOTE  FINALE  DU  §  29. 

1 .  —  On  pent  demonlrer  simplement  et  directemenl  les  cinq  premieres  (86), 
ou,  ce  qui  revient  au  mdme,  rexpression  (n)  suivante  qui  r^sulie  de  leur 

substitution  dans  (65  a)  p.  147  avec  (70  a)  p.  156,  §  23 :  -tt^  ==  a  -|-  aj  .r  -f-  flf|  y 

-hz(b^x-\-h^y]^  et  oil  t^^  repr^sente  la  tension  longitudinale  ^  travers 

Tunit^  superficielle  d*un  ^l^ment  d*une  section  quelconque,  ayant  Tabscisse 
longitudinale  z=  ^' : 


iw 


On  a,  en  effel,  comme  il  a  et6  lrouv6,  pour  tt-  et  par  consequent  pour 

I,.,  une  expression  lin^airc  en  x  et  y,  ou  de  la  forme 

(h)  i;^=..fb-f  35;r  +  Sj,. 

(voir,  Note  de  la  fin  du  §  28,  expression  (o),  p.  186). 

Hultipliant  successivement  par  (i<r,  xda^  ydv,  et  integrant  pour  toute 
r^tcndue  de  la  section,  on  obtient  trois  Equations  d*ou  Ton  tire  Jb,  .^>  Si,  ce 
qui  donne  en  substituant  dans  (b)  : 


fxMa  ftfda 


(*)  En  efTet,  les  deux  dcniidrcs  integrales  du  premier  membrc  de  la  sixiSme  equation  (S6), 
dans  le  premier  termc  de  laquelle  est  engag<^e  la  torsion  ^q,  sont  affectees  de  6|  et  de  6^,  et 
par  consequent  des  deux  efforts  tranchanis  A  ct  B,  qui  contribuent  aussi,  avec  Ics 
moments  A',  B%  aux  flexions.  Mais,  lorsque  Ics  sections  sont  symetriqucs  par  rapport  6 
leurs  deux  axes  principaux  d'inertie,  ce  qui  a  lieu  le  plus  souvsnt,  etce  qui  rend  nulles  les 

qualrc  integrales  f  {ar\y^,xy*,xy*)d9  (voyez  §  30),  et  aussi  lorsque  A  et  B  sont  nuls,  en 

sorte  qae  la  flexion  n'est  due  qa'aux  couples  A'  et  B',  le  premier  memhre  de  cette  sixi^ine 
^ition  (86)  se  r^duit  k  ses  deux  premiers  termes  h  parentheses  binumes,  et  la  torsion  (^q 
ne  depend  que  du  seul  moment  C  des  forces  autour  de  Taxc  longitudinal  des  z.  [Vuycz 
%  soifant,  30,  apres  I'equation  (87).] 
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Or,  consid^rons  requilibrc  de  la  portion  de  tige  comprise  entrc  la  section 
z=z'  ei  la  section  ou  base  libre  z  =  L 
Son  ^quilibre  de  translation  dans  le  sens  x  exige  que  la  r^sultanle  des 

forces  ^lastiques  longitudinales   /  i'^dfr  qui  agissent  sur  elle  k  travers  la 

section  z  =  z\  soil  ^gale  k  la  risultante  des  forces  ext^rieures  de  m^me  sens 
agissant  sur  la  base  libre  :  on  a  done  d^jk 


W 


/•"■ 


Son  ^quilibre  de  rotation  autour  d*une  parall^le  aux  y,  tracee  sur  la  m^me 
section  2=2',  par  le  centre  de  gravity  de  celle-ci,  exige  que  le  moment 


/ 


i\^xd<T  des  forces  ^lastiques  int^rieures,  autour  decette  parall^le,  et  ten- 

dant  k  faire  tourner  de  z  en  x,  soit  6gal,  au  signe  pr^s,  au  moment  demerae 
axe  et  demSme  sens  des  forces  ext^rieures  agissant  sur  la  base  libre  :  or  cc 
dernier  moment  est  ^gal  k  celui  des  mdmes  forces  extf^rieurcs,  autour  de 
raxe  de^y  trac^  sur  la  base  fixe  2  =  0,  moment  qui  a  ^t^  appcle  B\  nioiiis 
le  produit  de  2',  difference  de  leursbras  de  leYier,par  la  somme,  appelee  A, 
des  forces  agissant  dans  le  sens  des  x  sur  la  base  libre.  Done 


(e)  I    Cxdo  ~ -- (W  ^  Kt')   : 

On  demontrerait  de  m^me,  par  Tequilibrj  de  rotation  autour  d*une  paral- 
l^le  aux  X  tracee  sur  la  section  2  =  2'  en  ayant  ^gard  au  sens  de  la  rotation 
qui  a  6t6  suppos6e  (g  28)  de  y  en  2  pour  le  moment  A',  qu*on  a 


(f)  /    t'  wrfa  =  V  +  Bz'  . 


J  l'^^yda  =  y 


L'expression  (a)  coincide  done  avec  celle  (c),  et  se  trouve  d^montree, 
comme  on  voit,  d*une  mani^re  directe,  ainsi  que  les  cinq  premieres  expres- 
sions ou  Equations  (86),  sans  faire  intervenir  la  fonctiona  ni  les  coefficients 
G,  9,  et  sans  passer  par  les  transformations  d*integrales  au  moyen  desquel- 
les  I'autcur  les  ^limine. 

2.  11  est  bon  de  montrcr  qu'on  arrive  au  m^me  rdsultat,  et  aussi  k  un 
autre,  fort  utile  et  plus  g^n^ral,  en  posant  T^quilibre  de  rotation  d*un  sim- 
ple trongonde  tige,  de  longueur  dz,  compris  entre  deux  sections  v  et  9'  ayant 
les  abscisses  2  et  2  +£?2. 

En  effet   les  forces  elastiques  ou   interieures   longitudinales  t.^r/v  ot 

—  (*«-+-  y^  dz  J  rfo",  s'exergant  sur  ces  deux  sections  6gales,  se  compo- 

^  •♦, 
sent  en  forces r  7  dz(hf  qui ,  si  Ton  prend  les  moments  autour  d'unc 

parall61e  quelconque  aux  x^  tracee  sur  la  section  7,  agissent,  pour  fairo 


KUTE  DD  §  29.  —  TH£ORfeME  G^N^RAL  gUR  LES  EFFORTS  TRANGHANTS.   197 


tourner  de  y  en  z,  avec  des  bras  de  levier  y.  Les  forces  transversales  t^^,  qui 
sont  parall^les  k  l*axe  de  rotation,  ne  donnent  aucun  moment ;  celles  —  t 
agissant  sur  la  section  <r  n*en  donnent  pas  non  plus,  puisque  leui^s  bras  de 

levier  sont  nuls.  Restent  celles  I  ^gy  +  -^  dz  j  dv  agissant  sur  les  ^l^ments 

dv  de  la  section  (r'  =  ^  avec  des  bras  de  levier  dz,  et  dont  les  moments 
doivent  dtre  pris  n^gativement,  vu  qu'elles  tendent  &  faire  tourner  de  z  en  y. 
L*^quation  d*^quilibre,  en  n^gligeant  ce  qui  est  affects  de  dz^j  est  done,  si 
Ton  divise  tout  par d2  : 


ig) 


J'^ya.^fi,Ja=:0. 


Hettant  B  ^  la  place  du  second  terme,  et,  dans  le  premier,  k  la  place  de 

t„,  E  -7^  =  E  [a-^a^x-i-  a*y  +  z  (b^x-hb^f)],  on  a  bien,  si  les  xeiy  sont 

oz 

parall^les  aux  axes  principaux  de  la  section, 


(A) 


B  =  Efr,  /  y*dis=^Y:b^x^Q  . 


ou  la  cinqui^me  des  Equations  (86),  dont  la  Iroisi^me  s*obtiendrait  de  m^me 
enposant  T^quilibre  de  rotation  autour  d*une  parallele  aux  y,  men^e  sur  la 
section  par  son  centre. 
Lc  r^ultat  (9),etson  analogue  d^mohtrable  de  m^me,  peuvent  dtre  Perils 


(i) 


j  Ujd^=Yz  j  ^'^^^''  '        /  ^^'-^""^Tzj  ^'^^^^  ' 


et  donnent  ce  th^orSme  connu  et  tr6s  utile,  que  Y effort  tranchant,  pour  une 
section  quelconque,  ou  la  force  tangentielle  totale  dans  une  direction  trans- 
versale  aussi  quelconque,  est  ^gale  k  la  d^riv^e,  par  rapport  k  la  coordonnde 
longitudinale,  du  moment  de  flexion  mxionr  d'une  droitetraceesurla  section 
perpendiculairement  4cette  direction. 

On  pourait  le  d6duire  de  (e),  (/),  car  en  diff&rentiant  ces  6gali(es  par  rap- 
port k  z\  et  effa^ant  les  accents  devenus  inutiles,  on  obtient : 


^^  =  £ / ^^^''''  '      ^^Wzj^"^"^'  • 


Uais  noire  demonstration  par  le  petit  tronQon  donne  le  theor^nie  d  une  ma- 
ni^re  plus  g^n^rale,  car  elle  montre  qu*ilest  vraisans  que  les  axes  de  flexion 
aicnt  besoin  d*^tre  des  axes  d*inertie,  ni  mdme  de  passer  par  les  centres  de 
gravity  des  sections. 

Nous  verrons  k  une  Note,  celle  du  §  75,  relative  k  T^quilibre  d*une  plaque 
61astique,  que  son  Equation  s*6tablit  de  m^me  en  posant  les  conditions  do 
Tequilibre  d*un  de  ses  tron^ons  compris  entre  quatre  petits  plans  perpendi- 
culaires  aux  coordonn^es  transversales  x,  y. 
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g  30.  —  Sections  transversales  sym6triqaes. 

Ces  considerations  so  simplifienl  encore  si  Ton  donne  a  la  section 
Iransversale  une  forme  symelrique  par  rapport  a  deux  droites  perpcn- 
diculaires  Tune  a  Tautre.  Dans  ce  cas,  ces  droites  deviennent  les  axes 
principaux  de  la  section,  et  leur  point  d'inlerseclion  en  est  le  centre 
dc  gravity.  Cela  se  d^montre  facilement  a  Taide  du  thtor^me  suivant : 

Si  F  est  une  fonction  de  x  et  de  y  qui  ait  la  propridtd  de  changer  de 
signe  sans  changer  de  grandeur  lorsque  Von  change  x  en — a:,  ou  y 
en  —  I/,  Vinlegrale  f  Fdcr,  etendue  a  une  surface  sym^trique  par  rap- 
port aux  axes  coordonnds,  est  toujours  ^gale  a  zdro. 

On  en  voit  irnmediatement  la  raison.  A  chaque  616ment  d^  pour 
lequel  la  fonclion  F  acquicrt  une  certaine  valeur,  correspond  un  autre 
616ment,  plact^.  d*une  mani^re  symelrique,  pour  lequel  F  a  la  mftme 
valeur  au  signe  pris;  pour  ces  deux  dements,  le  produit  Fdj  a  done 
des  valeurs  igales  el  de  signe  contraire,  en  sorte  que,  dans  rint6gra- 
tion,  les  termes  correspondants  a  ces  elements  s'annqjent  deux  a  deux. 
Mais,  lorsque  la  forme  est  symetrique,  la  surface  pent  6lre  complete- 
men  t  decomposee  en  groupes  d'elements  ainsi  plac6s,  et  TinU^grale 
enti^re  s'^vanouit,  puisque  tons  ses  lermes  se  d^lruisent  deux  a  deux. 
On  a,  par  consequent : 

/  ivdd  =:  0,       /  yd(T  --=  0,       /  xydv  =  0  ; 

cc  qui  nionlre  que  Torigine  est  le  centre  dc  gravity,  et  que  les  axes 
coordonnes  sont  les  axes  principaux  de  la  section.  On  a  aussi : 

/  fd(T  =  0  ,       /  J-y^dtT  =  0  ,       /  x'ydi  ^^  0  ,       /  T'dtr  =  0  , 

ce  qui  simplifie  notablement  la  derniere  equation  (86). 

Mais  ce  n'est  pas  tout.  Designons,  pour  abreger,  sous  le  nora  de 
ionction  pa/re,  par  rapport  a  une  variable  qu'cUe  contient,  une  fonc- 
tion qui  ne  change  pas  de  valeur  lorsque  la  variable  change  de  signe 
sans  changer  de  grandeur;  et,  sous  le  nom  de  fonction  impaire^  une 
fonction  qui,  lorsque  la  variable  change  de  signe,  change  aussi  de 
signe  en  conservant  la  meme  valeur  absohie.  Ainsi,  pour  une  section 
Iransversale  symelrique,  le  cosinus  de  Tangle  />,  form6  avec  I'axe  des  x 
]mr  la  normale  au  contour,  dirigee  vers  rext6rieur,  ou  cos  p,  est  une 
fonction  impaire  par  rapport  k  x,  et  paire  par  rapport  a  y,  Au  con- 
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trairCy  sinp  est  impair  en  y  et  pair  en  x;  car  si  Ton  passe  d'un  point 
(a:,  y)  de  la  p6riph6rie  au  point  qui  a  pour  coordonn6es  a;  et  —  j/,  p  se 
change  en  — p^  par  consequent  cos  p  en  cos  p  et  sin p  en  —  sin  p.  Si, 
au  contraire,  on  passe  au  point  qui  a  pour  coordonn^es  —  x  et  t^,  p  se 
change  en  (480*  —  p) ;  par  cons6quenl,  cos  p  en  —  cos  p,  et  sin  p  en 
sin  p.  On  rcconnail  alors  facilement  que  les  seconds  membres  des  trois 
derniferes  iqualions  (70),  page  154,  sonl  rcspeclivcmenl : 

impair  en  .r  et  ?/ , 
impair  en  x  et  pair  en  y, 
pair  en  a:  et  impair-t^n  y. 

La  m6nie  chose  doit  done  avoir  lieu  pour  les  premiers  membres  des 
ra^mes  equations  (70),  g  24.  Si,  de  plus,  on  observe  que  lorsqu'une 
fonction  est  paire  par  rapport  a  unc  variable,  son  quotient  diff^renliel, 
par  rapport  k  cette  mdme  variable,  est  impair  et  vice  versa^  on  voit  que 
les  premiers  membres  des  Equations  (70)  dont  il  s'agit  satisferont  aux 
conditions  de  parity  et  d'imparit^  qu*6n  vient  de  dire  si  Ton  admet  : 

Bq,  impair  enxet  y, 
Bi  t  impair  en  x,  pair  en  y^ 
B,,  pair  en  Xy  impair  en  y. 

Cela  est  entiirement  compatible  avec  les  Equations  0=^-/ 4- y^»;-« 

ou  (69)  de  la  page  154,  g  24. 

Si  on  met  dans  la  derni^re  Equation  (86),  §  29,  page  194,  la  valour 
de  Q  [(68a)  de  la  page  153,  avec  b  nul,  comme  on  a  vu,  Equation  (70a)], 

on  reconnait  que  I'intigrale  suivantc,  entrant  dans  cetlc  derni^re  equa- 
tion (86), 


se  trouve  divis^e  en  trois  parties  mullipli6es  rcspectivemenl  par  fc^, 
ft^,  fc,.  Et,  en  verlu  de  ce  qu'on  vient  d'6noncer,  celles  de  ces  trois  par- 
lies qui  sont  multipli^es  par  b^  et  par  6,  disparaissent  lorsque  la  section 
est  symitrique,  en  sorte  qu'il  ne  reste  que  Tintegrale  multipli^e  par  6^, 


r(  IB,       ^B,\  , 
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pour  laquelle  la  fonction  k  int^grer  devient  paire  aussi  bien  en  x 
qu*en  y.  La  derni&rc  Equation  (86)  du  §  29  se  reduit  done  k  la  suivante, 
oil  C  est,  comme  on  sail  par  les  definitions  (78a)  du  §  28,  le  moment 
total  des  forces  ext6ricures  aulour  de  I'axe  des  z  : 


(87) 


b.= 


—  C 


«i'-^>-/('t-«S)"-l 


Ainsi  b^  ne  depend,  dans  ce  cas  de  symitrie  des  sections,  que  du 
moment  de  rotation  C'  des  forces  autour  de  Taxe  longitudinal  passant 
par  leurs  centres;  de  m6me,  ainsi  qu*ii  r^sultc  des  aulres  Equations 
(86),  sans  que  celte  sym6trie  ait  besoin  d'exister,  a,  et  a^  ne  dependent 
que  des  deux  autres  moments  k\  B',  et  6^,  6,,  a,  des  composantes  A,  B,  C 
des  forces  extSrieures.  On  voit  ainsi  que  :  Vextension^  le$  flexions 
dans  les  deux  sens  principaux,  et  la  torsion^  constituent  quatre  pro- 
bldmes  compUtement  distincts;  car  la  torsion  qui  accompagnaii  la 
flexion  dans  les  cas  de  non-symetrie  des  sections^  n'existe  plus. 

Revenant  aux  flexions,  et  supposant  les  sections  sym6triques,  nous 
pouvons  maintenant,  au  moyen  des  Equations  (75a),  page  160,  repre- 
sentor Taction  de  la  force  A  s^exer^ant  dans  le  sens  transversal  x,  et 
du  moment  B'  agissant  autour  d'une  parall61e  aux  y,  force  et  moment 
qui,  ensemble,  produisent  unc  flexion  simple,  lorsque  dans  ces  equa- 
tions (75a)  on  remplace,  par  leurs  valours  (86),  les  constantes  a^,  fr^. 

Puisque  B^  est  pair  en  y,  y-^est  impair,  et  par  consequent  /  j-*  j 

s'evanouit  comme  toute  fonction  impairc  dont  la  variable  s*annule.  II 
rebte  alors : 


E<^X^u; 


-=( 


(88) 


ffXM 


xi 


(As— B')x. 


G 
E 


Dans  le  cas  que  Ton  consid&re  le  plus  ordinaireroent,  la  flexioa 
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simple  est  produite  par  une  force  A  suppos6e  agir  au  centre  de  gravite 
de  la  section  libre.  On  a  done  encore  dans  ce  cas 

B'  =  A/; 

* 

les  trois  premieres  Equations  et  la  derniSre  du  syst6me  pr6c6dent  de- 
viennent  alors : 

(89)       { 

II  est  remarquable  que  la  section  Iransversale  particuli6re  dont  il  a 
klk  question  au  §  24,  et  dont  les  616ments  superficiels  n'^prouvent 
aucune  tension  dans  le  sens  longitudinal  z  de  la  pi&ce,  c'esl-a-dirc  la 
section  pour  laquelle  t^^=09  coincide  ici  avec  la  section  d'extr6mit6 

libre  (2= /)(*).  Dans  ce  cas,  la  tige  est  divis^epar  le  plan  longitudinal  yz 
en  deux  parties  dont  I'une  n*6prouve,  dans  la  direction  longitudinale  z, 
que  des  extensions,  et  Tautre,  que  des  contractions.  Pour  la  section  ou 
base  libre,  sur  laquelle  2=/,  on  lui  reconnait  cetle  propriil6  que  u 
el  v  y  sont  ind^pendants  de  xetiey  (^*),  c'est-k-dire  que  les  points  de 
eelte  section  sont  diplac6s  en  avant  ou  en  arrt6re  du  plan  qu'cUc 
occupait  priniitivement,  mais  ne  sont  pas  d6plac6s  dans  la  surface 
elle-m6me. 
La  fitehe  de  la  flexion  (u  pour  z=l) 


A  (/'_^,m\ 


0 


depend  de  la  forme  de  la  section  transversale,  mais  seulement  a  un 
tr^  faible  degr^.  Car  le  second  lerme  entre  accolades  depend  sans 
doute,  comme  B^  lui-m£me,  de  la  forme  de  cetle  section ;  mais  preci- 


(')  L'auteur  parle  ici  de  la  section  traverste  par  I'aie  de  la  pidce  k  I'endroit  ou  eel  axe 
I  un  point  d'inflexion,  dont  nous  avons  parl^  a  une  note,  p.  165,  v«rs  la  tin  du  g  2G. 
(")  Mtoie,  V  est  nul  sur  cette  section  a  =  /. 
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que  des  termes  dc  Tordre  de  grandeur  des  dimensions  transversales. 
Or,  ils  sc  trouvent  multiplies  par  la  premiere  puissance  /  de  la  lon- 
gueur; si  done,  comme  cela  a  lieu  g6n6ralement,  les  dimensions  trans- 
versales  sont  petites  par  rapport  k  la  longueur  de  la  tige,  le  second 
terme  entre  accolades  ost  tres  petit  par  rapport  au  premier  qui  coniient 

P 
la  troisi^me  puissance  de  la  longueur.  Aussi,  c'esl  ce  pi^mier  (erm<Ss=« 

qu'on  obtient  seul  dans  la  thdorie  ordinaire. 

Les  formules  relatives  k  la  torsion  se  simplifient  aussi  un  peu.  Car, 
comme  fio^Q"*  entredans  les  formules( 756) du commencement  du§27, 
est  impair  aussi  bien  en  x  qu*en  y^  les  quotients  diflerentiels  de  cettc 
function  sont  aussi  impairs  pour  Tune  ou  Tautre  deccs  deux  variables. 

Par  consequent  (^M  et  ( -7^)  qui  reprfesentent,  suivant  notre 

f  B       f  B 
notation,  les  valeurs  de  ~  et  -7—°  pour  a:=0,  j/=0,  sont  nuls;  et  on 

cx       cy 

pent  deduire  de  ces  Equations  (756)  les  suivantes,  dans  lesquelles  6^ 

doit  avoir  la  valeur  donn6e  par  la  Tormule  (87)  : 


m      j  r  — 6o5x,    t^^==_G6o(^-'l^ 


0 

y 


W  =  h,B,,  t..:-rO. 


Ces  r^suitats  ne  modilient  en  rien  les  considerations  pr^c^dentes. 
Seulement,  la  fibre  non  d^plac^e  par  la  torsion  coincide  aiors  avec  la 
ligne  des  centres  de  gravity  des  sections. 

g  31.  —  D^terminatioB  de  la  fonction  a  dn  §  23  pour  una  tecttoii 

transversale  elliptfqae. 

Dans  lout  ce  qui  precede,  il  resle  toujours  a  determiner  certaines 
fonctions,  et  cette  determination  doit  6tre  faite  en  particulier  pour 
chaque  forme  de  section  transversale.  Je  vais  en  donncr  un  exemple 
pour  une  forme  simple.  Considerons  le  cas  ou  la  peripheric  de  la  sec- 
tion transversale  est  formee  par  une  ellipse,  ce  qui  donne  bien  une 
section  symelrique  par  rapport  a  deux  axes  perpendiculaires  Tun 
sur  Tautre.  On  determine  facilement,  dans  ce  cas,  les  fonctions  fi^, 
/^i,  B^.  Remarquons  d*abord  ^ue  requation  diflerentiellc  dc  la  forme 
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k  laquelle  ces  trois  fonctions  doivent  satisfaire,  est  v6rifi6e  si  Ton  y 

remplace  f  par  la  somme  d'une  fonction  quelconque  de  {x-hy  v/— T) 

et  d'une  fonction  quelconque  de  (x  — i/V'— l),  c*est-2i-dire  si  Ton 
y  fait  : 

ce  qui  se  d^montre  en  effectuant  les  difTi^rentiations. 
Par  exemple,  cette  Equation  difl^rentielle  est  satisfaite  par  uno 

somme  et  une  difi%rence  de  puissances  6gales  de  (^  +  y\/-— l)  et  de 
{x — yy/ — l)  muUipli6es  par  des  coiislantes  quelconques.  Si  Ton  fecrit 
cette  somme  et  cette  difference  successivcment  pour  chacune  des  puis- 

sances  0,  1,  2,  5 el  si,  apr6s  avoir  multipli^  chaque  fois  par  une 

constante  quelconque,  Ton  additionne  loutes  les  solutions  ainsi  trou- 
v^es,  on  aura  Texpression  suivante  qui  v^rifie  Tt^quation  diff^rcntielle, 
ainsi  qu'on  peut  s'en  assurer  dircctcmcnt : 

(91)       {  -^a^(x'  —  Zxy*)~hPAy^  —  ^y^') 


Chacune  des  fonctions  £«,  B^y  B^  est  contenue  dans  cette  forme  g^nd- 
rale,  ainsi  qu'on  le  vcrra  plus  loin. 

Supposons  Tellipse  qui  limite  la  section  transversale  representee  par 
requation 

x^       y*       . 

de  sorte  que  m  et  n  soient  ses  dcmi-axes.  En  differentiant  cette  equa- 
tion, on  trouve,  pour  la  tangente  trigonometrique  de  Tangle  forme 
avec  Taxe  des  x  par  la  tangente  a  la  courbe 

X 

dy m* 

et,  comme  Tangle  forme  par  la  normale  tiree  exterieurement,  que 
nous  avons  appeie  p  depuis  le  §  5,  differe  de  cet  angle-l^  de  90""  seule- 
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ment,  on  trouve  pour  I'angie  p  de  la  normale  avec  I'aie  des  x : 


ou 


tang;>  — — 

y 

1        n* 
dy       X ' 
dx      m* 

Binp  :  cosp 

y     '^ 

Les  conditions  de  limite  (70),  page  i54,  qui  doivenl  £tre  salisfailes 
en  tons  les  points  de  la  p6riph6rie,  deviennent  par  consequent,  en 
omettant  la  premiere  ou  celle  en  B  qui,  comme  nous  avons  d^montrS 
au  §  24  [Equation  (70a)  6=0],  ne  doit  point  subsister  : 

^£Bo  .  l£Bo_^„/i_l\(*). 
•   w}  Dx'^  n*  ty       ^  \n«      mV 

(^*^^      i      m-Tx^n-T^-\^~Vli}^ ^^ 

m*  ^JP  "^  «^  ^'y  "^  \G      ^ 


(*)  On  se  rappelle  sans  doule  que  la  fonction  Q  de  2,  y,  k  ajouler  k  des  lermea  entiera  des 
trois  premiers  deg^rc^s  en  jt,  y  pour  composer  la  valcur  (65),  g  S3,  du  d^placement  w  des 

points  dans  le  sens  3,  fonction  astreinle  a  satisfaire  &  -^r?  4  -ft-?  =0  POur  tous  les  points, 

et,  pour  ceux  des  faces  laterales  du  prisme,  ou  de  la  pdriphcrie  des  sections,  k  Tequation  (C7) 
de  la  fin  du  m6me  g  23   (exprimant  que  g2^cos;>4-  g    sinp  y  est  nul),  a  hie  partag^  par 

Tauteur  au  g  suivanl  24,  expression  (68  a),  en  quatre  aulres  fonctions  £,  B  ,  B  ,  B  ,  aflccl^ 

respectivement,  comme  multiplicaleurs,  des  quatre  constantes  arbitraires  6,  K*^.*  ^  •  ^^i 

entraienl  dans  celte  Equation  difinie  (67);  de  telle  sorte  que  la  somme  ^B'\-h  B  -^-b  B^ 

+  b  B  ,  mise  pour  a  dans  Teipression  de  ir,  lui  donne  toute  la  gen^ralitd  que  comporte 

la  question  des  petites  d^^formations  de  la  tige  8ollicit6e  sur  ses  bases  libres  par  des  forces 
•yant  une  resultante  et  un  moment  resultant  quelconques  donii^  en  intensity  et  en 
direction . 

On  peul  se  souvenir  aussi  que  I'auteur  a  reconnu  :  1*  mdme  g  24  (70  a),  que  b  ne  peul 
6tre  que  nul,  ce  qui  reduit  le  partage  k  ne  plus  £lre  op^r^  qu'entre  trois  foncttoos 
B  nB  ,  B  ;  2*  au  §  26,  que  la  fonction  B   doit  cntrer  dans  I'expression  (65)  de  w  quand  le 

priame  est  fltehi  autour  d'un  des  deux  axes  principaux  d'inertie  de  la  section  dont  les' 
points  ^prouvent  ce  d^placement  longitudinal ;  et  (fin  du  m£me  g  20)  la  fonction  B  quand 

il  est  fltehi  ou  en  m£me  temps,  ou  separ^ment,  autour  de  I'aulre  axe  principal  (et  dout  des 
formules  (86)  du  g  29  ont  donnd  les  multipiicateurs  ^  ,  ^  );  3**  enlin,  au  commencement  du 

g  27,  que  la  fonction  B^  y  entre  quand  il  y  a  une  torsion,  et  que  la  constante  b  repr6scn(e 

Tangle  de  cctle  torsion  par  unit6  de  longueur  du  prismo. 
Ainsi  Cleb&cb  suppose,  dans  le  g  31  actucl,  que  le  cylindre  k  base  clliptique  d'axes  2  m, 
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On  voit  alors  facilement  que  ces  trois  Equations  sont  satisfaites  si, 
conformiment  k  I'expression  (91),  on  pose : 

Par  consequent,  I'^quation  qui  sert  k  determiner  B^  deviendra  : 


P.=-- 


m* — w* 


7«*  -I-  n- 


<»  » 


Quant  aux  Equations  servant  a  delerminer  J?^  et  B^^  on  les  modifie  en 

37*         I/* 

multipliant  les  termes  du  premier  degr6  par  -i  H-^»  qui,  pour  la  p6ri- 

7/4  /C 

■ 

ph6rie,  est  6gal  a  Tunite.  On  a  ainsi  les  Equations  suivantes,  homo- 
gines  en  X  eiy  : 


Et  siy  dans  ces  equations,  on  egalc  entrc  eux  les  coefficients  d'^gales 
puissances,  on  oblient  les  equations  suivantcs  pour  la  determination 


S  n,  est  fk  la  fois  fl^hi  autour  de  cbacun  de  ces  deux  axes  trausversaux,  et  tordu  autour  de 
I'axe  longitadinal  ou  des  z. 

Sea  sectioRs  transTersales  primitivement  planes  ^prouvent,  par  suite,  irois  gauchitse* 
menu  qui  se  superposent,  et  qui  peuvent  Hve  regar^^s  comme  repr^sent^  par  les  trois 
equations  (91  b)  ou  (01  c)  ci-apr&s  en  metlaiit,  dans  les  premiers  membrcs,  le  petit  d6pla- 
cement  longitudinal  w  An  lieu  de  B   ou  B^  ou  B  .  Le  premier  de  ces  gauchissements  est 

en  paraboloide  hyperbolique,  comme  je  I'ai  rcconnu  en  1847  (Compte  rendu  10  mal,  p.  847) ; 
les  deux  autres  sont  en  surfaces  du  troisi6mc  degr^,  ainsi  que  je  Tai  trouv^  aux  n*'  18  et 
21  du  M^moire  sur  la  flexion  citS  d-dessus,  lu  le  10  juillet  1855. 

Mais  ces  secondes  parties  du  gaucliissemcnt,  li^s  aux  flexions  et  dues  aux  fonetions 
B  ,  B  sont,  comme  le  reconnalt  I'auteur,  le  plus  souvent  negligcables,  en  sorte  qii'il  n'y  a 

g^n^alement  k  consid^rer  que  la  premise  partie,  liee  k  la  torsion  et  due  k  la  portion 
kB  de  to. 

0   0 
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de  ap  o^,  pj,  P, : 


1;--^^=? 


;;^  - 3a,  (- H- -)  =  (g -  3o  )  g^jj-,  4- ( jj  - 1))-,  , 

ce  qui  donne  les  valcurs 
*'""  3m'-|-n»  '     **~  6(5m«  +  n') 

De  sorte  qu'cnfin  les  fonciions  B^,  B^,  B^  se  pr^ntent  sous  Ics 
formes  suivantes : 

(91c)   (tf,—  3m'  +  n« 


„    -  [§„.+(|-,)4-[(i^-s,)..+(^-!i,)..]£ 


La  seconde  de  ccs  expressions,  difT^rentiSe,  donne,  en  faisant  en- 
suite  a:=sO,  y=0  , 


V^r^  3m*-|-n«  » 


formule  qui  peut  servir  k  virificr  le  fait  ^nonc6  ci-dessus,  que  cette 
quantity  est  en  gdn^ral  tris  pctile  par  rapport  i  P  et  n*a  qu'une  in- 
fluence insignifiante  sur  la  fl6che  de  la  flexion. 

La  surface  en  laquelle  se  transformer  aprte  la  flexion,  la  section 


§   31.    —    SECTION  ELLIPTIQUE,    TORSION   ET  FLEXION.  207 

iransversale,  a  pour  equation,  ;&'  felanl  la  coordonn6c  z  apr6s  les  d6- 
placements, 

equation  qui  porta  le  n""  75  au  §  25,  ou  il  a  £16  dit  que,  dans  V=2  +  u% 
Ton  peul,  en  nc  coinmetlanl  que  des  erreurs  du  second  ordre  de 
pelitesse,  remplaccr  tv  par  w'  qui  est  ce  que  devienl  Texpression  [telle 
que  (65)  ou  (89)}  de  ce  d6placement,  lorsqu'on  y  remplacc  les  coor- 
donn6es  primitives  x,  y,  par  les  coordonnSes  ultferieures  x\  yf. 

Cette  expression  devient,  en  metlant  pour  w'  la  valeur  lir6e  de  (89), 
pour  le  cas  ou  la  flexion  est  produile  par  des  forces  qui  ont  une  resul- 
lante  A  agissant  au  centre  de  gravity  de  la  surface  d'extrfemitfilibre  : 


*-'^E^|-^''+ 


Celle  Equation,  ouz  est  une  consfante,  reprisente  en  a:',  t/\  z'  une  sur- 
face du  f  roisiime  ordre  (*)  qui  est  sym^trique  par  rapport  au  plan  de 
flexion  x\  z\  puisque  y'  n'entre  qu'au  carrfe,  et  qui  est  coupee  suivant 
des  paraboles  par  les  plans  parall61es  a  I'axe  longitudinal  et  perpendi- 
culaires  k  celui  de  flexion.  En  effel,  pour  a:'==conslante,  qui  est 
r^quation  de  ces  plans  parall6Ies,  T^qualion  pr6c6dente  n'est  plus 
qu*entre  z'  qui  y  figure  k  la  premiere  puissance,  et  1/',  qui  y  figure  k  la 
scconde. 

On  traitera  plus  loin  du  calcul  des  grandeurs  x,  X  des  rayons  dc 
gyration.  II  sufflt  de  remarquer  qu'ici  Ton  a 

m  _  n 

^~2'  *""2  ^  ^ 


(*)  C'est  ce  qui  a  ^tc  trouY6  au  MAn.  sur  la  flexion,  Journ.  Liouville,  1850.  Voir  form. 
(55),  (54),  (61). 

f  *)  Dn  ihoyen  trte  simple  d'obtenir  les  deux  moments  d'inertie,  et,  par  suite,  les  rayons 
de  gyraUon  d'une  ellipse  autour  de  ses  axes  principaux  2m,  In,  est  de  determiner  d'abord 
le  moment  d'inertie  du  cercle  de  rayon  m  auiour  de  son  centre,  C'est,  d,iir*  repr^sentant 
la  sorfsce  d*une  couronne  comprise  entre  deux  cercles  int^rieurs  dc  rayons  r  et  r  +  dr, 

.4 


/: 


^   r*.  nd  .r*  =  -—-; 

0  2 


puis  d*en  d^duire,  vu  que  r*=:^x'*-{-y^,xeiy  £tant  les  coordonn^es  du  point  6\o\gn^  de  r 
du  centre,  qu*on  aura,  pour  les  moments  d'inertie  du  m6me  cercle  autour  d*un  diamitre,  In 

inoili6  dc  cette  expression,  ou  — r— ;  enfin,  comme  une  ellipse  ayant  les  axes  2m,  2  n  n*est 
autre  chose  qu*un  cercle  dont  tous  les  616men(s  ont  diminui  de  soperficie  dans  la  proper- 

tion  ~,  et  se  sent  rapprocfa^s  du  diam^tre  dans  la  mdme  proportion,  de  couclureque  la 
tn 

somme  des  moments  des  Aliments  autour  de  dm  se  trouve  diminute  dans  la  proportion 
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Lc  cas  de  la  torsion  donne  lieu  a  des  observations  particuliircs. 
Puisque  Ton  a  : 


m*-i-rv 


on  a  aussi : 


ou,  k  cause  des  notations  adoptees  pr^c^demment , 


m' — n* 


ia*-«*)c  ; 


ou  enfin,  en  rempla^^nt  X  et  x  par  leurs  valeurs, 

_  (m«  —  n*y 
"~4(m»-f-n»)^' 

Par  suite,  Tequalion  (87)  du  §  30,  ou  (7  represenle  (786^  du  §  28)  le 
moment  total  des  forces  extirieures  autour  de  Paxe  des  Zy  donne 


1^    ^l±«!r/  . 


1      m'-fn-^, 


el  les  Equations  (90)  de  la  fin  du  g  30,  exprimant  les  d^placemenls  ct 
les  tensions,  deviennent  alors 


(92) 


?/=:^- 


C'm^ 


n' 


Gt    mV 


-i^>      *..=— 


2C'y 


n«<r  ' 


C'm«-4-n« 


f    =77- 


Gt    m^n* 


zx 


t..= 


2C'a: 


u;  = 


i'*      m«<r  • 


t„  =  0. 


L'angle,  ou  Pare  d'un  rayon  =  i ,  dont  la  surface  d'extr6mil&  libre 
a  tournd  par  rapport  h  sa  position  primitive,  devient  (voir  g  27) 

C7    tn^-i-n* 


+  =  M=:-J^ 


m*rt«    ' 


n    fi 


l.lL;  d*oik,  pour  le  moment  d'inertio  de  Tellipse  autour  de  ce  diamitre 


m 


ce  qui  donne  bien  ^  =  7  P^"'  ^®  '^T^"  ^  gyration,  racine  carrte  du  quotient  de  ce 
moment  par  Talre  nmii  de  Tellipse. 
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ety  par  consequent,  le  moment  dit  de  torsion^  c'esl-i-dire  le  moment 
appeie  C^  des  forces  tendant  a  imprimer  une  rotation  du  cylindre  au- 
tour  de  Taxe  des  2,  a  la  valeur  suivante  s'il  est  capable  de  produire 

une  torsion  j  par  unit6  de  longueur, 


.i*.i 


/     m*  4-  w* 
ou  bien,  en  meltant  pour  c?  sa  valeur  -Kmn : 

{92  a)  C'=-g|^^.  (•) 

11  y  a  lieu  de  remarquer  le  dernier  facleur  — 7-; — =•  II  difffere  de 
^  *  m  -f-  n 

celui  qui  est  usit6  dans  la  Ih^orie  ordinaire  : 

— 2— • 

La  difference  enire  ces  deux  facteurs  n'est  pas  considerable  lorsquc 
les  deux  axes  de  Tellipse  sonl  tr^s  peu  diff^rents,  et  clle  disparait  pour 
le  cercle.  La  longue  adoption  de  celui-ci  s'expliquc  si  Ton  considSre 
que  la  theorie  ancienne  a  i\&  6iablie  pour  le  cercle  seulement,  et  qu*on 
a  cru  ensuile  pouvoir  I'etcndre  a  d'autres  formes  de  sections  transver- 
sales;  inais,  en  fait,  celle  th6orie  ne  pent  donner  des  r6sultats  m6me 
approchcs  que  pour  des  formes  qui  s'ecartenl  tr^s  peu  du  cercle. 

L'^quation  des  sections  transversales  deform^es  devient : 

,  /         .   C'  rri}—n},, 

2^  =  2-4- u;'=«H-p-       .       odxf 

Pour  le  cercle,  c'esl-a-dire  lorsque  m^=^ny  elle  se  r^duit  ^  a'=2,  el, 
par  consequent,  la  section  transversale  resle  plane.  Mais,  en  general, 


(*)  Ce  moment  C  est  ordinairemeut  appele  M^. 

Si  Ton  fait  a  (x* -f  1*)  =  I^,  qui  est  le  moment  d'Inertie,  dit /^o/aiyv,  de  la  seclioii  v  aulour 

de  son  centre,  ron  a  pour  le  moment  de  torsion,  quel  que  soft  le  rapport  des  deux  demi  axes 
m  et  n  de  la  base  elliptique  : 


M,=iG*.±^=environJLGt^. 
'         /  4ff*I«  39,48     /!« 


Or,  j*ai  trouyi  pour  des  sections  rectangulaires,  triangulaires,  en  double  spatule  (comme 
ccUe  des  rails],  ctmdrae  en  secteur  de  cercle  plein  ou  ^vidd,  etc.,  que  le  moment  de  torsion 
^tait  encore  repr^sent^  par  cette  formule  sans  qu'il  y  ait  jamais  erreur  de  plus  d*un  treizi6me 

Ses  r^sultats  sont  loin  de  cadrer  avec  la  formule  ordinaire  G  t  Iq  (CompletreHdtu,  21  }Bn- 

vier  1879,  p.  149],  fautivc  commc  on  a  dit. 

14 
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r^quation  ci-dessus  repr^sente  une  surface  du  second  ordre  couple 
suivant  des  lignes  droilcs  par  des  plans  parall&les  au  plan  ocz  et  par 
des  plans  parallclcs  au  plan  xjz.  Cctte  surface  est  done  un  parabololde 
hyperboliquc  qui  a  un  syst^me  de  general  rices  rectilignes  parall61e  au 
plan  x%  et  un  autre  parall^le  au  plan  yz  (*). 


(*)  NOTE  FINALE  DU  g  3  i 


1.  fiff^i  du  gauchissement  des  sections  non  circulaires,  —  Ainsi  que  je  Tai 
nionlrc  des  1845  (*),  on  avant  d'avoir  trouv^  les  formulps  de  la  torsion  du 
prisme  rectangle  el  du  cylindrc  elliptique  (**),  c*esl  parce  que  les  sections 
planes  transvcrsales  se  gauchissent  lorsqu  on  tord  certains  c\liridres  ou 
prismcs  (et  on  sail  maintenant  que  ce  sont  tons  ceux  dont  la  section  n*est 
pas  circulairc),  que  Ton  ne  pcut  pas,  sans  commeltre  une  erreur  souvent 
tres  grande,    appliquer  la  formule  de  la   tlieoric  appel6e  ordinaire  par 

J, 
Clebsch,  pour  la  determination  de  la  torsion  j  que  ces  corps  ^prouyent  sous 

1  action    d'un  couple   ayant  un    moment  H;,;   formule  ancienne  qui   est 

M^zzzzGj  I  r^du;  i  r'rfo-d^signanl  le  moment  d'incrlie  polaire  /  (^+y')</ff 

E 

de  leur  seclion  autoiir  de  son  centre  de  gravil^,  el  G  =  ^r-n :   ^tant     le 

2(1+9) 

coefficient  d*61aslicit6  de  glissemenl  ou  de  reaction  ^lastique  langentielle  dc* 
la  fin  du  §  3. 

2.  Fondementf  souvent  errone\  de  la  formule  ordinaire  du  moment  de 
torsion  J  exacte  seulement  pour  le  cylindre  a  base  circulaire,  —  Cetle  for- 
mule dite  ordinaire  sc  base  essenliellemcnl  sur  ce  qu'on  croit  les  sections 
encore  planes  apr^s  la  torsion ;  en  effet,  si  Ton  considere  une  qiielconque 
des  fibres,  dislanle  de  r  de  Taxe  passant  par  le  centre  de  gravity  des 
sections,  le  rayon  vccleur  r  de  rextr6mit6  de  celte  fibre  sur  la  base  libre 
a  tourn^  d'un  pctil  angle  ^,  Cotle  exlr6mil6  a  done  ckcminc  d  un  petit  arc  t^, 
tandis  qnc  rexlr6mil6  sur  la  base  fixe  est  reside  immobile;  d'ou  il  suit 
que  lous  les  Elements  de  cctle  m^mc  fibre,  de  longueur  /,  devenue  une 

Wlice,  se  sont  inclines  d'un  petit  angle  ^r  sur  des  parallMcs  &  Taxc  de 
torsion,  et  que  les  fibres  font  maintenant,  avcc  les  Elements  supcrfi- 
ciels  des  sections  qu'elles  tra\erscnl,  des  angles^ — )'r,quiontde8COsinus 


(*)  Comptes  rendui,  t.  XVII,  30  oclobrr,  p.  045  ct  SO  novembrc,  p.  1188  (il  u'y  a  pas  lieu 
de  s'arr6ler  aui  parties  de  celui  du  20  r.ovcmbre  oi^  il  est  question  d'uii  prisme  h  base  losangc) 
(••)  T.  XXIV,  '.'2  mars  el  10  mai,  p.  48  et  1188. 
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^r  si  lesseclions  sont  resides  planes  et  normales  &  Taxe.  11  en  r6sultc  bien, 
d'aprSs  le  g  3,  page  iO,sur  un  ^l^ment  da  de  section,  un  glissement  g= j  ?% 
et  une  composante  tangentielle  de  traction  Ggdv  =  Gj-  rdtr^  ayant,  autour 

V 

de  raxe»  im  moment  Gj^*d<r\  d*ou,  pour  T^galit^  de  la  somme  de  ces 
moments  h  celui  M^  des  forces  ext^rieures,  la  formule  en  question 


(fl) 


M,  =  Gt    Cr*da  =  G^f(x^-{-y^)da, 


qui  a  6t^  donn^e  en  i784  par  Coulomb  (Recherche  iur  la  force  de  torsion, 
au  volume  des  Memoirei  des  savants  e'lrangers  paru  en  1787)»  pour  les 
cylindres  h  base  circulaire,  les  seuls  pour  lesquels  elle  soit  exacte. 

Mais,  si  les  sections  ne  rcstent  pas  planes,  les  fibres,  toujours  devenues 
h^Iicoidales  et  inclin^es  dc  j^r  sur  Taxc  ou  la  fibre  centrale  et  immobile, 
ne  font  plus,  ayec  les  6l6ments  de  chaque  section,  ces  angles  dont  le  cosi^ 
nus  a  pour  valeur  j-  r. 

3.  Incurvation  des  sections^  surtout  aux  angles.  ~  M^me,  si  le  contour  de 
la  section  a  des  angles  saillants,  par  exemple,  si  elle  est  carr^e  ou  rectangu- 
laire,  on  demontre  (voyez  au  n^  7  ci-apr^s)  que  les  ^Uments  superficiels 

occupant  ces  angles  s*inclinent  justement  de  ^r  sur  leurs  anciens  plans,  en 

sorle  quits  restent  normaux  aux  fibres  corrcspondantes,  qui  sont  les  arStcs 
yives  du  prisme.  II  n*y  a  done  pas  de  glissement  en  ces  endroits;  on  y  a 
g  =  0,  et  les  tractions  tangentielles  Gg  par  unit6  desuperficie  y  sont  nulles. 
Aussi  le  vrai  moment  de  resistance  61astiquc  k  la  torsion,  des  prismes  k 
section  non  circulaire,  est-il  toujours  moindre  que  ce  que  donne  la  formule 

connue  lf^  =  G  |  |  r^dtr;  et  la  vraie  valeur  de  la  torsion  |^,  produite  par  des 

forces  ayant  un  moment  donn6  H^,  est  toujours  plus  grande  que  ce  qu*on 
tire  de  cette  formule  ancienne. 

4.  Situation  ordinaire  des  points  dangereux  dans  les  sections  non  circu- 
laires.  —  De  plus,  aprds  avoir  donnS,  en  1847  (mdmes  Comptesrendus),  les 
formules  de  la  torsion  du  prisme  rectangle  et  du  cylindre  elliptique,  j*ai 
reconnu  (M^moire  de  1853)  que  les  points  dangerenx,  ou  Tinclinaison  g  de 
la  fibre  sur  la  normale  k  Teldment  de  section  qu'elle  traverse  a  cette  plus 
grande  valeur  qu'il  faul  renfermer  dans  une  limite  (voyez  note  finale  du 
g  37  ci-apr^s)  se  trouvent  g^neralemenl  aux  endroits  les  plus  rapproches  de 
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Taxe  de  torsion;  tandis  que  d'aprcs  la  Iheoric  usi(6e,  ces  points  seraient 
aux  endroits  les  plus  ^loign^s  ou  ayant  le  plus  grand  rayon  vecteur.  Cette 
theorie,  fondle  sur  une  fausse  extension  de  ccUe  de  Coulomb  Ades  cylindres 
autres  que  ceux  h  section  circulaire  dont  il  s*e$t  exclusivement  occupi*  est 
done,  sous  un  double  rapport,  propre  k  inspirer  une  fausse  s^curit^,  et 
doit  dire  abandonn^e,  surtoul  pour  les  sections  allong^es,  les  sections  en 
croix  de  Malte  de  pieces  h  c6tes  ou  k  ailes,  etc. 

5.  Equations  de  la  torsion  d'un  prisme  a  base  quelconque.  — C'est  en  6tu- 
dinnt  la  solution  du  probldme  de  la  torsion  du  prisme  rectangle,  tent^e  en 
1829  par  Caucliy,  qui  a  adopts,  depuis,  la  mienne  (Coraptes  rendus; 
20  fevrier  1854,  t.  XXXVIII,  p.  326),  que  j'ai  aper^u  pour  la  premiere  fois, 
en  1845,  la  necessile  du  gauchissement,  par  la  tor:^ion,  des  sections  transver- 
s^lcs  autres  que  le  cerc'e.  M.  Clebscli  a  bien  voulu  m*dcrire  qu*il  regrettait 
de  n'avoir  pas  donne  dans  son  livre,  corame  deuxieme  exemple,  apres  la 
tor^ion  du  cylindre  elliplique,  celle  du  prisme  k  base  rectangle.  Je  crois 
rcmplir  son  \oeu  en  la  donnant  succinctement  ici,  sans  supposer,  comme 
I'auteur  a  cru  devoir  le  faire  pour  le  C}lindre  elliptique,  des  flexions 
simultandes  qui,  ici,  et  sans  ulilite,  ameneraient  des  complications  plus 
grandes. 

Reprenons  les  formules  de  la  fin  du  g  30,  p.  202,  applicables  5.  des  sec- 
tions de  loule  forme  : 

(t-)  (90  reproduite)     ^^^^^  ^      t,,=-G6o(^- §)  , 

tv  =z  boBo      ,      t^,  =  0  . 

Voyons  d*abord  ce  que  signifient  leurs  coefficients. 

D'aprds  les  deux  premieres,  on  voit  que  sur  la  section  qui  est  k  la  dis* 
tance  z  de  la  base  fixe,  le  point  (x,  y)  a  tourne  autour  du  point  (a::=0,y=0) 
qui  y  est  rest^  immobile,  c*cst-&-dire  autour  de  Taxe  de  torsion  qui  est 
aussi  I'axe  du  prisme,  d'un  petit  arc  dont  le  rapport  au  rayon  vecteur  esibz; 

car  si  r==V^cM^  est  ce  rayon,  les  projections  sur  I'aie  des  x  el  sur  Taxe 
des  y  d'un  pareil  arc  b^zr  suppos6  ddcrit  de  gauche  a  droite  (dans  le  sens 

ou  marchent  les  aiguilles  d'unc  montre),  sont  respect! vement  b.zr^  et 

•     r 

—  fc^sr?^,  c'cst-i-dire  prdcisement  les  projections  w,  r,  du  d^placement  de 

ce  point. 

Done  i*,  b^  represente  ce  qu'on  appelle  la  torsion  ou  Vangle  de  torsion^  i 
savoir  Tare  que  la  torsion  fait  decrire  aux  points  situes  k  Tunitd  de  distance 
de  l*axe  immobile,  sur  la  section  k  Tunite  de  distance  de  la  section  inuno- 

bile.  C'est  ce  que  TautPur  a  repr^sontd  ci-dossus  (92  a)  par  ? 
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Nous  d^signerons  cettc  torsion  ^0  =  7  P^^  ^' 


w 


2<*  B^,  d*apr^s  la  3<^  Equation,  est  v-,  quotient,  par  la  torsion,  du  deplacc- 

0 

nient  longitudinal  w.  Mettons  done  -  &  la  place  de  B^.  Nous  aurons  ainsi, 

pour  la  torsion  d'un  prisma  quelconque,  k  section  suppos^e  sym^trique,  les 
formules 

De  plus,  en  appelant  /?,  comme  ci-dessus,  Tangle  que  fait,  avec  les  or,  la 
normale  men^e,  du  c0t6  exlSrieur,  k  la  surface  lati^rale  du  prisme,  qui  ne 
supportc  aucune  pression  ni  traction,  i'on  a,  en  vertu  des  troisi^mes  6qua* 
tions  g6n6rales  (24)  et  (25)  de  T^quilibre  d'^lasticile  du  §  i2, 

(  ^t^     i)i„j 

\  -^ — I-  -— —  0  ,  partout, 

(d)  I  dx        Vtj  "^  ' 

I  t    cos  p  -f  t    sinp  =0,    sur  la  surface  lalerale, 

6quations  conformes,  du  reste,  aux  secondes  (69)  et  (70)  du  §  24,  invoqu^es 
au  present  g  31  pour  le  cylindre  elliplique. 

Et  Ton  a,  pour  le  moment  de  torsion 


(e) 


M,  =  C'=  j"  (t,,y~ty,x)da=G  j"[6  (x^  +  y^)  ~(^^y ^^^  a:^^^ 

II  resuhe,  des  equations  (c)  et  [d)^  que  la  determination  du  deplacement 
longitudinal  w^  dont  la  connaissance  amenera  celle  des  tensions  tangen- 
lielles  t^^,  t    et  celle  du  moment  de  torsion,  se  r^duit,  pour  des  prismes 

ou  cylindres  de  toute  forme,  k  resoudre  T^quation  aux  deriv^es  partielles 
avec  la  condition  qu*on  ait,  autour  des  sections, 

(g)  ^1^  +  ayj  cos p  +  ^^^ -  0.r J  sinp  =  0  ; 

ou,  ce  qui  revient  au  m^me,  si 

(h)  F(x,y)  =  0 

sin  v  1 

est  Tequation  du  contour  des  sections,  d'oii  — ^  =  —  j-,  que  Ton  ait.  en 

rfx 
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« 

tous  les  points  du  contour  : 

6.  Application  h  un  prisme  h  base  rectangle.  —  Pour  un  pareil  prisme 

ayant 

sou  plus  grand  cdt^,  2a,  parallele  aux  x, 

son  plus  petit  cdt6,  2h,  parallele  aux  y, 
la  condition  au  contour  (g)  ou  (i)  se  d^double  en 


oW 


^  =  — 6y  pourT=±a  , 

—-  z=^x      pour  yz=±:b  . 

Sans  indiquer  la  voie  connue  qui  m^ne  k  Tintegration,  voie  dont  le  pre- 
sent livre  donne  plusieurs  examples  ou  Ton  determine  les  coefficients  A  d*une 

serie  telle  que  t/;  =  2  a(c"*  —  c"*")  sin  my  par  une  multiplication  et  une 
integration  faisant  disparaitre  tous  les  termes  du  2)  liors  un ,  qu'il  nous 
suffise  d*en  rapporter  le  r^sultat  ct  de  le  verifier.  On  pent  lui  donner,  k  vo* 
lonte,  ces  deux  formes  qui  sont  ^quivalcntes,  les  sommes  ^  s*6tcndant  k 
toutes  les  valeurs  enti^res  et  positives  du  nombre  t  : 


2,-1  ii^i 


w 


'-*  e««       -fe      ^ 


EUes  sntisfont  Tune  ct  Tautre  : 

!•  h  r^quation  (n  ^^^5^  =  0,  ^videmracnt ; 

2*  ^videmment  aussi,  la  premiere  (k)  k  la  deuxi6me  (j),  ct  la  deuxi^me  (k) 

2i  — i 
k  la  premiere  (j),  vu  que  cos  — - — ^  =  0; 

3«  la  premiere  (A)  A  la  premiere  (j)  et  la  deuxifeme  (k)  k  la  deuxi^mc  (j), 
vu  qu'on  a,  <  6tant  une  variable  quelconque  par  laquelle  nous  rempla^ons 

X       y 

-  ou  t: 
a       b 

in    o/«V  V(-^)"""*    •    2«-l  1     .    r«        1     .    3i:«        4         5r« 
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^galit6  qu*on  verifie  facilement  si   on  multiplie  les  deux  membres  par 

2n 1 

ds  sin  ^^ —  irs,  ct  si  Ton  int^gre  ensuite  des  =  0i5=i;  car  tons  les 

termes  de  la  s^rie  2]  disparaisscni,  except6  celui  pour  lequel.le  cocHicicnt 

It  8 

de  -^  est  2n  —  1,  ou  r^pond  k  la  mdme  valeur  de  n  que  dans  le  facteur 
introduit  avant  d*inl6grcr;  et  il  rcste  : 

L*unc  et  I'autre  des  deux  expressions  (&),  k  volont^,  est  done  la  solution 
des  Equations  posees. 
Substituant  celte  valeur  de  w  dans  {c)  t^^,  t   ,  puis  ces  tensions  dans 

Texpression  (e)  avec  dxdy  pour  Jd,  ct  integrant  de  — a  i  +  a  et  de  — b  k 
+  fr<  oil  obtieut,  eu  ^gard  k  la  sommation  connuc 


I =1  +  24-2-4-  z=  — 

(2i  — 1)*         ^3*^5*^  96 


le  moment 


-.=«--[¥-^©"2i5!^'^ 


ti  —  X  2i-i 


(m) 


2i-i 


6  *«       4-  e      2« 


Ces  deux  expressions,  dont  Tequivalence  rSsulte  de  \t^  maniere  dont  on 
les  a  obtenues,  et  pent  d*ailleurs  sc  demonlrer  unalyliquement  et  sc  verifier 
aussi  num^riquement,  donncnt : 

i"^  Lorsque  le  prisme  est  plat,  ou  que  le  c6t^  26  est  tr^s  pelit  par  rapport 
^  Tautra  2a, 

in)  M  =^G6a65  (\  —  0,63025  -^  =  sensiblement  ^Geafc*  . 

*       3  \  a]  5 

Cetle  expression,   enorm6ment  plus  petite  que  celle  6o/(a?*+y«)d» 

4 

=  =  GOafr(a*+fr')  de  la  th^orie  ordinaire,  se  trouve  cohforme  k  ce  qui 

r^sulte  de  la  formule  de  Cauchy 

16         a^b^ 
*        i)       o*  +  w' 
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Aussi,  quoique  cette  formule  de  1829  ne  soit  exacte  que  pour  le  cas  extreme 
actuel,  de  b  tr^s  petit,  leM^moire  de  l*illustre  analyste  mcttait  sur  la  voie  de 
a  vraie  solution,  et  constituail  d^j^  un  progr^s  important ; 
2°  Lorsque.  a=  fr,  ou  que  le  prisme  est  k  base  carr^e  : 


(0) 


M  =0,843462  Ge  ~ 

z  o 


expression  qui  n*est  que  les  0,84 de  ce  que  fournirait  la  formule 

G  Bf(x^  '■{'y*)d(T  de  ia  theorie  ordinaire,  et  de  ce  que  donne  aussi  cctte  for- 
mule cit6e  de  1829,  que  Gauchy  avail  tir^e  d'un  developpement  suppose  pos- 
sible de  w,  en  puissances  cntieres  de  x^  y,  et  k  laquelle  il  a  rcnonc^  cotnmc 
nous  avons  dit.  Ge  coefficient,  0,84 est  d'accord  avec  les  rSsultats  com- 
pares d*exp^riences  de  Duleau  sur  la  torsion  de  barres  carries  et  de  harres 
rondes,  r^sultats  auparavant  inexplicables. 

Je  ne  peux  que  renvoyer,  pour  les  d61ails,  k  mon  m^moire  da  tome  XVII 
des  Savants  elrangers,  ou  k  la  longuc  note  du  n**  156  de  Tedition  de  1864 
des  Legons  de  Navier,  ainsi  quk  I'Historique  mis  en  t(^le. 

7.  On  pent  obtenir  ce  dernier  re'sultat  approximativement  d*une  manUre 

presque  ele'mentaire,  —  Ge  coefficient,  0,843 pent  6tre  trouv6  tres 

approximativement  par  un  calcul  tir^  de  formules  sim- 
plement  algebriquos,  susceptiblcs  d'etre  pr^sent^es  dans 
des  cours  d'arts  et  mcliers.  11  n*y  a  pour  cela  qu*^  assi- 
miler,  quant  au  gauchissement  ou  k  Tincurvalion  de 
son  plan,  la  section  carr6e  rectiligne  dont  les  c^t^s  sont 
2a,  k  une  section  curviligne  k  angles  arrondis,  ayant, 
avec  celle-U,  huit  points  communs  (les  quatre  angles  et 
les  quatre  milieux  des  c6t6s),  et  representee  par  1*6- 
quation  du  quatri^me  degr6  : 

(p)  X*  +  6x»y*  -f-  y*  +  5a*  (x«  -f  y«)  =  6a*  . 

On  peut  voir  en  cffet  que  si  Ton  prend 


2  0 


) 


5a* 


on  satisfait  non  seulement  k  r^quation  differentielle  indefinie  du  second 
ordre  (/*),  mais  encore  k  la  condition  (/)  relative  au  contour;  car  si  Ton  met 

dans  celle-ci,  pour  tt*,  la  valeur  (7),  si  Ton  multiplie  par  — ^  ct  si  Ton  rem- 

place  x^  y,  par  x,  y  qui  d^signent  les  coordonn6es  des  points  du  contour, 
on  a  : 

4  (x'  —  3xy«)  dx  -  4  (3x»y  -  y')rfy  -f  5a«  (2xdx  +  2yf/y)  =  0  , 

riy 
Equation  k  laquelle  satisfait  le  V  tir6  de  r^quation  (p)  de  la  courbe  de  con- 
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tour,  puisquVllc  est  identique  k  ce  qui  r^sulle  de  la  diffi^rentiation  de 
celle-ci. 

Or,  si  Ton  met  pour  w  sa  valeur  (q)  dans  la  formule  generate  {e)  du 
moment  de  torsion,  on  a 


(r) 


ll^^GeT   r(x^-|-y')rfc;-A  J(6x«yi_x*-y*)d.J 


Celte  expression  du  moment  est  tout  k  fait  exacte  pour  la  section  curviligne 
dont  le  contour  est  repr6senl6  par  i'^quation  (p).  L'appliquer  k  la  section 
carr^e  rectiligne  ihscrite,  ayanl  pour  cdt^  2a,  c'est  supposer  que  celle-ci 
prend*  par  la  torsion,  approximativement  Ja  mdme  forme  courbe  que  le  plan 
de  Tantre.  On  trouve,  en  rcmpla^ar.t  (h  par  dxdy,  et  integrant  pour  T^tendue 
de  la  section  carree  rectiligne : 

w  «.=»[t"-|.(«-¥-^]=»l-l=»-«-l"-  ■■ 

c*est-&-dire  justemenlles  0,84  de  ce  que  donne  I'ancienne  th^orie,  ou  de  ce 
qu*on  aurait  si  la  section  carree  restait  plane  comme  fait  une  section  circu- 
laire,  au  lieu  de  s*infl6chir  vers  les  quatre  angles  de  mani^re  k  rcster  nor- 
male,  comme  nous  «ivons  dit,  aux  quatre  aretes  devcnues  des  helices. 

Cette  conservation  de  la  normalile  des  sections  aux  aretes  vives  r^sulte 
immMiatement  des  Equations  de  condition  {j)  qui  annulent  k  la  fois  les 

deux  glissements  g^^  =  ^  —  Ox,  s=z- — |-  6y,  aux  angles  des  sections. 

C*est  tine  suite  de  la  supposition  que  les  faces  lat^rales,  mt^me  supportant 
une  pression  normale  uniforme  comme  cellc  de  I'atmosphere,  n*6prouvent 
aucune  traction  tangentiellc,  dans  la  direction  des  aretes  par  exemple;  car 
il  r^sulte  du  th^ordmu  (tj.„  =  t   ,  etc  )  de  r6ciprocit6  des  composantes  tan- 

gentielles  de  traction  sur  deux  faceltes  rectangulaires  contigues  dans  des 
sens  perpendiculaires  k  leur  intersection  commune,  qu*il  n'y  a,  de  mSme, 
aucune  traction  tangentielle  sur  les  sections  auprSs  de  leur  contour,  dans 
un  sens  normal  k  ce  contour,  en  sorte  qu'en  se  courbant,  les  sections,  sur 
leurs  bords,  restent  normales  aux  aretes  devenues  courbes. 

Et  cela  s*applique  m^me  aussi  bien  aux  tiges  fldchies  qu*aux  tiges  tordues. 

8.  Contours  varies ,  en  nomhre  infini,  —  Au  reste,  outre  le  contour  du 
4«  degr6  (p),  la  condition  (i)  consideree  comme  Equation  diff^rentielle  en 
X  el  y  pent  fournir  un  nombrc  inflni  d*aulres  contours  de  sections,  pour  les< 
quels  le  probl^mc  de  la  torsion  est  imm^diatcment  resoluble.  En  effet  si 
.l*on  prend  k  volenti,  pour  w.  Tune  quelconque,  ¥{x,  y),  des  expressions 
soit  alg6briques  de  tous  les  degrds,  soit  transcendantes,  qui  satisfont  k  (f) 

—-r-h  o-r  =  0,  et  si  Tonsubstitue  en  x,  y,  ou  r,  a,  au  lieu  dear,  f/,dans  (i),  Ton 
i)x^      nj 
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a  une  equation  dont  le  sccoml  tcrme  est  une  difTerentielle  exacte  ZLUssi  bien 
que  le  premier,  et  qui,  immddialement  inl6gr^c,  en  metlant  dans  le  second 
merobre  telle  constante  qu*on  voudra,  donnera  lo  contour  d*une  section  de 
prisme  dont  le  plan  acquiert,  par  la  torsion,  la  forme  courbe  choisie 
w=F(x,  y).  On  voit  qu*&  rhaquc  forme  de  surface  repondent  une  infinite  de 
contours  dont  les  Equations  different  entre  elles  par  la  valeur  donn^e  h  la 
constante  du  second  membre,  k  laquelle  on  pent  m^me  substituer  une  fonc- 
tion  de  ;;  pourvu  qu*elle  soit  fort  pen  variable  avcc  cette  coordonn^e;  de 
sorte  que  Tanalysc  pr^cedente  pourra  s*dtendre  approximatiyenient  k  des 
tiges  dont  les  sections  n*ont  pas  cxactemenl  les  m4mes  dimensions  d*un  bout 
k  Tautre. 

En  so  bornant,  par  exemple,  aux  sections  sym6triques  en  deux  sens,  la 
condition  (e)  fournit,  c,,  c^,  c,,  c^ ...  m,  Cm  etK^tantdes  constantcs, I'^quation 

(0 

[  -hc,(rc»— 28xy -f  70xy  — 28xy +  y«)-f  ...4-  2c.(e*'  +  e-~)cosmy=K 

-pourdefinir  les  contours  des  sections  dont  les  plans,  sous  Tempire  de  la 
torsion  0  de  Tunit^  de  longueur  du  prisme  auquel  elles  appartiennent,  pren- 
dront  la  forme  d*une  surface  courbe  ayant  pour  ordonn^e  perpendiculaire- 
ment  k  ce  plan 

^"  '     4-  c,(8x^y— 56r»y'-h  56x'y*— Sxy^)  +  -  4-  ^  C.(e"'— e-*')sinmy  . 
Et  Texpi^ession  (e)  du  moment  de  torsion  est  ea  consequence  : 

M,=G  fda I e(x«  +  y*)  +  2c,(x«-y*) -f 4c4(x*-6xy  +  y*) 
(v)     /       -|-6ce(a:«— i5x*i(«+15.Ty— y«)-l-8c8(a<— 28x«i/*  +  70x*y*— 28a;y  +  ^)-r  ... 
I       -f  ymC„rx(c~— c-*"')  cosmy-.y(c»"  +  «"")  sin  my^  |  ; 

ou,  si  Ton  prend  des  coorJonn^es  polaires  r,  a,  de  mani^re  qu*au  lieu  des 
^uations  (/*),  (g)  en  x,  y,  on  ait  k  satisfaire  k 

177-7  +  -  T7-  4-  -:  TT-^  =  0  ,  en  lous  les  pomts  de  chaque  section  , 
brdr  —  -  -—  rfr  -j-  f  7—  dx  =  0  ,  a  leur  contour  , 

on  a,  au  lieu  de  (;>),  une  solution  g^n^rale  de  la  forme  suivante,  les  £  re. 
pr^scntant  des  sommcs  de   termes  avec  des   coefficients  A   quelconques. 
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les  exposants  m«  m'  enliers  ou   fractionnaires  ^tant  quelconques  aussi : 

(y)        IP  =  2  {^^  +  ^i''""")  sin  »»*  +  2  {^'^'  +  ^'i''"'*)  ^°^  *"'*  ' 

si  r^qualion  du  contour  a  celtc  forme  [%)  qui  y  cori*espond,  et  ou  les 
A,'A^,  A',  A^,  m,  m'  sont  les  mSmes  : 

Et  le  moment  dc  torsion  est  alors  ; 


(a')  M,  =  G   rr  ^er*  +  ~  )  rirrfa  , 


£tt>\ 

riutegrale  6tant  6tendue  h  toute  la  section  o-  dont  les  61^ments  sont  les 
d9=rdrda, 

Je  renToie  au  m^moire  cit6  du  t.  XVII  et  aux  notes  de  1864  sur  Navier,  pour 
divers  exemples,  tels  que  les  prismes  m^me  avcc  sections  sym^lriques  en  un 
seul  sens,  k  savoir,  un  triangle  Equilateral,  una  etoilc  ou  croix  de  Halte 
donnant  des  prismes  h  cdtes,  une  double  spalule  comme  les  rails  de  chemins 
de  fer,  une  section  composEc  de  deux  autres  non  contigues  et  rendues  soli- 
daireSy  etc.,  et  pour  la  topographies  ou  la  description,  par  coupes  parallEles, 
des  surfaces  courbes  dans  lesquelies  se  changent,  par  la  torsion,  les  plans 
des  diverses  sections.  — On  peut  aussi,  h  la  librairie  dc  Ch.  Delagrave,  rue 
Soufflot,  se  procurer  des  reliefs  en  pl^tre  de  quelques-uncs  de  ces  sur- 
faces. 

On  peut  voir  encore  aux  Comptes  rendus  des  stances  de  TAcad^mie,  2  et 
9  decembre  1878,  pages  849  et  893,  le  calcul  de  la  torsion  pour  des 
prismes  a  base  mixtiligne,  par  les  coordonn^es  isothermes  dc  LamE  (dont 
Clebsch  fait,  au  §  32,  un  autre  usage),  spScialement  lorsqu*elles  se  r^duisent 
aux  coordonn^es  semi-polaires  ordinaires;  et  Tapplication  de  celte  mMhode~ 
k  des  prismes  k  base  de  secteur  de  ccrcle  pleins  ou  Evid6s,  auxquels  avaient 
dt'jk  pensE  MM.  Thomson  et  Tait  (a  Treatise  on  natural  Philosophy), 

9.  Formtde  generate  et  usuelle  du  moment  de  torsion  des  prismes  ou 
cylindres,  exacte  lorsque  la  section  est  une  ellipse  et  fort  approchee  pour 
presque  toutes  les  autres  sections,  —  Lorsqu*il  ne  s'agit  que  d*avoir  la  valeur 
de  ce  moment,  et  qu*on  se  contente  d'une  approximation  g^n^ralement  suf- 
fisante,  on  peut,  et  cela  parait  digne  de  remarque,  se  servir  de  la  formule 
(92  a)  trouvEe  en  1847  pour  Ic  cylindre  k  base  d'ellipse,  en  r^crivant  sous 
la  forme  suivante, 

« 

ib-)  M,(ouC')=G|.ijj^, 


°"  =  3M8'^-7i;  =  "'»2533"i;; 


dans  laquelle  Io=a(x«-|-X*)=   /  (a;« -f- y«)  da  =   I  r*d'. 

«  J  9  J  9 


220  CH\p,  11,  —  coiirs  cyu?idriqucs  em  gkneral. 


d^signe  le  moment  d*inerUc  polaire  de  la  seclion  tr  auiour  de  son  centre  d& 
gravity. 

En  effet  si  l*on  met  k  la  place  de  7  el  de  I^  leurs  valeurs  pour  des  sections  rec- 

tangulaires,  carries  rectilignes  ou  curvilignes»  triangulaires,  ou  en  double 
spatule  (comme  celles  des  rails)  et  m6me  en  secleurs  de  cercle  pleins  ou 
^vides  par  des  secleurs  de  mSme  an«^le,  j*ai  reconnu  {Comptes  rendus^ 
27  Janvier  1879,  p.  142)  que  le  moment  de  torsion  6lait  encore  repr6sente 
par  celle  formule,  sans  qu'il  y  ait  eu  des  ecarts  de  plus  d*un  treizidme  au 
maximum. 

Mais,  si  Ton  veut  determiner  le  plus  grand  glmement^  auquel  on  doit  im- 
poser  une  limite,  et  pouvoir  ^tablir  en  consequence  les  conditions  de  coh^ 
sion  permanentc  ou  de  stability  de  la  contexture  de  la  mali^re,  il  faudra 
recourir  dans  chnque  cas  k  la  solution  exacle  qui  lui  est  sp^cialc;  k  moins 
qu'on  ne  puisse  faire  quclques  assimilations  k  des  cas  ou  le  calcul  a  d^jik 
cte  op^r^,  et  quejque  intercalation  possible  enlre  les  chilTres  de  la  petite 
table  donnie  au  g  40,  p.  566,  de  la  Note  que  j*ai  raise  au  n<*  156  de  Tedition 
de  Navier  de  1864. 

'  10.  Elasticites  inegales.  —  Toutes  les  formules  ci-dessus  de  torsion  de 
prismcs  ou  cylindres  conviennent  sous  la  seulc  condition  que  les  elasticites 
soient  les  m&mes  dans  lous  les  sens  transversaux,  quels  que  soient  leurs 
rapports  avcc  r^laslicile  longltudlnale. 

Mais  il  suffit  de  les  modifier  l^^^eremcnt  pour  les  rendre  applicables  aux 
cas  ordinaires  ou  les  Elasticites  transversales  pcuvcnl  Eire  in^gales.  On  n*a, 
pour  ccla,  q\\*k  ivmplactr  les  Equations  (f)  ei  (i)  par  les  deux  suivantes,  ou 
G  ,  G    sonl  deux  coerficlenls  de  resistance  elastique  aux  gli>seraents  dans 

les  sens  x  eiy  suppo^es  Eire,  avec  les  s,  ccux  des  intersections,  en  chaque 
point,  de  trois  plans  de  symetrle  de  contexture 


Les  formules  principalcs,  telles  que  celles  qui  donnent  le  dEplacement 
longitudinal  w,  les  Equations  correapondantes  des  contours,  les  moments 
de  torsion  et  los  glissenients,  sont  les  memes  en  mettant,  k  la  place  des 
coordonnees  transversales  x,  y,  leurs  quotients  par  les  racincs  carrees  de 
G^,  G  ,  et  en  modifiant  divers  coerficienls,  par  exemple  au  moyen  du  chan- 

gcment  de  G  en  V^G^G   de  manlEre  qu'ils  prennent,  lorsque  Gj.  =  G  =G, 

les  mEmes  valeurs  que  quand  les  Elasticites  transversales  sont  Egales,  etc. 
(Voycz  §§  39  et  40  de  la  Note  du  no  156  de  TEdition  de  Navier  de  1864.) 
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§  32.  —  Gylindr^  cr^iix. 

Si  le  cylindre  consid£r6  est  creux  a  rint6rieur«  de  maniSre  que  la 
ligne  des  centres  de  gravity  tombe  dans  un  espace  vide,  on  pent  en- 
core,  avcc  de  trSs  l^g&res  modifications,  se  scrvir  des  formules  d6vc- 
lopp6es  dans  les  §§22  &  27.  A  la  \iril6,  la  determinalion  des  constanlcs 
employees  dans  le  cas  precedent  ne  peut  se  faire  de  la  m6mc  maniire, 
altendu  qu'il  ne  peut  plus  61re  question  de  supposer  fixes  Ics  61^ments 
voisins  du  centre  de  gravil6.  Mais  on  peut  arriver  a  cette  determination 
au  moyen  d'une  autre  hypolh6se  qui  consiste  a  admelire  que  les  ex- 
pressions (72)  ou  cclles  (65),  §  24,  sont  tclles  que  v  s'6vanouisse  pour 
y  =  0,  a  =  0,  et  w  de  mfime  pour  a:=0,  2  =  0.  Cela  revient  a  dire 
que  dans  la  section  transversale  extrime,  ou  se  trouve  Vorigine^  les 
points  appartenant  d  chacun  des  deux  axes  principaux  sont  astreints 
d  ne  se  deplacer  qu'en  restant  dans  le  plan  passant  par  cet  axe  prin- 
cipal et  par  Vaxe  longitudinal.  Cette  condition  ^quivaut  a  annulcr  les 
constantes  a^,  a',  o",  comme  on  a  fait,  vers  la  fin  du  g  24,  pour  des 
cylindrcs  pleins.  On  peut  ensuite  laisscr  subsister  les  constantes  c,  b\  b*' 
cl  ajouter  k  la  condition  pr6c6dente  celle  que  trois  points  qucloonques 
situ^s  sur  ces  axes  principaux  doivent  rester  dans  la  section  primitive, 
de  sorte  que,  pour  ces  points  aussi,  w  s'cvanouit.  On  determine,  par 
consequent,  les  constantes  c,  b\  b"  a  Taide  des  autres  constantes;  et, 
d'apr^s  les  equations  (65),  g  24,  page  150,  qui  donnent : 

ou  bien 

Tune  ou  Tautre  de  ces  deux  equations  devant  6tre  satisfaite  pour  trois 
points  des  axes  principaux. 


0  En  fatsatit  10=0,  s  —  0,  puts  successWement  x=sO  et  y^^O  dans  la  ti*oisi6inc  des 
equations  (65),  p.  150,  la  seule  qui  contienne  Q,  et  en  y  supprimant  aussi  le  (erme  aCtectS 
da  coefflcient  b  qu*on  a  vu  [g  24,  (70  a),  p.  156]  devoir  6tre  fait  nul,  on  a 

L*aiilcur  ne  dit  pas  suffisamnient  d'oti  viennent  les  lermcs  —  y*  et  —  *•  mis  par  lui,  de 
pins,  dans  ces  6qualions  qiril  dit  devoir  servir  a  determiner  c,  L^,  b'  en  fonction  des  aiitres 
constantes  (contenues  dans  Q),  apr6s  avoir  mis  pour  y  el  x  les  coordoun6es  transvcrsales 
des  points  de  la  bate  du  prisme  creux  qu'on  aslreint  h  rester  dans  la  section  primitive.  Ce 
aerait  une  chose  k  ^laircir. 

Voir  au  reste,  ci-aprte,  dans  la  Note  que  nous  atons  mise  &  la  fin  du  g  35,  une  solution 
assez  simple  du  probl^mc  des  prismes  creux. 
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Rien  n'est  chang6  par  la  a  la  discussion  pr6cedentc,  sinon  que  Ics 
constantes  d6sign6es  par  ( 7- )   et  par  ( ^ )   ont  des  valeurs  ditfk- 

ceotes,  cc  que  la  constante  c  enlrc  dans  Texpression  dc  w;  mais  les 
tensio&St  et  toules  les  cons6qucnces  qui  pr^cddent,  demeurent  absolii- 
ment  les  mdiaes. 


g  33.  —  M^tliod^  aaxilMr^  gte^rato,  fondi^  sar  I'^mploi  dM 
ooordonn^es  coiirb«8»  pour  la  dMtnniiiatloii  das  fonctlomifi^,  B|,  B^. 

Jc  vais  prendre  comme  exemple  1e  cas  oi>  la  section  transversale  est 
d61imit6e  par  deux  ellipses  homofocales,  c'est-^*dirc  ayant  Ic  mfimc 
centre  et  les  deux  m6mes  foyers.  Bicn  que  ce  cas  particulier  soil  Ic 
plus  simple  parmi  tons  ceux  pour  lesquels  la  section  est  limi(6e  par 
d'autres  courbes  que  le  cercle,  il  exige  cepcndant  quelqucs  d^vcloppc- 
ments  pr6paratoires,  et  il  donne  I'occasion  de  iaire  connaitrc  unc 
m6thode  auxiliaire  qui  pent  quelquefois  servir  a  la  ddtehnination  des 
fonctions  B^,  £p  £,.  Je  pr6sente  done,  pr^alablement,  les  considera- 
tions g6n^ra1es  suivantes  : 

Je  remarquc  d*abord  que  les  premiers  membres  des  Equations  du 

g  24  (70)      ^^***^  cosp  H ;?^^^*  sin  p=: ....  qui  exprimcnt  les  con- 

ditions-limites  ou  aux  contours  des  sections  pour  les  fonctions  B^y  fi^  B^^ 
sont  susccptibles  d'une  intcrpr6ta(ion  simple.  A  partir  d'un  point  qucl- 
conque  de  la  p(!;ripheric  de  la  section  transversale,  avangons,  duns  la 
direction  de  la  normalc,  d'une  tr<^s  pelite  quantit6  e,  et  cherchons  Ic 
changement  qui  en  resulte  pour  la  fonclion  B^  (ou  pour  Tunc  quel- 
conque  des  deux  aulres,  la  fonction  B^  est  ici  prise  pour  cxemple). 
Comparons  la  valeur  de  B^  sur  la  periph6rie  avcc  la  valeur  qu^clle 
acquiert  au  point  extrcime  du  pclit  espace  parcouru  s.  La  direction  dc 
cet  espace  e  fait,  avcc  I'axe  des  Xy  Tangle  p;  et  dans  Ic  trajet  pour 
parcourir  cet  espace,  x  croit  dc  ecos  p,  et  y  dc  esin  p.  On  aura  done 
la  valeur  dc  la  fonction  B^  ou  B^  ou  /?,,  k  rex(r6mite  de  Tespace  £,  en 
y  rcmplagant  x  par  x  4-  ecos  p  et  1/  par  1/  -h  s  sin  p.  Si  on  dcveloppe 
d'apr6s  le  th6oremc  dc  Taylor,  et  si  on  neglige  les  puissances  dc  s 
sup^ricures  a  la  premiere,  on  a,  pour  la  nouvelle  valeur  dc  la  fonction : 


B.H_.(^.C08p4-^|-si.,/,) 
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L'accroissemcnt  dc  la  fonclion,  divis6  par  I'espace  parcouru,  est  une 

grandeur  qui  peul  £tre  d£sign6e  sous  le  nom  de  quotient  diff&rentiel 

SB 
par  rapport  d  la  normale.  On  pent  Texprimer  par  -^j  qui  a  pour  va- 

leur  : 

/Aft      V  ^^0  ^Bq  .      oBq     . 

Telle  est  la  signification  simple  des  premiers  membres  de  ces  Equa- 
tions (70),  §  24;  ces  Equations  peuvent  done  se  mettre  sous  la  forme 
suivanle  : 

"  =  J-  sui  p  —  y  cos  p  , 


(93) 


r^ 


.    /B._^ 


f 


y 


-^-g coap-h\^^—t)\xysuip  , 


9^*  +  (g  -  3i))  ^' 


£B, 


{!-•>) 


sm/>-|-lp  — 9    xycosp 


m 

Supposons  maintenant  Ics  poinis  de  la  section  transversale  dEter- 
minesy  non  par  des  coordonnees  rectilignes,  mais  par  deux  systEmes 
de  courbes,  dans  son  plan,  tels  qu'une  courbe  de  chacun  de  ces  deux 
systEmes  passe  par  chacun  des  points  du  plan.  Un  point  quelconquc 
pourra  evide.nment  Eire  dElermine  si  on  dEsigne  la  courbe  dc  chacun 
des  deux  systEmes  qui  passe  en  ce  point.  ReprEsenlons  ces  systEraes 
de  courbes  par  les  Equations  : 

de  sortc  que  la  premiEre  Equation  donne  celles  de  toutes  les  courbes 
du  premier  systEme  lorsqu  on  y  altribue  h  la  constante  a  toutes  les  \a- 
Icurs  possibles,  et  que,  de  memc,  toutes  les  courbes  du  second  systEme 
soient  donnEes  par  les  diverses  \aleurs  constantes  attribuEes  h  3  dans 
la  sccondc  Equation.  On  peut  considErer  a  et  3  comme  de  nouvelles 
variables  par  Icsquelles  seront  dEterminEs  tons  les  points  du  plan,  et 
qui  sont  liEcs  aux  variables  primitives  x  ciy  par  les  Equations  (94). 

Supposons  en  outre  que  ces  deux  systEmes  de  courbes  soient  choisis 
de  telle  maniEre  que  les  courbes  n'appartenant  pas  au  mEme  systEme 
se  coupent  partout  h  angles  droits.  Parlous  d'un  point  x,  y^  d'une 
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courbe  du  premier  sysl&me,  el  avan^ons-nous,  sur  celte  courbe,  d^unc 
quantit6  infinimenl  petite.  Si  dx  et  dy  repr^sentent  les  accroissements 
des  coordonn^es»  nous  aurons : 

ce  que  Ton  peut  6crire  sous  la  forme  : 

d<t,       dm, 
-dx  +  j^dy^    . 

Si,  partanl  du  m6me  point,  on  s'avancc  sur  la  courbe  de  Taulre  sys- 
I6mc,  ct  si  Ton  d6signc  par  dx\  dy'  les  accroissements  des  coordon- 
nccs,  on  a  : 

ou  ce  qui  revicnt  au  m6me  : 

Si  les  courbes  se  coupent  partout  A  angle  droit,  on  ^oit  avoir,  en 
chaque  point : 

dy riz/ 

OU  bien,  en  prenant  les  valeurs  de  ces  rapports  dans  les  Equations  ci- 
dessus,  et  en  6crivant  Tiquation  qui  en  r^sulle,  on  a  la  suivante  qui 
devra  6tre  salisfaite  pour  toutes  les  valours  de  x  el  de  y  : 

Enfin,  on  peut  se  representer  ces  syslSmes  de  courbes  choisis  de 
telle  sorle  qu'une  courbe  du  premier  syst6me,  celle  pour  laquelle 
a=0,  coincide  avec  le  contour  de  la  section  transversale  du  prismc 
solide.  Si  alors,  &  partir  du  contour,  on  s'avance  dans  la  direction  dc 
la  normale,  on  rcste  sur  unc  courbe  du  second  systSme ;  a  seul  a  done 
vari6,  et  non  p ;  et,  ce  que  nous  avons  appel6  le  quotient  difTdrcntiil 
par  rapport  a  la  normale,  est  idenlique  au  quotient  dilTerenticl  par 
rapport  ^  a,  ou  n'en  differe  que  par  un  facteur. 

Cherchons  d'abord  sous  quelle  forme  se  pr6senteront  les  6quations 
du  g  24  servant  h  dilcrminer  les  fonctions  B^,  Bj,  /?,,  cl  prenons  pour 
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cxemple  la  seconde  de  ces  equations  (69)  toutes  de  mfiine  formci 
page  154  : 


(»««)  i^'^-1^=« 


Si  Ton  consid6rc  A^  (d'abord  quclconque,  et  noii  encore  suppos6e 
aslreinte  k  satisfairc  a  celte  Equation  difT6reiitielle)  comme  une  fonc- 
tion  de  a  et  de  p,  on  oblient,  pour  ses  quotients  difTi^renlicIs  par  rap- 
port kx  elhy^  Ics  expressions 

^  t}x~~  UoL    ^■x"^^/p    i}x   ' 

Sol  Sol 

Si,  apr6$  avoir  multiplie  ces  equations  par  ^^^^  on  lesadditionnc. 

et  si,  aprte  les  avoir  multipli^es  ensuite  par  jpt  ^»  on  les  additioiine 

encore,  on  obtient,  la  fonction  B^  ^tant  toujours  quelconque,  mais  les 
fonctions  a,  3  de  x  et  t^  6tant  supposes  satisfaire  a  la  condition  (95) 
d'orthogonalit^  des  courbes  qui  sont  repr6senttes  en  ^galant  k  des 
constantes  les  fonctions  de  a?  et  i/  appeldes  a  el  0, 


(97) 


tx  Zx  '   dx  dx~ 

~A  U 

f  B,  S^     3B,  U 
I'y  i>x'^  ty  S>y~ 

ii'B, 
-  B  ly 

oil  Ton  a  pos6,  pour  simplificr, 


i-[ii)'^[ry)  ' 


Que  maintcnant  Ton  compare  les  Equations  (97)  avcc  les  suivantes, 
qui  rusultcnt  des  regies  connues  de  la  difflSrentiation  et  qui  s'appliquent 
a  loute  ronction  B^  de  x,  y  ainsi  qu'&  toutes  relations  dc  x,  y  avcc 
d'autrcs  variables  a,  % 

lBj^CBj£x     fBj,ey 

CO.        I'X  la.       cy  cx* 

ej,      cBt  ^j>^      cB^il . 
If       ixff      lylp' 

15 
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el  que  I'on  6gale  les  coefficients  correspondants  dans  les  deux  systfeoies 
d'^quations,  on  a  les  relations  suivantes,  toujours  ind^pendantes  de 
la  nature  de  la  fonction  B^^  mais  qui  supposent  satisfaite  la  condition 
d'orthogonalit6  exprimee  par  (95)  : 

cx i  ^  «        ^y A  ^  * 

(»9)  . 

(   P  (JX  COL  ClJ 

En  61evant  au  carr£  ces  quatre  Equations,  et  en  ajoutant  celles  qui 
se  trouvent  sur  une  m6me  ligne  horizontale,  on  trouve,  en  tenant 
compte  des  (98),  les  nduvelles  expressions  suivantes  pour  A  et  B  : 


(100)        \  ^'"^  ^:"^ 

(S)V(|)=B. 

Or,  au  moyen  des  Equations  pu  relations  (99),  T^quation  d'ortho- 
gonalit^  (95)  donne  cette  autre  relation  : 

(101)  5i|f_^^J2i|  =  o  ; 

COL  o  p        6  a  c  p 

et  d'un  auti^e  cdte,  en  consid^rant  Bo  comme  une  fonction  de  a  et  de 
^,  (fonction  toujours  quelconque),  les  regies  de  la  difT6rentiation  don- 
nent  : 

^x'  "^  %'  -  W  [  [ixJ-^yTyJ  j  "^  ^p«  [  [txj  '^[Ty) 

En  exaininanl  les  I'aclcurs  bindmes  dans  le  second  mciubru  de  cette 

i 
Equation,  on  voit,  d'api'<^s  (98),  que  le  premier  est  6gal  a  ■;>  et  ie  se- 

1 

cond  a-R*  Le  troisi^me  est  zero  d'apr^s  (95).  II  i*esle  seulenient  a  di^ter- 

miner  les  deux  dcrniers.  Si  Ton  observe  que  le  premier  inembre  de 
cette  6quation  doil  6lre  (Sgal  a  z6ro,  et  que  r6quation  doit  £tre  satis- 
faite  pour  toule  fonction  arbitraire  B^,  elle  devra  fitre  v6rifi6e  pour 
B„=a*  etpour  B„:=j/.  Enfaisant  succcssivemcntcesdcux  hypotheses, 
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on  a  les  Equations  suivantes  : 

Si  on  multipiiela  premiere  de  ces  Equations  par-^>  la  seconde  par 
TT  et  si  on  les  addiiionne,  ou  si  on  multiplie  la  premiere  par^>  la 

COL  •  •  <7p 

seconde  par  ^  et  si  on  les  additionne  de  nouveau,  on  a,  en  tenant 

compte  de  (100)  et  de  (101),  les  Equations  suivantes  dont  chacune  nc 
contient  plus  que  Tun  des  deux  coefficients  bindmes  cherch^s  : 


D'un  autre  cdt6  encore,  en  difl%rentiant  par  rapport  a  a  et  2i  p  ies 
^juations  (100)  et  (101)  dont  la  seconde  est  une  consequence  de  la 
condition  d'orthogonalit^  (95)  des  courbes,  on  a 

^'x  c'x      E)*y  c'xj  _  i  6/A 

b'x  i^x     ^^^_lMi 

^p*^a"^^p*£'a""2^p  '. 

£*£^      Shj i)y _      (ox  i'x       (jy  E^'y  \  _      1  cB 

^P*  i)0L'^iJp*la'~       V  6  ^ot/ p  "^  ^  p  ^^>ot6^p/  ~       2^a/ 

el,  en  introduisant  ces  valours  dans  les  deux  Equations  pr6cedeiite9 

I 

0=j  (....) -f- ....,  on  trouve,   pour  les  coefficients  bindmes  cher- 

ch6s, 

(:x''^hf~2k\Bca       Ai'ot/' 

IJl     £«p L/*^_iil\ 

^a:*"^tV~2B\I^P      B^P/ 
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On  a  done,  pour  Ic  premier  mcmbre  de  r^quation  (95  a)  en  jB«  (sans 
qu'il  soit  besoin  que  B^  la  satisfasse,  ou  que  ce  premier  mcmbre  soil 
fegala  z6ro),  Pexpression  suivante  : 

ou,  ce  qui  revient  au  m£me 

ri09^     £j?o  .  £!?o_  J_  \HJ^   'oB\  ^  i;  A  Ik  IDA ) 
(*^-)      ^:r^^T^^~v/AB/^AVA-'^)-^.TAVB-7pV^ 

On  pent  done  ^noncer  le  Ih^or&me  suivant  qui  resume  les  r6sultats 
de  ces  transformations,  et  qui  tronve,  dans  un  grand  nombre  de  cas, 
une  application  avantageuse  : 

Si  a,  3  ^ont  deux  fonciions  de  Xy  y^  telles  qu'en  les  ^alant  a  de$ 
constanies^  elles  reprisenlent  des  courbes  qui  se  coupent  toujours  d 
angle  droits  et  si  Von  fait j  \formule  (100)], 


m-^m^  -(8)"-fi)"^ 


on  a  aJorSy  B^  4tant  une  fonction  absolument  quelconque  de  x  et  de  y, 
la  relation  (102)  entre  ses  quotients  diff^entiels  par  rapport  dx^y  et 
ses  quotients  diff^rentiels  par  rapport  d  a,  p.  En  sorte  qu*on  peul  rem* 
placer  une  Equation  telle  qne 

B^  6tant  une  quelconque  des  fonctions  de  or,  y  qui  y  satisfait,  par  la 
suivante,  dans  laquelle  a,  ^  sont  introduites  comme  variables  au  lieu 
de  j:,  y  : 


(103) 


{^l-%-h{sJ\ 


Tout  ce  qui  est  nt'cessaire  pour  6tablir  celte  Equation  est  donni  par 
Ics  formules  pr6c6dentes  d6s  que  Ton  regarde  comme  connues  les 
expressions  de  a,  P  en  fonction  de  x^  y. 

Le  calcul  peut  encore  6tre  facility  par  la  consideration  de  Tdldment 
lin^aire  d«,  men6  suivant  une  direction  quelconque  dans  le  plan  des 
courbes.  Le  carr6  de  cct  felemenl  a  pour  expression,  en  x,  y  , 
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Si  dans  eette  expression  de  ds*  on  introduit  les  valeurs  de  dx^  dy 
en  fonction  de  (ia,  d%  savoir  : 

c)x  Dx 

on  Yoit  que  le  coefficient  du  produit  dad^  s'6vanouil  k  cause  de  I'^qua- 
tion  (101),  consequence  de  la  condition  d'orthogonalitS  (95) ;  et  en  6cri- 

vant  A  et  B  a  la  place  def  y-j  +(1^)  ®M  To)  -^  \m)  ^^^^^^^'^^ 
nolations  (100)>  on  obtient 

(104)  f/«*  =  Ad«'-4-Bdp«. 

Ainsi  A,  B  sont  les  coefficients  deda?^  d^^  dans  V expression  du  carr^ 
de  VeUment  liniaire. 

Dans  ce  qui  pr6cMe,  on  a  d6ja  fait  la  remarque  que  si,  k  partir  du 
contour  de  la  section  transversale,  on  avance  dans  la  direction  de  la 
normalc,  a  change  seul,  tandis  que  ^  reste  le  m£me,  ou  que  dp  s'6va* 
nouit.  Le  trajet  d6sign6  par  e  au  commencement  du  §,  et  dont  on 
avance  dans  cette  direction,  a  done  pour  valeur,  d'apris  (104), 

et  par  cons^uent  Ton  a,  d'apr^s  (92), 

SB 
Si  Ton  pose  pour  -^  Texpression  qui  lui  est  6gale 

cB^_iB^8x     m^cy 

U~~  t'X  i^%'^  fry  ta' 

la  comparaison  de  cclte  expression  avec  la  pr6c6dente  donne  Ics  va- 
leurs de  cosp  et  de  sin  p  exprimSes  en  fonction  dcs  nouvelles  varia- 
bles : 

/iAi»v  1  ^'^        •  1  ^y 

(106)  «°«P=^F;'      ''"P=;^^.' 

oA  A  repr^sente,  d'apr^s  (iOO),  (jr^j  H-(o^)  • 
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Ces  Equations,  r6unies  k  (105),  suffisent  compl^tement  a  exprimer 
les  conditions  limites  pour  la  determination  dcs  fonctions  B^^  B^j  fi,, 
du  §  24. 
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d'un  contour  elUptique. 

Lorsque  le  contour  de  la  section  transversale  est  une  ellipse,  il  est 
tr&s  facile  de  trouver  les  syst^mes  de  courbes  se  coupant  parlout  a 
angle  droit,  et  telles  que  ce  contour  de  section  transversale  fasse 
partie  de  Tun  de  ces  syst^mes.  On  y  arrive  par  la  consideration  de  sec- 
tions coniques  ayant  leurs  foyers  communs.  Menons,  par  un  point 
donn6  quelconque,  une  ellipse  ct  une  hyperbole  ayant,  pour  leurs 
foyers,  ceux  de  Tellipse  qui  est  donn^e  comme  contour  de  section.  Les 
tangentes  k  ces  deux  courbes  sont,  comme  on  le  sait,  les  bisseclrices  des 
angles  formes  par  les  rayons  vecteurs  men6s  des  foyers  aux  points  de 
contact.  L'ellipse  et  Thyperbole  passant  par  le  m^me  point  se  coupent 
done  k  angle  droit.  Si  Ton  construit  toutcs  les  ellipses  et  toutes  les 
hyperboles  ayant  ces  m£mes  foyers,  on  aura  deux  systSmes  de  courbes 
qui  satisferont  a  toutes  les  conditions  requises  ci-dessus. 

Toutes  les  Equations  de  ces  sections  coniques  sont  comprises  dans  la 
formule  suivante 

(107)  -fL^ -I- -J!-      1  =  0, 

Cette  equation  repr^sente  efTectivement  des  sections  coniques  dont 

y/m*  -h  tj   V  n*  -i- 1^  sont  les  demi-axes,  et  dans  lesquelles  la  distance 

du  foyer  au  centre  a  pour  expression  s/m^-hn*-  Si  dans  cetle  Equa- 
tion (107)  nous  donnons  a  t  toutes  les  valeurs  possibles  comprises 
cntre  —  n*  et  H-  oo  (en  supposant  d'avance  m'  >  7i*)  nous  aurons  de^ 
ellipses.  Nous  aurons  au  contraire  des  liyperboles  pour  toutes  les  va- 
leurs de  t  comprises  entre  —  ?i'  et  —  m' ;  et  toutes  ces  courbes  auront 
mfimes  foyers  puisquc  la  distance  des  foyers  au  centre  communest  in- 
depend  ante  de  t. 

Considerons,  dans  cette  equation  (iOl),  x  eiy  comme  donnees  et 
constantes ;  Tequalion  devicnt  du  second  degre  en  t ;  et,  en  la  resol- 
vant,  nous  aurons  les  valeurs  de  t  deGnissant  Tellipse  et  Thyperbole 
qui  passenl  par  le  point  (x,  y).  On  pent  voir  facilement  qu*il  y  a  tou* 

joui*s  una  courbe  de  chaque  syst^ime  qui  passe  par  un  point  donni. 


§   54.    —   APPLICATION   A   CN   GTUNDRE   ELUPTIQUE.  231 

Si  par  exemple  on  supposed  compris  entre  —  m*  et  —  v?  et  voisin  de 

—  m%  le  premier  terme  de  I'Squalion  (107)  Temporle  sur  les  autres 
et  donne  son  signe  au  premier  membre,  qui  dans  ce  cas  est  positif. 
Si,  au  contraire,  t  est  voisin  de  —  n%  c'est  le  second  terme  qui  Tem- 
porte,  et  comme  il  est  alors  n^gatif,  le  premier  membre  tout  entier  est 
aussi  devenu  n6galif ;  il  y  a  done,  entre  ces  deux  valours  de  —  m'  et 

—  n*  une  valeur  de  t  pour  laquelle  le  premier  membre  de  (107)  s'an- 
nule;  c'est -a-dire  qu'il  s'y  trouve  une  racine  de  cette  Equation  en  t,  11 
y  a  done  toujours  une  hyperbole  qui  passe  par  le  point  donned.  Si,  de  la 
m6me  maniire,  on  suppose  t  compris  entre  —  n'  el  +  oo ,  et  voisin  de 
— n%  c'est  encore  le  second  terme  qui  I'emporte :  mais  alors  il  est 
positif,  et  il  donne  le  signe  +  au  premier  membre  de  T^quation. 
Si,  ensuite,  t  se  rapproche  de  la  valeur  +<x)9  les  deux  premiers 
termes  de  I'equation  deviennent  presque  nuls,  el  c'est  le  troisieme 
terme,  n^gatif,  qui  I'emporte:  le  premier  membre  a  done  change 
dc  signe,  et  est  pass6  en  consequence  par  z6ro  pour  une  valeur  de 
t  comprise  entre  —  n*  et  -i-  oo  :  il  y  a  done  dans  cet  intervalle  une  ra- 
cine de  I'equation  et  une  ellipse  correspondante,  qui  passe  par  le  point 
donne. 

Designons  1"*  para,  la  racine  de  I'equation  (107)  en  t  qui  correspond 
a  I'ellipse,  c'est-a-dire  la  valeur  de  f  comprise  entre  —  n*  et  H-  oo  qui 
y  satisCait ;  2"  par  p,  celle  qui  correspond  k  I'hyperbole,  c'est-a-dire  la 
seconde  racine,  comprise  entre  — n'  et  — m*.  Reduisons  a  un  memo  de- 
nominateur  tout  le  premier  membre  de  I'equation  (107).  Le  coefQcient 
de  P  dans  le  numerateur  est  egal  a  —  1,  et  comme  ce  numerateur  doit 
s'annuler  pour  <=  a  et  ^  =  p,  il  ne  pent  6tre  que  —  {t  —  a)  [t  —  p). 
On  a  par  consequent  I'identite  suivante,  en  ce  qui  concerne  i  : 


x« 


m*4-«  '  n*-h«  (m«  +  «J(n*H-0  * 

Si  on  multiplie  cette  equation  par  (m*  +  f)  en  y  rempla^ant  ensuite 
/  par  —  m\  et  si  on  la  multiplie  par  (n*  +^)  pour  y  remplacer  ensuite 
/  par — n%  on  obtient  les  expressions  suivanles  de  a:*,  j/',  en  fonction 
de  a,  3  : 

^,_(^'-H«)(^'-HP) 

(108)      { 

(nH^aJJn^-l-l). 

Prenant  la  racine  carrea  dei  deux  membrei  etdiffirentionl  oei  deux 
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Equations,  on  trouve  : 

En  additionnant  les  carris  de  cos  deux  expressions,  on  a  Ic  carr£  do 
Fel^ment  lineaire 

^         ^  4      I  (m>-h«)(n*  +  a)      (m* -|- p)  (n« -f- p)  i 

Si  l*on  compare  celte  Equation  avec  celle  (104),  d«'=Ada*-f-Bdp%  on 
reconnalt  que  ce  qui  aHecte  da*  et  d^'  foumit  respectivement  les  valeurs 
de  A,  B,  nicessaires  pour  r^tablissement  de  T^quation  difiKrcnticlle 
transformie,  (103)  du  §  pr^c^dent.  Ges  valeurs  sont,  comrne  on  voit : 


4      •  (»««+a)(«»+a)* 


B  =  -— P  * 


4     •(m'  +  p)(n'-+-(»)* 

L'^uation  difT^rentielle  (103)  transform^e  de  celle 
est  done 


Cede  Equation  sc  simplifie  beaucoupsi,  au  lieu  des  variables  a,  p,  on 
introduil  les  suivanles  : 

" ,/_  „.  v/(m*-h«)  (n*-h7)  ' 


cor  alors  on  a  : 


r/a.'=^ 


(110) 


r/S'  = 


v/(m»-|-a)  (n*-h»)  ' 
\^— (m«4-P)  (n«-+-.3)  ' 
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et  par  consequent  aussi 
(110  a)        { 


^_(„.+p)(„,+p)-.=^. 


Et,  enfin,  T^quation  difTiirentiellc  transform6e  devient : 

ce  qui  est  prScisemenl  la  forme  qu'avait  primitivcment  T^quation  en  B^ 
lorsque  les  variables  6taient  x  et  y  (*), 


I  36.  —  AppUoatton  k  mi  oylindre  oreax  dont  la  section  traai- 
▼ersale  est  limits    par  deux  ellipses  homofooales. 

Nous  allons  maintenant  appliquer  les  formules  qui  pr6c6dent  au 
cas  ou  la  section  transversale  du  cylindre  qu*on  tord  est  limitte  par 
deux  ellipses  ayant  les  mfimes  foyers,  et  dont  les  Equations  sont : 

1 2 =  1 

( ^       — j   • 

de  sorte  que,  pour  tous  les  points  du  contour  ext^rieur,  la  variable  a 
prend  la  valeur  constante  a^  et,  pour  tous  les  points  du  contour  in- 


(*)  L*Qsage  que  fait  Clebsch  de  ces  coordonn^  curvilignes  pour  1& cylindre  k  base  d'elHpse 
est,  au  g  suivant,  la  ddtermioation  de  la  torsion  d'un  cylindre  creux  doiit  la  base  est  com- 
prise enfre  deui  ellipses  ayant  le  mftine  centre  et  les  mfimes  foyers. 

MM.  Thompson  et  Tait,  dans  I'jur  bel  ouvrage  A  Treatue  of  ttatural  Philotophy^  1867, 
ont  montri  que  le  mftme  syst6me  de  coordonndes,  de  Lam6,  pouTait  s'appliquer  i  la  torsion 
de  prismes  ayant  des  bases  de  formes  bien  plus  varices,  telles  que  des  secteurs  de  cercle  de 
Uwt  angle  depuis  z^ro  jusqu*&  quatre  angles  droits,  moins  ce  qu'il  faut  pourdonner  place  h 
one  petite  fenie  faite  i>uivant  le  rayon.  J'ai,  dans  deux  articles  du  Comptb  rendu,  2  et 
9  dtoembre  1878  (p.  849  et  893)  d6velopp6  et  discut^  les  simples  indications  de  ces  deux 
MTants,  et  montrd  que  ce  qui  etait  relntif  aux  bases  en  forme  de  secteurs  pleins  ou  6vid6s 
poQfait  se  traiter  simplement  au  moyen  des  coordonn^s  connues  diles  semi-polaires  ou 
cylindriques,  dont  j'avais  ddja,  en  1857,  indique  quelques  usages  dans  mon  M^mcnre  sur  la 
torsion. 

les  r^ultats  de  Tapplication  h  onzc  secteurs  se  trouvent  calculus  dans  les  deux  notes  citte 
deddcembre  1878,  et  ontdt^  reproduils,  ainsi  que  leur  formule  g6n^rale,  en  1879,  k  la  feuille 
Kicntiflque  rMigte  k  Leipzig  par  N.  le  profeaseur  Wiedemann.  Nous  en  avons  mentionnd, 
»  IT  9  de  la  note  de  la  On  du  g  31,  le  r^sultat  g^n^ral. 


234  CHAP.    II.    —    CORPS   CYLUSDRIQUES   EN    g£n£RAL. 

t^rieur,  die  prend  la  valeur  constante  a^.  Nous  nous  bornerons  a  la 
determination  de  la  fonction  B^ ;  d'abord  parce  que  les  fonctions  B^,  fi, 
(^  24  k  30)  n'ont,  sur  les  formules  finales,  qu'une  faible  influence, 
et  ensuite,  parce  que  la  m^thode  employee  k  la  determination  de  fi, 
pourra  6tre  appliqude  d'une  mani^re  tout  k  fait  analogue  pour  les 
autres  fonctions. 
Cherchons  d'abord  les  conditions  aux  limites.  Que  Ton  se  reporte 

k  requation  (95)  jr-  =  a:  sin  p  —  y  cos  p,  et  que  Ton  y  introduise, 

£)B  * 
pour  ^,  cos  p,  sinp,  leurs  valeurs  donn6es  par  les  Equations  (105) 

et  (106);  qu'ensuite  on  prenne,  dans  les  Equations  (108),  les  yaleurs 
de  xet  ic  y  applicables  au  cas  actuel ;  on  mettra  I'^quation  (93),  qui 
exprime  la  condition  limite,  sous  la  forme 

(H2)  ^Bo^lv/^:i^4-P)(n^4-p) 

^«       2    v/(m»-|-a)  (n^^a) 

Cettc  equation  doit  etre  satisfaite  pour  a  =  ao  et  pour  a  =  ap  qui  son( 
les  valeurs  de  a  relatives  aux  contours  interieur  et  extferieur  des  sec- 
tions du  cylindre  creux.  Comrae,  par  Tintroduction  de  ces  valeurs, 
on  ne  limite  en  rien  la  valeur  de  p,  puisque  I'equation  doit  etre  satis- 
faite pour  chaque  point  ou  une  hyperbole  quelconque  ^  rencontre  les 
ellipses  a^  ct  a^,  on  voit  que  Ton  a  de  fortes  raisons  de  supposer  que 
la  fonction  B^  pent  etre  mise  sous  la  forme 


(115)  Bo=«v/-(m*+p)  (n'-h?) , 

ou  K  est  une  fonction  de  a  seulement.  En  effet,  dans  cette  hypothese, 
requation  (112)  sc  transforme  en  la  suivante,  dont  les  termes  sont 
entierement  independants  de  0, 

(114)  '^  ' 


^«      2v^(m«+a)(n»-ha) 


etqui,  si  Ton  y  fait  successivement  <x=a^  et  GL  =  cL^y  donne  simple- 
ment  des  relations  entre  des  constantes. 

II  faut  seulement  examiner  si  la  forme  (113),  prise  pour  B^,  satis- 
fait  a  requation  gdnirale  exprimant  la  condition  que  B^  doit  remplir 
on  tous  let  pointi  int^rieurs  da  la  taction  tranivarsala,  Equation  quit 


§35.    —    APPLICATION   A   UN    CYLINDRE   ELLIPTIQUE   GREUX.  235 

d'aprte  (109),  est  exprimee  en  fonctlon  des  variables  a  et  3,  par 

^~l^a\\       (m«-+-|3)(n«-+.p)  ^«  <"^^jSl  V       (m*  +  a)(n«-i-a)  ^|3 

Si  on  essaye  d'introduire  dans  celte  Equation  Texpression  ou  forme 
(113)  pour  la  fonction  fi^,,  on  voit  que  cette  forme  pr6sente  effective- 
ment  une  solution  possible  de  r6quation,  car,  en  m6me  temps  que  3 
disparait  compl&tement,  T^quation  exprime  directement  K  et  d6finit 
la  fonction  de  «,  ainsi  appel^,  par 

(114 a)   0=v/(m«-|-«)  (n«  +  «)^  ^v^(m«4-«)(n*+«)^) -K. 

Cette  Equation  se  simplifie  en  rempla$ant  la  variable  a  par  la  va- 
riable          

Jo  v^(m*-|-a)  (n*-hoi)  ^m^-^n* 

Ai]k  employee  dans  le  paragraphe  pr^cMent.  On  a  alors : 

da 


da'  = 


V^(m*-|-«)  (n*-hflt)' 

et  r^quation  (114  a)  passe  k  la  forme  tr6s  simple  et  tr^s  connue 

On  sait  que  cette  Equation  (ct  d'ailleurs  on  pent  le  v6ri0er  facile- 
ment)  est  satisfaite  en  posant : 

M  et  N  d6signant  des  constantes  arbitraires. 

Si  maintenant  on  dfisigne  par  a'^  a'^  les  valours  de  a'  qui  correspon- 
dent aux  valours  a^,  Aq  de  a,  on  peut  mettre  T^quation  de  condition 

(114)  sous  la  forme 

dK_l 

et,  en  introduisant  dans  cette  Equation  les  valours  de  of  pour  les  deux 
courbes  limites,  on  a 

Me"*  — Nc""*=i, 
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ce  qui  donne  le  moyen  de  diterminer  les  constantes  Mel  N ;  car  on 
en  tire  facilement 

„      1     c      ® —  e      * 


N  =  i       ' 


O       '  '  I  « 


En  porlant  ces  valeurs  dans  rexpression  de  JT,  Ton  obtient : 

^_t(e("'-'';)  +  e-(''-''o))-(e(''-''»)-h.-(*'-'«)) 
~2  e(*'t-«i)_e-(«i-«i) 

Si  maintenant  on  reraplace  a',  a',,  a',  par  leurs  valeurs 


ce  qui  donne 


/i  -«;  ^  /^y^^^±v/^^Y 

on  a  enfin,  apr&s  quelques  petites  inductions, 
Si  done  on  pose 

Bo  =  ifV^— K-f-j5)(n'-hP), 

on  aura  satisfait  Ji  toutes  les  conditions  du  problime. 

On  pourraity  k  cctle  valeur,  ajouter  unc  conslante  arbitraire;  mais 
Bg,  de  mOme  que  Q,  n*entre  que  dans  I'expression  de  w,  ou  se  trouire 
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d&]k  la  constanfe  arbitrairc  c.  On  peut  done,  sans  porter  prejudice  a 
la  g£neralit6  de  la  solution,  se  dispenser  d*ajouter  nne  constante  a 
Texpression  de  B^. 
Formons  maintenant  Tint^grale 

'=/(-t-»i')'". 

de  la  connaissance  dc  laquelle  depend  la  determination  de  Tangle  de 
torsion.  Pour  Irouver  la  valeur  de  cette  intSgrale,  aprfes  y  avoir  rem- 
plac^  da  par  le  rectangle  dxdy^  int^grons  la  premi&re  partie  sur  une 
bande  de  largeur  dx  parallSle  k  Taxe  des  y^  et  dont  les  extr6mit6s, 
ainsi  que  les  valeurs  correspondantes  des  fonctions,  seront  d6sign6es 
par  les  indices  1,  0,  lorsque  la  bande  coupera  seulement  la  p6riph6- 
rie  exfirieure.  Lorsqu*clle  coupera  k  la  fois  le  contour  ext^rieur  et  Ic 
contour  int^rieur,  on  d^signera  les  points  extremes  de  Tune  des  par- 
ties par  0\  0,  ceux  de  I'autre  par  1',  1,  de  sorte  que  les  indices  1,  0 
s'appliquent  toujour^  au  contour  ext^ricur,  et  les  indices  1',  0^  au 
contour  int^rieur.  Pour  les  bandes  de  la  premiere  esp^ce,  Tint^grale 
du  premier  terme  de  J  est  alors  : 


.i> 


rBo),  —  (xBo)o  [  (^ ; 


cette  integrate  s'^tendant  a  toules  les  bandes  qui  ne  coupent  que  le 
contour  ext^rieur.  Au  contraire,  les  bandes  de  I'autre  espece  donnent 
pour  rintegrale  de  ce  m6mc  terme : 

f  \  {^Bo)i  -  (x  Bo)i'  -H  (jo  jBo)o'  —  {xBo)o  I  f^  • 

Reunissons  le  premier  el  le  quatriemc  terme  de  cette  integrate  avec 
coux  de  rintegrale  precedentc,  nous  aurons  : 

Jfa:  i^  dxdy  =  f  }  (xBo),  -  (xBo)o  \  dx—  J  j  (xBo),'  —  (^Bu)o'  j  dx , 

oil  la  premiere  integrate  du  second  mcmbre  s'etend  maintenant  k 
toutes  les  bandes  paralieies  a  Taxe  des  y  qui  renconlrent  Tcllipse  cx- 
tcrieure,  et  ou  la  seconde  s'^tcnd  a  toutes  les  bandes  qui  renconlrent 
Fellipse  inlerieure. 

D^signons  par  ds^^  ds^  les  elements  intercept's  par  une  bande  sur 
rellipsc  exterieure,  el  par  p^  p^  les  angles  fails  avec  Taxe  des  x  par 
les  normales  a  ces  elements,  dirigees  vers  Tcxterieur;  designons  de 
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mdme  par  d8\j  d8\  les  ^16ments  correspondants  de  I'ellipse  interieure. 
el  par  p'p  p\  les  angles  que  font  avec  I'axe  des  x  les  normales  a  ces 
Elements  dirig^es  vers  Tint^rieur;  nous  aurons  alors,  comme  tou- 

jours, 

(Ix  =cbisin;>^= — (iSo8in/>o, 

da/  =  cfej  sin  p\  =  —  ds'^  sinpjj ; 

et  par  consequent,  si  nous  dtendons  les  int^grales,  non  plus  a  toutes 
les  bandes,  mais.a  tons  les  dements  des  arcs  d  ellipse  qu'elles  intei'- 
ceptent,  nous  avons 

1 1  X -j^dxdy  =  I  xBQ^inpds —    I  xB^sinp^ds* , 

ou  ds  et  ds'  repr^sentent  respectivement  les  616ments  d'arcs  de  Tel- 
lipse  ext^rieure  et  de  Tellipse  interieure,  d^sign^s  par  ds^^  ds^,  et 
par  d«\,  ds'^. 
On  obtient,  absolument  de  la  m6me  mani^re, 

JJ  yjjdxdy  z:^j  ySoCOspds  —  J  yB^cosp'dtf, 
et  par  consequent 

jz=  I  Bo (r sin;>  —  y cosp) ds  —  I  Bq (xsiny/  —y  cos/>') ds' . 

Reprcnons  maintenant  les  formules  (104)  et  (106)  du  §  33. 

Comme  rei6ment  ds  appartient  k  une  ellipse  pour  laquelle  a  a  une 
valeur  constante,  on  a,  pour  la  valeur  de  cet  element,  d'apr^s  r^qua- 
tion  (104)  dans  laquelle  on  fait  da  =  0, 

ds  =^  dp  v^if. 

Pour  la  premiere  integrate,  il  faut,  dans  cette  expression,  donner 
a  a  la  valeur  a^  et,  pour  la  scconde,  il  faut  lui  donner  la  valeur  a,- 
On  a  ainsi,  pour  la  premiere  partie  de  J  : 

J  Bo  i^vsinp  —  ycosp)  ds:  -  j  Bo  i/g  U  j^  —  y  r^)  d?  , 

a^  etant  mis  a  la  place  de  a  dans  cette  equation. 

De  la  memo  maniere,  on  amene  la  scconde  parlie  a  prendre  cette 
meme  forme;  seulement  a  doit  etre  remplace  aloi^  par  a^. 

Les  integrales  doivent  s*etendre  k  toutes  les  valeui^  possibles  de  ^ 
c*est*&-dirc  k  tons  les  elements  d'ellipse  qui  sent  coupes  par  toutes 


^^ 
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les  hyperboles  possibles.  II  y  a  lieu  de  remarquer  que  toutes  ces 
hyperboles  coupent  un  ni6me  quadrant  de  Tellipse.  Si,  par  conse- 
quent, en  donnant  k  ^  toutes  les  valeurs  qui  lui  convicnnent  et  qui, 
d'aprfes  le  §  34,  sont  comprises  entre  —  m'  et  —  n%  Ton  n'6tend  I'in- 
t^grale  qu'a  un  quart  d'ellipse,  Ton  doit  multiplier  par  4  sa  valeur 
etendue  aux  limites  —  m",  —  n*,  pour  que  cette  integrate  comprenne 
ce  qui  est  relatif  aux  quatre  quadrants  de  Tellipse.  Si  done  on  intro- 
duit,  dans  le  second  membre  de  T^quation  pr^c^dente,  la  valeur  de  B^ 
tir6e  de  Tequation  (108)  et  des  suivantes,  ainsi  que  les  valeurs  de 
x,y,  A,  B,  on  obtient  enfin,  pour  la  valeur  de  Tint^grale  que  nous 
avons  appelee  J  : 

J  =  2  I  (K), -  (K)o  j  j^-J  ^_ (m«  +  P)  (n» +P)    dp, 

oil  (K)^  et  (K)^  repr6sentent  les  valeurs  de  K  pour  (x= a^  et  a  =  a^.  On  a 
alors,  d'apr^s  (H5), 

Si  on  pose  d'un  autre  cdte  : 

p  =  —  m*  cos*  f  —  n*  sin*  •, 
on  a 

j_^^^^,V^— (m*-f-l5)  («*-+- P)di3= 2  (m*  —  n*)*j    sin*(p  cos*9£i(p=-i— g '-; 

de  sorle  qu'enfin  : 

'K(m^^n^Y    (^m*+  «!  -h  y/n*  +«i)'  —  (/m*  +  «o  -i-  V^>t*+  «o)* 
~  8  •  (v/m*  -h  on  4-  v'wM^i)'  4-  (v/m*-|-«o  -h  v^«*  +  «o)' 

On  obtient  facilement  les  moments  d'inertie  A*a  et  x'j  en  les  consi- 
dferant  comme  les  diffferences  des  moments  d'inertic  d'ellipses  pleines. 
Comme  on  I'a  vu  plus  haut,  pour  une  ellipse  pleine  dont  les  axes 

sont  m  et  n,  les  grandeurs  X,  vt  ont  pour  valeurs  -^»  ^'  ^^  P^^  suite, 

on  a,  pour  les  moments  d'inertie  V(j=z  -r-;  x*(j=.t:  -j-* 

Dans  le  cas  actuel,  les  axes  de  Tcllipse  int6rieure  sont  v/m*  4  a^, 

^n*  4-  aj ;  ccux  de  Tellipse  interieurc,  v/m*  4-  a^,  \/n*  4-  a© ;  ^"^  ^  done 
pour  les  diffferenccs  des  moments  (Vinerlie  de  ces  deux  ellipses,  c'est- 
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a-dire  pour  les  moments  d'inertie  de  la  figure  annulaire 


7r(     ) 

Au  moyen  de  toutes  ccs  valeurs,  on  peut  exprimer  enfin  l^anglc  de 
torsion  ou  de  rotation,  (|;  =  bjl^  de  la  base  libre  en  fonction  du  mo- 
ment de  rotation  C.  On  a  en  eiTet,  par  la  formule  (87)  p.  200  don* 
nant  b^ 


D'ou,  en  y  meltant[les  valeurs  trouvtes  pour  x'(i,X*<j  et  pour  le  /  qui 
est  le  J  calculi  tout  a  Theure , 

^_ 4C; 0 

OU,  pour  abrfeger,  on  a  disigne  par  m^^  n^  les  axes  de  Tellipse  exlfc- 
rieurc,  et  par  m^,,  n^,  ceux  de  I'ellipse  interieure,  c'est-k-dire  que 


7rtj==^m*-|-a|  ,  n^  =  ^n*'^a^  , 


?Wo  =  y/m-  -h  ao  ,  .  n©  =  y^n*  4-  ao  •    (**) 


n  NOTE  FINALE  DU  §  36. 


Gette  determination  par  Ciebsch,  au  moyen  des  coordonn^escourbesimagi* 
n^es  vers  i  836  par  Lam6  (Surfaces  isothermes,  tome  V  des  Savants  strangers, 
ou  tome  H  du  Journal  de  Liouville,  ou  Legons  de  i859  sur  les  coordonn^ 
curviiignes),  de  la  torsion  d*un  cylindre  creux  dont  les  bases  ont  pour  leurs 
deux  contours,  des  ellipses  ayant  les  deux  mdmes  foyers,  est  int^ressante  cl 
remarquable.  Mais  la  determination  de  la  torsion  de  cylindrcs  creux  el- 
liptiques  s'op^re  d*une  maniSre  bien  plus  simple  et  plus  facile,  en  coordon* 
n^es  ordinaires,  si  Tellipse  exterieure  et  TelUpse  interieure,  au  lieu  d'etre 
homofocalest,  sont  prises  semhlables,  c*est-&-dire  si  enire  les  demi-axes  mp  "i 

(*)  Si  Ton  fait  n«'=0,  ounul  le  pelit  axo  dc  Fellipse  interieure,  son  grand  axe  w^^ 
sistc,  car  la  distance  des  deux  foyers  restc  constante.  Aussi,  quoique  la  superflcie  de  cette 
ellipse  s*6fanouisse,  elle  reste  comme  fente,  et  il  u'est  pas  dionnant  que  la  formule  nedooo^ 
pas  alors,  k  la  tordion  b^ ,  la  valeur  qu'cllo  aurait  pour  le  cylindre  ;i/etit  dont  la  base  scrai^ 
I'eUipse  ezldrieure. 


J 
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de  celle-ld,  et  les  demi-axes  mo  no  de  celle-ci  (supposes  toujours  avoir  lee 
mdmes  directions)  I'on  a»  au  lieu  dem\  —  n}^  =  m\ — n'«, 

(a)  !!!i  =  22. 

114       Ho 

Qu*on  se  reporte,  en  effet,  &  I'^quation  (t)  de  la  grande  Note  du  g  3i  : 

(b)  6(xdx4-yiy)  +  (g!rfx-|^rfy)  =  0. 

exprimant  la  condition  k  laquelle  doit  satistaire,  aux  contours  des  sections 
dont  x  =  x^  y  =  y  sont  les  coordonn^es,  I'expression  en  j?  et  y  du  d^place- 
ment  longitudinal  w  des  points  des  sections  du  prisme  tordu,  expression  as- 
treinte  d6j&  k  satisfaire  partout  k 

Ton  verra  que,  dans  le  cas  particulier  du  contour  elliptique  : 

X*         V* 

les  deux  Equations  diff^rcntielles  (6]  et  (c)  seront  satisfaites  en  prcnanl : 

m.  —  n. 
(e)  w  =  6— -— xy, 

et  en  mettant,  dans  la  seconde,  pour  dy  sa  valeur,  fournie  par  I'^quation  {d) 

m.  X 

if)  dy= — ^-rf*. 

Or,  ellcs  seront  tout  aussi  bien  satisfaites  si  Ton- substitue  des  valeurs  («), 

(/)  de  w  et  de  dy,  avec  mo,  no  au  lieu  de  m^  n^  puisque  les  rapports  — —>  --7 

7i|     n© 

sent  ^ux. 

Done,  I'expression  (e)  de  w  satisfait  k  la  fois  aux  conditions  relatives  aux 
deux  contours  ext^rieuret  int^rieurdes  sections  de  notre  cylindre  creux. 
En  la  mettant  k  la  place  de  w  dans  Texpression  (92  a)  g  3f ,  du  moment  de 
torsion  H^,  et  en  integrant  pour  i'^tendue  (t  comprise  entrecesdeux  contours, 

on  a  la  m6me  chose  que  si  Ton  prenait  pour  H^  la  diffi§rence  eiilre  les  valeurs 

qu*aurait  ce  moment  pour  deux  cylindres  pleins  ayant  pour  bases  rcspecti- 
vement  le  contour  ext^rieur  et  le  contour  int^rieur  du  cylindre  creux  dont 
on  s'occupe,  c'est-ft-dire  : 

{9) 


(m.n,  m.n    \ 


IG 
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expression  qui  revienl  k  la  difference  de  deux  autres  comme  celle  (9i  a) 
de  —  C,  et  qui  est  bien  plus  simple  que  ce  qu'on  lire  pour —  C  =ilL^  de 

la  formule  de  la  fin  du  g  55  actuel. 

Observons*  aussi  que  le.  cboix,  pour  le  contour  int^rieur,  d'une  ellipse 
homofocale,  ne  rend  pas  T^paisseur  du  tuyau  elliptique,  ou  cylindre  creui, 
plus  uniforme  que  le  choix  d  une  ellipse  semblable  k  celle  du  contour  extd- 
rieur ;  car  si  Ton  appelle  e  =  /ij  —  n©,  I'^paisseur  dans  la  direction  des  pe- 
tits  axes  et  e=mi — mo,  1  epaisseur  dans  celle  des  gi'ands,  on  a  le  rapport 


e      ]    ^i 


— ^  lorsque  les  deux  ellipses  sont  semblables  ; 


e 


2n  e 

^ lorsqu'elles  sont  homolbcales. 


Les  ellipses  n*ofTrent  qu*uii  cas  particulier  des  contours  que  I'on  peut 
donncr  inl^rieureinent  et  ext^rieurement  k  des  sections  de  cylindres  creux 
demani^re  k  avoir  des  r^sultats  analogues  k  (g), 

Tous  les  contours  ferm^s  represent^s  en  x^  y,  par  T^quation  (I)  du  n*  8 
ou  (z)  du  n9  9  de  la  note  du  §  31,  jouisscnt  de  la  m^me  propri6t6.  II  suffit 
de  donner,  k  la  constante  K  du  second  membre  de  ces  Equations,  deux  va- 
leurs  dilT^rentes  quelconques,  en  conservant  le  premier  membre  le  m&met 
pour  avoir  deux  courbes  limitant  les  sections  d'un  prisme  creux,  de  telle 
sorte  que,  lorsque  ce  prisme  sera  tordu,  les  plans  de  ses  sections  prennent 

la  forme  courbe  w  = donn^e  par  I'^quation  {u)  et  T^quation  (y)  de  la 

mdme  note.  Le  moment  de  torsion  H^  sera  done  donn6  par  I'expression  (r) 

ou  celle  (a')  en  prenant  Tint^grale  /  da  pour  les  elements  superGciels  enlrc 

les  deux  contours,  ce  qui  reviendra  k  calculer  ce  moment  pour  le  prisme 
exterieur  et  pour  le  prisme  int^rieur,  et  k  prendre  la  diffiference. 
Vu    la    presence  obligee,   dans  le  premier   membre  de   T^quation  (() 

•  X^  '4'  1J^  T^ 

ou  (x),  du  termedu  second  degr6  0  — ^p^  =  0 -jr  qu'aucun  choix  des  con- 

stantes  c  ne  peut  faire  disparattre,  deux  courbes  representees  par  cede 
equation,  avec  deux  valours  difterentes  du  second  membre  K  ne  pourront 
etre  des  figures  ^mblables  qu*autant  qu'ii  n*y  aura,  dans  le  premier  mein- 
bre  que  des  termes  du  second  degre.  L*elljpse  est  done  la  seule  courbe  sus- 
ceptible de  donner  un  contour  exterieur  et  un  contour  interieur  sembiaNft- 
Si  le  contour  exterieur  est  un  rectangle  ou  un  carre,  le  contour  de  1*^^* 
dement  doit,  pour  remplir  exactement  la  condition  enoncee,  etre  une  courbe 
traiiscendanle.  J'en  ai,  au  n^"  117  du  memoirecite  de  1855,  donne  requatioo 
qui  est  compliquee ;  mais  en  faisant  observer  qu*en  general  si  repai^^s^"'' 
d'un  prisme  creux  doit  etrefaible,  on  peut,  en  adoptant  un  contour  d'evide- 
ment  qui  rende  cotte  epaisseur  constante,  prendre  approximativement,  pour 
le  moment  de  torsion,  la  difference  de  ceux  des  deux  prismes  pleins  dont 
les  sections  auraient  les  contours  exterieur  et  interieur  ainsi  clioisis. 
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g  36.   —  Recherche  de  rellipsoide  d*61a8ticitt  oa  des  tensions, 

anx  divers  points  des  prismes  tordns.  (*) 

Nous  avons  maintenant  a  rechercher,  d*uue  mani^rc  exacte,  les 
tensions  qui  se  produiscnt  a  Tint^ricur  des  corps  consid6r6s  dans  les 
g§  qui  pric6dent.  Pour  cela,  revenons  aux  d6veloppemenls  du  g  6,  re- 
latifs  k  rellipsoide  d'61aslicit6.  Si,  pour  un  point  quelconque  du  corps, 
nous  cherchons  la  direction  ct  la  grandeur  des  tensions  principales, 
la  grandeur  de  ces  tensions  nous  sera  donn^e  par  la  resolution  de 
r^quation  du  troisicme  degr6  (7)  du  g  7,  page  21 ,  et  les  directions  cor- 
I'espondantcs  seront  d^duites  des  formules  (8),  p.  22.  Dans  le  cas  qui 
nous  occupe,  ce  probl6me  se  simplific  en  ce  que,  pour  chaque  point, 
les  tensions  t^^,  t  ,  t  s'6vanouissenl.  L'6quation  du  troisit^me  degrfe 
qui  doit  donner,  pour  les  valeurs  de  son  inconnue  T,  les  tensions 
principales,  se  r6duit  done  a 

Cette  equation  contient  le  facteur  T  et,  par  consequent,  adinct  la 
racineTr=:0  qui,  conforin6mcnt  aux  notations  introduilcs  dans  les 
premiers  paragraphes,  pent  6trc  d6sign6e  par  T'".  U  se  presenle  done 
ici  le  cas  particulier  trait6  au  g  9,  dans  lequcl,  par  revanouissetnent 
d'un  axe,  rellipsoide  d'elasticit6  se  r^duit  a  une  ellipse.  Au  moyen 
des  equations  (8),  on  truuve  le  plan  de  cette  ellipse,  ou  plutdt  la  direc- 
tion de  la  normale  a  ce  plan.  Inlroduisons  dans  ces  formules  la  valeur 
T=T"=0,  et  di'signons  par  p'*',  g'",  r'"les  valeurs  correspondanles, 
de  pj  g,  r.  Nous  aurons  tout  d'abord,  par  la  troisicme  equation  (8), 
mcos*r'"  =  0;   et  comme   m=  —  1^^  —  t^  n'est  pas  nul,  on  en 

conclut  : 

cosr'"=0; 

c*es(-a-dire  que  la  normale  au  plan  de  Tellipsc  d'^lasticit^  est  perpen- 
diculaire  k  I'axe  des  Zy  ou  que  ce  plan  est  parall61e  a  Taxe  du  cylindre. 


n  Ainsi  i|UC  nous  I'avoiis  dit  aux  premieres  ligncs  dc  lu  Note  dc  ia  (in  du  g  15,  cctte 
consideration  de  rellipsoide  des  tensions  n'est  guei*e  que  curieuse  :  il  faut,  comme  nous  le 
inonlreroiis  k  la  Mote  de  la  tin  du  g  37,  consid^rer  pluldt  VelHp^oUle  (quelquerois  I'byper- 
boloide)  deM  deformations,  ou  ^implement  cUerchcr  la  grandeur  du  plus  grand  demi-axe 
reel  ou  rayon  vecteur  de  cette  surface,  c'est-a-dire  la  plus  grande  des  dilatations,  aiin  da 
Itti  imposer  une  limite  fournie  par  I'experience  pour  chaque  inali^re  (supposee  isotrope), 
comme  condition  de  sa  r6»istance  k  la  rupture  prochaino  ou  dloign^e,  ou  de  sa  non  Ener- 
vation mSme  a  la  longue.  (Voyei,  k  la  m6me  Note  de  ce§  37,  une  recherche  de  canditions  aim« 
iogues  pour  les  solides  non  isotropes.) 
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Commc  cos  r'"  =  0,  on  a 

cosg'"=8inp'" ; 

et  ip"' — 90'')  dSsigne  I'angle  form6  par  le  plan  de  Tellipse  ayec  le  plan 
xz.  Les  autres  Equations  (8)  donnent  ensuite  : 

mcos*p'"  =  — t'  , 
msin«p'"=— li,, 
m  sin  p'"  cos  p'"  =  t^  t^  ; 

^nations  que  I'on  pent  r6sumer  en  la  suivante  : 

tang  7,-  =  -^, 
ou  bien 

tang(p'"— 90«)  =  ^. 

Cetle  derniSre  formulc,  qui  determine  Tangle  du  plan  de  I'ellipse  avec 
le  plan  xz,  est  susceptible  d'une  interpretation  g6ometrique  Ires  simple. 
Si,  k  partir  du  point  considfir^,  on  m^ne  les  forces  t^ ,  t    dans  lours 

propres  directions,  c'est-^-dire  parall&lement  k  Taxe  des  x  et  i  Taxe 
dest/,  la  r6sultante^l*2  +  ty2  des  deux  forces  fail  avec  I'axe  des  x 
Tangle  {p"'  —  90**).  Le  plan  de  Tellipse  est  done  determine  par  la  di- 
rection de  cette  r6suUante  et  par  Taxe  du  cylindre. 

Les  deux  autres  tensions  principales  T,  T*,  sont  les  racines  de  Yi 
quation  du  second  dcgr6 


zz 


de  sorte  que 


(114  a) 


0L+g  =  O; 


t* 

I*  -h  t'    -4-  '•  • 

^«  ^^  V  ^^  X 


On  Yoit  d'abord  que  cos  deux  grandeurs  sont  toujours  de  signes 

contraires,  parce  que  la  valeur  du  radical  est  plus  grande  que  la  valeur 

t 
absolue  de  -^ .  C^est  done  le  signe  du  radical  qui  determine  le  signe 

de  la  tension  principale.  Par  consequent,  dans  Tune  des  directions 
principales  il  se  produit  toujours  une  traction  T',  et,  dans  Tautre,  une 
pression  T*.  Si  t,  est  positif,  c'est-^-dire  si,  au  point  consid^,  il 
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existe  une  traction  dans  le  sens  longitudinal,  la  racine  positive  est  la 
plus  grande ;  et,  par  suite,  la  plus  grandc  tension  principale  est  une 
traction.  Si,  au  contraire,  t^^  est  n^gatif,  c'est-2i-dire  si,  au  point  con- 
sid6r^,  il  se  produit  une  pression  longitudinale,  c'est  la  racine  negative 
qui  est  la  plus  grande ;  et  la  plus  grande  tension  principale  devient 
une  pression.  Dans  le  premier  cas,  le  corps  est  expose  k  se  rompre  par 
dSchirement  ou  disjonction,  au  point  consid^r^;  dans  le  second  cas, 
par  ^crasement  (*). 

D^terminons  maintenant  les  directions  de  T'  et  de  T.  Si  I'inconnue 
T  n'est  pas  nuUe,  les  Equations  (8)  donnent,  en  se  rappelant  que 
t^^=0»  tyy=:0,  t^=0,  et  en  ayant  6gard  k  T^quation  trouvfee 

T*  — 1„  T  —  (1/^  + 1^)  =  0,  les  formules  suivantes  : 

m  cos'p  =T»  —  Tf^—  *J,=^a »  mcos  gcos  r  =  t^  T , 

mcos*  g  =  T*— Tta»  -  ljj  =  tj, ,  m  cosrcos/)  =  t„ T , 

m cos' r =T* ;  m cospcos g  =  i„^^* 

En  additionnant  les  trois  Equations  de  gauche,  et  observant  que  la 
somme  des  carr6s  des  cosinus  est  6gale  k  Tunit^  on  a  : 

m=tJ,-htJ,-hT«; 

ct  toules  les  Equations  pr6c6dentes  sont  satisfaites  si  Ton  pose  : 

t  t  _  T 

COS p  =  —- r==r=  f  cos  q  = — ^^^T  — 


Ces  Equations  d^terminent  la  direction  de  T'  ou  de  T'^  selon  qu'on  y 
introduit  I'une  ou  Tautre  de  ces  grandeurs  k  la  place  de  T.  Elles  ont 
^galement  une  interpretation  g6om6trique  tr&s  simple. 

Que,  par  le  m6me  point  d*ou  Ton  a  dijk  tir6,  paralI6lement  aux  x  et 
auxy,  des  droites  reprteenlanl  en  grandeur  les  forces  t^,  t^,  Ton  tire 
paraliilement  aux  z  une  troisi^me  droite  repr6sentant,  en  grandeur,  la 
tension  T  qui  leur  correspond,  et  que  Ton  compose  ensemble  ces  trois 
forces ;  la  direction  de  leur  r^sultante  sera  la  direction  de  T.  En  effet, 
la  grandeur  de  cette  r^ultantc  sera 


m=^i;^-htJ,  +  V; 


et  comme  t^,  t  ,  T  sont  ses  projections  surles  axes  des  a?,  desi/,  desz, 

(*)  Yoyez  k  la  grande  Note  de  la  fin  du  g  37,  la  modiflcalion  easentielle  que  n^^us  appor  < 
tons  k  eette  conclu»ion. 
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les  cosinus  des  angles  formes  par  sa  direction  avec  ces  axes  out  pour 
valeurs 


t  t  T 

m        m        m 


c'est-a-dire  que,  d'apriis  les  formules  ci-dessus,  la  r^sullante  forme, 
avec  les  axes,  les  angles  p,  j,  r,  et  que  sa  direction  coincide  pr6cis6- 
ment  avec  celle  de  la  force  T. 

Les  deux  tensions  T',  T"  d^iterminenten  grandeur  et  en  direction  les 
demi-axes  principaux  de  Tellipse  h  laquelle  se  r6duit  Tellipsoide  d'e- 
lasticit^.  Cette  ellipse  est  done  conipIStement  d^terminte.  On  pent  re- 
sumer,  dans  la  construction  g6om6trique  suivante  les  formules  don- 
nkes  ci-dessus  pour  la  determination  de  cette  ellipse. 

Par  le  point  consid^re  0,  on  m^e  trots  droites  paralUles  aux  axes 
coordonn^s  des  x^  des  j/,  des  a,  et  Fan  porte  sur  ces  droites  les  lon- 
gueurs OX  =  t^j,  OY=t  ,  OZ=t^j,  ensovteque  ceslignesrepr4senlent 
en  grandeur  et  en  direction  les  tensions  qui  agissent^  au  point  consi- 
dM^  sur  la  section  transversale  du  prisme.  On  construit  ensuite  la 
risultante  OE  =  i/t j^  -f- 1  *  de  OX  et  de  OY ;  on  mdne  le  plan  EOZ , 
et  dans  ce  plan,  on  decrit  tm  cercle  passant  par  le  point  E  et  ayant 
son  centre  au  milieu  M  de  02.  Ce  eercle  intercepted  sur  la  ligne  OZ, 
des  longueurs  OA,  OB,  qui  reprdsentent  les  longueurs  des  tensions 
principales.  Celle  OA,  des  deux  longueurs  qui  se  trouve  dirig^e  dans 
el  sens  des  z  positifs  est  une  tractioUj  et  Vautve^  OB,  une  preision. 


Aux  points  A  et  B,  on  mdne  des  tangentes  au  cercle,  c^est-it-dire  des 
perpendiculaires  d  OZ  dans  le  plan  EOZ  ;  ces  lignes  AC,  BD,  rew- 
contrent  en  C  et  en  D  une  paralUle  d  OZ  men^e  par  le  point  E.  Alors 
OC  est  la  direction  de  la  tension  principale  dont  la  grandeur  est  re- 
presentee par  OA,  et  OD  la  direction  de  celle  dont  OB  repr^sente  la 
grandeur.  Si  Von  porte,  sur  ces  directions,  les  grandeurs  des  tensions 
principaleSj  on  aura  la  grandeur  et  la  direction  des  axes  principaux 
de  Vellipse  d  laquelle  se  r^duit  rellipsoide  d'Aasiicitd. 


■1 
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Un  cas  remarquable  est  cclui  ou  la  composantc  t,,  s*6vanouit,  ct  ou, 
par  consequent,  il  n'existe  pas,  au  point  consid6r6,  de  tension  longi- 
tudinale.  Les  points  0,  Z,  M  se  confondent  alors  en  un  seul;  Tellipse 
se  reduit  k  un  cercle,  et  les  tensions  principales,  pression  et  traction, 
sont  Agates.  Commc  on  a  : 

t^  =  E|(a-hflia:-ha^)-4-2(iia:-hM|»  0 

tous  les  points  dont  nous  nous  occupons  en  ce  moment,  pour  lesqucls 
on  a,  en  outre,  i„  =  0,  se  trouvent  sur  la  surface  du  second  ordre  : 

Lorsque,  dans  celte  equation,  on  fait  z  constant,  elle  devirni  Tiqua- 
lion  d'un  plan;  en  d'autres  termes,  la  surface  qu'clle  reprisente  est 
coup6e  par  chaque  section  transversale  (z  =  constanle)  suivant  une 
ligne  droite.  Cetle  surface  est  done  un  paraboloide  hyperbolique  dont 
les  generatrices  sont  paralieies  aux  sections  transvcrsales,  ou  perpen- 
diculaircs  h  Taxe  du  cylindrc. 

Lorsqu'il  ne  se  produit  dans  la  tige  qu'une  torsion,  t„  est  nul  par- 
tout  ;  et,  alors,  ce  ne  sont  pas  seulement  les  points  d'unc  surface  d6- 
termince,  mais  tous  les  points  du  corps,  qui  presentcnt  cette  particu- 
larite.  Au  contraire,  dans  le  cas  d'une  exlcnsion  simple,  t,^  est  con- 
stant, et  il  ne  se  trouve,  dans  le  corps,  aucun  point  de  cette  espece. 


§37.   —  Limites  de  la  grandeur  des  forces  ezttrieares  qa'on 

fait  agir  ear  les  solides. 

La  plus  grande  tension,  en  chaque  point  des  solides  prismatiques, 
supposes  solliciies  commc  on  a  dit,  est,  ainsi  qu'on  vient  de  voir  au 
8  36,  p.  244,  representee  par 

(115)    la  somme  des  valeurs  absolues  de    -^  ct  de  y  ^«"^^J;j"^'f'- 
Pour  fixer  les  limites  dans  lesquelles  doivcnt  rester  les  forces  exie- 

II  I  —  ■,■■■■—■  II    ■ 

(*)  Ceilc  expression  est  I'une  des  trois  dernidros  des  formules  (05)  du  §  23,  p.  150,  en  y 
fatsant  nuUe,  commc  on  a  vu,  la  constante  b  (g  2i,  p.  150).  Kile  est,  comme  on  a  vu  aussi, 

one  cons^oence  de  I'expression  (03  a)  page  147,  L—=^(a+a^x-^a^y)-\-z [b'{-h^x-\-b^  y) 


(  z 


de  la  dilatation  longitudinale  de  toufe  fibre,  resullnnt  cinomatiqiiemcnt  dc  la  nullile  de  ses 

^i         ^4  ^«  ^i 

quatre  quotients  difterentiels  ^*»  ^i'  ^'  ^^* 
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ricures  agissant  sur  unc  pi6ce  solide,  on  n'a  qu'a  determiner  la  plus 
grande  valcur  que  puisse  atteindre ,  a  rint6rieur,  la  somme  ainsi 
6nonceef  et  a  faire  en  sorte  que  ce  maximum  ne  ddpasse^  nuUe  part, 
une  limitc  que  I'on  s'esl  impos^e  pour  la  tension  de  la  mati^re  de 
cette  pi6ce,  limite  qu'on  pent  reprcsenter  par  T.  (*)  Ence  qui  conceme 
Ic  point  ou  cette  somme  atteindra  son  maximum,  on  peut  d*abord 
consid^rer  que  ce  point  ne  peut  6tre  situ6  que  dans  une  section  trans- 
vcrsalc  d'extremil6  du  prisme.  En  cffet,  t^,  et  f^,,  ne  renfermenl  pas, 
en  general,  la  coordonn^e  z,  et  t^^  seule  la  contient  a  la  premiere 
puissance.  Le  point  d*une  fibre  d^termin^e  ou  cette  somme  atteindra 
son  maximum  sera  done  le  point  ou  t„  elle-mSme  aura  sa  valeur  la 
plus  grande;  et  comme  t,,  est  de  la  forme  p  +  fs*  sa  plus  grande 
valeur  coincidera  avec  la  plus  grande  ouavec  la  plus  petite  des  valeurs 
de  z ;  c*est-^-dire  qu'ellc  se  produira  en  un  point  d'une  des  deux  sec- 
tions transversalcs  extremes.  Quant  a  la  position  de  ce  point  sur  la 
surface  de  la  section,  elle  depend  de  la  fonction  Q,  c'est-a-dire  de  la 
forme  g6n6ralement  courbe  que  prend  cette  section  transversale  pri- 
mitivement  plane. 

II  n'yad'exception  que  dans  lecas  ou  6^cl&,s'£vanouissent,  cequise 
produit  toujours  lor3que  A  el  B  sont  nuls,  c*est-2i-dire  lorsque  la  r^ 
sultante  des  forces  extcrieurcs  agit  perpendiculairement  a  la  surface 
d*exl remits  libre.  Dans  ce  cas,  qui  peut  se  prteenter  non  seulement 
lorsqu'il  n'y  a  qu'extension,  mais,  quelquefois  encore,  quand  il  y  a  tor- 
sion  ou  flexion  produites  par  de  simples  couples,  t^  est  indSpendantc 
de  z,  Chaque  fibre  est  alors  (endue  uniforin6inent  dans  toute  sa  lon- 
gueur ;  on  peut  encore  parler  d'une  fibre  plus  fortement  tendue  que 
les  autres,  mais  non  d*un  point  d*une  fibre  ou  la  tension  y  serait  plus 
forte  qu*en  tons  les  autres  points.  La  limite  au  dela  de  laquelle  la 
contexture  61astique  s'alt^rerait,  est  alors  vraisemblablement  la  m£me 
pour  tons  les  points  de  cetle  fibre  ou  la  tension  se  trouve  6tre  plus 
forte. 

A  cette  circonstance  que  t^,  seule  contient  la  coordonn6e  2,  se  joint 
celle-ci,  que  c'est  seulement  dans  I'expression  de  t,,  que  se  trouve  la 
longueur  /  de  la  tige.  Cette  longueur  /  n*entre  dans  Texpression  de  la 
composante  longitudinale  de  la  tension  que  lorsque  celle-ci  vient  d'une 
flexion  produite  par  des  forces  ne  faisant  pas  couples.  Ainsi,  /  se  trouve 


(')  Voir,  &  la  grande  Mote  dc  la  fin  du  present  §  37,  rexposition  et  les  applications  d'uoe 
mani^re  plus  rationnelle  de  limiter  les  forces  ext6rieures,  ou  de  poser  les  conditions  da 
resistance  permanente  des  corps  k  leur  action  prolongde.  (Elle  consiste,  comme  on  dira, 
dans  le  cas  ou  le  corps  est  isotrope,  &  limiter  les  proporUons  des  dUatationt,  plutM  que 
les  intensity  des  teniiom  ou  jtre9*ion$.) 
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engagS  dans  Ics  rormules  (89)  p.  201,  relatives  k  la  flexion,  d'unc 
mani^re  telle  que  la  section  dangereuse  est  rcconnuc  r^pondre  a  2=  0. 
Or,  en  g6n6ral,  la  longueur  /  de  la  tige  est  fr6s  grande  par  rapport 
a  ses  dimensions  transversales  dont  les  aulres  tensions  dependent. 
Done,  t,,  Temporte  sur  ces  autres  tensions,  dans  tous  les  cas  qui  cor- 
respondent a  une  flexion  de  cette  nature.  Si,  de  plus,  le  moment  C, 
qui  tend  k  tordre,  n'est  pas  extraordinairement  grand,  et  s*il  y  a  une 
flexion  quelconque  produitc  par  des  couples  de  forces;  si,  par  conse- 
quent, les  moments  de  rotation  ne  sont  pas  consid6rab!es  par  rap- 
port aux  forces  qui  agissent  pcrpendiculairement  a  Taxe  de  la  tige,  t^ 
sera  toujours  pr6dominantc,  compar^e  aux  autres  tensions,  au 
moins  dans  les  fibres  de  la  section  transversale  dangereuse,  ou  cette 
tension  est  la  plus  grande;  el  celte  predominance  permettra  de 
remplacer,  avec  une  grande  approximation,  la  tension  principale  T  par 
cette  tension  t^.  II  devient  alors  tr^s  Tacile  de  determiner  I'emplace- 
ment  du  point  ou  la  tension  est  la  plus  forte. 

D'abordy  les  formules  genirales  (65)  p.  150,  donuent,  en  y  annu- 
lant  6[commeon  a  dit  formule(70a)  p.  156]  et  en  exprimant  [for- 
mules (86)  p.  194]  les  autres  coefficients,  a,  a^,  a,,  6^  6,,  en  fonction 
des  trois  sdmmes  A,  6,  C  de  composantes  des  forces  exierieures,  ainsi 
que  des  deux  sommes  A',  B'  de  moments  tendant  ar  flichir  autour  de 
paraiieies  aux  x  et  aux  t/. 


(116) 


Je  vais  traitor  seulement  le  cas  special  ou  les  r^sultantes  de  forces 
A,  B,  C  passent  au  centre  de  gravity  de  la  surface  extreme  libre,  sans 
y  ajouter  aucun  couple;  le  cas  g6n6ral  pourrait  fitre  traittS  tout  a  fait 
de  la  mfime  manigre.  Dans  celte  hypothese  on  a 

B'  =  A/,  A'  =  — W,     et     t„= >-^ ^. 

D'aprte  ce  qui  prfccide,  le  point  ou  s'exerce  la  plus  forte  tension  se 
trouve  dans  la  section  z=l  ou  dans  la  section  2=0.  On  voit  ais6- 
mentque,  pour  le  cas  ou  nous  sommes,  il  se  trouve  dans  celle2=0; 
car  dans  la  section  2:=/,  on  a  en  tous  les  points  : 

0- 
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tandis  que  dans  la  section  2=0,  on  a 


hi —  I 


oil  le  second  terme  du  numerateur  peut  avoir  des  valeurs  de  mdme 
signe  que  le  premier  lerme  C ;  car  si  on  sc  reprfesenle  la  section  trans- 
versale  divis^e  en  deux  par  la  droile 

Ax     By_ 

le  bindme  f  -rj  -h  -^ )  est  manifostement  positif  pour  tous  les  points 

de  la  section  sitn6s  d'uncdtedccette  ligne,et  negatif  pour  ceux  deTau- 
tre  cAXL  Du  cdt6  ou  cette  expression  aura  un  signe  contraire  a  C,  la 

valeur  absolue  det^,  est  plus  grande  que  celle  de-»et  par  consequent, 

G 

la  plus  grande  tension  ne  se  trouve  pas  dans  la  section  z=/.  Pour 
trouver,  dans  la  section  z=0,  le  point  ou  s'exerce  la  plus  forte  ten- 
sion, il  faut  chercher  d'abord  les  points  pour  lesquels  Texpression 

I -"Y-H — ^j  est  la'plus  grande  et  comparer  entre  elles  les  tensions 

dans  ces  points,  ce  qui  conduit  manifestement  k  la  regie  suivante  : 

MeneVy  dans  la  section  iransversale  d'extrimiti  fixe^  des  tangentes 
parallHes  d  la  ligne 

kx      By_ 

el  comparer  les  tensions  aux  points  de  contact.  Celui  des  points  de 
contact  oil  la  tension  sera  plus  folate  qu'aux  autres  sera  le  point  le  plus 
tendu  {ou  le  plus  press4)  du  corps  consid^ri.  Im  tension  maximum  en 
ce  point  donnera  done  la  tension  ma^mum  dans  le  meme  corps. 

Ce  problftme  devicnt,  6galement,  assez  simple  lorsqu'il  ne  se  pro- 
duit  qu'une  torsion.  II  s'agit  alors  de  chercher  \di  fibre  la  plus  tendue. 
Ce  sera  celle  ou  s^exercera  le  maximum  de 


expression  oil  cntrent  sculement  x  et  i/.  Prcnons  comme  exemplc  le 
cas,  traitc  ci-dessus,  d*un  cylindre  elliptique  tordu.  D*apr6s  les  for- 
mules  (U2),  page  208,  on  a,  m  el  n  6tant  les  demi-axes  principaux  de  * 
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sa  base,  <j  Taire  de  sa  section,  et  C  le  moment  des  forces  qui  font 
tordre, 


Par  la  forme  de  cetle  expression,  on  reconnait  que  la  tension  croit 
si  on  fait  croilre  xeXy  dans  un  m6me  rapport,  c'est-i-dire  si,  en  par- 
lant  du  centre,  on  se  dirige  en  ligne  droite  vers  la  circonf^rence.  La 
fibre  la  plus  tendue  se  trouve  done  n6cessairement  sur  la  p6riph6rie. 
Or,  d'aprfes  une  propri6te  connue  de  Tellipse,  on  peut,  pour  les  points 
de  sa  circonfi&rencc,  poser 

x=mtosff  ,        y=nsin^; 

car  en  subslituant  dans  r6quation  — ,  -4-  ^  =  1  de  celte  circonfSrence, 
ona  ridentit6cos*<p  +  sin*9=l.ll  fautdonc  chercherle  maximum  de 

x^      y' cos*©      sin'© 


La  diff(§rent]ation,  eflectuic  pour  Tobtenir,  donne 

cos  7  sin  7  =  0. 

La  fibre  cherchee  ne  peut  done  se  trouver  qu'a  Textrfemitfe  du  grand 
axe  (sin  9=0)  ou  du  petit  axe  (cos  9=0).  Dans  le  premier  cas,  la  va- 

1  1 

leur  de  Texpression  ci-dessus  est  — >  et  danslc  second  — ;  par  cons6- 

quent,  comme  on  a  suppos6  d*avance  m'^n^  c*est  dans  ce  second  cas 
que  Pexpression  atteint  sa  plus  grande  valour.  La  fibre  la  plus  tendue 
se  trouve  done  a  rextr6mil6  du  petit  axe  de  rellipse(*),  et  la  tension 
maximum  a  pour  valeur,  vu  (j  =  7:mn, 

2G'm      2G' 

^^^^^^_         ■    _^^_    • 

de  sorle  que  la  sicuriti  de  la  tige  est  assur6e  si  cette  grandeur  ne  d6- 
passe  pas  la  tension  maximum  que  Ton  s*est  imposee  k  Tavance. 


(•)  CeUe  conclusion  est  jusle  lors<iuo  la  mati^re  est  isotrope,  comme  le  suppose  I'auteur, 
ou  seulement  lorsqu'ellc  a  la  m6ine  contexture  dans  tous  les  sens  Iransversaui ;  car,  aitisi 
que  cela  a  6t6  reconnu  pour  la  premiere  fois,  au  Memoire  sur  la  torsion,  de  1853,  cil6 
ci-des8us,  c'est  bien  aux  extrerail^s  du  petit  oxe  de  Teliipse  qu'a  lieu  le  />/i«  grand  gli9ae- 
meni,  et,  par  suite,  dans  une  certaine  direction  oblique,  la  plus  grande  dilatation. 
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Dans  la  recherche  de  la  tension  maximum,  qui  vient  d'etre  opercc, 
on  n*a  fail  aucune  distinction  entre  les  tensions  positives  et  les  ten- 
sions negatives.  En  fait,  d'apr6s  les  principes  que  Ton  a  appliqufe,  et 
dans  r6tendue  des  limites  convenues,  la  m6me  force  produit  Ic  m^me 
d^placement,  que  cettc  force  agisse  comme  traction  ou  comme  pres- 
sion.  Tel  n*est  plus  le  cas  lorsqu'on  s*approche  de  la  limite  d*6Iasticite 
ou  qu'on  la  d^passe.  Mais  comme,  en  g6neral,  dans  la  pratique,  cette 
limile  ne  peut  pas,  a  beaucoup  pr6s,  6trc  atteinte  sans  danger,  la  ten- 
sion maximum  impos6e  par  les  conditions  de  s6curil6  se  trouvera  tou- 
jours  de  beaucoup  en  de^k  de  la  limite  k  partir  de  laquelle  il  so  produit 
une  difference  notable  dans  les  actions  proportionnelles  d*une  force  de 
traction  et  d'une  force  de  pression.  Comme  mesure  de  la  limite  des 
tensions  et  pressions  permises,  on  ne  peut  employer  les  chifTres  qui 
correspondent  a  T^crasement  et  a  la  rupture,  car  ces  nombres  s'ap- 
pliquent  ^videmment  k  des  tensions  ou  pressions  fort  au  dela  des 
limites  k  adopter;  mais  puisque  ces  tensions  ou  pressions  ne  doivent 
Svidemment  pas  6tre  atteintes,  on  a  pris  certaines  fractions  de  celles 
qui,  d'aprfis  rexp6rience,  produisent  la  rupture,  et  c'est  par  ces  frac- 
tions que  Ton  a  exprim^  la  limite  des  tensions  permises.  On  a  obtenu 
ainsi  une  s^rie  de  nombres  dont  quelques-uns  ne  sont  en  connexion 
que  d'une  mani^re  tr^s  vaguCi  ou  m^me  sans  aucune  connexion,  avec  la 
r6alit6  des  choses  :  et  Ton  s*est  arr£t6  k  un  nombre  r6el  unique,  dont 
I'emploi,  dans  les  calculs  de  resistance,  doniidt  Tassurance  d'^viter 
ce  qui  peut  compromettre  la  stability  des  constructions.  Si  Ton  ima- 
gine, pour  chaque  esp6ce  determinSe  de  mat6riaux,  une  certaine  ten- 
sion maximum,  fixee  conformement  k  rexp6rience,  et  qui  ne  peut  etit 
d^pass^e  sans  danger,  il  arrive,  a  cause  des  dtroites  limites  dans  les- 
quelles  doivent  filre  maintenus  les  d6placcments,  que  ce  nombre  peul 
etre  pris  le  mSme  pour  la  pression  et  pour  la  traction.  C'est  cette  hypo- 
thftse  que  nous  avons  faite  pr6cedemment  et  que  nous  consenerons 
dans  la  suite  (*). 


n  NOTE  FINALE  DU  g  37. 


1.  Conditions  de  resistance  permanente  des  solides  h  la  rupture^  h  HaNir 
en  limitant  leiirs  dilatations^  plutdt  que  leurs  tensions  interietires.  —  Le 
probl^me  de  la  resistance  des  solides  (origine  principale,  dit  Lame,  de  la 
theorie  de  leur  eiasticite)  est  de  determiner  les  plus  grandes  intensites  des 
forces  exterieures  qu'on  peut  leur  appliquer  en  divers  endroits  et  suivanl 
diverses  directions,  sans  crainte  qu*elles  les  rompent,  soit  immediatement 
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ou  prochainement,  soit  k  la  longue,  en  les  Servant  ou  d^truisant  peu  k 
peu  leur  cohteioa.  II  a  done  616  naturel,  dans  le  principe,  de  chercher,  pour 
r^soudre  ce  probl6me»  k  imposer  une  limite  aux  plus  gt-andes  des  tensions 
mterieures  que  cette  application  de  forces  ext^rieures  produit. 

Et  c*est  ce  que  fait  Clebsch*  dans  tout  le  present  g  37. 

HaiSy  d6s  1682»  Hariotle  (Traite  du  nunivement  des  eaux^  5«  partie,  6*  et 
13*  alin^a  du  second  Discours)  posait  un  principe  plus  vrai,  k  savoir  c  que 
les  parties  etendues  ne  rompent  que  parce  que  leur  extension  vient  k  d6pas- 
ser  une  certaine proportion ;  »  et,  en  effet,  les  molecules  ne  se  apparent  tout 
k  fait  les  unes  des  autres,  ou  ne  passent  k  d*autres  arrangements,  que  parce 
qu*en  les  6cartant  k  un  certain  degr6,  on  a  beaucoup  diminu6  I'intensit^  des 
attractions  qui  les  tenaient  unies;  el  c*est,  m6nie»  en  tant  que  les  tensions 
6tendent  ou  dilatent,  qu'elles  mettent  la  cohesion  en  p6ril. 

De  Ik  une  deuxi^me  mani^re  plus  rationnelle  de  poser  en  Equation  le  pro- 
bl^me  de  la  resistance  k  la  rupture  prochaine  ou  61oign6e,  et  qui  consiste  k 
limiter  la  plus  grande  des  dilatations  qui  ont  lieu  en  divers  points  et  en  di- 
vers sens,  au  lieu  de  limiter  les  tensions  int^rieures. 

Ces  deux  mani^res'donnent  les  mSmes  r^sullatset  peuvent  6tre  employees 
indiffdremment  Tune  ou  Tautre  dans  les  cas  oil  les  solides,  de  forme  allon- 
g6e,  ne  sent  que  fl^chis  en  m6me  temps  que  tir6s  ou  presses  dans  le  sens  de 
leur  longueur,  leurs  faces  lat^rales  6tant  libres,  de  sorte  que  chaque  fibre 
s*allonge  ou  s'accourcit  comme  un  prisme  isol6 ;  et  les  plus  grandes  dilata- 
tions restent,  partout,  proportionnelles  aux  plus  grandes  tensions  de  m6mes 
directions. 

Hais  il  n'en  est  plus  de  m6me,  et  les  Equations  que  fournissent  ces  deux 
mani^res  d'op^rer  sont  tr6s  diff^rentes,  quand  il  y  a  (comme  on  verra)  des 
torsions,  ou  des  glissements  transversaux  et  longitudinaux ;  et  m6me,  d6j& 
comme  je  Tai  montr6  en  i  838  par  des  exemples  (Cours  lithographic  de  TEcole 
des  ponts  et  chaussCes),  lorsqull  y  a  simplement  des  tractions  dansplusieurs 
sens  k  la  fois.  Ainsi,  que  Ton  imagine  trois  solides  parall616pip6des  rectan- 
gles tirCs  sur  leurs  ftaces  normalement,  le  premier  sur  toutes  les  six,  le  se- 
cond sur  quatre,  oppos£es  deuxk  deux,  et  le  troisiCme  sur  deux  seulement, 
aussi  opposCes,  ces  tractions  Ctant  uniformCment  distributes,  et  toutes  de 
m6me  intensity  par  unitC  superficielle  :  I'application  des  trois  formules 
d'isotropie  de  la  fin  du  g  16,  en  y  faisant  successiveraent,  t^  =  tyy=t,^; 
t^  =  t^avec  t««  =  0;  et  i^=zO^  ^yy"^®'  monlrera  facilement  que,  pour 
une  mime  plus  grande  tension,  la  plus  graude  dilatation,  celle  du  sens  z^ 
sera,  dans  le  second  solide,  une  fois  et  demie,  et  dans  le  troisiCme,  deux  fois 
ce  qu*elle  sera  dans  le  premier  des  trois ;  en  sorte  que  ceux-U  seront  une 
et  demie  et  deux  fois  plus  en  danger  de  rompre,  par  reffelnaturelde  TCcar- 
tement  de  leurs  molecules,  que  celui-ci,  bien  que  la  force  de  tension  intC- 
rieure  la  plus  grande  soit  la  m6me  pour  tons  trois. 

Aussi  Poncelet,  dans  un  Cours  de  1859,  ou  il  a  bien  voulu  citer  le  mien 
de  1837,  a  conseill6  de  prifi6rer  deOnitivement  la  seconde  maniCre,  celle  qui 
impose,  aux  dilatations  £prouv6es,  une  limitef  la  mdme  en  tons  sens  dans 
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les  corps  isotropes,  etpouvant  varier  d'une  direction  a  V autre  dans  ceux  qui 
ne  le  sont  pas. 

Cherchons  k  ^tablir  en  consequence  les  Equations  de  cohesion  permanenU 
des  solides*  ou  de  condition  de  leur  resistance  k  la  rupture,  sous  Taction 
prolongee  de  forces  quelconques;  et,  pour  cela,  cherchons  d*abord  les  expres- 
sions des  dilatalioQSy  afin  dc  les  maintenir,  en  tons  sens»  dans  de  petites  li- 
mites. 

2.  Expression  de  la  dilatation  dans  une  direction  quelconquer,  en  un  point 
d'un  solide,  en  fonction  des  dilatations  et  glissemeuts  qui  ont  lieu  en  ce  point 
parallelement  h  trois  axes  rectangidaires  des  x,  y,  ;:.  —  Appelons 

la  proportion  de  cette  dilatation  d*une  ligne  r,  et 

c    ,     c    ,      c 

les  cosinus  des  angles  que  cette  ligne  fait  avec  les  coordonn^es  rectan- 
gles X,  y^  z.  Nous  avons  trouv(^,  au  n<^  19  de  la  Note  du  g  i6  (o&  cette  m^me 
quantit^  itait  appel^e  3^,)  : 


la)  D-  =()  c*4-5c*+<)c*  +  g   CO  4-g   cc   -hg    cc 


y 


On  d^montre  souvent  celte  expression  d*une  mani^re  tout  analytique, 
comme  a  faitNavier  qui  Ta  [donnee  jle  premier,  en  supposant  tr^s  petits  les 
d6placements  ^prouv^s  par  tous  les  points  du  corps.  D'apr^  la  niani^re 
g^om^trique  dont  nous  Tavons  demontree  k  la  Note  cit^e,  en  regardant 
(1  +  3^)  comme  la  diagonale  d*un  paraliel^pipede  rectangle  devcnu  obli- 

quangle,  dont  les  c6tes,  primitivement   6gaux  3i  c^,  c  ,  c^,  sont  devenus 

c,  (*  ■+"  <^J»  c„  (1  -H  3„)»  c,  (1  -h  3J  et  font  maintenant  les  uns  avec  les  autres 

des  angles  l(^g6rement  aigus  qui  ont  g   ,  g   ,  g     pour  cosinus,  Ton  recon- 

nait  que  cette  expression  (a)  subsiste  quelle  que  soit  la  grandeur  absolue 
de  ces  d^placemcnts  des  points,  pourvu  que  les  six  deformations  eiemen* 
taires  3,  g,  k  Tendroit  du  corps  solide  que  Ton  consid^re,  soient  assei  pe- 
tites pour  qu*on  puissc  n^gligiT  leurs  carr^s  et  produits  deux  k  deux. 

3.  Dilatations  principales,  —  £quivalence  dun  glissement  a  une  dilatalioa 
ethune  contraction  daiui  des  directions  inclinees  a  la  sienne.  — Cherchons  la 
.plus  grande  et  la  plus  petite  valeur  dc  Teipression  (a)  de  3^  en  egalant  k 
z^rosa  difTdrentielle  complete  par  rapport  aux  trois  cosinus,  nous  aurons : 
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£liminant  une  des  trois  dilT^rentielles  au  moyen  de  c*  +  c'  +  c*  =  1,  qui 
donne   dc^  = — -,  et  ^galant  k  z6ro  ce  qui  affecte  s6par6- 

ment  chacune  des  deux  autres,  on  a  deux  Equations,  qui  reviennent  k  I'^ga- 
lit^  de  ces  trois  fractions  : 

SDc+ff    c4-ff   c       g    c-T-2<)c4-g   c       a   c+k   c4-2<)c 

Ic)         -g  X  ^  ^xy  y  ^  ^xx  z  __ Pgy  x^       y_uj_^y£j  __  ^zx  x  ~  ^xu  u  ~      x  z  ^ 

^  C  C  0  ' 

X  y  z 

Or  on  composera  dvidemment  une  quatri^me  fraction  de  mdme  valeur  que 
ces  trois-l&,  en  prenantpour  son  num^rateur  la  somme  de  leurs  num^rateurs, 
et  pour  son  denominateur  la  somrue  de  leurs  d^nominateurs  apr^  les  avoir 
muitipli^es  haul  et  bas,  la  premiere  par  c^»  la  seconde  par  c  ,  la  troisi^me 

par  c^.  Or  11  en  r^sulte  1  pour  le  denominateur,  et  2  9^,  d'apr^s  (a),  pourle 

num^rateur :  ces  trois  fractions  sont  done  ^gales  &  2  9,  en  appelant 


le  maximum  cherch^  de  3^.  U  en  r^sulte  : 

i       2(D-0jc^=g^c^  +  g^c^.  , 
(d)  I       2(0-3^)c;=g^^c^  +  g^^c^. 

(        2(0-c)Jc^=g^c^  +  g^,c^. 

On^limine  les  cosinus,  de  ces  trois  Equations,  en  ies  multipliant  toutes  trois 
ensemble,  et  en  rempla^ant  ensuite,  dans  les  termes  tels  que  g'    <^«C- 

(g    c  +g^c  ),  ou  un  glissemenl  entre  au  carr^,  la  parenth^se,  qui  n*est 

autre'chose  qu'un  des  seconds  membres  des  ((i),  par  le  premier  membre 
correspondant,  ce  qui  rend  tons  les  termes  divisibles  par  2  c^  c  c^.  11  en  r6- 
suite  r^uation  du  troisi^me  degr^  en  9 

(e)  i(d-dj(d^:i^)(7i--7i^)-gl(d^\)-gU^^^^^^ 

Equation  dont  on  aurait  pu  aussi  obteiiir  le  premier  membre  en  remarquant 
que,  pour  que  les  trois  ^^uations  du  premier  degr^  (d)  en  c^,  c^^  c,  soient 

compatibles  entre  elles,  il  faut,  si  Ton  tire  k  k  mani^re  ordinaire  les  va- 
leurs  de  leurs  inconnues  (valeurs  indetermin^es  puisque  ces  Equations  ne 
donnentque  leurs  rapports),  que  le  denominateur  commun  soit  nul,  les  trois 
numSrateurs  T^tant;  en  sorte  que  le  determinant  forme  avec  les  neuf  coeffi- 
cients doit  etre  egal  k  zero. 
Si  les  trois  dilatations  soiit  nulles,  ainsi  'qu*un  glissement,  ou  si 

0  =0  ,       D  =0  ,       0  =0  ,       g^  =0  , 

X         *         y  *  *y 

et  si  Ton  fait 
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c*est-&-dire  si  I*on  appelle  g  le  glmement  principal  ou  resultant  deg^,  g^, 

le  plus  grand  de  ceux  qui  out  lieu  sur  une  face  ou  section  perpendiculaire 
aux  Zf  les  trois  racines  de  cede  Equation  (e)  sont  : 

(g)  3)=0,       0=5,       O-^-f; 

et  alors,  les  Equations  (d)  combinies  ay^c 

'      c*  +  c*  +  c;  =  l  , 

donnent,  pour  determiner  les  directions  de  la  plus  grande  et  de  la  plus  pe- 
tite valeur  |,  —  |  de  3, 

On  voit  que  les  projections,  sur  le  plan  xy  des  deux  glissements,  des  di- 
rections de  ces  deux  dilatations  principales,  dont  Tune  estn^atiye,  soot  Ji 
direction  mdme  du  glissement  resultant  g,  et  son  prolongeinent»  ayec  les- 
quels  elles  forment  un  angle  demi-droit. 

Ainsi  un  glissement  g  ^quivaut  k  une  dilatation  et  k  une  contraction  moi- 

tie  moindres,  | ,  dans  des  directions  k  45  degris  sur  la  sienne. 

Onle  d^montre,  au  resteygeometriquementeteiementairement*  en  remar' 
quant  que  si  Ton  a  un  carre  dont  les  c6tes  sont  =  1 ,  et  si.  Tun  d*6ux  reslant 
immobile,  le  c^te  oppose  glissc  deyant  lui  d'une  tr^s  petite  quantity  g  dans 

sa  direction  propre,  Tuue  de  ses  diagonales  =  ^2  s*allongera,  et  Taatre 

s'accourcira,  de  |  ^2. 

Les  equations  (</),  (e),  purement  geometriques  ou  cinematiques,  sont  fraies 
pour  des  corps  de  contexture  quelconque,  et  nous  pourrions  en  tirer  ici 
d*autres  consequences  generales.  Mais  en  tant  que  susceptibles  de  fouroir 
les  conditions  de  resistance,  ces  equations  ne  peuyent  seryir  que  pour  les 
corps  isotropes,  oil  il  suffit  d*imposer  aux  plus  grandes  dilatations  une  li* 
mite,  la  mime  en  tons  sens.  Etablissons-en  done,  de  suite,  d'analogues* 
dont  sous  ce  rapport  celles-ci  n'offrent  qu  un  cas  particulier,  ou  conside- 
rons,  de  la  maniere  la  plus  generate,  un  corps  helerotrope  dont  la  contexture, 
et  le  danger  de  rompre,  yarient  d*une  direction  k  I'autre  autour  de  chacua 
de  ses  points,  bien  que  sa  matiere  soit  supposee  homogene,  ou  d'egale  na- 
ture dans  toutes  ses  parties. 

4.  Etablissement  d'une  equation  du  trmihne  degri  prGpre  h  foumir,  fwr 
les  corps  non  isotropes ^  les  plus  grandes  valeurs  du  rapport  entre  les  dilaUUionf 
dans  diverses  directions  pour  chaque  pointy  et  les  limitesh  leur  imposer^  rda- 
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lives  it  ces  directions,  —  Dans  ces  corps,  il  iie  s'agit  pas  de  rendre  ia  plus 
grande  dilatation  egale  ou  inferieure  k  une  limite  d^termin^e  et  constante, 
car  la  limite  des  dilatations  non  dangereuses  yarie  avec  leur  direction.  Ainsi, 
pour  les  bois,  il  faut  un  moindre  ^cartement  mol^culaire  dans  le  sens  trans- 
versal que  dans  le  sens  longitudinal  pour  determiner  la  d^sagr^gation  des 
parties.  11  faut  done  imposer  la  condition  que  dans  aucune  direction  r,  la 
dilatation  9^  n'ezc6de  la  limite  relative  a  cette  direction^  limite  que  nous  ap- 
pellerons 


Comme  on  ne  pent  gu^re  determiner  par  experience  ces  limites  que  pour 
quelques  directions  priiicipalcs,  nous  leur  attribuerons  une  loi  de  distribu- 
tion continue  et  symetrique  autour  de  la  plus  grande  et  de  la  plus  petite 
d'entre  elles,  supposees  de  directions  pcrpendiculaires  Tune  a  lautre.  En 
prenant  ces  directions  pour  deux  des  axes  rectangulaires  des  j:,  y,  z,  et  en 
appelant  d^,  ^y ,  ^^  les  limites  h  imposer  aux  dilatations  dans  les  directions 

de  ces  axes,  nous  prendrons  ainsi 

ou  nous  supposerons,  aux  limites  S  des  dilatations,  une  distribution  ellip- 
soldale  comme  est  celledcs  dilatations!)^  elles-memes,  cc  qui  ne  doit  pas  s*e- 
loigner  beaucoup  de  la  verite,  d'apr^s  Texpression  (a)  de  celles-ci,  expres. 
sion  qui  se  r^duit  ill  un  triii6mc  semblable  h  (h)  quand  les  axes  ont  les  direc- 
tions des  trois  dilatations  principales. 

La  condition  de  la  stabiliie  de  la  cohesion  sera  qu'on  aucun  point  le 
maximum  du  rapport  de  S^  k  ^^,  pour  les  divcrses  directions  autour  de  ce 
point  n*excede  Tunite.  Cherchons  done,  pour  un  point  quelconque,  cemaxi- 
mum^  afin  d'astreindre  ensuite,  k  la  condition  enonc^e,  la  plus  grande  des 

valeurs  qu'il  aura  aux  divers  points  du  corps.  Pour  que  y  soit  un  maximum, 
en  un  point  particulier  quelconque,  il  faut  qu*on  y  ait : 

(t)  ^r=^      ^^     dd^-'^d^^^O. 

r  r 

Mettani  dans  cette  equation,  pour  dd^  et  d9^  les  valeurs  que  donne  la  dif- 
ferentiation de  (a)  et  de  (e)  par  rapport  aux  trois  cosinus  c  qui  determinent  la 
direction  r,  en  regardant  les  3^,  3^...  g^^  comme  constants  puisqu'il  s*agit 

d'un  seul  point  du  corps  dont  ils  mesurent  les  petites  deformations,  et  ecri- 
vant  ensuite  simplement,  au  lieu  de  \  et  B^ 

0    et    ^ 

supposees  designer  les  valeurs  de  3^,  S^  relatives  k  la  direction  inconnue  r, 

17 
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Oil  la  condition  (i)  de  maxinnum  est  satisfaite,  on  aura  une  Ration 

kdc  -f-Brfc  +Cdc  =0, 
oiirona  A  =  2  (^^  — <)  j  c  — (ir   c  -f  r  c  ) » 

\S    X         xj    X      ^^xy  y  '   ^xx  »' 

^^^'       ^  B  =  2f?^  -i)  ^c  — (g  c  +g   c  ), 

\^   if        yj    y      ^°Sf«  ^  ^  ^ry  x' 


C  =  2  (l^  — <)  )c  — (g   c  +g   c) 

\JS    s         zjs       *°«r  j:   '    ^xy  y' 


fliminant  de  cctte  Equation  {j)  Tun  des  (rois  dc,  comme  nous  avons  fait 
pour  celle  {b)  du  cas  d*isolropie,  et  6galant  ensuite  a  ziro  ce  qui  multiplie 
separ^menl  les  deux  autres,  on  a 


d*oii 


c        c        c    ' 
X         y         X 

Ac 

•r  _ 

Bc„      Co       Ac  +Bc„  +  Cc 
_     y X  .^     X         y         z 

cj       cl         ci  +  cj  +  c' 

Or  Ic  d^nominateur  de  la  qualri^me  des  fractions  ainsi  ^crites,  composee 
avcc  iessominesrespectivesdestermesdestrois  autres,  est  =  l.  Son  num^rt- 

teur,  d'apr^s  la  composition  (a),  (h),  de  3^,  ^^,  revient  &  2^^^ — 2D^  qui  est 
=  0  lorsquc  -r^  a  sa  valeur  maximum  ^ .  On  a  done 

0  0 

r 

(k)  A  =  0  ,        B=0  ,        C  =  0  , 

ou  trois  dqualions,  dont  on  ^limine  imm^diatement  les  trois  cosinus  en  ope- 
rant commc  nous  avons  fait  pour  les  trois  (d). 

11  en  resuUc  Tequation  du  troisi^me  degr^  suivante  en  j  : 

qu*ou  aurait  pu  poser  aussi  comme  condition  de  compatibility  des  trois 
equations  du  premier  dcgre  (k)  en  c  ,  c  ,  c.  h  seconds  membres  nuls,  ainsi 

M*  J^  ^ 

qu*il  a  616  dit  pour  celles  (d). 

On  donnc  &  T^quation  (/)  une  autre  forme,  en  remarqiiant  d*abord  que» 
dans  le  cas  oil  les  dilatations  d.  9. .  d.   dans  le  sens  des  axes,  sont  nulles. 

•*      y      ■^j 
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ainsi  que  deux  des  glissemenls  g^^,  g^^,  elle  se  r^duit  5 


d'ou  Ton  voit  que,  comme  9^  est  la  limite  sup^rieure  de  la  dilatation  d^^ 

2  ^9  ^  est  la  limite  sup^rieure  du  glissement  g    qui,  lorsqiiil  est  seul^ 

nepeutia  d^passersans  mettre  la  cohesion  enp^ril.  Nous  disons  lorsqu*il 
est  teul,  c'e8t-&-dire  lorsqu'il  est,  au  point  (x,  y,  s),  la  seule  des  six  deforma- 
tions ^limentaires  orthogonales  9,  g  qui  ait  lieu  dans  les  directions  rectan- 
gulaires  or,  j^,  z\  directions  qui  sont  suppos^es,  dapr^s  Texpression  {h) 
adoptee  pour  3^,  celles  des  limites  pri?teipa/e«  ^  des  dilatations,  et  dont  deux, 

avons-nous  dil,  sont  celles  de  la  plus  grande  et  de  la  plus  petite  d*entre 
elles.  Et  en  efTet,  s'il  y  avait,  en  m^mc  temps  que  g   ,  par  exemple  une  Torte 

contraction  — d^,  produisant  avec  g    une  dilatation  positive  resultante  d^, 

au-des80us  du  ^^  de  m^me  direction,  g     pourrait  d^passer  2  ^\^^\  la  res* 

triction  que  nous  avons  ^noncee  ^tait  done,  pour  la  rigueur,  n^cessaire. 
Gette  limite  (/J,  ainsi  que  celles  de  m^me  genre  k  imposer&  g   ,  g     a'ils 

WOT/  rt  y 

etaient  seuh  aussi,  aurait  pu  fttre  dSduite  d*exp^riences  directesde  rupture 
par  glissement  ou  cisaillement,  de  m^me  que  les  limites  S^,  5  ,  8^  des  dila< 

talions  sont  supposes  des  r^suHats  (prudemment  r^duits  aussi  dans  une 
certaine  proportion)  d*exp6riences  de  rupture  par  dilatation.  Si  nous  repre- 
sentons  de  la  mani^re  suivante  ces  trois  nouvelles  limites  : 


(m)  2J^*=-y     ,      ^JTT=y     ,      2  4/*^=Y 

r^qualion  (/)  divis^e  par  B^  B^  B^  fournit  cclle-ci  : 


xu  » 


(«) 


Cette  dquation  (n)  (donn^e  en  1854  aux  n<»«  24  et  121  du  m^moire  sur  la 
torsion)  me  parait  embrasser  le  cas  le  plus  g^n^ral  de  contexture  des  soli- 
des,  et  dire  encore  susceptible  d'emploi  si,  par  suite  des  experiences  de  glis- 
sement, ou  des  inductions  tiroes  de  la  consideration  d'edifices  ou  de  machi- 
nes dont  les  pieces  sont  exposdes  aux  efforts  qui  en  produiscnt,  les  con- 
slructeursse  d^terminent  h  adopter  pour  les  limites  y^^,  7^,  7^^,  qui  y  en- 

Irenl,  des  valours  un  peu  differentes  de  celles  2  v^o^  o,,  2  \IB^  0^,  2  \/^7^ 
que  donnent  les  relations  (m) ;  relations  dont  on  pourra,  du  reste,  se  servir 
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toujours  poor  determiner  quelques-unes  des  six  constantes  S,  7  au  mojen 
des  autres,  si  toutes  n*ont  pas  ^t^  l*objet  d'exp^riences  sp^ciales. 

5.  Rdaliiedes  trois  racinesde  cette  iquation^  et  relatiomentre  let  direelums 
qui  leur  corre»pondenL  —  On  (rouve  d^montr^,  dans  tous  les  trail^s  de 
g^oinMrie  analytique,  et  aussi  dans  ceux  de  mScanique,  ill  propos  de  la  re- 
cherche des  trois  axes  d*une  surface  du  second  degrS,  et  de  celle  des  mo- 
ments d'inertie  principaux,  que  les  Equations  de  la  Torrae  (/)  et  (it),  conipo- 
s^cs  avec  un  determinant  symetrujue^  ont  leurs  trois  racines  reelles.  (Voyez 
Exerc.  de  math,  de  Cauchy,  t.  Ill,  1828,  p.  8).  On  s*en  rend  compte  aussi 
en  operant  conime  nous  allons  faire,  ainsi  qu'a  fait  Clebsch  au  g  6  relatif 
aux  tensions,  ce  qui,  en  m^nie  temps,  pourra  eciairer  la  question  des  incH- 
naisons  mutuelles  des  trois  dilatations  !)  dont  les  quotients,  par  les  o  de 
mdme  direction,  satisfont  d  (I)  ou  k  (n). 

Hettons  pour  c  ,  c  ,  c,  et  pour  r-,  dans  les  Equations  (A)  (A  =  0,  B;=0, 

C  =0),  c',  c',  c'  et  (- ) ,  en  designant  ainsi  Tune  des  trois  valeurs  de  ^ 

et  les  cosinus  des  angles  que  fait  avec  les  a:,  y,  z  la  direction  correspon- 
dante  de  d ;  ajoutons  ensuite  ces  equations  apr^s  les  avoir  multipli^  res- 
pectivement  par  c"^,  c"  ,  c",  supposes  fitre  les  c  relatifs,  de  m^mc,  k  une 

seconde  racine  [~ )    de  Tequation  du  ti^oisi^me  degrc.  Nous  aurons  : 

2  (j) '  (Wr  +  W:  +  v;<) = 23,cx  +  2  v,c;  +  23.c;<  + 

Le  second  membre  nc  change  pas  quand  on  permute  les  accents  '  et  ' ;  il 
doit  done  en  Stre  de  m^me  du  premier.  Or,  son  trindme  entre  parentb^es 

ne  change  pas  non  plus,  tandis  que,  hora  de  la  parenthdse,  ( r )  se  change  en 

l^\  -Si  done  ces  deux  racines  deT^quation  du  S"*  degr^  ne  sont  pas ^gales, 
on  doit  avoir  le  trin6me  nul,  ou 


(0)  v/r^w:^^«=^' 

Or  si  rSquation  (/)  avail  une  racine  imaginaire  ( j j  :=a-^h^  —  1,  ello 

aurait  aussi  sa  conjugu^e  [j\    =a  —  b^  —  l.En  mettantces  racines  pour 

5  dans  les  equations  (A),  A=^0,  B  =  0,  C  =  0,  on  tirerail,  k  Taide  de 
0 

c*  -h  c|  -hc^  —  I,  pour c  ,  c  ,  c.  des  valeurs  iniaginaircs  respectivemeal 
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conjugates  de    celles  de  c  ,c  ,  c  .  Done  c  c'  c  c  ,c  c"  seraient  trois 

quantit^s  positives  de  la  forme  a'  +  j3*;  et  comme  les  trois  limites  choisies 
0x9  ^y,  ^jt  sont  essentiellement  positives,  le  premier  membre  de  (o)  serait 
une  quantity  positive,  ce  qui  ne  peut  ^tre.  L*^uation  (/)  ou  {n)  ne  saurait 
done  avoir  de  racines  imaginaires  bin6mes. 
On  voit  aussi  par  la  condition  (o)  et  par  deux  autres  semblables  ou  entre- 

raient  les  trois  eosinus  c  ,  c  '  e^ ,  relatifs  k  une  troisi^me  racine  f-r )  » 
que  lorsqu  on  a 

^^•  =  ^^  =  ^5    » 

OU  lorsque  la  limitc  k  imposer  aux  dilatations  est  la  m<^me  en  tons  sens,  les 
directions  des  trois  dilatations  2,  satisfaisant  h  I'equation  du  Z^  degr^,  se- 
ront  orthogonales  entre  elles. 

Ce  scronl  en  effet  les  directions  des  dilatations  principales,  ou  des  axes  de 
Vellipsaide  des  deformations  du  §  15,  qui  exislcel  peutm^me  ^tre  tir^  de  (a), 
((/),  et  (e),  quelle  que  soit  la  contexture. 

Mais  quand  ^xt  ^yt  ^3  devront  dtre  pris  sensiblement  differents,  leur  Eli- 
mination cntre  trois  equations  comme  (i)  pourra  bien  fournir,  entre  les  neuf 
eosinus  c\  c",  c'"  une  relation;  elle  ne  rendra  pas,  pour  cela,  neccssaire- 
ment  orthogonales  les  trois  directions  que  donnent  ces  eosinus;  en  sorte  que 

la  surface  ayant  pour  rayons  vecteurs  les  quotients  --  des  deux  expressions 

Or 

(I),  (5)  port^s  dans  les  directions  r,  pourra  Stre  d*une  forme  telle  que  trois 
rayons  la  coupant  normalement  seront  plus  ou  moins  obliques  les  uns  sur 
les  aufres. 

6.  Resolution  de  celte  equation  (n).  Condition  la  plus  generate  de  permanence 
de  la  cohesion,  —  Puisque  I'equation  (n)  a  ses  trois  racines  r^elles,  elle  est 
resoluble,  non  par  radicaux,  mais  trigonom^triquement.  Qu*on  la  developpc 
et  qu*on  lui  donne  la  forme 

W  (l)+'-(5)*+»(l)+'=». 

qui  revicnt  k 

i\  +  fl V—  3  (a«  -  6)  /^?  H-  a)  =  lab  —  !2rt^  —  c  ; 

ses  trois  racines,  vu  la  formule  g^n^rale  connue  cos  3  a  =  4  cos'a  —  3  cos  a 
du  eosinus  du  triple  d*un  angle  quelconque  at,  soul  donnees  par 

"^  .«/.      .v«        111        ..    \  3a6  —  2a5  —  c 


ft)i  COS  ;?  I  I    ou  2.T   1 


(9)       5=  —  a  +  2  (a*  —  h)*  cos ;?  <  I  ou  2.t  J  -f  arc  cos 


2(a*  — fr)l 
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Si  l*on  prend,  parmi  ces  trois  racines,  la  plus  grande  de  celles  qui  sonl 
positives,  si  Ton  cherche  ensuite  le  point  dangereux  ou  Ic  rapport  ~  aiusi 
d^termin^  a  uiie  valeur  plus  grande  qu'en  tout  autre  point,  enfin  si*  en  appe- 
lant K)    ce  maximum  maximorum,  Ton  pose 


('•)  *=->(jX- 


oil  aura  etabli  la  condition  la  plus  g^n^rale  de  resistance  permanente  k  h 
rupture  ou  de  stabilite  de  la  cohesion  du  Corps  solide  non  isotrope  dont  on 
s'occupe. 
11  pourrait  sembler  qu'on  peut  se  dispenser  de  rteoudre  T^quation  du 

t)*"  dcgr6  en  ^  ainsi  que  de  tutonner  pour  chercher  le  point  dangereux,  en 

rempla^ant  dans  cette  Equation,  -^  par  Tunit^,  et  en  la  differentiant  ensuite 

par  rapport  k  chacune  des  variables  x,  j/,  z^  puis  en  ^liminant  celles-ci  en- 
Ire  lea  quatre  equations  ainsi  oblenues.  Mais  ce  moyen  sera,  on  peut  dire, 
toujours  illusoire.  On  verra,  en  Tessayant,  qu'il  faut  renoncer  k  chercher 
tout  k  Tail  analytiquement,  d*abord,  la  position,  sur  chaque  section,  du 

point  de  maximum  de  -r  ,  qui  sera  gSneralement  sur  son  contour,  et  ensuile 

la  section  dangerense  ou  est  le  point  de  maximum  maximorum  de  ^ ;  car 

cette  section  sera  le  plus  souvent  en  un  endroit  oA  il  y  a  discontinuity;  tel 
qu'une  extremity  du  prisme,  ou  bien  un  des  endroits  ^ou  des  forces  isolecs 
se  trouvent  appliquSes. 
Mais,  une  fois  connue  la  situation  du  point  dangereux,  on  pourra  itis  bi^t 

presque  toujours,  poser  la  condition  de  juste  resistance  en  faisant  -x  =  1  dans 

r^quation  (n),  en  ne  la  r^solvant  que  par  rapport  atix  dimensions  cherAees 
du  prismCf  ou  par  rapport  a  la  charge  qu'U  doit  supporter^  etc.,  et  non  par 

rapport  ill  ?  qui  y  est  engage  au  troisi^me  degr^.  Nous  en  donnerons  des 
exemplcs  aux  numiros  14  et  15. 

6  bis.  —  Cas  oil  ton  peut  regarder  les  limites  des  dilatations  non  dangereU' 
ses  comme  egales  datis  les  trois  sens.  —  Alors 

L*6quation  (/i),  ou  plut6l  cello  (/)  dont  cllc  provient,  se  reduit  k  celle  (e)  dont 
la  plus  grande  racine  positive  n*est  autre  chose  que  la  plus  grande  des  dila- 
tations 9  qui  ont  lieu  dans  les  divers  sens  autour  do  chaque  point. 
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L*6quation  de  colifeion  permanente  ou  dc  non -rupture  sera  alors  sim|*le- 
ment 

^=:ou>inax.  <). 

'  On  la  posera  en  igalant,  k  la  limite  constantc  ^  des  dilatations  non  dan- 
gereuses  de  la  mati^re  du  corps,  la  plus  grande  des  valeurs,  aux  divers 
points,  de  ce  maximum  de  d  relatif  k  chaque  point. 
'  Observons  que  cette  ^galit6  ix=^y=  ^3  pourra  6lre  supposee  avoir  lieu 
sensiblement  dans  beaucoup  de  cas  de  corps  ayant  un  certain  dcgr^  de  non- 
isotropie.  En  effet,  de  m^me  que  si  Ton  compare  plusieurs  matiSres  isotro* 
pes,  les  plus  raides,  ou  celles  dont  le  coefficient  d'^laslicit^  E  est  Ic  plus 
tiey^f  sont  g^n^ralement  aussi  celles  qui  exigent  la  plus  grande  force  de 
traction  pour  6tre  rompues;  de  mdme  aussi,  le  sens  de  plus  facile  dilatation, 
dans  une  m^me  mati^re  h^terotrope,  pourra  dtre  g6n6ralement  aussi  celui 
de  plus  facile  rupture;  en  sorle  qu*il  n*est  pas  impossible  que,  pour  cede 
mati^re,  il  faille  k  pen  pr^s  unc  nidme  proportion  d*^cartement  mol^culaire 
ou  de  dilatation  9,  pour  raettre  en  p^ril  la  cohesion,  dans  toutes  les  direc- 
tions r  autour  de  chaque  point.  Alors,  F^quation  (n)  ou  plut6t  (/}  se  r^duit 
k  celle  (e).  (Voir  un  exemplc  au  n<>  17). 

7.  Camparaison,  pour  un  cas  particulier  frequent^  des  conditions  de  non- 
rupture  pose'es  des  deux  manures  dont  on  a  parle'  au  n^  1  de  la  prisente 
note.  ^  Ge  cas  frequent  est  celui  des  prismes  d*une  certaine  longueur,  soUi- 
ciiks  seulement  k  leurs  extr^mit^s,  et  libressur  leur  surface  lat^rale  (cequi 
a  M  suppose  constamment  aux  ^  23  &  36)  et  dc  contexture  sensiblement 
^ale  dans  les  divers  sens  transversaux. 

Alors,  comme  il  a  6t6  vu,  Ton  a,  9  ^tantla  fraction  numirique  d^finie  au 

§2: 

et  si  nous  supposons  (n""  pr^c^dent)  qu'onpuisse  prendre  approximalivement 

r^uation  du  troisienie  dogre  (/)  devient 

ce  qui  donne  les  trois  racines 

0  =  3,, 


w 


j  5>=:l(»,+»j+-2Ve,-^j'+?L+g.v. 
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11  faut  6galer  k  la  limite  $  la  plus  grande  de  ceties  de  ces  (rois  racincs 
qui  sont  positives. 
Ce  sera  ^videmment  la  troisiSme,  si  d^  est  positive  ou  est  unc  dilatation 

proprcment  dite  du  corps  ou  de  la  fibre  dont  le  point  (x,  y,  z)  fait  partie. 
En  mettant^  la  place  de  d^  sa  valcur  {s)  en  ()^»  on  a,  pour  I'^quation  de 
cohesion  permanente  : 


On  donne  le  plus  souvent,  ce  qui  est  sans  inconvenient  et  commode  (voyez 
plus  loin)  k  la  limite  S  dcs  dilatations,  la  designation 

(X)  «=|; 

parce  que  Navier  d^signe  par  R  le  coefficient  *de  Rupture  immediate  par 
extension,  ou  de  cohesion  instantanee^  d'un  prisme  dont  les  faces  laterales 
sont  librcs  (c'est-a-dire  la  traction,  pour  Tunit^  superficielle  de  ses  bases, 
qui  a  616  reconnue  capable  de  le  rompre),  et  parce  qu'on  appelle  coefficient 
de  Rupture  eloigne'e  ou  de  cohesion  permanente  et  on  designe  par 

Ro 

i   1    1 

une  traction,  bien  moindreque  R  (soil  =  y-:,^  de  R)  k  laquelle Tobsorvation 

des  constructions  durables  les  plus  hardies  fait  juger  qu*il  est  prudent  de 
sc  tenir  pour  6tre  assure  d'uiie  stability  en  quclque  sorte  ind^fiiiie;  en  sorie 
qu*en  divisant  Ropar  le  coefficient  d*6lasticitc  E  d*cxtension  du  \  3,  Ton  a 
bien  la  dilatalion-liinito. 

L*equalion  de  cohesion  {v)  prendra  ainsi,  en  la  mullipliant  par  E,  cellc 
forme 


(y) 


R,=ou>i^E^,  +  (l  +  ,,)y^(^')V(2-^^ 


dont  Temploi  ne  viole  nullemeni  le  principe  rationnel  de  resistance  6tabli 

au  n"*  i,  et  qui,  d6barrass6e  ainsi  de  ^,  pourra  T^tre,  plus  loin,  aussi  de  E. 

Dans  cclte  Equation,  E?^  repr^sente  la  traction  longitudinale  t„  du  prisme 

ou  de  la  fibre  dont  les  c6tes  h*6prouvent  pas  d*action  transversale;  et  comme 


(')  Gette  dqualion  a  tid  doiinde  et  d^monlin^  d'unc  maniire  directe  et  simple,  pour  la 

supposition  9=    ,  en  1838,  dans  un  cours  liiliographi6  d^jii  cild;  ct  Poncelet  Ta  reproduce 

4 

Tannic  suivante,  en  en  rendant  la  d^monHraiion  tout  k  fait  (^l^mentaire,  dans  le  Cours  de 
Mdcanique  pliysique  et  industrieUe  qui  venait  d'etre  crdd  k  la  FacuU6  de  Paris.  (Voyei 
notes  du  n*  154,  page  219,  et  du  n*  150,  p.  574,  de  Tedilion  de  1684  des  Lt^on*  de 
Navier.) 
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on  a  (§3),  vu  I*isotropie  suppos^e,  pour  le  coefficient  d*^las(icit6  G  de  glis- 
sement : 

le  second  Icrme  sous  le  radical  est  la  mSme'chose  que 

ou  la  somme  des  carr^s  des  tensions  tangentielles  transversales.  Gette^ua- 
tion  (y)  revient  done  k 

(z)  R„=ou>(l-o)f +  (i+i))y  T^  +  t'j^+tL- 

Si  nous  comparons  I'cxpression  qui  se  trouve  dans  le  second  membra 
aveccelle  (115) 


fW'^ 


+  ^Ij  -f  «L 


que  Glebsch  donne  comnie  ]imite  des  tensions,  au  commencemenl  du  pre- 
sent §  37,  on  voit  qu'cUes  different  I'une  de  Tautre  par  les  deux  facleurs 

i— 9       et        i+i)  , 

dont  la  presence  dans  T^quation  de  cohesion  sous  la  forme  (z)  mesure  la 
difference  entre  les  r^sultats  de  la  mani^re  rationnelle  de  la  poser,  de  Ha- 
riotte  et  de  Poncelet,  que  nous  venous  d^employer,  et  les  resulta^s  de  celle 
k  iaquelle  Glebsch  s'cst  tenu,  fautc  de  connaitre  I'autre  (n^  1  ci-dessus). 
Si  les  glissements  sont  nuls,  ou  si  seulemenl  leurs  carres  sont  n^gligea- 

i  +  n 

bles  devant  le  carr6  de  — ^— '  J)^,  ce  qui  pent  6lre  presque  toujours  suppose 

lorsqu'il  n'y  a  que  flexion  et  extension  ou  compression,  les  deux  mani^res 
donnent  ^galement  pour  condition  de  cohesion  permanente 

Ro=:ou>t^,  ; 

ce  qui  fait  qu'alors  Tune  et  Tautre  maniSre  peuvenl  (n°  1)  6tre  indiffcrem- 
raent  employees  :  on  conceit  aiusi  que  Galilee,  Leibnitz,  Parent,  et  m^me 
Coulomb,  aicnt  pos6  leurs  Equations  de  resistance  enlimilant  les  tensions  et 
nonles  dilatations. 

11  en  est  autrement  quand  il  y  a  des  glissements  sensibles.  Par  exemple, 
s'il  n'y  a  que  torsion,  ou  si  3,=:0,  t^^  =  0,  la  condition  (115)  de  Glebsch 

donncrait  «o  =  ou  >  y  I* ,  -+- 1^,  et  iraposerait,  cons6quemment,  par  unit6 
superficielle,  la  mSme  limite  aux  tensions  tangentielles  s'exer^ant  dans  le 
plan  des  sections,  qu*aux  tensions  longitudinales  des  prismes  dont  les  faces 
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lal^rales  sont  libres.  Et  c'est  ce  que  Clebsch  proposait  dans  un  g  92  finalsor 
la  torsion,  qu'il  m*a  au(oris6  k  supprimer. 
Mais  l*6quation  ralionnelle  (x)  donne 


(«') 


rT^=«">v'firK,' 


ou  impose  aux  actions  tangenlielles  une  limile  plus  ^troite.  On  iroit  qu'il  y  a 
une  raison  de  prudence  k  se  servir  de  cette  Equation  {z)  de  pr6f§reuceicellc 
de  Clebsch. 

8.  Rapport  que  doivent  avoir  entre  elles,  dans  un  prisme  isotrope,  toUkiU 
seidement  h  ses  extremites,  les  coefficients  Rq  et  To  de  cohesion  et  tadkam 
permanentes,  on  les  limites  des  tensions  longitudinales^normales p.  ses  sections, 
et  des  tensions  transversales,  tangentielles  aux  mimes  sections^  pour  prodwre 
la  plus  grande  dilatation.  —  La  limite  que  ne  doivent  pas  d^passer  les  teo- 
sions  tangenlielles  ti'ansversales,  lorsqu'elles  son!  seules  en  jeu,  peut  ^Ire 
fournie  par  des  experiences  de  cisaillement,  ou  bien  de  rupture  par  lorsion, 
comme  celle  des  tensions  normales  longitudinales,  lorsqu*eUes  sont  seules, 
Test  par  des  experiences  de  rupture  par  traction.  Ce  coefficient  de  cohesion 
ou  d'adhesion  immediate  des  couches  est  appeie  T  lorsque  refTort  a  ete  jus- 
qu*&  rompre  immediatement ;  et  on  nomme 

To 

fraction  de  T,  celui  d*adhesion  permanente^  ou  Tefrort  auquel  on  peut  sou- 
mettrc  la  matierc,  sans  lui  donner  une  deformation  persistante  dangereuse 
ou  susceptible  d*augmenter  par  la  continuation  dc  Tefibrt,  et  d*amener 
graduellement  Tenervation  et  la  desagregation  de  la  matiere. 

L'equation  de  resistance  peimanente  sera  ainsi»  quand  il  n*y  a  que  des 
glissements  transversaux  : 

(  To  =  ou>Gg 

(     ou  To=ou>yi;^+i:y . 

Comparons  cette  equation  k  celle  (z)  qui  lorsque  t^^  =  0,  ou  qu*il  n't  « 

que  des  glissements,  se  reduit  &  Do  =  ou  >(H-  9)  0,'^  -+-  t,y ;  nous  awus 
pour  le  rapport  des  deux  limites  des  tensions  que  nous  appelons  ici  Vad^ 
sion  et  la  cohesion  (quoique  celle-U  ne  soit  qu*une  des  faces  de  celle-ci), 

On  y  arrive  egalement  en  considerant  que  comme  la  tension  tangeoliellc 
limite  Toproduit  un  glissement  g=-7?»  elleproduil,  par  cela  seul,  ainsi 
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o        IT 

qu*on  I'a  vu  k  la  fin  du  n«  3,  une  dilatation  |r=:~  -^  dans  la  direclion  ou 

elle  atteint  son  maximum ;  cette  dilatation  6tant  la  plus  forte  que  la  ma« 
tiere  puisse  supporter,  elle  doit  avoir  [n<»  7;  expression  (x)],  la  valeur 

qui  est  la  mdme  chose  que  (c'),  vu  ie  rapport 

E^2(i-fi))' 

trouv^  au  §  5  entre  les  coefncients  d'^lasticite  de  glissement  et  d*eitension. 

1  4 

En  sorte  que  si  9  =  ;t  (Note  finale  du  §  16,  n«  14),  on  a  To:=rRo» 

comme  Navier  Va  trouv6  en  1835  (n<»  66  de  ses  Lemons)  en  s*appuyant  sur 
les  consequences  que  Gauchy  et  Poisson  avaient  tiroes,  on  1829,  de  la  thro- 
ne fond6e  parlui  en  1821.  On  voil  que  Navier,  sans  Tavoir  explicitement 
^nonc^,  a  ^tS  d'avis,  comme  Poncelet,  de  limiter  les  dilatations  (n^  1)  plut6t 
que  les  tensions  int^rieures. 

Et  les  experiences  de  M.  Gouin  (Legons  du  General  Horin  sur  la  resistance 
desmateriauXf  1853,  p.  37)  ont  prouv^  que  ce  rapport  entre  les  forces  T  et 
R  subsistait  jusqu'^  rupture,  car  il  a  trouv6  qu*il  fallait,  par  centimetre 
carre,  un  effort  de  3200  kilogrammes  pour  rompre,  par  cisaillemerU,  des 
tringles  qui  rompaient  par  extension  sous  une  charge  de  4000  kilogrammes. 

9.  Corps  (Tinegales  elasticites  el  cohesions  en  divers  sens.  •*  Cas  o&  leur 
equation  de  cohesion  peut  Mre  posee  d'une  maniere  simple.  —  Ces  cas  son! 
ceux  des  prismes  ou  cylindres  soUicites  seulement,  comme  aux  gg  22  k  38* 
k  leurs  extr^mites,  leurs  faces  laterales  etant  libres,  et  dont  nous  suppo- 
serous  que  la  matiSre,  en  chaque  point,  a  trois  plans  orthogonaux  de  syme- 
Irie  de  contexture,  Tun  perpendiculaire,  et  les  deux  autres  paralieies  aux 
aretes.  Nous  prendrons  ces  plans  pour  ceux  de  xy,  xz  et  yz. 

Nous  supposerons  un  prisme  successivement  soUicite  : 
A  Textension  ou  k  la  compression  longitudinale  seule ; 
A  la  flexion,  avec  ou  sans  extension  ou  compression  de  Taxo ; 
Au  glissement  transversal,  ou  k  la  torsion  seule ; 
A  tons  ces  genres  de  deformation  k  la  fois. 

10.  Extension  longitudinale  seule.  — Alors,  g  ,  g^^.,  g  etant  nuls,  I'equa- 
tion  du  3"^  degre  (n)  se  resout  en 

i    ^  ^  ^X  *^U  *^3 
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La  seule  de  ces  trois  valeurs  qui  soil  positive  est  la  derni^re  puisque  3^  et 
9  sont  des  contractions  transversales  d^termindes  (§  2)  par  la  dilalalion 
longitudinale  9,.  En  T^galant  ^  1  au  plus,  on  a  : 

Netlant  (n"*  7),  y  pour  $^,  on  a  pour  condition  de  cohesion  permanente, 
conime  pour  les  corps  isolropes 

in  £0^=00  <Ro, 

ou  simplemcnt,  P  etant  la  force  de  traction  k  laquelle  la  piece  est  soumisc 
par  unit^  de  sa  section 

(/■;)  p=ou<Ro. 

ce  qu*on  savait  d^j&. 

11.  Compression  hngUudinak  settle.  Resistance  a  Vecrasement. —  Ainsi  que 
I'a  observe  Poncelet,  la  compression,  ou  le  rapprochement  des  molecules, 
n'est  point  une  cause  de  d^sagregation ;  et  un  corps,  m^me  granuleui,  s*ii 
etait  ^galemcnt  comprini^  dans  (ous  les  sens,  conserverait  sa  contexture  in- 
tacte.  Aussi  ce  Savant  explique  VecrasemenL  ou  la  rupture  que  produit  une 
compression  longitudinale  des  prlsmcs  qui  ne  sont  pas  asscz  longs  pour  fl^ 
cliir,  par  Us  dilatations  transversales  dont  elle  est  accompagn6e  et  que  r6- 
v^lent  les  formules  de  T^lasticit^  (g  2). 

C*est  pour  cela  que  nous  avons,  pour  condition  g^nerale  de  conservation 
ou  de  la  cohesion  d*un  corps,  impost  (n^*  6)  une  limtte  aux  seules  valeurs 
positives  des  dilatations  3  de  son  interieur.  let,  puisqu*il  y  a  compression 
longitudinale,  d^  est  n^galif,  et  les  dilatations  transversales  9^ ,  3^  sont  po- 
sitives. Solent,  D^,  quantity  suppos^e  positive,  designant  la  proportion  de 
la  contraction  longitudinale  produite  par  la  force  de  compression, 

(9')  /=-').    5:=-')'.    ')>')''    <?l    3,=-3*,. 

On  aura  pour  la  plus  grande  des  valeurs  positives  de  -z  prises  parmi  les  trois 
(«')  du  num^ro  pr6c6dent  (10)  encore  ici  applicables 


y        If 


max.  do-s  =  —  -5^  = 


CflHUne  celtc  plus  grande  valcur  de  j  doit  dire  au  plus  igale  a  1,  roquation 
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de  coh^ion  permanente,  pour  le  prisme  comprim^y  est 

Si  l*on  appelle,  comme  au  n°  i5  de  la  note  flnale  du  g  i6, 

E  ,    et  de  mdme    R , , 

1°  le  coefficient  d'elasticile  qu*on  aurait  en  soumettant  h  Tcitension  un  petit 
prisme  extrait  de  Tautre  prisme  dans  son  sens  transversal  y,  ct  2<»  le  coeffi- 
cient de  cohesion  de  ce  m^me  petit  prisme,  analogue  k  ce  qu*est  Ro  pour  le 
prisme  entier  ou  pour  ses  fibres  longitudinales ;  R    6tant  ainsi  une  force 

telle  qu'on  ait  pour  la  limite  k  imposer  aux  dilatations  dans  le  sens  trans- 
versal y 

y 
r^uation  de  cohesion  {h!)  pourra  6tre  ^crite 

0')  Ry=ou>E^i)D;. 

Plus  ordinairement,  comme  on  appelle  R'  la  force  qui  ecrase  immedia- 
tement.  Ton  fait  entrer  dans  les  calculs  une  force  moindre,  appelle 

Ro  » 

qui  est  la  limite  k  imposer,  par  unit6  superficielle  des  bases,  aux  forces 
comprimant  le  prisme  dont  les  faces  laterales  sont  libres.  EUe  doit  done 
6tre  telle  qu'on  ait,  K^  6tant  le  coefficient  d*^lastlcit6  d^signe,  aussi,  simple- 

inentparE,  de  Textension  ou  de  la  contraction  longitudinale  : 

I 

"H,  ayant  la  mime  valeur  limite  que  dans  Tiquation  de  resistance  justcment 
suffisante  (;')  R  =  E^^  9!)'.  Divisant  ces  deux  Equations  Tune  par  I'autre,  on  a 

K       E 

C*est  le  rapport  des  deux  limites  obUgies  de  la  force  de  compression  et  de  la 
force  d'extension.  II  se  riduit,  lorsque  le  corps  est  isotrope,  ou  seulement, 
lorsque  les  limites  ^29  ^y  d'extensions  non  dangereuses  dans  le  sens  longitu- 
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dinal  z  et  dans  le  sens  IransVersal  j^  sont  igales,  k 

La  limite  R'^  des  forces  de  compression  longitudmale  dans  les  corps  iso- 

tropes  est  ainsi,  th^oriquement,  plus  grande  que  cclle  Ro  des  forces  de 
traction,  dans  le  rapport  de  1  &  la  fraction  i). 

Elle  est  par  consequent  quadruple  de  celle-ci  si  i)  =  -r  (Notcdugl6,  n*^14). 

L*exp6rience  a  confirm^,  aufant  qu'on  pouvait  I'attendre,  cette  tb^orie  de 
Poncclet,  enseign^e  depuis  longtemps  k  Tfcole  de  Tartillerie  ct  du  gtoie, 
car 

l"*  Les  petits  prismes  de  pierre  dure,  lors  de  leur  ^crasement,  se  s^parent 
d'abord  en  aiguilles  verticales,  ce  qui  prouve  bien  une  extension  dans  le 
sens  transversal. 

2^  Lors  de  I'^crasement  des  bois  par  compression  dans  le  sens  de  leurs 
fibres,  celles-ci  se  s^parent  d'abord,  et  ensuite  ploient  sans  resistance. 

Z^  Les  petits  cylindres  de  fonte  douce  ou  malleable,  ^erases,  se  gercent 
sur  les  bords,  de  raaniere  k  former  une  rosette,  ce  qui  prouve  qu*il  y  a  eu, 
tout  autour,  rupture  par  dilatation  transversale  vers  lacirconf§rence. 

4^  Dans  beaucoup  d'exp^riences  de  rupture  de  pieces  de  fonte  par  flexion, 
il  s'est  detache  lateralement  une  sorte  de  coin  du  c^te  devenu  concave  ou 
comprime. 

S'^La  puissante  machine  de  M.  Blancliard,  de  Boston,  in  courber  les  pie- 
ces de  bois,  contenues  de  mani^re  k  ne  pouvoir  se  dilater  du  cdte  convexe 
nr  se  boursoufler  lat^ralement  du  o6te  concave,  comprime  violemment  ce 
dernier  c6te  sans  le  d^sorganiser  aucunement. 

6''  Le  rapport  des  coefficients  R'  et  R  de  rupture  immediate  par  ecrasement 
et  par  traction,  ou  des  forces  capables  de  produire,  pour  .une  base  =  1,  ces 

deux  sortes  d'effet,  a  eie  trouve  le  plus  souvent,  pour  la  fonte,  entre  4  : 1  et 

1 
6  :  i ;  et  il  devait,  en  effet,  exceder  -  qui  est  4  pour  les  corps  isotropes.  Car 

lorsqu  on  op^re  la  compression  d*un  prisme  court,  entre  deux  plans  durs  oi 
scs  bases  s'appliquent,  celles-ci  sont  empSchees  de  se  dilater,  en  sorte  que 
le  rcnflement  lateral  n'apquiert  toule  sa  grandeur  que  vers  le  milieu  de  la 
hauteur  du  prisme. 

Aussi,  avant  qu*on  e(kt  k  peu  pr^s  g^n^ralement  renonc^  k  employer,  dans 
les  edifices,  la  fonte  k  autre  chose  qu*^  supporter  des  compressions  (vu  les 
accidents  que  Ton  a  eu  &  deplorer  dans  le^temps  ou  Ton  soumeltait  fr^quem- 
ment  k  des  (lexions  une  matiere  aussi  fragile  et  de  quality  aussi  variable),  on 
donnait  k  la  section  des  poutres  en  fonte  la  forme  d*un  double  T  dont  la 
somelle  inferieure,  que  la  charge  transversale  devait  faire  etendre,  avail 
une  superficie  d*environ  cinq  foiscelle  de  la  semelle  sup6rieuredont  la  roeroe 
charge  provoquait  la  compression. 
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Mais,  pour  les  mati^res  telles  que  les  bois,  et  mSme  certains  fers  laminte 
ou  6lir^s,  dont  la  contexture  est  diff^renle,  dans  le  sens  transversal,  de  ce 
qu'elle  est  dans  le  sens  longitudinal,  on  conceit  que  1a  rapport  des  limites 
de  forces  de  compression  et  d*extensibn  R^  et  R'^  pourra  dtre  different  du 

rapport  9  entre  leurs  contractions  ou  extensions  transversales  et  les  exten-* 
sions  ou  contractions  longitudinales  qui  les  engendrent  lorsque  les  fibres 
lat^rales  sont  libres.  Car  une  fois  s^par^es  les  unes  des  autres,  les  fibres  des 
bois  ploient  sous  Taction  d*une  force  comprimante,  et  cessent  de  resistor, 
comme  nous  avons  dit. 

Aussi,  le  parti  que  prend  ici  Clebscli  d'adopler  g^neralement  la  mdme 
limite  pour  les  forces  qui  comprinient,  et  pour  les  forces  qui  ^tendent,  pent 
bicn  favoriser  rintelligen('.e  des  formules  de  la  suite  de  son  livre ;  roais, 
dans  la  pratique,  malgri  les  raisons  qu*il  croit  pouvoir  tirer  de  la  faiblesse 
des  dSplacements,  il  convient  d'attribuer  k  ces  forces  des  limites  tr6s  diffe- 
rentes,  dont  le  rapport  pent  varier  d'uno  matiere  k  Tautrc. 

II  est  Evident,  au  reste,  que  les  deux  limites  Rq  et  Wq  devront  Sire  surtout 
tiroes  d'expMences  ou  d'observations  directcs.  La  seconde  R'o  pour  les 
pierres,  qui,  dans  les  Edifices,  n^ont  gu^re  k  r^sister'qu*^  des  compressions, 
se  d^duity  comme  on  sait,  quant  k  la  comparaison  des  diverses  pierres  entre 
dies,  d*exp^rieuces  d'^crasement,  en  regardant  les  R'o  comme  dans  un  rap- 
port constant  avcc  les  R'  que  fournissent  ces  experiences;  rapport  qu'on 
prend  g^n^ralement  d*un  dixitoie  en  France,  d'apr^s  Texemple  des  c^lonnes 
l^&res  d'une  ancienne  ^glise  d*AngerSy  mais  que  des  inginieurs  anglais 
portent  k  un  sixi^me. 

i2.  Torsion  et  glissemenU  transversaux,  —  Ce  n*est  gu^re  que  dans  la 
torsion  que  les  elements  des  prismes  se  deferment  par  le  seul  glissement, 
sans  dilatation  dans  le  sens  z  de  leurs  aretes,  ni  dans  les  divers  sens  qui 
leur  sont  perpendiculaires.  Faisons,  dans  I'equation  du  3'  degr^  (n) 

avec 

qui  exprime  qu*aucune  dilatation  transversale  n*a  lieu  mdme  dans  les  direc- 
tions intermj&diaires  entre  celles  xeiy\  cette  Equation  se  reduit,  en  suppri- 

mant  une  racine  -^  =  0  ne  donnant  qu*un  minimum,  et  la  racine  negative 


i"') 


_  1  /  6m>      6,j 


On  peut,  pour  simplifier,  remplacer  es  indices  doubles  2^,  zy,  par  ^,  y.  On 
limine  les  limites  7  des  glissemcnts  en  faisant,  G  et  6  ^tant  les  coefficients 
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d*6Iasticit6  tangentielle  de  la  mature  dans  les  sens  x»  y, 

T  T„ 

'•^      G    '         'y      G 

X'  tj 

en  sorte  que  T^,  T^  soiit,  pour  les  raeraes  sensx^y,  des  coefficients  de  cohe- 

zion  tangentielle  ou  d'adliesion,  analogues  au  Tq  (n°  8)  du  cas  d'isolropie. 
On  a  ainsi  : 


i^s/m^m- 


Corame  les  produits  G  g  ,  G  g    peuvent  ^tre  d^termin^s  aii  moyen  des 
coraposantes  ou  des  moments  des  forces  agissant  sur  le  prismo,  on  calculera, 

pour  divers  points  de  chaque  section,  celte  vaieur  (o')  de  ^  (dejji  la  plus 

grande  qu'il  y  ait  en  chaque  point  pour  les  diverses  directions  qui  s*y  croi- 
sent.)  Lorsque  le  point  dangereux,  celui  pour  lequel  (o'j  est  le  plus  consi- 

durable  ou  maximum  maximorum  aura  et6  trouve,  Tequation  -  =  ou  <  1 

0 

de  cohesion  permanente  ou  de  resistance  k  la  rupture  eloign^e  sera 


ip')  i=..on>(^^y+(^-^y; 


les  G^g^,  G  g  ayant  leurs  valeurs  relatives  h  cc  point. 

Lorsque  la  mati^re  du  prisme,  suppos6e  homog^ne,  a  en  outre,  en  chaque 
point,  un  axe  de  symetrie  de  contexture,  ou  lorsqu'elle  est  isotrope  transver- 
salement,  tout  en  pouvant  avoir  une  contexture  ou  une  elasticity  tres  diffe- 
rente  longitudinalement,  on  a,  G  et  Tq  etant  relatifs  aux  sens  transversaux,  et 
g  etant  leglissemcnt  principal, 

G  =G  =:G  ;        T  =T  =T    •,        g]:  +  g!,  =  g\ 

et  les  equations  (o'),  [p*)  sont,  analogiquement  au  cas  d*isotropie  (n*  7) 

Le  point  dangereux,  pour  les  prismes  jouissant  sensiblement  de  cette  iso- 
tropic transversale,  comme  sont  ceux  auxquels  8*appliquent  les  gg  23  k  37, 
est  done  simplement  le  point  du  plus  grand  glissement  principal  g.  On  a 
donne,  au  g  31  relatif  k  la  torsion,  et  surtout  k  sa  note  finale,  remplacement 
de  ce  point  qui  est,  i°  pour  une  section  circulaire,  en  tout  endroit  de  la 
circonference,  2<»  pour  les  scclions  k  contour  convexe,  ainsi  que  pour  uo 
grand  nombre  d*autres,  aux  endroits  du  contour  les  plus  rapproches  du 
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centre  de  gravity,  et^  3<»  pour  quelques-unes,  telles  que  les  sections  en 
double  spatule  comme  celles  des  rails  de  chemins  de  Cer,  en  certains  points 
de  ia  partie  concave  du  contour. 

Ces  considerations  sont  6ga)ement  applicables  si  le  prisme,  au  lieu  d'etre 
torda,  n'esl  soumis  qu'ft  un  effort  trancbarU  qui  fait  glisser  transversalement 
ses  sections  les  unes  devant  les  autres,  coranle  il  arrive  aux  rivets,  aux  gou- 
pilles,  etc.  Mais  TefTet  ainsi  produit  est  presque  toujours  accompagn^  d'exten- 
sions,  compressions  ou  flexions,  et  doit  6tre  calcul6  par  les  formules  (f/),  (z'), 
(a")  ci-apr^s,  des  Cas  complexes. 

13.  Flexion.  —  La  flexion  el^a/e,  ou  en  arc  de  cercle,  dMermin^e  par  des 
forces  faisant  couples  autour  d'axes  transversaux,  et  auxquelles  peut  se 
joindre  une  force  de  traction  ou  de  compression  longitudinale,  ne  consiste 
qu*en  des  dilatations  et  contractions  des  fibres  des  prismes  qui  y  sont  sou- 
mis.  La  flexion  inegate,  qu'op^rent  des  forces  ne  faisant  pas  couples,  est 
toujours  accompagn^e  de  glissements,  dus  k  ce  que  la  composante  trans- 
versale  totale  de  ces  forces  fait  effort  tranchant. 

Lorsque  Tinfluence  de  ces  glissements,  pour  rendre  oblique  aux  fibres 

la  directum  dangereuse  ou  du  plus  grand  rapport  -r,  est  n^gligeable  comme 

il  arrive  le  plus  gto^ralement,  la  flexion  in^gate  se  r^duit,  comme  Tautre, 
k  des  dilatations  et  contractions  longitudinales  diverses  d^  des  fibres,  ayant 
pour  consequences  (§  2)  leurs  contractions  ou  dilatations  transversales 
±  9  d,  comme  si  elles  etaient  isol^es. 

Aussi,  aprdr,  qu*on  a  determine,  sur  le  contour  de  chaque  section,  les 
points  de  plus  grande  dilatation  ou  contraction  longitudinale,  et  la  section 
dangereuse  ou  elles  ont  leurs  plus  grandes  valeurs,  I'^quation  de  cohesion 
se  pose  comme  au  n"^  10  en  ^galant  la  plus  grande  dilatation  longitudinale  k 

D  D' 

•4j  OU,  comme  au  n°  11,  la  plus  grande  contraction  longitudinale  k~,  ^i 

Ton  reconnalt  qu*il  en  r^sulte  une  valeur  plus  grande  du  rapport  ^;  ce  qui 

pourra  avoir  lieu  lorsqu*une  force  de  compression  longitudinale  conside- 
rable accompagnera  les  forces  transversales  faisant  fl^chir. 

(hi  n*aura  m^me  pas  besoiu,  dans  la  flexion,  de  faire  une  distinction  entre 
ces  deux  coefficients  Rq  et  R'q  si,  comme  on  fait  assez  g^neralement,  au  lieu 
de  tirer  leurs  valeurs  d'exp^riences  s^par^es  de  traction  et  de  compression. 
Ton  tire  d^exp^riences  de  flexion  un  coefficient  unique,  ces  experiences  etant 
faites  sur  chaque  matiere,  et  en  appliquant  k  leurs  resultats  des  formules 
oil  il  n'entre  qu'un  seul  coefficient. 

14.  Cas  complexes  oil  il  y  a,  h  la  fois,  traction  ou  compression^  flexion, 

glissement  et  torsion  d'vn  prisme  sollidte  aux  extremit4s  et  dont  les  faces 

UUerales  sont  litres, 

18 
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Comme  on  a  toujours  alors,  on  pent  le  dire,  quels  que  soient  les  rapports 
des  ^lasticit^s  ainsi  que  des  cohesions  en  tons  sens 


(T         =0 


les  deux  derniers  termes  des  Equations  (/)  ou  (tt)  du  troisitoe  degri 
en  -  s'annulent  comme  au  n""  7  ;  et  si  la  contexture  est  ^gale  dans  les  deux 
sens  transversaux  .r,  i/,  en  sorte  que  : 

< 

^r  =  ^.V  =  — I)*^;    ,      ^x~^if    , 

r^quation  se  decompose  comme  celle  [s")  du  m^me  n''  7,  en  une  du  premier 
degr^  et  une  du  second,  qui  donnent  ces  trois  racines 


en  sorte  que  si  Ton  prend  la  troisi^mede  ces  racines  comme  la  plus  grande. 
et  si  la  rupture  a  plus  de  tendance  k  se  faire  dans  le  sens  tongitudiiul : 

que  dans  les  sens  transversaux,  on  a,  en  faisant  cette  racine  -r  ^^ale  k  \,  ct 

0 

qui  est  sa  valeur-limite,  et  en  multipliant  par  ^,,  T^quation  suivanto,  de 
coUi&sion  perraanente  : 


(r')     ^=rou> 


{{'-^'f^'^As/  {'■^'>f]+fy^+^\>)^ 


dont  celle  (r)  du  n^"  7  (ou  de  1858)  estun  cas  particulier. 

Mais  on  pent  en  ^tablir  une  de  m^me  forme,  plus  g6n<^rale  encore,  li 
sufTit,  en  effet,  pour  la  rMuction  de  T^quation  {/)  ou  (n)  au  second  degr^, 
qu'on  puisse  prendre 

»*'  =  t;^  sans  qu'on  ait  c)  =<)    ,    9  =8    . 

jr  ,j  *  » 

Et  Ton  pent  mSme  6tendre  cette  equation  du  second  degr^  Irds  approxima- 
tivemenl  k  des  cas  oA  la  contexture  est  un  peu  autre  suivant  les  y  que  sui* 
vant  les  x  en  romplaQant,  dans  T^quation  du  troisi^mo  degr^  (n),  les  deui 

rapports  7-,  j^,  supposes  n'^tre  pas  tr(>s  difli&renis,  par  leur  moyenne  : 

a-     y 


Kk^'^ 
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L'^uation,  en  effet,  se  ddcomposera  encore  et  pourra  s'^crire  : 

«P-:-ft4:)]|r-»P-Kl^r:)]-(|4:)h- 


Glle  donnera  ies  trois  solutions  : 


(V)  M 


=i\k^i(km-\/m(k^wM 


La  seconde,  (i/'),  celle  ou  le  radical  a  ie  signe  — ,  est  k  rejeter,  car  si  elte 
est  positive,  sa  valeur  est  toujours  moindre  que  celle  de  la  troisidme  oili  il 
a  le  signe  -j~  •  ^^  premiere  {t')  n'est  positive  et  k  choisir  que  Iorsqu*il  y  a 
une  forte  contraction  longitudinale  engendrant  des  dilatations  transversales 
dangereuses  ou  faisant  craindre  T^crasement.  Dans  tout  autre  cas,  c*est  la 

Iroisidmc  qu*il  faut  prendre,  et  nous  allons  la  considSrer  uniquement. 

1 
On  a,  I)  et  9'  ^tant  des  fractions  dont  la  valeur  est  -r  quand   il  y  a  iso- 

tropie  complete : 

<)  =  — i)c)    ,        D  =  — n'3    , 
Faisons 

et,  conune  aux  nuni6ros  pr^c6denls  : 

>  -^0         ^  _!=?         ^  -.Iff  . 
%—  K   '         *^~G    '         V/~G    ' 

nous  aurons  T^quation  g^nerale  : 

On  pent  y  mettre,  pour  la  valeur  de  Ed^  relative  k  chaque  point  (x,  y,  z), 
Texpression  suivante»  comme  on  a  vu,  d*apr6s  Ies  Equations  (63  a),  p.  147, 
et  (86),  p.  149  et  194  et  k  la  Note  du  g  29  relative  k  ces  Equations  (86), 
p.  196,  (et  comme  on  verra  aussi  k  la  fin  du  g  63), 


1  /        M„        M     \ 
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P^  6tant  la  fraction  longitudinale  du  prisme,  tr  Taire  de  la  section  d<ml 
Tabscisse  est  z^  M,  et  H,  les  sommes  des  moments  des  forces  extMenres 

autour  des  axes  d*inertie  de  la  m^rae  section  suppose  paralUles  aux  y  et 
aux  X,  et  V  (r,  x<  (t  6tant  les  moments  d'inertie  de  son  aire  autour  des 
m^mes  axes. 

Gomme  la  thiorie  expos^e  aux  gg  pr^c^dents  donne  le  moyen  d'exprimer 
aussi  6.  g^,  G„  g^  en  fonction  des  forces  qui  agissent  sur  le  prisme  et  de 

*       *  9      9 

ses  dimensions,  et  aussi  des  coordonn^es  s,  Xj  y  de  ses  points,  T^uation 

(^  scrvira  k  trouver  la  section  dangereuse  et  le  point  dangereux  ou  •?  est  le 

plus  grand.  Une  fois  ce  point  determine,  T^quation  de  coh^ion  permanente 
sera  celle  («'),  debarrass^e  de  ce  premier  facteur  qui  ne  donne  que  (H)  rare- 

ment  applicable,  et,  ensuile,  specifi^e  pour  t  =  i ;   c*est-&-dire   T^quatioa 

suivante  {a"),  ou  nous  meltons  =  ou  >>  au  lieu  de  =  seul,  parce  que  i)| 
6tant  toujours  plus  petit  que  1,  le  premier  membre  augmente  lorsqu*on  y 
met  soit  pour  9^,  soit  pour  les  g,  des  valeurs  au-dessous  decelles  qui  salis- 

font  exactement  k  {%')  et  qu*ils  ne  doivent  jamais  d^passer  : 

-  (-x-)('-?)-(W-(^)=»>«- 

Les  Equations  (y')y  (2',)  [a")  (donn^es  en  i854  au  H^moire  sur  la  torsion, 
et  en  suite,  en  1864,  aux  notes  do  la  3*  Edition  de  Navier)  me  paraissent 
contenir  ce  qui  a  6t^  donn^  de  plus  g^ndral  sur  les  conditions  de  resistance 
permanente  des  prismes  soUicit^s  aux  extr^mit^s.  Vu  la  substitution  faite, 

aux  rapports  —)  -^^^  de  leur  moyenne,  ellcs  ne  sont  des  consequences  touf 

0     0 

X      y 

h  faitexades  de  notre  Equation  du  3"  degr^  (yi),  que  dans  le  cas  d*egale 
contexture  traneversale  ou  il  n'est  pas  besoin  d'une  pareille  substitution, 
car  ces  rapports  sont  alors^gaux.  Alors  on  a 

^         RE 

J*  Z       X 

Bfais  rien  n'omp^che  d*cn  etendre  Temploi  au  cas  ou  la  contexture, 
qui  pent  eire  Ir^s  differentc  dans  le  sens  longitudinal  et  dans  les  sens 
transversaux,  offrirait  aussi  dans  ces  derniers  sens  quelque  l^g^re  dif- 
ference ;  car,  au  mSme  litre  qu*on  a  pu  adopter,  pour  repr^senter  la 
loi  inconnue  de  variation  des  limites  de  dilatation  6n  divers  sens,  la  rela- 
tion (A)  ^^=^^c*H-^yC^-h^^c',  qui  a  conduit  a  Tequalion  generate   du 

troisieme  degre  (n)  en  - ,  applicable  t  des  corps  de  toute  forme,  Ton  peut. 
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pour  le  cas  restreint  des  corps  allougte»  qui  nous  occupe,  adopter  T^qua- 
tion  du  second  degr^  (8')«  exprimant  une  loi  non  moins  plausible,  et  satis- 
faisant  non  ihoins  bien  k  la  continuity  des  variations  des  quantit^s. 

15.  Applications.  —  Nous  ne  pouvons  que  renvoyer  au  Memoire  de  i854 
surla  torsion  [Sav,  etr.<,  t.  XIY)  ainsi  qu'aux  longues  notes  des  n"*"  d54  et 
d56  de.l'&dition  de  1864  des  Le^ns  de  Navier»  pour  les  nombreuses  appli- 
cations que  nous  avons  faites  des  Equations  (t/'),  (a^,  et  les  formules  prati- 
ques que  nous  en  avons  d^duites. 

Rapportons-en  toutefois  ici  quelques-unes. 

a.)  Cyiindre  d  base  circulaire^  sdlicite  d  la  fois  d  la  flexion,  h  la  tormn  et 
a  Vextension,  —  La  flexion  6tant  suppos^e  d^termin^e  par  une  force  trans- 
versale,  la  section  dangereuse  sera  celle  pour  laquelle  cette  force  a  le  plus 
grand  bras  de  levier.  Soient  M  son  moment  autour  d*un  rayon  de  cette  sec- 
tion, H'  le  moment  des  forces  autour  de  Taxe,  P  la  force  de  traction  longi- 
tudinale,  ?*  le  rayon  inconnu  que  devra  avoir  le  cyiindre  pour  r^sister  k  ces 
divers  efforts.  Le  point  dangereux  est  tout  connu  ;  il  sera  sur  la  circonf^ 
rence  de  la  section  la  plus  expos^e.  Faisant,  dans  Texpression  [z'\ 

P  =P  ,      M  =M  ,      M  =0  ,      <»  =  w«  ,       x*a  =  2i,-x  =  r, 
z  y  X  4 


on  a 


EO    =  ^-r  H r  • 


On  a  aussi 


V  (   T     )  "^  (  T    )  ~  T"  •      ^*  *®  maximum  de    Gg  =  -j r 


r^ 


Substituant  dans  (a*)  on  a 


{^-^-i^)  \}  +  ■» {^,  +  5^)]"  (^0)''=''  ' 


ou 


[if]  (Roi.r^-Pr-4M)  (Rotrr»  -f  i)Pr  -f  49W)-4M'«  (J^)  =0  . 

equation  du  sqcond.degri  en  P,  ou  .M»  ou  M\  si  c*est.  eux  dont  on  cherche 
les  limites  supirieures,  r  6tant  suppose  donn^ ;  et  elle  est  du  sixi^me  degrS 
en  r  si  c*est  ce  rayon  dont  on  cherche  la  limite  .inr^rieure^  quand  les  forces 
etles  moments  sont  donnas.  On  peut,  dans  ce  dernier  cas,  la  r^soudre  numi- 
riquementt  $aM .  la  devdopper^  ^n  employant,  par  appi'oximations  succes* 
8ives»  la  vieille  el  si  naturelle  m^thode  de  double  fausse  position  (El  Khataim 
des  Indiens),  que  Cardan  appelait  avec  justice  la  Rigle  d^or^  et  qui  est  aussi 
si^ro  que  prompte,  puisque  chaque  operation  offre  une  verification  des 
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dp^rations  pr^c^dentes,  en  sorle  qu'elle  est,  sous  tous  les  rapports,  bien 
preferable  h  la  m^thode  dite  de  Newlon,  coiiservee  dans  les  programines 
d  etudes»  et  y  figurant  m^me  encore  seule. 

On  pent  donner  h  cette  equation  une  autre  forme  : 

Soient  r',  r",  r"',  les  valeurs  qu*il  faudrait  respectivement  donner  au 
rayon  r  si  le  cylindre  etait  seuleinent  sollicit^  k  s^^tendre ,  k  fl^cliir,  a 
loidrc.  Comme  on  trouverait : 


'  """ H..  rj'-'  '  '  ~  it..  ^1  "••  '  *       T..  7:1^'^^  ' 


on  a,  en  eliminant  P,  M,  M'  dans  I'^qualion  (c"j 

d  ou  Ton  tirera  la  valeur  k  donner  au  rayon  r  du  cylindre  pour  qu*il  resiste 
d*une  mani^re  pernianente  k  tous  ces  efforts  r^unis. 

Ordinaireinent,  Teffet  de  la  tension  longitudinale  est  relativenient  faible. 
Si  done  Ton  efface  les  ternnes  en  P  ou  si  Ton  fait  r''  =  0,  l'6quatiou  se 
resout  alg^briquement  et  donne 


^e^)  r'  =  LJ  r*3  -i-  ^  (^^  1-'^)"  -f  (. 


■>i'',\ 


Un  calcul  prouve  que  pour  des  valeurs  tr^.s  varices  du  rapport  de  r"'^* 

r"^y  le  rapport  der^soit  k  Tun,  soil  k  Tautre,  est  presquc  le  m^me,  soit  quVn 

1       1         i 
fasse  9  =  r  ou  2t  ou  ^ .  On  pourrait  done,  quand  la  matiere  n'ofTre  pas  une 

tr^s  grande  difference  d*exlensibilite  dans  le  sens  longitudinal  et  dans  les 
sens  transversaux,  faire,  dans  toutes  les  forinules  ci-dessus 


I 
0-  0.-  :^ 

ce  qui  donnerait  ici  : 

8 


r~^r---,-y/^?r''i)j'-f-  (,"^1'. 


fr.)  Prisme$  sollicUes  de  meme.  —  Pour  une  autre  section  que  ie  cerclo,  Ic 
calcul  est  sensiblement  plus  compliqu^.  Le  point  dan^ereux  sera  g^ntode- 
ment  sur  le  contour,  mais  ni  k  I'endroit  oCi  il  serait  avec  la  traction  et  U 
Hexion  seules,  ni  k  celui  ou  il  se  trouverait  plac6  si  la  torsion  £tait  seule  : 
il  faudra,  pour  le  determiner,  se  servir  des  formulas  d^duites  des  conside- 
rations des  g§  precedents,  surtout  du  g  31  et  de  sa  note,  qui  peuvent  donner 
les  glissements  composants  g  ,  g   en  tous  les  points  du  contour,  et  iher- 

w 

cher  celui  ou  ^,  donne  par  la  formule  (y^)  avec  (%')  pour  ED^,  a  la  plus 
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graiide  de  ses  valeurs ;  ce  k  quoi  on  pourra  employer  une  m^lhode  de 
fausse  position  applicable  k  la  recherche  des  maxima  et  minima,  qu'ou 
trouve  expos^e  au  g  34  de  la  note  du  n''  156  de  I'^dilion  de  i864  de  Navier, 
p.  318.  L'6quation  de  cohesion,  propre  k  fournir,  par  resolution  algebrique 
ou  numerique,  ou  les  dimensions  h  attribuer  aiix  sections,  ou  les  limites  k 
imposer  aux  forces  appliqu^es  aux  extr^mites,  sera  i'^quation  {a")  en  y 
mettaiit  pom*  ES^,  ainsi  que  pour  G^  g^,  G  g  ,  leurs  valeurs  relatives  au 

point  ainsi  trouv^. 

c.)  Piece  courte  soUicite'e  en  mime  temps  d,  la  flexion  et  au  cisaillemeni.  — 
Dans  toute  pi^ce  Archie  inegalement  (n®  13),  les  glissements  transversaux 
courbent  en  doucine  les  sections  primitivement  planes  et  normales  aux 
fibres ;  en  effet  ces  sections  doivent  prendre,  sur  la  fibre  centrale,  une  cer- 
laine  inclinaison  qui  s*annule  quand  on  passe  aux  fibres  du  bord,  car  on 
demontre  que  les  surfaces  courbes  affect^es  par  les  sections  doivent  rester 
normales  aux  faces  lat^rales  de  la  pi^ce.  De  cette  maniere,  le  plus  grand 
glissement  a  lieu  au  point  de  chaque  section  ou  pr^cis^ment  la  dilatation 
due  k  la  flexion  est  nuUe,  s£(voir  au  centre  de  cette  section;  et,  par  centre, 
le  glissement  est  nul  pr^cis^ment  aux  endroits  du  contour  oil  la  flexion 
dilate  le  plus  les  fibres.  De  cette  consideration  et  d*un  catcul  detailie  qui  a 
ele  fait  sur  plusieurs  exemples,  il  resulte  qu*il  convient  d'estimer  separ^- 
ment  les  dimensions  qu*il  faudrait  donner  aux  sections  si  elles  avaient  k 
resister  k  la  flexion  seule,  puis  au  glissement  seul,  pris  k  son  maximum 
qui  est  au  centre  des  sections;  et  k  prendre  finalement  le  plus  fort  des  deux 
risultats  de  ces  estimations.  C'est  ce  qu'on  fera,  par  exemple,  pour  calculer 
les  dimensions,  vers  leurs  extrSmit^,  des  pieces  qui,  sur  le  reste  de  leur 
longueur,  ont  la  forme  d'egale  resistance  k  la  fleiion. 

17.  Mais  certaines  sections  sont  astreintes  k  rester  planes.  Telles  sont 
belles  d*enca8trement  solide,  et  celles  qui,  se  trouvant  au  milieu  de  pieces 
Qechies,  n*ont  pas  plus  de  raison  de  sMncliner  et  de  se  courber  d'un  c6le 
que  de  Tautre.  Pour  ces  sections  toutes  particulieres,  quand  il  y  en  a,  on 
peut  regarder  le  glissement  g  comme  k  peu  pr^s  le  m^me  en  tous  leurs 
points,  et  Gg  comme  ^gal  au  quotient,  par  Taire  a  de  la  section,  de  Veffort 

tranchant^  soil  P,  qui  produit  ce  glissement  de  la  section.  Hetlant  dans 

p 

les  equations  (y')  el  (a")  cette  valeur    -  de  G^g^  et  annulant  G^g^^,  on 

aura  ce  qu'il  faudra  pour  calculer  les  valeurs  de  -r  el  pour  I'^quation  de 

0 

cohesion. 

Soit,  par  exemple,  une  piece  horizoutale,  encastreo  par  un  bout,  soUici- 
tee  ill  Tautre  par  un  poid&;  appelons : 

a,  la  longueur  de  la  piece  supposee  cylindrique  ou  prismatique, 

P,  le  poids  qui  la  sollicile  ainsi  a  flechir  et  qui  fait  aussi  effort  tranchant 
sur  toutes  ses  sections, 

ff«  su  section,  I  sou  moment  d'inertie  autour  de  la  ligne  borizontale  tra- 
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vers6e  par  les  fibres  invariables,  et  qui  est  supposie  un  des  axes  prin- 
cipaux, 

v\  la  demi-hauteur  de  cette  section  si  elle  est  sym^triquement  partagee 
par  cctte  horizontale,  ou,  plus  g^n^ralement,  la  distance  entre  le  plan  ho- 
rizontal des  fibres  invariables  et  la  fibre  la  plus  tendue, 

d,  la  dilatation  de  cette  fibre, 

g,  le  glissement  qui  a  lieu  sur  sa  base,  ou  Tinclinaison  que  prend  I'ar^te 
ou  la  fibre  sur  cette  base, 

9,  le  rapport  entre  la  contraction  transversale  de  la  m^me  fibre,  dans  le 
sens  v\  k  cette  m^me  dilatation, 

H  ==  Pa,  le  moment  de  flexion  sur  la  m^me  section  d*encastrement, 

?^,  la  plus  grande  dilatation,  qui   aura  lieu  dans  un  sens  oblique,  eo 

vertu  de  la  dilatation  longitudinale  d  et  du  glissement  g, 
E,  le  coefficient  d*elasticit6  d*extension, 
G,  cclui  d*Slasticit6  de  glissement, 
/9,  le  rayon  de  courbure  de  Taxe  de  la  piece,  k  Tencastrement. 

II  r^sulte  des  nombreuses  experiences  de  MM.  Werllieim  et  Chevandier, 
sur  des  bois  de  toute  essence  (Memoire  sur  les  proprietes  mecaniquet  des 
boist  du  5  octobre  1846,  imprim^  en  1847  aux  Ann,  de  ch.  et  ph;  tableau 
n""  XVI,  colonnes  8, 9, 10, 11  pour  T^lasticit^,  et  12,  13, 14  pour  lacohteion) 
que  le  coefficient  d'61asticit6,  E^  dans  le  sens  longitudinal  ou  des  fibres  est, 

suivaut  les  essences  et  les  ^chantillons,  5  fois,  20  fois  plus  grand  que  le 
coefficient  d*61asticit6  E^  ou  E  dans  les  sens  transversaux,  et  que  les  cohe- 
sions instantanees^  c*est-S-dire  les  charges  R,  capables  de  faire  rompre, 
suivent  des  rapports  analogues;  d*ou  r^sulterait,  si  Ton  admetque  les cohc* 
sums  permanenies  R^  ont  entre  elles  les  m6mes  rapports   que  celles-ci, 

que  les  limites  -pr  =  ^,  (n**  7)  a  imposer  aux  dilatations,  peuvent  etre  regar- 

d6es  comme  k  peu  pres  les  m^mes  dans  les  divers  sens,  ou,  du  moins,  que 

Ton  ne  commettra  pas  d'erreurs  tr^  sensibles  en  les  supposant  ^gales  dans 
les  calculs  pratiques. 

Faisous  done,    dans  T^quation  (f'),  ^=^,  =  5^  =  ^;,  7^=7  =.  2v«5^i 

z=2^9sOy  =  id;  supposons, de  plus,  I'isotropie  transversale, ou  5^.  =  ?y = 

—  9ds  =  —  9d;  cette  equation  deviendra  pareille  &ia  troisi^me  (<)dun*  T, 

E  15 

sans  qu'il  faille  pour  cela  donner  &  9  et  ^  tt  les  valours  j  ^^q^^  ^^  ^*^^ 

tropie  complete,  que  le  n^  suivanl  8  leur  attribuc.  En  cfTet  nous  ne  suppo- 
sons nullement  ici,  k  beaucoup  pr^s,  que  la  contexture  de  la  mati^re  soit 
la  m^me  dans  le  sens  longitudinal  et  dans  le  sens  transversal.  Cette  6qua< 
tion  sera  done 
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Or  on  a,  par  la  th^orie  de  la  flexion, 


(h-) 


P 


P 


d*oik 


D= 


EI 


£t»  comme  on  suppose  que  la  section  d'encastrement  reste  planQ>  onu 


1.—        A  — -L     EI  _  E     I 


23  ""Ga   2FflP'~"2G  aar' 


Done 


'.=t1^+^vA+[ 


E 


2(i  +  9)G, 


J  (iiavO 


Lorsque  la  contexture  est  la  m^me  dans  le  sens  longitudinal  qiie  dans  les 

sens  transversaux,  on  pent  prendre  i)  =  T*r=='a^q7rTrTc  ^^^' 

Mais  cette  isotropie  complete  est  rare;  elle  n*existe  pas  pour  les  m^taux 
laming,  et  les  bois  sont  encore  plus  loin  de  rofTrir. 

U  rfeultedes  calculs  fond^s  surquelques  donn^es  exp^rimentales  cities  k 
la  Note  de  la  fin  du  §  16,  et»  pour  suppleer  k  leur  petit  nombre,  des  suppcK 
silions  plausibles  fondles  sur  des  considerations  tli^oriques  que  nous  avons 
d^velopp^es  k  la  mdme  Note,  qu'on  peut  prendre  : 


ii'Y 


D'ou 


E 
Pourg^ 

X 

9 

E 
G 


t 


J_/AV 
I +  9  Viae; 


]•= 


1 

1,5 

2 

5 

10 

lo 

20 

40 

0,25 

0,30 

0,34 

0,48 

0,60 

0,65 

0,70 

0,80 

2,5 

3,0 

3,8 

6,6 

11 

15 

18 

36 

i 

1,331 

2,011- 

4,973 

11,816 

20,657 

28,026 

100 

0,035 

0,048 

a,  075 

0,204 

0,525 

0,047 

1,323 

5 

80 


0,85 


66 


518,27 


16,35 


L  avant-derniire  ligne  donne  les  valours  numiriques  k  attribuer  au  pre- 
mier facteur  du  second  terme  sous  le  radical  de  [i"), 

Lorsque  la  section  dc  la  pi^ce  sera  un  rectangle  de  largeur  b  et  de  liau* 
teur  c,  on  aura 


be 


I^yj,    o=bc  .     v^=^-^. 


Le  deuxi^rae  facteur  du  second  terme  sous  Ic  radical  sera  ainsi, 


(*') 


oav' 


w        t 

oa 
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et  Ton  aura 

La  condition  de  resistance  est  que  E  d^  egale  tout  au  plus  R^  du  n*  7.  Oo 
aura  done,  pour  T^quation  de  cohesion 


Comme  -^  est  geu^ralenient  petit,  ce  ne  sera  gu^e  que  pour  ies  grindes 

0  €i 

E,  E 

valeurs  de  ?r  ou  de  ;^  que  le  second  terrae  sous  ie  radical,  mesurant  1  m- 

fluence  du  glissement,  sera  notable,  et  que  la  quantite  entre  accolades  difle- 
rera  sensiblement  de  Tunit^. 

Au  reste  si,  ce  qui  arrivera  le  plus  souvent,  le  second  terme  sous  le  ra- 
dical n*exc^de  pas  ^9  on  peut  d^velopper  le  radical,  ce  qui  donue 


„=.„>^;j,.,-f,(i)-gY 


Les  valeurs  du  coeflicient  de  (- j  dans  le   second  terme  entre  accolades 

sont  donnees  par  la  derniSre  ligne  du  tableau  ci-dessus. 

d.)  On  trouvera,  dans  les  deux  rapines  ouvrages  cit^s  (H6moire  sur  la  tor- 
sion, et  Edition  de  i  864  annot^e  des  Lei^om  de  Navier)  les  couditions  de 
resistance  permanente,  ^tablies  de  mdme, 

d*un  rivet  pos^  ^  cliaud,  et  qui,  dans  la  construction  en  tdle  ou  il  est  em- 
ploy^,  se  trouvesoUicite  k  la  fois  k  Textension  et  au  cisaillement ; 

d*un  rais  de  roue,  pi^ce  toujoui*s  comprim^e  longitudiualeinent,  et  solU- 
cit^e  k  son  milieu  k  la  rupture  par  glissement  transversal  (probl^me  propose 
par  Poncelet) ; 

d*un  arbre  de  couche  soUicit^  k  la  fois  i  la  flexion  et  k  la  torsion,  par 
deux  engrenages  ou  deux  courroies  agissant  sur  lui  en  deux  sens  oppo- 
ses, elr. 
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g  38.  —  Gomparaison  d«  oatto  thtoiia  asalytiqad  d«s  dtforma- 
tioas  at  das  rMstancei  das  pidcas  solidas  avoo  la  thtorie  ordl- 
aaira.  —  Basas  d'applications  ultArianras. 

Les  idees  sur  lesquellcs  on  base  la  th^orie  ordinaire,  telle  qu*elle 
est  appliquee  dans  la  pratique,  sont  essentiellement  diff^rentes  de 
celles  qui  nous  ont  dirig<^  dans  les  recherches  ci-dessus.  Si  done  Ics 
resultats  sont,  pour  une  grande  partie,  en  reniarquable  concordance, 
on  doit  en  conclure  que  ccs  deux  theories  nc  s*£cartent  pas  essentielle- 
ment du  possible,  et  qu*elles  raminent,  d'une  mani^re  approximative 
ct  heureuse,  tout  probleme  k  un  autre  plus  simple  qui  pent,  k  la  v^rite, 
en  differer  Idgirement,  mais  sans  que  la  substitution  de  Tun  a  Tautre 
implique  contradiction. 

Cela  s*applique  specialement  au  probleme  de  la  flexion.  Dans  la 
Ihdoric  ordinaire,  on  part  de  cette  hypothese  fondamentale  qu'il  est 
permis  de  considerer  toutes  les  sections  transversales  originairement 
planes  comme  restant  planes  apres  la  ddformation,  et,  de  plus,  de  re- 
garder  ces  sections  planes  comme  restant  norinales  aux  fibres  cour- 
bees.  On  a  vu,  par  ce  qui  precede,  que  ces  deux  hypotheses  sont  loin 
de  se  viriGer  dans  la  r^alit6.  En  outre,  si  Ton  examine  la  chose  de  plus 
pi'te,  on  voit  imm6diatement  que  ces  m(imes  hypotheses  entralneraient 
necessaireinent  la  disparition  des  tensions  lat^rales  t  ,  t  ,  ce  qui  est 

lout  a  fait  incompatible  avec  Texistence  d*une  force  agissant  a  Textre- 
mU(i  de  la  tige,  parall^lement  a  la  derniiire  section  transversalc. 
Mais,  de  plus,  la  th^orie  ordinaire  porte  d'avance  en  elle-mdme  Tem- 
preinte  de  limperfection,  car  lorsque  Ton  veut  exprimer  Tdquilibre 
d'une  portion  de  tige  comprise  entre  une  section  transversalc  quel- 
couque  et  la  section  transversalc  d'exlremite  libre,  on  obtient,  par 
cette  theorie,  une  Equation  qui  en  constitue  la  base  essentielie  et  qui 
eiprime  que  la  partie  consid^ree  du  corps  ne  puisse  pas  tourner 
autour  du  centre  de  gravity  de  cette  section  transversalc  quelconque. 
Mais  on  sait  que,  mc^nie  en  supposant  qu'il  y  ait  symetrie  par  rapport 
au  plan  de  flexion,  il  faut  toujours  trois  Equations  pour  d^finir 
Tequilibrc  d'un  corps  ou  d'une  portion  de  corps  sous  Taction  de  forces 
cxt^rieures;  on  negligeait  done,  jusqu'a  present,  deux  de  ces  Equa- 
tions. 

Pour  remedier,  dans  une  certaine  mesure,  a  cette  imperfection,  on 
abandonnaThypothese  primitive,  savoir  :  que  dans  une  flexion  produite 
pai  une  force  agissant  dans  la  section  transversalc  libre  et  parallde-^ 


284  CQAP.    II.    —   CORPS   GTLINPRIQUES  EN   6£n£RAL. 

ment a  cette  section,  la  ligne  des  centres  de  gravity  des  diverses  sections 
n'^prouve  ni  extension  ni  compression.  On  admit  qu'il  ne  se  produi- 
sait  aucune  tension  longitudinale  entre  la  ligne  des  centres  de  gravite 
et  une  ligne  dite  neutre  rdunissant  les  uns  aux  autres  tons  les  points 
ou  il  ne  se  produisait  aucune  tension,  car  les  tensions  autres  qile  celles 
qui  s'exercent  longitudinalement  sont  laissees  de  c6t6  par  cette  theorie. 
Par  rintroduction  de  cette  ligne,  on  arrivait  a  6tablir  une  seconde  con* 
dition  d*^quilibre  {*);  et  il  en  manquait  encore  une.  Mais  la  thtorie  ci- 
dessus,  qui  est  rigoureuse,  d^montre  Timpossibilite  d'admettre  que  la 
ligne  neutre,  ou  de  tension  longitudinale  nulle,  soit  diiT^rente  de  la 
ligne  des  centres  de  gravity  des  sections.  On  a  yu,  lorsque  la  fora* 
appliqu6e  transversalement  a  la  tige  est  parallMe  a  un  des  deux  axes 
principaux  de  la  section  transversale,  que  les  points  d*6gale  tension 
longitudinale  se  trouvent  sur  des  cylindres  hyperboliques  ayant  pour 
asymptotes  des  plans  qui  renferment  les  points  ou  aucune  tension 
longitudinale  ne  s'exerce.  Ces  plans  sont  la  surface  d'extrimit6  libre, 
et  le  plan  qui  est  men6  par  la  ligne  des  centres  de  gravity  et  le  second 
axe  principal.  Ainsi,  la  ligne  neutre,  ou  mieux,  la  surface  neutre  coin- 
cide avecle  plan  men6  par  la  ligne  des  centres  de  gravity,  perpendi- 
culairement  au  plan  de  flexion.  (**) 


(*)  Glebsch  fait  sans  douto  allusion  k  quelques  tentatives  faites  en  Altemagne  et  inconnutt 
en  France,  tentatives  dont  il  va  aussitdt  signaler  Tiirationalit^  en  m^me  temps  temps  que 
nnutilit^. 

{**)  Les  hyperboles,  coupes  des  cylindres  dont  Tauteur  paric  ici,  sont  celles  de  la  page  164 
et  non  celles  de  la  page  161  ci-dessus. 

Leur  consideration  me  paralt  inutile  k  invoquer  pour  prouver  que  la  ntrface  neutrt 
coincide  avec  le  plan  zy,  vaenk  par  la  ligne  %  des  centres  de  gravity  des  sections  et  par  la 
perpendiculaire  y  au  plan  xz  de  flexion,  car  d^j^  I'auteur  a  prouvd,  p.  163,  que  Icm  fbm 
iituSes,  avant  la  flexion,  dans  ceplan  yz  ne  mbitfent  ni  extension  ni  eompreuion, 

C*est  ce  qui  r^uUe  ^galement  de  la  thterie  dite  ordinaire,  ou  fondte  sur  la  supposilioB 
que  les  sections  restent  planes  (ce  qui,  comme  I'observe  I'auteur,  peut  £tre  approximative- 
ment  admis  lorsqu'il  nest  question  que  de  flexion  sans  torsion,  et  que  les  prismes  ont  une 
longueur  tr^s  grande  par  rapport  k  leurs  dimensions  (ransversales).  En  efTet,  les  portions 
egales  de  fibres  contenues  entre  deux  sections  voisines  primitivcment  paralldes  ont  pris, 
lorsque  les  plans  de  ces  sections  sont  devenus  l^^reroeut  obliques  I'un  k  Taatre,  des 
allongements  et  des  accourcissements  toujours  proportionnels  a  leui*s  distances  de  celles 
qui  n'en  ont  ^prouv^  aucun ;  et  comme,  suivant  une  remarque  que  Parent  a  faite  aiant 
Coulomb  et  Navier,  I'^quilibre  de  translation  longitudinale  exige  qu'on  ait  z^ro  pour  la 
sonune  alg^brique  des  tensions  et  pressions  qui  leur  sont  proportionnelles,  il  Taut  bien 
qu'on  ait  zdro  aussi  pour  la  Somme  alg^brique  des  produits  des  elements  saperficiels  de  la 
section  par  leurs  distances  k  la  ligne  coupde  par  les  fibres  qui  ne  sont  ni  comprimtes  ni 
dtendues,  ce  qui  exige  bien  que  cello  ligne  passe  par  le  centre  de  graTiti  de  la  sedioa. 

Sans  recourir  k  la  supposition  bizarre  k  laquelle  nous  avons  remarqu^  tout  k  I'lieure  que 
Glebsch  fait  allusion  en  la  ddsapprouvant,  on  peut  tr^s  bien  completer  ranclenne  th^ortc 
en.ce  .qni  regarde  lenombre  des  Equations  d'^quilibre  qui  doit  £tre  de  six  au  lieu  de  deui 
settlement.  G'est  ce  quej'ai  fait  (avant  mes  recherches  plus  particuUires  de  1853-1955  que 
ranteur  cite)  dans  on  IKmoire  dont  deux  extraits  (contenant  tout  sauf  la  suite  des  calcals) 
ont  M  ins^^s  aiix  Cwnples  reiidus  des  SO  octobre  et  6  novembre  1843  (t.  XVII,  p.  04)  el 
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II  est  tr&s  remarquable  que  les  Equations  fondarnentales  qui  resul- 
tant de  la  considSralion  des  moments  de  rotation  se  relrouvent  dans 
la  tWorie  rigoureuse.  Je  veux  parler  des  Equations  (64),  p.  149, 
qui,  apr^s  la  substitution  pour  a^  a,,  6^  6,  de  leurs  valeurs  (86), 
p.  194,  en  fonction  des  sommes  A,  B  de  composantes,  et  des  sommes 
A',  B'  de  moments  des  forces  extferieurcs,  prennent  les  formes  sui- 
yantes : 


i}Hi 


ExvS  =  -A'  — B«. 


Les  seconds  membres  ne  reprisenlent  rien  autre  chose  que  les  mo- 
ments de  rotation  des  forces  donn^es  par  rapport  aux  axes  principaux 
de  la  section  transversale  qui  se  trouve  h  la  distance  z  de  I'extr^mit^ 
fix^e.  Pour  le  mettre  en  Evidence,  imaginons  que  nous  appliquions, 
k  Torigine  des  coordonnies,  des  forces  ^gales  k  toutes  les  compo* 
sanies  X  at  Y  des  forces  donn6es,  et  en  mftme  temps  des  forces  6gales 


i020).  J'y  supposais  que  les  sections  s'inclinent  un  peu  sur  Taie  de  la  pito,  au  lieu  de  lul 

rester  exactement  normales ,   et  qu'elles  se  gauchissent  en  paraboloide   hyperbolique, 

comme  dans  le  prisme  rectangle  tordu  d'apr^  la  solution  de  Cauchy,  ce  que  j'ai  reconnu, 

depois,  n'dire  tout  k  fait  exact  que  pour  le  cylindre  elliptique.  Cela  perinettait,  outre 

r^uation  d*^uilibre  de  forces  longitudinales,  d'en  poser  deux  de  forces  transversales  ou 

efforts  tfanchants,  et  de  poser  aussi,  pour  la  premiere  fois,  trois  Equations  de  moments 

dont  deux  de  flexion  autour  des  axes  priucipaux  des  sections,  ce  qu'a  fait  aussi  Clebsch,  , 

comme  on  toU  dans  ce  liTre  de  i852,  et  ce  qu'ont  fait  6galement,  depuis,  M.  Kirchhoff  j 

(1850),  HM.  Thomson  et  Tait  (Natural  philosophy,  i867),  et  M.  Resal  (TraiU  de  micanique 

gin&ale,  1874).  Ce  m6me  m^moire  de  1843  embrassnit,  comme  on  pent  Toir»  les  pieces 

&  double  courbure,  et  prenait  en  consideration  un  element  que  Poisson  a  omis  (TraiU 

de  mieanique,  2*  Edition  1833,  n*'  317  et  318),  ce  qui  m'a  permis  d*aborder  la  solution  dc 

plosieurs  probl^mes,  tels  que  la  flexion  qu'on  fait  subir  k  un  anneau  en  courhani  son  \ 

plan,  etc.  On  pent  voir  deux  notes  que  j'ai  ins^rdes  sur  le  mSme  sujet  aux  Csomptes  rendus, 

1*'et  i5  juillet  1844,  t.  XIX,  p.  40  et  181,  ainsi  qu'unc  Mote  de  Biuetetune  de  Wantzell  des 

17  et  24  juin  1844,  XVIII,  1116  ct  1107;  et  aussi  lea  n«'  xx  et  xxj  de   VHislorique  mis  en 

tftte  de  r^dition  de  Navier  cit6e  de  1864;  et  en?ore,une  note  du  22  juin  1863  sur  les  flexions 

et  torsions  que  peuvent  ^prouTor  les  tiges  courbes,  sans  qu'il  y  ait  aucun  changement  dans 

la  premiere  ni  dans  la  seconde  courbure  de  leur  axe  ou  fibre  moyenne  (Comptes  rcndus^ 

22  juin  1863,  t.  tVI,  p.  1150). 

Une  chose  restait  k  faire,  k  savoir  de  modifier  les  Equations  (18),  (10),  (20)  du  6  or* 
lobre  1843  (dont  Tune  a  6t6  reproduite  suus  une  ailire  forme  k  la  fin  du  n*  4  de  la  note  du 
1*' juillet  1844,  p.  45),  de  maniSre  k  les  reudre  applicables  k  la  determination  des  petils 
d^placementa  des  points  de  I'axe  dune  tige  k  double  courbure  ayant  d'nutres  sections 
transtfersales  quelconques  que  des  ellipses^  et  oix  la  petite  influence  des  glissements  trans- 
Teraaux  dus  aux  efforts  tranchants  fOt  Svalu^e  avec  plus  d'exactitude  ou  d*approximation 
que  nous  ne  le  faisions  dans  ces  deux  ann^es-lA,  qui  on^  pr^cM^  celles  de  nos  principales 
recherches. 

C'est  ce  qui  a  6te  fait  le  27  janrier  1870  (Compte  rendu,  p.  144-147)  au  n*  3  d'une  Note 
sur  une  formuU  du  moment  de  torsion,  oii  nous  citons,  en  le  modifiant,  ce  qu'ont  pr^sent^ 
en  1850  et  en  1878  H.  Bresse  et  M.  Resal  sur  le  mSme  sujet. 
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et  de  direction  oppos6e.  Les  composantes  X  ont  pour  somme  A,  les 
composantes  Y  ont  pour  somme  B,  et  ces  forces,  appliqu^es  k  rori- 
gine,  ont  pour  moments  par  rapport  aux  axes  men^s  parall61ement 
kx  elky  par  le  centre  de  gravity  de  la  section  transversale  dont  Tabs- 
cisse  est  2,  les  produits  —  Xz  et  -h  Hz.  Les  forces  dans  la  direction 
opposfie  constituent,  avec  les  forces  donn6es,  des  couples  dont  les 
moments  par  rapport  aux  axes  x  cA  y  sont  B'  et  A'.  Done  B'-r-As  re- 
prfeente  le  moment  de  rotation  des  forces  ext6rieures  autour  de  Taxe 
parall^le  aux  x,  et  A'  -h  hz  lenr  moment  de  rotation  autour  de  Taxe 
parall&le  aux  y.  Ce  dernier  moment  se  trouve  dans  T^quation  prfe^fe- 
dente  avec  ua  signe  contrairc;  mais  il  est  facile  de  voir  que  les  deux 
moments  qui  forment  les  deux  termes  du  second  membre  de  cette 
Equation  deviennent  positifs  si  au  lieu  de  les  compter  dans  le  sens 
tix6  pr6c6demment)  on  les  compte  de  mani^re  k  rcgarder  comme  posi- 
tif  un  moment  tel  quo  la  rotation  correspondante  ait  pour  effet  d'amc- 
ner  Taxe  longitudinal  de  la  tige  vers  Tun  des  deux  autres  axes  positifs. 
D6signons  par  M  ,  M   les  momenls  ainsi  comptes,  les  ^nations 

ci-dessus  deviennent: 


P'u 


(HI) 


Dans  ces  equations,  tt-^^  77-,  d^signent  les  inverses  des  rayons  de  cour> 

bure  des  projections  de  la  fibre  courbe  sur  les  deux  plans  de  flexion. 
En  effet,  les  valeurs  exactes  de  ces  inverses  sont,  comme  on  sail : 

dz"  dz'^ 


ou  Ton  a 

.r'=.r-hw,  y'  =  y^Vy  i'=zz-\-w. 

Mais,  vu  que  x  et  1/  sont  constants  le  long  d'une  m6me  fibre,  on  peal 
poser,  si  Ton  consid&re  z  comme  la  variable  ind6pendante : 

dy_      Iz  dt/ _      li 
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ou,  en  n^gligeant  jr  devant  Tunili, 


• 

daf     i)u 

d^      hv 

d7-r^' 

d*ou,  aussi : 

rfV*      !)z^  ^ 

Ces  demiires  valeurs  sont  bien  celles  des  inverses  des  rayons  de  cour- 
bure,  lorsque,  dans  las  formules  rigoureuses,  on  neglige  devant  runit6 

les  carr^s  des  pelilcs  grandeurs  -p- ,»  -—- 

(t%       (t  2) 

Les  Equations  (117)  sont  d^montrees  seulcment  pour  le  cas  oii  des 
forces  conslantes  agissent  sur  TextremitS  libre.  Ce  sera  une  tdche 
ult6rieure  de  la  th6orie  rigoureuse  de  donner  des  6quations  analogues 
pour  des  cas  plus  g6n6raux.  Jusqu'&  prteent,  on  n'y  a  pas  r^ussi,  et 
on  devra,  en  attcndant/continuer  k  se  servir  de  ces  Equations  lorsque 
des  forces  agissent  k  Tint^rieur  du  corps,  ou  lorsque  des  forces  isol6es 
sont  appliquSes  en  des  points  diff^rents.  II  ne  faut  pas  se  dissimuler 
que  ce  proc6d6  manque  de  rigueur ;  mais  dans  un  des  paragrnphcs 
suivants';  on  montrera  que  lorsque  Ics  sections  transversales  sont  Ivis 
petites,  n  est  cependanl  admissible. 

Remarquons,  encore,  que  dans  Tetablissement  des  Equations  (117) 
que  nous  venons  d*6crire,  et  qui  sont,  disons-nous,  la  i*eproduction 
du  (63  d)  §  28,  combin^es  avec  (86),  §  29,  il  est  express^ment  sup- 
pose que  le  syst&me  des  axes  coordonnSs  coincide  avec  les  axes  prin- 
cipaux  de  la  section  fixe  contenant  Torigine.  Dans  la  th6orie  ordinaire, 
on  se  sert  des  m^mcs  equations  (ou  de  la  mteie  Equation),  mais  pour 
un  sysl^me  quelconque  d'axes  rectangulaires  passant  par  le  centre  de 
gravity,  et  on  d6termine  ce  systSme  de  mani^re  que  Tun  des  moments 
de  rotation  M  ,  M  ,  par  rapport  k  Tun  des  axes,  s'6vanouisse,  de  sorte 

qu*il  ne  reste  qu'une  seule  Equation.  Yoyons  comment  ce  proc6d6  se 
trauve  en  contradiction  avec  les  Equations  (H7)  elles-m6mes,  et  com- 
ment, par  consequent,  il  est  inadmissible  (*). 


(*)  Celte  faute  a  dte  commise  par  Navier  (Legons,  n«»  83  et  117).  EHe  a6U§  8ignal«&e  par 
M.  Persy  qni,  dans  son  eours  de  1834  k  I'^cole  de  Metz,  a  tr^s  bien  remarqud  que  l*^uation 
unique  de  moments,  poste  autoor  de  la  ligne  des  fibres  invariables,  ne  snffisait,  pour  assurer 
r^ilibre  entre  les  forces  int^rieures  et  les  tensions  h  travers  one  section,  qu'autant  que 
cette  Ugne  est  un  de  ses  deux  axes  principanx  d'inertie,  ce  qui  exige  que  le  couple  qui  fak 
IKchir  soil  parall^le  h  I'autre  axe  principal,  i'ai  fait  voir,  dans  mon  M^moire  cit6  d*oc- 
tobre  et  novembre  1843,  et  cnsutte  au  n*  42  de  celui  de  18.^3  sur  la  torsion,  etc.,  que  lorsque 
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Repr6sentons-nous  M  et  M^  corame  les  momenls  de  deux  couples 
tendant  k  produire  des  rotations  autour  des  axes  y  et  x.  D*aprts  les 
principes  connus  de  la  composition  des  couples,  on  pent  les  remplacer 
par  un  seul ;  pour  cela,  on  porte  chaque  moment  sur  I'axe  autoor 
duquel  il  est  pris  (il  faut  observer  que  M^,  ordinairement  n^tif,  doit 

6tre  port6  sur  le  cdt£  ndgatif  de  Taxe  des  x)  et  on  compose  ces  deux 
moments  comme  si  c'6taient  des  forces  :  la  rteultante  donne  en  gran- 
deur et  en  direction  le  moment  et  Taxe  du  couple  r6sultant.  Soit  W 
ce  moment  et  0  Tangle  que  fait  son  axe  avec  Taxe  des  y,  on  a : 

M  =mcosO;  M  ==m8ine. 

y  ^ 

D^signons  par  plan  de  flexion  un  plan  men6  par  Taxe  longitudinal, 
de  telle  sorte  que  la  projection  d*une  fibre  rectiligne  quelconquc  sur 
un  plan  men^  par  Taxe  longitudinal  dans  une  direction  perpendicu- 
laire  k  celui-I^,  reste  rectiligne.  S'il  n'y  a  que  le  moment  M,  autour 

de  Taxe  x,  le  plan  yz  est  le  plan  de  flexion ;  si,  au  contraire,  il  n'y  a 
que  le  moment  M  autour  de  Taxe  y,  c*est  le  plan  xz  qui  devient  le 

plan  de  flexion.  D*apris  la  th6orie  ordinaire,  il  faudrait  que  le  plan 
de  flexion  fdt  toujours  parall^le  au  plan  du  couple  resultant.  C*e$l  oc 
qui  se  produit  effectiTcment  dans  deux  cas  tris  simples  :  d*abord 
lorsque  X=x.  Lc  plan  de  flexion  existe  encore  dans  ces  conditions 
(c'est-&-dire  les  fibres  courb^es  se  trouvent  encore  contenues  dans  des 

plans)  lorsque  le  rapport  tj^  est  ind6pendant  de  p  et  par  suite  lorsque 

Tangle  0  est  constant,  comme  cela  a  lieu,  par  exemple,  lorsque  les 


cette  condition  n'est  pas  rempUe,  on  obtient  facilement  et  sans  erreur  ee  qu'on  cbcrc^* 
c'est-i-dire,  d*abord,  la  direction  inconnue  de  la  ligne  des  fibres  invariables  eteeUe  do 
,plan  de  flexion  (diffdrant  du  plan  de  $oliicilatiou  d  flichir)^  qui  est  perpendiculaire  k  oKte 
ligne,  en  posant  deux  iquation*  de  moments  ou  d*6quilibre  de  rotation  autoor  des  drat 
aies  principaux  d'inertie  de  la  section,  car  1*  en  les  diTisant  Tune  par  Taulre,  on  tro(i«e 
que  le  rapport  entre  la  tangente  de  Tangle  inconnu  fait  par  le  plan  de  Oexion  arec  Tan  de 
ces  deui  axes  tranversaux  et  la  tangente  de  Tangle  connu  que  le  plan  du  couple  soUidtaot 
fait  avec  le  m^me  axe,  est  dgal  au  rapport  des  momenls  d*inertie  de  la  section  auloor  de 
I'autre  axe  et  autour  de  celui-ci ;  et  2*  en  ajoutant  les  carrte  des  deux  mtoes  fquatioas 
di  vista  par  les  moments  d'inertie  qui  y  en  (rent,  on  obtient  ImmMlatenient  la  flexioo 
effective,  sorte  de  r^ultante  des  flexions  partielles  autour  des  deux  axes  principaux.  Et  Too 
se  rend  trte  bien  compte,  d'une  mani^i*e  il^mentaire,  de  celle  flexion  oblique  ou  rf#rH^qoe 
doit  ^prouver  en  giniral  toute  tige  ayant  une  section  dont  les  moments  dloertie  autoor  de 
droites  qu*on  y  trace  par  son  centre  de  gravity  ne  soot  pas  tous  ^uz,  en  ooosiderant 
qu'un  pareil  prisme  (on  pent  se  figurer,  par  exerople,  qu'il  se  rMuit  k  une  feuilte  de  m^tal 
a  an  plan  de  piu»  facile  flexion  et  un  plan  dd  plug  diffcile  flexion,  et  que,  s'il  est  soUi- 
cili6  par  un  couple  dans  une  direction  intermMiaire,  le  plan  de  flexion  efleclive  ae  rappro- 
cbera  nteessairement  du  plan  de  plus  facilo  flexion,  ea  sorte  qu*il  ne  cohicidera  pas  avcc 
le  plan  du  couple  soUicilant  k  fltebir. 
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forces  A,  B  agissent  au  centre  dc  gravity  de  la  surface  d'extrtmiti. 
On  a  alors 

oil  R  =  \/A"  +  B»  est  la  force  rfesuKante.  L'angle  du  moment  resul- 
tant TC  avec  I'axe  des  y  est  le  mfime  que  Tangle  fait  avec  Faxe  des  x 
par  la  force  risultante  de  celles  B,  A* 

Examinons  avec  plus  de  detail  ce  cas  parliculier.  Supposons  qu'il 
existe  un  plan  de  flexion  faisant  un  angle  a  avec  le  plan  yz;  rappor- 
tons  les  d^placements  w,  Vj  d'un  point  quelconque,  non  plus  aux 
axes  X  et  y,  mais  aux  droites  x',  y\  qui  sont  les  intersections  du 
plan  xy  avec  le  plan  de  flexion  et  avec  le  plan  men6  perpendiculaire- 
ment  ^  ce  plan  de  flexion  par  I'axe  longitudinal  %.  Les  d^placements 
d'un  point  suivant  ces  directions  sont  alors  : 


et,  des  Equations 


il  rteulte 


(US) 


u'  =  M  cos  «-f-  V  sin  a  , 
i''  =  — ttsina-h  I'cosa ; 


E>»ff|^  =  Rcos  6  (/  —  ;»), 
Ex«(r|^  =  Rsin6(/->;s)  , 


„  t/hi!      „ /cose  cos «  .  sin©sina\,, 
P  ^V      n/     cose  sin «  .  sinecosa\„ 


D'aprte  la  definition,  les  projections  des  fibres  sur  le  plan  OY'Z, 
perpendiculaire  au  plan  de  flexion,  doivent  fitre  des  droites;  c'est-^- 

dire  que  Tinverse  du  rayon  de  courbure  de  ces  projections  -^  doit 
s'^vanouir,  ce  qui  donne 

cos  e  sin  g sin  6  cos  « 

Imaginons  maintenant  que  Ton  construise  une  ellipse  dont  les  demi- 
axes  aient  pour  directions  celles  des  axes  principaux  d'inertie,  et  pour 

10 
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longueurs  X  ct  %,  et  que,  sur  celte  ellipse,  on  cherche  le  point  x,  y 
ou  la  normale  est  parall^le  au  plan  de  flexion.  On  aura 

X 


x' 


ou,  h  cause  de  T^quation  (149), 

lang  0  =  ^  ; 

X 

c^esl-^-dire  que  le  rayon  vecteur  du  point  cherche  est  dans  la  direction 
de  la  r^sultante. 

La  normale  au  plan  de  flexion  est  done  parall61e  a  la  tangenlc  menie 
h  Tellipse  k  Fextr^mil^  du  rayon  vecteur  dirige  suivant  la  r^uUante, 
c*est-Mire  que  la  direction  de  cette  normale  esl  conjugu6e  a  celle  de 
la  r^sultante.  On  a,  par  suite,  ce  thcorc^me : 

Si,  A  parlir  du  centre  de  gravity  de  la  section^  on  porte^  sur  cha- 
cun  de  ses  axes  principaux  dHnertie^  une  longueur  ^gale  au  rayon 
de  gyration  autour  de  Vautre  axe^  et  si^  sur  ces  longueurSj  ptises 
comme  demi-axes^  on  construit  une  ellipse^  la  force  rdsultante^  et  la 
normale  au  plan  de  flexion  correspondant^  forment^  dans  cette  ellipse^ 
deux  directions  conjugu^es. 

On  reconnait  qu'il  y  a  reciprocity  entre  la  direction  de  la  r6sultanle 
et  celle  de  la  normale  au  plan  de  flexion,  c'est-&-dire  qu'on  peut  los 
changer  Tune  dans  Tautre.  Mais  ces  directions  ne  pcuvenl  dcvenir 
rectangulaires,  et  par  consequent  la  force  resullante  ne  peut  £tre  situee 
dans  le  plan  de  flexion,  k  moins  qu'elle  ne  coincide  avec  la  direction 
de  Tun  des  deux  axes  principaux. 

De(ii9)on  deduit: 

cosQ  sin  9 

X*  .  X* 

cos  a  =  — ,  .  sin « = 


^  /cos*0  ,  sin'G  '  ^  /cos*  6      sin*0 


et,  par  consequent,  la  premiere  equation  (118)  devient': 


(120)  Ea§|'  =  R(/-.)Y/^ 


B      sin' 9 


Cette  equation  donne  la  forme  de  la  projection  de  la  fibre  sur  le 
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/cos'O 


H -—  rem- 


place  la  r6ciproque  du  carr6  d'un  rayon  de  giration  qui  se  trouve 
dans  une  formule  de  la  th6orie  ordinaire,  exacte  seulement  lorsqu'on 
a  X=:x  ou  lorsque  cos  0  ou  sinO  est  z6ro. 

Tout  ce  qu'on  vient  de  dire  montre  la  n6cessit6  de  partager  chaque 
flexion  en  deux  auires  dont  chacune  est  produite  par  les  composantes 
de  forces  parcUUles  d  un  axe  principal. 

La  recherche  de  la  fibre  la  plus  tendue  est  en  liaison  rigoureuse 
avec  ce  qui  precede.  On  a  vu  que  cette  fibre  est  celle  pour  laquelle  la 
tension  longitudinale  t^^  a  la  plus  grande  valeur,  et  que  les  tensions 

transversales  tangentielles  t  ,  t     n'ont  pas  a  fitre  prises  en  consid6- 

ration  (**).  L'expression  (65)  de  t^,  du  §  23 : 

se  met  sous  la  forme  suivante,  des  qu'on  emploie  les  notations  usit6es 
pr6c6demment : 

de  sorte  que  la  plus  grande  valeur  que  puisse  avoir  cette  expression 
ddtermine  la  fibre  la  plus  fortement  tendue.  Si  on  pose  de  nouveau 

\\^  =  k{l-z),  M^  =  B(/-3), 

on  a  vu  au  §  pr^c6dent  que  la  section  transversale  dangereuse  6(ait  la 
section  fix6e  (2  =  0),  et  que  la  fibre  de  tension  maximum  se  d^termi- 


f )  II  est  facile  de  voir  que  ces  consid^atioDS  sur  le  veritable  plan  de  flexion  des  primes 
^lastiques  et  sur  son  inclinaison  par  rapport  au  plan  du  couple  qui  soUicite  &  fl^chir, 
auraient  pa  6tre  prtenttes  d'une  mani^re  plus  simple,  sans  parler  ni  des  valeurs  en  u^  t;, 
des  deux  courbures,  ni  des  bras  de  levier  I — 2  des  forces,  ni  des  Equations  (63  </)  et  (65)  du 
%  i4.  L'emploi,  du  reste  int^ressant,  de  Tellipse  d'inertie,  n'^tait  point  n^cessaire.  Sans  ren- 
Toyer  au  Compte  rendu  du  30  octobre  1843,  p.  045,  ni  au  M^moire  de  1853  sur  la  tor- 
sion {SavantM  strangers,  t.  XIV,  n*  42),  on  peut  citer  la  note  du  n*  83,  p.  53  des  Lefom  de 
!laTier,  oik  ce  sujet  est  pr^sent^  d'une  mani^re  ^l^mentaire. 

(**)  Ces  tensions  t^,  t^  n'ont,  en  ef&t,  sur  Tintensit^  de  la  plus  grande  tension  princi- 
ple^ qu'une  influence  n^gligeable,  parce  qu'elles  sont,  aux  points  dangereux,  trSs  petites 
en  comparaison  de  t^,  lorsque  la  longueur  de  la  tige  est  grande  en  comparaison  de  ses 

dimensions  transversales. 

II  en  est  aairement  pour  les  tiges  trte  courtes,  surtout  lorsque,  comme  dans  les  bois 

E 
tendres  (note  finale  du  §  16  vers  la  fin)  le  rapport  -  entre  les  coefficients  d'^lasticitd 

d'extension  et  de  glissement  est  consid^able.  Je  renvoie,  pour  ce  sujet,  &  la  fin  de  la  Note 
finale  du  %  37,  et  aussi  aux  notes  sur  Navier  ainsi  qu'au  H^moire  sui*  la  torsion,  qui  y  sont 
dt«s. 
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nait  en  menant,  h  la  section  principalc,  une  tangente  parall61e  a  la 
droite 

Comme  maintenant  on  a  pos6  anssi 

A  =  Rcose,  B=RsinO, 

cet(e  iqualion  devient 

.r  cos  B      1/  sin  d ^ 

— 75 1 i —  —  U  ; 

ou,  en  ayant  igard  a  I'fequation  (119), 

' =  —  tanga- 

y 

Cette  droite  rCest  done  autre  chose  que  la  normale  au  plan  de  flexion. 
Je  rappelle  encore  que,  dans  la  lh6orie  ordinaire,  on  admct  que  la 
tangente  k  la  ligne  des  centres  de  gravity,  au  point  de  cette  ligne  qui 
se  trouve  dans  la  section  transversale  fix^e,  reste  parall^le  k  I'axe  lon- 
gitudinal primitif:  Cela  n'est  pas  rigoureusemcnt  exact,  car  Ics  ^ua- 
tions  (72),  8  25,  p.  157,  donnent 

quantit^s  qui  ne  sont  autre  chose  que  les  projections  sur  les  plans  zi 
el  zy  d'un  petit  angle  que  fait,  aprt^s  les  d^placements,  I'axe  de  la  tige 
avec  la  normale  k  la  section  fixe  (*).  Mais  on  pent  rcmarquer  qu  en 
Ics  n6gligcant  on  ne  commet  pas  une  erreur  importante ;  car  ces  deux 
quantites  ind^pendantes  de  la  longueur  de  la  tige  sont  de  Tordrc  des 
dimensions  transvcrsales,  et  par  consequent  los  deplaccmcnts  quelles 
rigissent  sont  tr^s  petils  par  rapport  aux  autres.  C'est  une  considera- 
tion dont  on  a  d6ja  fait  un  grand  nombre  d'applications. 

La  lh6orie  ordinaire,  m£me  prise  comme  approximation,  n'ofTre 
pas  un  accord  aussi  satisfaisant  avec  la  theorie  rigoureuse,  en  ce  qui 
regarde  la  torsion. 

Cela  devait  6lre.  Dans  la  torsion,  tous  les  diplacements  d^s  points 
sont  de  Tordre  des  dimensions  transversales  des  tiges.et  il  est  d*unc 

(')  Cetie  obteTYation  aTait  M  faite  au  Hdmoiie  citd  de  1843. 
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importance  majeure  do  determiner  aussi  exaclement  que  possible  ceux 

qui  se  produisent  dans  Titendue  d'une  mSme  section.  La  formulc 

dite  ordinaire^  pour  le  moment  do  torsion,  donne  pour  ce  moment  le 

E 
coefficient  d'61asticit6  de  glissement  (g  3)  G  =  ^  .,        .  multipli6  par 

le  rapport  -  dc  Tangle  de  torsion  ^  &  la  longueur  /,  et  par  le  moment 

d'inerlie  /  {x^-hy^)  dc  de  la  section  transversale  autour  de  son  centre 
ou  autour  de  Taxe  longitudinal ;  celte  formule  est  juste  pour  one  sec- 
tion circulaire,  ainsi  qu*on  Ta  vii.  Mais,  si  la  section  transversale 
s'^carte  notablement  de  cettc  forme,  il  faut  effectuer  la  determination 
de  la  fonction  B^  des  coordonnees  transversales  or,  y,  et  calculer  la 

torsion  au  moyen  de  la  th6orie  rigoureuse. 

A  cette  occasion,  je  ne  puis  passer  sous  silence  la  maniere  singu- 
liire  dont  quelques  auteurs  ont  presents  la  th^orie  de  la  torsion,  et  qui 
en  changerait  61rangement  le  principe.  Je  veux  parler  de  la  conside- 
ration des  tensions  longiludinales  que  la  torsion  pent  faire  iprouver 
aux  fibres,  ct  de  Tetablissement,  dans  certains  trait^s,  d'une  formulc 
fond^^  sur  Thypothese  que  la  resistance  k  la  torsion  vient  uniquement 
des  resistances  que  ces  fibres  opposent  a  leur  allongement  en  prenant 
la  forme  d'heiices.  Enexaminant  de  pres  cette  hypothese,  on  voit  que 
les  tensions  longitudinales  ainsi  considerees  sont  des  quanliies  d'un 
ordre  superieur  de  petitesse;  Texperience  prouve  en  effet  que  Ton  n'a 
besoin  d'exercer  aucune  force  de  traction  pour  conserver  k  un  prisme 
tordu  sa  longueur  primitive  (*). 

Ce  n'est  pas  le  seul  exemple  ou,  faute  de  s'etre  fait  une  idee  juste 


(*)  Navier  (article  Y,  ligne  5  dii  n*  15G  de  scs  Le^ont),  et  Blorin,  senibleut  avoir  eu  un 
moment  cettc  idee  fausse,  mais  iU  n*cn  ont  tird  aucune  consequence  inexacle. 

Depuis  longtcmps  Thomas  Young  (A  courte  of  ledure*  ou  natural  philoiophy^  1807, 
Tol.  I,  lectui^  XIH,  p.  130)  avait  rcmarque  que  si  la  resistance  &  la  torsion  rSsidait  dans 
Taction  des  flbres  dtcnducs  vers  la  surrace  lat6rale  et  (pour  I'^quiiibre  longitudinal)  con- 

traclees  vers  rintiricur,  cette  resistance  serait  comme  le  cube  de  la  quanUte  tr^s  petite  6  =  | 

qui  mesure  la  torsion  par  unite  de  longueur;  et  c'est  ce  qui  rdsulte  d*un  calcul  que  j'ai  fait 
aug  9  de  la  note  du  n**  156  (page  240)  de  I'edition  de  18G4  de  Navier.  Young  en  conduait  que 
eelte  resistance  devait  tenir  k  XadMwum  iGtiraU  ou  tangentielle  qui  s'oppose  k  ce  qu*il 
Domme  la  ditrmion,  et  qui  eat  ce  que  nous  appelons  le  glissement  des  sections  les  unes 
devant  les  autres;  force  dont  le  moment  est  proportionnel  k  la  prtmikre  puiisance  de  la 

torsion  6  ou  ^1  ct  devant  laquelle,  par  consequent,  I'autre  est  tout  k  fait  negligeable  loutes 

les  fois  que  la  torsion  est  petite.  Je  montre  au  reste,  k  la  mdme  note,  comme  explication,  que 
les  giissements  paralieies  aux  sections  equivalent  aux  dilatations  et  contractions  des  files  de 
molecules  fonnant  des  helices  inclinees  de  45  degree,  cc  qui  doit  donner  efTcctivement  des 
moments  de  r^istance  incomparablement  plus  forts  que  ceux  des  resistances  des  files 
loBgitudiittl< 
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sur  les  ordrcs  rdatifs  de  grandeurs  des  quantit6s  tr6s  petites  rencon- 

tr^es  dans  les  calculs,  Ton  se  Irouve  conduit  aux  erreurs  les  plus  dan- 

gereuses.  Quelques-uns  des  auleurs,  dont  nous  parlons,  vont  m6me 

plus  loin  :  ils  ne  se  conlentent  pas  de  cette  consideration  simple,  et, 

dans  le  fait,  assez  naturelle,  des  resistances  des  fibres  a  leur  allonge- 

ment ;  mais,  par  un  singulier  tour  de  passe-passe,  et  par  des  divisions 

impossibles,  ils  tirent  m6me  de  cette  tension  longitudinale  infinimcnl 

petite  une  composante  d'un  ordre  de  petitcsse  moindre,  et  la  formule 

de  la  torsion  se  trouve  toute  faite.  L'autrc  composante  de  tension, 

celle  qui  depend  du  coefficient  G,  est  laiss^e  de  cdt6,  negligee  sans 

examen,  et  Ton  ne  s^etonne  pas  le  moins  du  monde  de  trouver,  dans 

la  formule  de  torsion,  au  lieu  de  ce  coefficient  special  G  dont  la  valeur, 

E 
dans  les  corps  isotropes,  est  ^..        ■  comme  on  a  vu  au  §  3,  la  moilie 

du  module  d'61asticite  E.  On  prend  I'habitude  d'attribuer  ces  dilT^ 
rences  plut6t  h  une  imperfection  de  la  thfeorie  qu'a  une  irregularity 
dans  son  emploi.  Serait-ce,  par  hasard,  parce  que  cette  confusion  se 
produit  maiheureusement  trop  souvent,  que  la  theorie  est  si  dipre- 
ciee  dans  certains  milieux? 

Depuis  plusieurs  ann^es,  j'ai  Thabitude,  dans  mes  cours,  de  ramener, 
d'une  maniere  eiementaire,  la  theorie  de  la  torsion  a  ses  vrais  prin- 
cipes  ainsi  que  je  le  ferai  voir  plus  loin.  Le  veritable  fondcment  dela 
theorie  de  la  torsion  reside  en  ceci,  que  les  diverses  sections  Iransver- 
sales  d*une  fibre  sont  deplacees  paralieiement  Tune  k  Tautre  des  qu*ii 
se  developpe  une  force  eiastique  dont  la  grandeur  se  determine  d*apr6s 
le  §  3,  oil  il  a  ete  traite  des  actions  tangentielles  et  des  deplacemenls 
par  glissement.  Bien  qu'on  ne  reussisse  pas  toujours  a  pousser  la 
theorie  rigoureuse  assez  loin  pour  qu'elle  donne  des  resultats  simples 
et  frappants,  elle  nous  dirige  cependant  vers  les  vrais  principes  des 
phenomenes,  et  ce  service  n'est  pas  un  des  moins  iinportants  cntre 
ceux  qu'elle  peut  rendrc. 


r 


CHAPITRE  III 


PLAQUES   D'EPAISSEUR  OUELCONOUE 


g  39.  —  De  r^nlllbre  des  plaqnes  qni  ne   sont  sonmlsM  k  des 
foroMi  extM^nres  que  rar  lears  faces  laMralM  Gylindriqaas. 

La  voie  que  nous  avons  suivie  dans  les  dtudes  pr6c6dentes  consiste  k 
imaginer  certains  6tats  d*6quilibre  et  &  chercher  les  probl^mes  qui 
peuvent  naturellement  conduire  k  ces  £tats.  Aux  §§  22  et  suivants, 
nous  ayions  un  corps  dont  la  dimension  longitudinale  itait  pripond^ 
rante,  et  dans  lequel  nous  admetlions,  commc  caract^.re  g6n£ral  des 
£tats  d*6quilibrc  consid<^r6s,  I'absence  de  toute  force  de  pression  lat6- 
rale  (*).  Nous  pouvons  maintenant,  par  des  considerations  analogues, 
imaginer  des  corps  cylindriques  dont  les  dimensions  transvcrsales 
soient  pr6dominantes,  et  prendre  comme  caractcre  g^niral  des  6tats 
d'^uilibrc  que  nous  Sludierons,  Yabsence  de  toute  force  de  tension 
dans  une  direction  perpendiculaire  d  leurs  bases  (**). 


(7  La  in£me  analyse  aurait  pu  dtre  ^lendue,  presque  sans  modiflcation,  au  cas  oH  la  sar- 
f  ace  siipporlerait  une  pression  normale  uniforme,  comme  celle  de  Tatmosphdre  ou  de  tout 
autre  fluide  suppose  en  repos  et  oii  toutes  les  faces  planes  int^rieures,  paranoics  aux  ardtcs, 
sapporteraient  normalement,  et  par  unit6  superflcielle,  la  m6me  pression. 

(**)  Les  solutions,  donn^  aux  §g  23  d  «?7,  excepts  le  g  28,  du  probl^me  de  la  determina- 
tion des  dials  d*&iuilibre  des  prismes  od  les  faces  tant  lat^rales  qu'int^rieures  paralliles 
aux  ardtes  ne  supportent  aucune  tension  transyersale,  (t^  as  0,  t^^  =  0,  t^  =  0  partout) 

lont  rigoureuaes,  gyel  que  »oU  U  rapport  de  la  iongueur  aux  deux  autres  dimensioned 
ces  prismes  peuvent  6tre  r^duits  k  de  simples  tourteaux  ou  plaques  sans  que  les  formules 
de  ces  gg  cessent  de  foumir  exactement  les  ddplacements  ti,  v,  w  de  leurs  points,  pourru 
que  les  forces  qui  dtendent,  contractent,  fldcliissent  ou  tordent,  soient  appliques,  comme 
nous  avons  dit,  seulement  eur  lettrsbate$,  et  distributes  en  leurs  divers  points  de  la  maniire 
r^gie  par  les  expressions  trouvtes  de  t^,  t^,  f,^;  forces  qui  peuvent  avoir,  au  reste,  une 

r^ullante  et  un  moment  resultant  donnds  quelconques. 

Settlement,  Temploi  de  ces  solutions  pour  la  pratique,  ou,  comme  dit  Tauteur  au  g  28, 
pour  des  probUmes  riele  oix  les  forces  agissant  vers  les  extr^mit^s  el  ayant  cette  r^sultante 
et  ce  moment  sont  appliquiee  dune  autre  manidre  et  distribu/es  autrement,  ne  pent  donner 
des  rdsultats  sufQsainment  approximatifs  que  lorsque  la  dimension  longitudinale  du  prisme 
oa  da  cylindre  est  pripondirante  comme  il  Texprime  ici;  car  ce  n'est  alors  qu'&  de  cerlaines 
distances,  g&idnilement  inf^rieures  aux  dimensions  transversales,  mais  du  mdme  ordre  de 
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Irnagiiions  uae  plaque  cylindrique  ou  prismatique,  doiit  I'epaisseur 
ne  soil  pas  tr&s  petite,  soumise  exclusivement  k  des  forces  qui  agis- 
sent  sur  sa  face  lat^rale  contouraante.  Prenons  encore  pour  axe  dcs  z 
son  axe  de  figure,  perpendiculaire  h  ses  bases,  et  pla(^ns  rorigine  au 
milieu  de  son  6paisseur,  de  mani^re  que  le  plan  xy  la  divisc  en  deux 
moiti^s  6gales.  Toute  normale  aux  deux  faces  ou  bases  de  la  plaque 
est  Taxe  des  z  lui-m£me  ou  une  de  ses  parall^les,  de  sorte  que,  dans 
les  formules  qui  s'6tendent  k  ces  parties  de  la  surface,  on  a^  p  eiq 
6tant  comme  aux  §§  pr6c£dents,  les  angles  de  la  normale  h  un  dement 
de  surface  avec  les  x  et  les  y, 

cosj!>  =  0,  cos  7  =  0; 

ct  comme  aucune  force  ext^rieure  ne  doit  agir  sur  ces  deux  faces, 
les  conditions  de  limite,  pour  leurs  points,  deviennent 

(121  fl)  t^^  =  0,  t,,,  =  0,  t,.=:0. 

•*•«  jf"*  *• 

Ces  ^nations  ne  s'appliquent  tout  d'abord  qu'aux  valeurs  de  z  cor- 
respondent aux  bases  ou  faces  extremes  de  la  plaque;  mais  j'examinerai 
seulemcnt  les  ^tats  d^dquilibre  dans  lesquels  elles  sont  satisfaites  en 
tous  les  points  du  corps.  On  voit  qu'alors  les  forces  agissant  sur  les 
faces  lat^rales  cylindriques  ne  peuvent  avoir  aucune  composante  pa- 
rall&le  k  Taxe  des  2,  c*est-&-dire  aucune  composante  normale  aux  bases, 
parce  que,  s*il  en  existait  une,  les  tensions  t^,,  t    que  nous  supposons 

nuUes  partout,  ne  le  servient  point,  au  moins  sur  les  bords  de  la 
plaque. 


grandeur,  que  tout  se  r^le,  dans  le  prisme  ou  cylindre,  conform^ment  anx  formoles  trou- 
v^s  pour  les  d6plaoements  et  les  tensions. 

Tout  Tartiflce,  ou  toute  I'id^e  de  la  position  et  de  la  solution  du  problime  multiple  auqoel 
Clebsch  veut  bien  donner  mon  nora,  est  \k. 

De  mdme,  les  solutions  que  I'auteur  ya  donner  aux  gg  39  &  46  pour  desplaque*  oA,  au 
coutraire,  on  suppose  qu'il  ne  s'exerce  aucune  force  sur  les  bases  ni  sur  les  sections  qui  leor 
sont  parall^les  (t^  =r  0,  t^  =  0,  t^^  =  0  partout)  seront  rigoureuses,  mime  pour  det  prutna 
iris  longs ;  et  ce  qu'il  ti*ouTera  pour  les  divers  d^plaoements  n ,  v,  w  sera  exact,  sous  la  coo- 
dilion  que  les  forces  ext^ieures  seront  appliqu^es  seulement  sur  la  surface  lat£rale  et  dis- 
tributes comme  I'indiqueront  les  formules  trouvtes  pour  f^,  t  ,  t^  .  Mais  si  ron  Teut,  poor 

le  besoln  de  quelque  probl6me  pratique,  les  appliquer  quand  les  forces  agissant  ven  les 
bords  sont  autrement  appliqu6es  et  distributes,  I'approximation  ne  sufflra  que  quand  les 
prismas  se  r^duiront  rtellement  k  des  plaques,  ou  quand  les  dimensions  transrenalcs, 
comme  dit  Clebsch,  pr^domineront. 

C'cst  un  double  point  qui  se  trouvera  iciairci  k  la  '2^  parlie  ou  il  sera  question  de  corps 
dont  une  ou  deux  dimensions  sont  trte  petites. 

Ajoutons  toutcfois  que  d6ja,  au  numdro  6  et  &  tous  ceux  dc  8  6  22  de  Dotre  Note  de  la  lin 
du  g  45,  se  trouveront  des  solutions  exactcs  dans  lasquclles  les  tensions  tangentielles  iot6- 
rieures  t,,,  I     ne  seront  pas  nullcs. 
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Ces  conditions  ou  donnces  (121a)  r^duisent  Ics  trois  ^nations  gene- 
rales  (24),  §  12,  de  I'^uilibre  d'61asticil6  d'un  corps  solide  dans  Tin- 
t^ricur  duquel  aucune  force  ext^rieure  n'esl  supposee  exerccr  unc 
action  sensible  (ce  qui  en  annule  les  derniers  termes  X,  Y,  Z),aux 
deux  suivanles : 


^t        01  f\        di 


(iiib)  -^-4-^^:0,  tl^^^^O^ 


Mettant,  pour  les  composanles  de  tensions  t   t  .  dans  (121a) 

et  (1216)  lours  expressions  qui  sont,  la  matiire  de  la  plaque  6tant 
supposee  avoir  une  6gale  contexture  dans  les  divers  sens  transversaux 
ou  parall^les  aux  xy  {*)y 


l« 


(121  c) 


avec       a  =  b  =  2f-t-r. 
Cette  substitution  des  (121c)  dans  les  (121a)  nous  donnera  les  re- 


(*)  Ces  expressions  sont  celles  (A)  d'uotropie  seulement  transversale  emprunltes  au  nu- 

m&ro  13,  p.  77  de  la  Note  finale  da  g  16,  aTec  les  valeurs  (28)  %-, ^  4-  ^r  ^^  biz  d4- 

roiinatioDs  ^lementaires  D^...  .  g^  donnces  au  §  13,  p.  49. 

Notts  ne  poavons  en  effet  ici  nous contenter,  comme  aux  gg  22  [form.  (Gl)],  23,  [form.  (63)] 
etautres  jusqu'A  38,  relalifs  aux  tigcs,  de  consid^rer  le  module  E  =  E,  d'extension  longitudi- 

nale,  celni  G  =  d  =  e,  de  glisseipent  dans  les  sens  transTersaux,  et  le  rapport  i)  des  con- 
tractions  lat^rales  aux  extensions  longitudtnales  qu'elles  accompagnent.  U  faudra,  pour  les 
plaques,  en  introduire  d'autres  relatifs  k  des  sens  diffdrents,  ainsi  qu'on  a  dit  jl  la  Note  du 
n*  16  et  qu*on  Terra  par  les  Equations  (132  a)  et  suivantes,  afin  d'embrasser,  comme  aux 
$g  cit^  le  cas  liabituel  d'une  contexture  autre  dans  le  sens  longitudinal  que  dans  les  sens 
transversaux. 

Mais  pour  arriTer  i  ces  formulcs  et  Equations  (132  a),  qui  ne  diffdreront  de  celles  de  Clebscli 
que  par  quelques  accents,  il  nous  est  n^cessaire  d'invoquer  les  formulas  de  la  note  citdc  du 
8  16  et  de  modifier  un  peu  la  redaction  de  Glebsch.  Nous  le  ferons  en  suivant  presque  pas  a 
pas  sa  marcbe,  sans  plus  de  complication  dans  les  calculs.  On  Terra  m6me»  si  Ton  compare 
ce  qoi  suit  avec  son  texte,  que  nous  n'avons  pas  besoin  de  faire  arbitrairement,  comme  il 
I'a  fait  avant  son  ^nation  (128),  nuUe  une  certaine  constante  G  affectant  primitivement  z^ 
dans  sa  premiere  expression  tr,  et  dont  il  n*a  pas  reconnu  de  prime  abord  La  nullity  obtigde, 

parce  qu'il  ne  parait  pas  avoir  apcr^u  la  nccessilc,  que  nousddmoutrons,  de  gr  I  -^-^  I  =  0. 
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lalions 
(122)  ^-^1^  =  0,         f^-4-S^=0, 

et  la  m6me  substitution  dans  les  (1216)  nous  fournira  les  equations 
d'iquilibre 

Au  moyen  des  deux  premieres  (122)  de  ces  cinq  ^galitte,  on  pent 
61iminer  ti  et  v  des  trois  autres,  diff<6renti6es  pur  rapport  k  z. 
Or  je  dis  qu'il  en  r6sultera 

En  effet,  cette  Elimination  de  u  et  de  v  change  les  (123)  et  (124)  en 

c'^w      chv c  c^w 

^'"^"^""d'l?' 

<«-n|(l5+i|)-''i(&")=«- 

Mettant  dans  les  deux  dernicres  de  ces  Equations,  a  la  place  da 

bin6me  diiTErentiel  entre  parenth&ses,  sa  valeur  -^  yj  donn6e  par  la 

c  /               d'*\ 
premiere,  on  a,  en  divisantparla  quantity  constante -p  ( 2f  +  f )* 

prEcisEment  les  deux  premieres  (125). 

Quanl  h  la  troisiEme  (125),  elle  rEsulte  de  ce  que,  si  Ton  ajoule 
ensemble  les  deux  (124)  difTErentiEes  respectivement  par  rapport  k  x 

et  k  y,  et  si  Ton  remplace  ensuite  le  bindme  tt-  +  tt  par  sa  valeur  (133) 

c  ^M>                                                                   c  /                 d'*\ 
—  j>  -jr-i  on  a,  en  divisant  tout  par  la  constante  -p  [  2f  +  V ]» 

'  cx^\6z/      cy^\lz/ 
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c'est-^-diie  la  nullity  du  premier  membre,  diff6ren(ie  par  rapport  h  z, 
de  la  premiere  dcs  trois  6galit£s  (126).  Done  son  second  membre,  diffii- 
renti6  de  m£me,  est  nul  aussi,  ce  qui  fournit  la  troisiftme  des  6galit66 
annonc^es  (125)  {*). 

Nous  pouvons  done,  C  etant  une  constante  a  determiner  ult^rieure- 
ment,  poser 

(.36.)  ',^=-C 

On  en  tire,  par  integration,  P  el  f  6tant  deux  fonctions  arbitraires 

{*    oj'  m1«  |#* 

de  Xf  y,  et  le  terme  —  C  -p  — j-^  6tant  distrait  de  la  seconde  dans  la 

seule  vue  d'obtcnir  ensuite  pour  sa  determination  une  equation  d'une 
forme  plus  simple  : 

(126  ft)  ^=—Cz—F\ 

(126  c)  y.^^^-^F+f-e^'^. 

En  substituant  dans  Pequation  (12&  bis)  la  valeur  (1266)  de  ^>  on 

voil  que  la  fonction  inconnue  F  doit  satisfaire  a  I'equation  aux  derivees 

partielles 

^^F     D^F 


'*27)  ^^  +  ^.-=0- 


CW 


Et,  en  substituant  les  valeurs  (1266  et  c)  de  -^^  et  de  u;  dans  la  pre- 
miere (126),  on  Yoit  que  I'autre  fonction  /"doit  satisfaire  a 

(128)  il/H-|i=o. 

Les  deux  equations  (122)  ^=—77-.  —=—-7^  donnent  ensuite 
^  ^      '  Sz  i)x   Dz  oy 

par  substitution  de  (126o)  et  integration,  ^  et  4^  etant  do  nouvelles 

fonctions  arbitraires  de  a:,  1/,  &  determiner  ulterieurement : 

z'SF         (df      pca:\, 
(i29^    1  "=2^-H^-"^d>2;+^' 

^=2^-n%~^d^y+*' 

n  Ges  trois  ^lit^  (i^)>  l>ases  de  I'analyse  qui  suit,  relatite  aux  plaques  d'dpaisseur 
qnelconqne,  ou  aux  prismes  sollicitte  settlement  sur  leurs  faces  lat^rales,  nous  panissent 
exiger,  pour  to«  la  consequence  de  (121  a)  t^  =  0,  t^,  =  0,  t^  =  0, 1'^aliti  de  contexture 

dans  les  sens  transversaux.  Je  n'ai  pu  les  obtcnir  en  reg;ardant  la  contexture  rigie  settlement 
par  les  ^uations  (^]  do  simple  symdtrie  dc  contexture  en  trois  sens  de  la  Note  du  g  16. 
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Les  expressions  (126c),  (129),  obtenues  ainsi  pour  u,  v,  w,  satisront 
identiquement  aux  deux  conditions  (122).  Quant  a  la  conditioa  (123), 
si  on  les  y  introduit  aussi,  Ton  a  une  condition  de  plus,  portant  sur  les 
deux  fonctions  nouvelles  f  et  4^;  condition  qui,  eu  £gard  aux  (127), 
(128),  est  exprim6e  par  la  premiere  des  (1296)  que  nous  allons  poser; 
et,  en  inlroduisant  6galement  ces  expressions  (123),  (126c),  (129)  dans 

les  equations  d*6quilibre  (124),  011  on  aura  mis  pour  ^  +  7^-  sa  ^a- 

leur  (123),  Ton  obtient,  en  ayant  6gard  a  ce  que  les  dSriv^es  soil  en  x, 
soil  en  y  des  premiers  membres  bindmes  des  Equations  (127),  (128), 
sont  nuUes,  et  en  se  servant,  ce  qui  abr^ge,  de  ce  coefficient  ou  module 
d'61asticit6  d'extension  ai,  propre  aux  616ments  des  plaques  (paralleles 
a  leurs  faces),  qui  a  6t6  indiqu^  d'avance  au  n®  16  bis  de  la  Note  de  la 
fin  du  §  16,  et  que  nous  emploierons  surtout  aux  grandes  Notes 
des  §§  45  et  73,  c'est-k-dire  en  faisant : 

d'*  d'* 

(129  a)  a— ^=:2f-{-r-  — =  a,, 

c  c 

on  obtient,  disons-nous,  les  trois  Equations  suivantes  : 

ex      ctj      d      ' 

ex'-       elf       d'\f  Jeij 

Si  Ton  differentie  la  seconde  de  ces  Equations  par  rapport  a  x,  la 
troisiSme  par  rapport  a  y,  et  si  on  les  ajoute,  en  tenant  compte  de  la 

premiere,  on  retrouve  I'^quation  (127)  pp-j4-^— ,=0,  propre  k  dilcr- 

e  %Xf        e  •/ 

miner  F.  Cette  equation  (127)  est  done  contenue  dans  les  trois  que 
nous  venons  d'^crire ;  on  pent,  par  consequent,  se  servir  de  la  premiire 
des  (1296)  pour  ^liminer  F  des  deux  autres,  qui  devienncnt,  alors, 


I   ^.r-       ey-        \\  /  < '^<  U 


('29'-)     .  .,,         „     r„  ,„  ,      ., 


'■i> 


<,r» 


ieif       \f  Jcxdj 


Si  Ton  determine  par  ces  deux  equations  et  par  celle  (128),  en  /*,  les 
trois  fonctions  de  x,  t/,  appeiees  /*,  9, «{;,  on  aura  salisfait  k  toutes  les 
conditions  du  probieme. 

Nous  pouvons  done  expriiner  les  deplacem'ents  qui  se  produisent 
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dans  les  6tals  d*6quilibre  consider6s,  par  les  formules  suivantes  en 
?>  4^9  fy  qui  ne  sont  autre  chose  que  celles  (129)  et  (126c)  oil  Ton  sub- 
stilue  &  F  sa  valeur  en  f ,  ^  tirte  de  la  premiere  (1296) : 

d;^/^?«7    _^\  (Sf    c  cx\ 


Heltons  ces  expressions  (130)  en  9,  ^,  fcX  C  &  la  place  de  ti,  v,  u^ 
'   dans  les  deux  premieres  et  dans  la  demi6re  des  six  formules  (121c), 
page  297,  des  composantes  de  tensions,  nous  pourrons  reunir  en  une 
seule,  soil  dans  I'expression  de  t^,  soit  dans  celle  de  t   ,  les  deux  par- 
ties provenant  de  ^  el  de  ^  qui  seront  affectfees  de  —  ^»  vu  que  Ton 

a,  en  ajoutant  les  deux  Equations  (129c)  diff^renti^es  respectivement 
en  X  et  en  t/, 

ce  qui  permet  de  meltre  Tun  des  deux  bindmes  du  troisiftme  ordre  a 
la  place  de  Tautre  en  changeant  son  signe.  El  nous  poun*ons  de  m6me, 

vu  (128),  ^crire&  volontfe  ^pour— ^ou  r^ciproquement.  Nous 

obtiendrons  de  cette  mani^re  : 

,    _fd'^./  ^y    ,    S^^\.  Jh,  gi'\'  -2fa  ^'r 

f,  <^,  f  Hani  astreints  h  v6rifier  les  deux  Equations  (129c)  ainsi  que 
celle  (128)0  +  0=0. 

Si  nous  meltons  pour  ai,  pour  f,  pour  -p?  qui  enlrent  dans  les  Equa- 
tions (150),  (131),  leurs  valeurs  donnies  par  les  Tormules  (z),  p.  84,  du 
n*  16  bis  de  la  Note  de  la  fin  du  g  16,  en  fonction  du  module 
E'=E^=E    d'61a$ticit6  transversale^  et  des  rapports  9'=n   =9   , 
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9*^  =1.9^=9    de  contractions  aux  dflatations  produites  dans  des  sens 

qui  leur  sent  perpendiculaires,  et  si  nous  faisons,  C  6tant  une  autre 
constantc, 

C  =  9''C', 
les  formules  (130)  deviennenl : 


W 


ef  celles  (131)  se  r6duisent  aux  suivantes : 

t  _£'(■)'  'Y  ^^y   ,    g'-P  \  ,  1  /g»  ,  g'P^    ,  gy  ) . 

Oil  Ton  peul,  si  on  desire  se  d^barrasser  du  coefficient  ou  de  la  fraction 
num^riquc  xf,  plus  difficile  k  mesurer  que  9'  =  9  et  9=9„  =9j,' 
faire,  conform^menl  a  la  premiSreformule  {x)  de  la  mfime  Note  du  g  16, 

Et  les  Equations  diffi&renlielles  (129c)  deviennent  simplement,  en  y 
joignantcelle(128), 


(1326)     j    2|^  +  (l-9')g  +  (l+9')^=0. 


(*) 


(*)  Toutes  ces  expressions  el  dquatlons  appUcables  I  une  pltqae  d'oiie  matiire  dontla 
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C'est  au  moyen  des  expressions  (132  a)  des  composantes  de  ten- 
sion que  Ton  exprimera  les  conditions  k  salisfaire  k  la  paroi  cylin- 
drique. 

Si  la  normalc,  en  iin  point  de  cette  paroi,  dirig^e  vers  I'ext^rieur, 
fait  avec  Faxe  des  x  I'angle  j),  il  faut,  dans  les  Equations  (25),  page  46, 
t^  cos  /)  4-  .••.,  ou  (34  /"),  page  112,  faire 

cos9  =  sin|),  et  cosr  =  0; 

Et  si  X  et  ¥  sont  les  composantes  parall&les  aux  axes  x^  y,  de  la  force 
extirieure  agissant  sur  ce  point  (on  a  vu  pfus  haut  qae  la  troisieme 
composante,  paralldle  aux  2,  doit  s'6vanouir),  on  doit  avoir,  k  la  sur- 
face, les  Equations 

(  X  =  t^cospH-t    sinp, 

(«3)   !  V  . 

(  ¥  =  t^cos;>-htj^ySin/?; 

dans  lesquelles  les  t  doivent  6tre  remplac^s  par  lours  valours  (132  a). 
Ces  Equations  doivent  £tre  satisfaites,  quel  que  soit  z,  dans  tons  les 
points  de  la  paroi  cylindrique.  II  en  r^'sulte  que  X,  Y  ne  peuvcnt  £tre 
des  fonctions  cboisies  arbitral rement,  et  qu  au  contraire  il  est  nices- 
saire  que  les  forces  extirieures  soient  riparties  d'une  manidre  d6ter- 
minie  pour  que  les  6tats  d'6quilibre  supposes  puissent  se  produire. 
On  voit  tout  d'abord,  d'apr6s  les  expressions  (132  a),  que  les  tensions  t 
ne  contiennent  que  la  premiere  et  la  seconde  puissance  de  z;  les  ex- 
pressions des  forces  X,  Y  agissant  sur  la  surface  lat6rale,  et  auxquelles 
ces  tensions  doivent  faire  6quilibre,  ne  peuvcnt  contenir  non  plus  que 
ces  deux  puissances  de  2,  et  Ton  doit  avoir,  X^,  Y^,  X^....,  £tant  si« 
quantit6s  ind^pendantes  de  z, 

^*"^    j  Y  =  Y^-hY^;5H-Y/. 

Si  Ton  introduit  les  expressions  (132a)  des  tensions  dans  celles  (133) 
des  forces  X,  Y  agissant  sur  la  surface,  on  trouve,  en  comparant  leurs 
valeurs  k  celles  (134)  et  en  ^galant  les  coefiQcients  des  mdoies  puis- 


conlestnre  n'est  pas  la  mtoe  dans  le  sens  de  son  6j[>aisseur  que  dans  les  seas  latteoz  ou 
parall&les  k  ses  bases,  deviennent,  quand  on  fait  E'sE,  9' si)'' as 9,  identiques  I  celles  de 
Qebsch  relatives  au  seul  cas  fort  rare  d'oiie  isotropie  complete  et  qui,  comme  on  Toit,  ne 
sont  pas  plus  simples. 
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sances  de  2,  les  Equations  suivantes  : 

".=- 1^ !  [0- •'■'-''' t]  ""'+ ^, »""  I  • 

ou  Ton  pourrail  remplacer,  comme  on  a  vu,  .       ,  par  2f==2G,. 
^'  7;  par  a^,  et  rf  par  ~  9  (Note dug  16,  form.  (2)  et  (r),  p.  84et  80). 


Les  six  grandeurs  X^,  Y^,  X^ elles-mfimes  ne  peuvent  pas  non 

plus  6tre  donn6es  arbitrairement,  car  les  Equations  de  condition  qu  on 
vienl  d'icrire,  au  nombre  de  six,  ne  peuvent  pas,  en  g^n^ral,  6tre  sa- 
tisfaites  k  la  fois  par  trois  fonctions  /*,  9,  4»,  pour  la  determination  de 
chacune  desquelles  il  suffit  ordinaircment  d'une  seule  Equation. 


g  40.  —  ftUcuilon  d«i  4tat8  d*4qnUibr«  r«prte«iitte  par  eai  for- 
mntei.  —  Consider adon,  •n  pr^mi^r  U«a,  d«  r^ztonsion  valforoM 
d«  la  plaque. 

Remarquons  tout  d'abord  que  dans  les  six  Equations  de  condition 
(135)  aussi  bien  que  dans  les  Equations  (132),  servant  k  determiner  f, 
^  et/*,  la  fonction  /'se  montre  enli^rement  s^paree  des fonctions  f  eti'* 
mais,  d'apr6s  les  expressions  (132)  et  (132a)  des  d(^placeraents  et  des 
tensions,  on  voit  qu*elle  est  liee  k  la  constante  arbitraire  d.  Les  ^lats 
d'6quilibre  exprim^s  par  les  formules  precidentes  se  divisent  done  en 
deux  categories,  a  Tune  desquelles  correspondent  les  termes  dipcndnnt 
de  f  et  de  C,  et  a  Tautre,  ceux  qui  dependent  de  9  et  de  ^.  Pour  deter- 
miner ce  que  sont  ces  etats  d'equilibre,  il  suffit  d*observer  lesquellcs 
des  portions  des  valours  (134)  des  forces  X,  Y  produisent  Tun  des 
deux  etats  ou  I'aulre.  Les  etats  d'equilibrc  qui  correspondent  aux  fonc- 
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Aions  f ,  ^  dependent  seulement  de  X^,  Y^,  X,,  V,,  car  dans  les  expi^s- 
sions  (1326)  des  tensions,  ces  fonctions  9,  ^  ne  sont  afTect^es  que  dcs 
puissances  2  et  z£ro  de  z.  Ces  6tats  se  produisent  ainsi  lorsque 

(155W8)  X=\  +  \z'  ,  Y  =  ¥^  +  Y^«». 


z. 


Comme  ces  expressions  ne  changent  pas  lorsque  z  se  change  en  — 
on  Yoit  que  les  forces  exl^rieures  sont,  dans  ce  cas,  sym^triquemcnt 
r6parties  sur  la  surface  du  cylindre,  des  deux  cdtis  du  plan  xyj  qui 
coupe.au  milieu  sa  hauteur  comme  on  a  di(.  EUes  exercent  done,  en 
realit£,  une  traction  sans  torsion  et  m6me  sans  aucune  flexion  dc  la 
surface  moyenue.  Les  valeurs  correspondantes  des  diplacement^  sont, 
d'apres  (130)  et  (132),  de  la  forme 

ou  tio«  ^o«  ^s«  ^1'  ^1  ^^  dependent  que  deo;  et  y.  Les  points  de  la  surface 
moyenne  z=0  sont  demeures  sur  cette  surface  plane,  puisque  w  s*an- 
nule  avec  z. 

Le  caracl6re  general  de  I'^tat  que  cos  d6placements  amSnent  est 
celui  de  Vextension.  Les  fibres  primitivement  paralleles  a  Faxe  dcs^ 
sont  courbeeSy  el,  d'apres  les  Equations  g^n^rales  du  §  25,  page  158, 


en  a/,  ^^  z\  coordonnies  apr^s  les  d^placemenls  op£r6s,  on  a  les 
Equations  suivantes  pour  ccUes,  apr^s  les  dj&placements,  des  fibres  dc 
la  plaque  dont  nous  nous  occupons ;  Equations  ou  comme  dans  celles 
(74),  X  et  y,  coordonn^es  primitives,  doivent  fitre  consid^rtes  comme 
des  constantes : 

\^ 

La  courbe  repr6sent6e  par  ces  equations  est  une  parabole  dont  le 
sommet  (ar'=:x -h  11^,  y'=y^v^)  se  trouve  dans  la  section  midiane 
z=z'=0.  Le  plan  de  celte  parabole,  ainsi  que  la  droite  qui  lui  est 
tangente  &  son  sommet,  sont  perpendiculaires  au  plan  de  cette  m6me 
section.  En  efTet,  les  Equations  (137),  dont  chacune  ne  contient  que 
deux  des  trois  variables  x\  y*,  2',  repnSsentent  les  projections  de  la 
courbe  sur  les  plans  yz  et  xz,  et  ces  projections  sont  manirestement 
des  paraboles  ayant  leur  sommet  dans  la  section  m^diane.  A  ce  som- 
met, Ton  a  |^=2w.2'=0;  ^=2v/=0v 

20 


ou 
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'  Si,  entre  ccs  deux  Equations,  on  elimine  z'  pour  avoir  la  projeclion 
de  la  courbe  sur  la  surrace  m6diane,  qui  est  le  plan  ory,  on  obtient: 

I' y  —  wy  -4- 1',  (x  4-  w^)  —  M^  (y  -h  v^)  =  0 ; 

ce  qui  est  bien  rSqualion  d^une  droite  ct  qui  monire  que  la  courbe  se 
trouve,  comme  nous  Tavons  dit,  dans  un  plan  pci*pcndiculaire  a  la 
section  m^dianc. 

Parmi  ces  Alats  d'ciquilibre,  il  est  a  propos  de  rcmarqner  pailiculie- 
rement  ceiix  que  Ton  pcut  di^^igner  sous  Ic  nom  dV/a/  d^exlension 
simple.  Ce  sont  ceux  pour  lesquels  uclv  ne  dependent  pas  de  %.  On  a, 
pour  CCS  £tats  d*6quiiibrc,  en  ^galant  k  zero  les  coefficients  de  z*  dans 
Ics  expressions  (130)  de  ti  ct  de  v. 

tx  \6x       hy)  ^y  \ix       iy) 

t  C  I 

L'expression  r-^  -h  ^-  esl  done  constanle.  En  la  d6signant  par  x, 
a,  d'apres  (129a) : 

M38)      ^  +  ^^-x  £!?-4.^-0  ^4.^'i-O 

Ces  Equations  ne  se  contredisent  pas;  les  6tats  d*^quilibre  ainsi 
difinis  sont  done,  en  g^n^ral,  possibles. 
On  pent  donner  facilement  aux  Equations  (138)  une  forme  plu> 

simple.  En  cfTet  si,  dans  la  seconde,  on  remplace  j-^par  sa  valeur 

tir6e  de  la  premiere,  et  si  Ton  fait  de  m6me  dans  la  troisiime  pour 

zrif  il  reste : 

iy\h,       ix)-'''      cx\i)y       iDx)-''' 

r- — r-^j  est  ^galement  constante.  Si 
on  la  d£signe  par  x\  on  a,  au  lieu  des  Equations  (138),  les  suivantes  : 

(159)       rH^  H-  7^  =  une  constante  « :     J?  —  -J!  =  une  conslaote  »'; 
^      '      (X       ly  cy       Ix 

Equations  qui  remplaceut  compl^tement  les  pr6c<klenles. 
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On  peut  poser : 

(\l9bu)  (p= — g—^-H^M        +  =  -"^-2 *"^*' 

ou  u^,  v^  sont  des  fonctions  de  x^  y  d6finies  par  les  Equations  : 

(140)  |-'  +  ^'  =  0.     '^-^^=0. 
^      '  Dx       iJu  oy       dx 

Portant  les  valcurs  (159  bis)  de  9  et  de  ((» dsins  les  expressions  (150) 

des  dSplacements  k,  v,  dont  on  aura  efTac6  les  derniers  termes  afTect^s 

de  f  et  de  Q!  qui,  ici,  sont  nuls,  on  a,  eu  ggard  k  la  premiere  Squa- 

cu       Cv 
lion  (140)  qui  annule  la  somme  ^'  4-  -jp  et  ses  d6riv6es  : 

/,..v  kx  +  x'y  ncu  —  Jx 

(141)  u  =  — g— 2 ,  V  =  -^ — . 

Les  forces  (155  bis)  X=X^-+-Xj^*;  Y==Y^  + Y,2*,  agissant  sur  la 
paroi  lat4irale,  et  qui  sont  capables  de  produire  ces  d6placcmcnts,  se 
r6duiscnt  h  leurs  parties  X^,  Y^,  car,  d'aprcs  la  troisiemc  ct  la  qua- 
tri6me  des  formules  (155),  X,  et  Y,  sont  nuUes  en  vertu  de  la  pre- 
mi6rc  (139),  dont  le  second  membre  x  n'est  qu'une  conslanle.  Et  si, 
dans  les  deux  premieres  (155),  nous  mettons  pour  9  et  i]^  leurs  valours 
(159  bis),  nous  avons,  pour  ces  forces  s'exergant  sur  I'unit^  superfl- 
cielle  de  la  paroi  latirale  de  la  plaque, 


0      ^* 


___  cos  p  +  j-p^,  (^^cosp +. ^ sin  pj  . 
^**^^  V  E'x        .        ^      E'      /%  .  ^vj  .      \ 

L=2(r=?)'^"^-^rT^'V^x^^^^-^^^^"^ 

oil  Ton  peut  faire  (formule  (z")  de  la  note  du  §  16,  p.  84), 

^     A=ai  — f    et     ;j-^,=  2f. 


Telles  sont  les  expressions  des  deux  composantes  suivant  les  x  et 
les  y,  dc  forces  qui,  appliqutes  sur  Tunitd  superficielle  des  £16ments  de 
la  surface  lat6rale,  produisent  des  diplacemenls  intdrieurs  esprimables 
paries  formules  (141);  c'esl-a-dire  partout,  eten  tons  sens,  une  dila- 
tation uniforme  Tr-=7r-=^  accompagn^e  ou  non  d'une  petite  rotation 

if 

gtnferale  Tr-= — o-=o  (§  21  i  la  fin).  Cette  dilatation  (ou  conlrac* 
oy  c/x      Z 
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tion)  uniforme  sera  prise,  par  cxemple,  sous  Taction  d'une  force  ajanl 
ses  composantcs  Xq,  T^  representees  par  les  premiers  termes  des  equ^ 
tions  (142),  savoir  par 

(142  a)     \=^^^^^cosp;  y  =_-i-,^8inp; 

ou  par  ce  k  quoi  elles  se  reduisent  quand  on  suppose  nuUe  la  fonclion 
arbitraire  de  x,  y  que  nous  avons  designee  par  u^.  C'est  alors  unc 
tension  ou  pression  normale  k  tous  les  elements  de  la  surface  lat^rale, 
et  partout  6gale  par  unit6  de  la  superficie.  Ce  r^sultat  particulier  ofTre 
simplement  une  verification  de  notre  analyse,  car  il  etait  facile  de  le 
privoir  et  d'y  arriver  plus  directemenl. 


§41.  —  D6plac«iii«nt  sans  flexion  d«i  616m«iits  d«  la    piaqat, 
avac  augmantation  da  volmna  6gala  an  toiia  las  points. 


Laissons  de  cAie  les  deplaceinenls  (141);  et  considerons  seulement 
les  etats  d'equilibre  qu'on  a  lorsque  les  expressions  (139  bU)  seri- 
duisent  a 

u^  et  v^  eiant  les  quantit6s  definies  par  les  equations  (140).  Pour  tous 
ces  elats,  Wy  dont  la  valeur  est  donnec  par  la  troisieme  expression 
(132)  de  laquelle  on  a  retranche,  comine  il  a  ete  dit,  les  termes  en 
/et  en  C  ou  C,  s'evanouit  en  verlu  de  la  premiere  de  ces  equations 
(140).  On  a  ainsi  des  extensions  et  conlractions  telles  que  chaque 
point  est  deplace  paralieiement  aux  bases  de  la  plaque.  En  m6me 
temps,  la  dilatation  cubique  u,  somme  des  Irois  dilatations  prin- 
cipalcs,  s'evanouit  aussi,  d'apres  Tequation  (123),  dont  le  second 
membrc,  affecte  dc  w,  est  nul;  et  comme  celle  deces  trois  dilatation 
qui  est  normale  aux  bases  disparait,  les  deux  autres  dilatations 
sont  egales  et  de  signe  contraire.  11  en  est  absolument  de  mi^ne 
des  trois  tensions  principales  t^^,  t^^^^,  t^,;  on  a  t^,=0,  et  l^^=  — 1^, 

= -,— * ;  de  sortc  que  chaque  element  se  trouve  etendu  dans  une 

1  +1)  tx 


s 


a'rlaine  direction,  contractc  et  comprime  d*autant  dans  une  direction 
pcrpcndiculaire.  L'ellipsoide  A'dasticii^  dont  les  rayons  vecteurs 
donncnt  (g  5)  les  grandeurs  des  tensions  suivanl  lours  dii^clions  s: 
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riduit  dans  ce  cas  a  an  ccrcle  donl  le  plan  est  paraII61e  aux  deux 
bases  de  la  plaque;  c*est  ce  que  Ton  peat  voir  aussi  d'apr6s  les 
Equations  du  §  9  si  on  remarquc  que  t^=  —  t    ct  que  t^^,  t  ,  t^^ 

disparaissent. 

Examinons  ce  cas  avec  plus  de  detail.  Pour  les  deplacements  dont  il 
s*agit,  on  a  u=zu^y  v=:v^;  on  pent  done  supprimer  les  indices  1  dans 
les  Equations  (140)  et  les  ^criro 

De  ces  Equations  r^sultent  les  combinaisons  : 


m =^""*  Sy 

dx  —^  ^ 

EUes  n'expriment  qu'une  chose,  savoir  que  (w-f-  v\/—  1)  ne  peut 
Hre  qu'une  fonclion  de  (a?  —  y\j  —  1 ),  et  peut  en  fetre  arbitrairemenl 
toule  fonction;  et  de  m6me,  que  (u  —  v\l — 1)  ne  peut  6tre  qu'une 
fonction  quelconque  de  {x  +  ysj  —  1).  On  peut  done  poser 


u-^vJ — \  =f{x Wl/ — 1) 

(143)      \  '     ^ : 

M  —  V )/ —  1  =  F  (x  +  y  ^ —  1 ) 

/etF6tant  des  fonctions  arbitraires  de  leurs  arguments.  Ces  fonctions 
peuvent  toujours  se  dfilerminer  de  mani^re  k  risoudre  le  problfime 
dont  voici  Tinoncci : 

Quelles  sont  les  forces  de  traction  qui  doivent  etre  appliquees  suv  la 
surface  lat^rale  d*une  plaque  prismatique  ou  cylindrique  pour  que  la 
contraction  dans  une  direction  perpendiculaire  aux  bases  de  la  plaque 
soil  par  tout  la  mime  et  que  tous  les  points  de  la  surface  lat^rale  subis- 
9ent  des  ddplacements  ddtennin^s  arbitraircment  d  Vavance  sur  les 
normales  d  cette  surface  lat&imle  ?  (*) 

Ce  probl^me  se  divise  imm^diatement  en  deux  parties.  Nous  pou- 
vons  partager  les  forces  necessaires  pour  produire  ces  deplacements 
en  une  traction  constanle  D  agissant  partout  normalement,  et  en  d*au- 

^^™'—  ■  -  , -. 

D  Plus  g^n^ralement :  et  que  tous  les  points  de  la  surface  lat^rale  se  ddplacent  suivant 
usecourbe  donate  arbitrairenient,  en  s'^cartant  naturellement  peu  de  la  courbe  primiti>e. 
Ceprobltoie  se  traite  de  la  mdme  maniire,  yoyesci-apris  g  46.  (fiott  de  Vauttur^ 
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Ires  foiceb  X^,  Yoappliquccs  h  chaque  point  de  la  surface  lat^ralc  d*une 
manicic  qui  sera  d6termin6c  plus  loin.  Nous  pouvons  choisirla  trac- 
tion uniforme  D  de  mani6re  qu'a  cllc  seulc  ellc  fasse  6prouver  a  loute 
la  surface  de  la  plaque  rextensionsuperficicUc  qui  doit  avoir  lieu  pour 
satisfaire  au  probI6me  pos6.  Les  deplacementsprovenant  des  forces  X«, 
Yo  ne  devront  plus  alors  6tre  accoinpagnes  d'aucune  contraction  sui- 
vant  la  normale  aux  bases,  car  D  seule  doit  produire  partout  exactc* 
ment  cette  contraction  qui,  d*apr6s  T^nonc^  du  probl&me,  doit  (tive 
6gale  en  lous  les  points.  Les  forces  X^,  Y^,  ne  devant  produire  aucune 
contraction  suivant  la  normale  aux  bases  de  la  plaque,  ne  doivent,par 
cons6quent,  produire  aucune  augmentation  de  \olume  dans  le  seas 
parall61e  a  la  plaque,  c'est-a-dire  aucune  augmentation  de  la  superGcie 
de  sa  base;  et  cela  ne  pent  avoir  lieu  que  si  elles  produisent,  dans 
cette  direclion,  des  extensions  egales  aux  contractions. 

Les  deplacements  provenant  des  forces  X^,  Y^  sont  done  de  la  nature 
de  ceux  qui  vienncnt  d'etre  consid^rSs.  Aux  Equations  d^veloppees 
pr6cedemment  s'ajoute  seulement  la  condition  que  le  d6placeuicnt 
mesur6  suivant  la  normale  k  la  surface  laterale,  c'est-a-dire  la  grao- 
deur  ti  cos  j7  +  V  sinp  soit  6galc  a  une  quanlit6  donn^e  en  chaque  point 
de  la  periph^rie  de  chaque  section  parallele  aux  bases. 

Designons  par  N  cetlc  fonction  donn6e  des  coordonnceso:,  y  du  con* 
tour  des  sections,  do  sorte  qu'on  ait,  aux  points  de  ce  contour, 

(143  a)  w  cos  p  +  ^'  si"i^  =^  N. 

La  traction  encore  inditermin^e  D  produit  les  deplacements  dont  les 
valeurs  sont  les  suivantes  (144)  diduites  des  Equations  (141)  lorsqu*on 
y  annule  la  constante  x'  qu*il  n'est  pas  essentiel  de  conser\er  : 

(144)  «=.jt  ''  =  -^* 
Et  les  Equations  (142  a)  peruiettent  de  poser 

/•  11^  rk,  li*  *  ' 

(145)  D  =  -, 


2(1-9')' 


puisqu  on  suppose  que  le  rdle  de  la  traction  D  est  de  produire  ces  de- 
placements-la.  La  constante  x,  ellc-m6me,  se  determine  facilemenl 
d'apr^s  la  condition  que  Textension  totale  de  la  sulface,  produitc  par 
la  force  D,  soit  ^gale  a  celle  qui  r^sulle  du  d^placement  (143a)  N.  (^ 
diplacement  du  contour  des  sections  de  la  plaque  6tant  trespetit,  on 
pout  imaginer  Tagrandissement  total  des  superficies  des  m^uics  sec- 
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tionscomme  formi  de  petits  rectangles  dont  un  cdl6scrait  un  clement 
ds  du  contour,  tandis  que  Taalre  serait  exprim^  par  le  d^placement 
normal  correspondant  N.  L'agrandissement  superficiel  tout  entier  est 
done 


/ 


Nrf», 


la  somme  /  de  tous  ces  rectangles  ^tant  etendue  an  contour  entier  de 
la  plaque.  D'un  autre  c6te  Tapplication  de  la  traction  D  fait  que  cha- 
que  616ment  cbpdy  est  agrandi,  et  que  sa  surface,  apr^s  le  d6placement, 
est  d'api-6$  les  equations  (144) 


4 


d  (.?;-f-  n)  d  {y  -f- «;)  =i  dxdij  ( 1  -h  5 

Chaque  unit^  de  surface  des  sections  est  done  agrandie  de  la  quan- 
tity 


(-i)'- 


i 


X 


en  n^ligeant  le  carre  de  la  petite  grandeur  x.  Si  on  designe  par  J  la 
surface  enti^re  de  )a  base  de  la  plaque,  on  doit  avoir,  en  consequence 


=  /^■'^^ 


pour  que  I'extension  produite  par  la  traction  D  soit  ^ale  a  I'extension 
donnfe.  On  trouve  done  enfin 

d'oii,  en  substituant  dans  (144),  Ton  tire  pour  D  et  pour  les  d6place- 
ments  produits  plir  cettc  force  suppos^e  d*abord  agir  seulc  : 

(147)  II  =  g  JM*  ,  r  =  ^  JMt  , 

ce  qui  donne 

X  cos/>  4-  y  sin  p   /V  , 
ttCOS/>H-rsin/>= ■  ^.- ^    |  «a8. 

Pour  completer  la  solution,  il  resic  a  determiner  la  seconde  partie 
dcs  deplacements  de  maniere  qu'ils  salisfassent  aux  Equations  (143); 
et  qu'eit  mime  temps  le  d^placement  normal  correspondant  a  cette 
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sccoiidc  partic,  apres  deduction  du  d^placemeni  normal  convspoo- 
dant  k  la  premiere,  ait  la  valeur  donnte 

/iinL'\  '  V        J:  COS  p-f-1/ sill «     r^j 

(147  6m)       f/cos/;-hr8in/>  =  N 9j  |NA- 


J^  42.  --  Cas  particulUr  d'ona  plaque  drodaira. 

Le  problemc  pose  ci-dessus  nc  pent  £tie  i*esolu  d'une  maniere  plus 
complete  que  lorsqu'on  attribue  k  la  plaque  one  forme  dilerminee. 
Je  vais  chercher  cette  solution  pour  le  cas  d'une  plaque  de  forme 
drculaire. 

Introduisons  les  coordonnees  polaires.  Soil  r  le  rayon  vecleur,  ou  la 
distance,  au  centre  dc  la  plaque,  d*un  point  silui  dans  sa  surface  me- 
diane  2=0,  ct  soit  9  Tangle  du  rayon  7*  avec  I'axe  des  x.  Nous  avons 

j:  =  rcosf,  y=:rsin^; 

el  aiissi,  d*apr6s  les  principes  connus 

^4-yv' — l  =  r(cos(p-hV^ — lsin9)=rc'^~  ,  • 
X — y^ — l=r(co8flp — V^ — lsin«p)  =  re""'        • 

(maginons  maintenant  les  fonclions  (143)  felF  developp6es  sai* 

van!  les  puissances  de  leurs  arguments ;  ces  puissances  ne  peuTCot 

itre  que  positives,  car  tout  terme  affects  d*une  puissance  n^atite 

de  r  rendrait  ti  ou  t;  infmi  au  centre  pour  lequel  on  a  r=0,  ce  qui  ne 

saurait  6tre;  on  a  done 
-r*'  

(148)    ' 


„-_rv^^i:^^B-hB,re*^~'-+-B,>V*^~*-H 


A,  Ai,...  B,  Bi,....  designant  des  coustantes  arbitraires. 
Rcmarquons  maintenant  que 

(148  a)  (a  — tV^^)«'^^ +(«-+- tV-^""'^'^*  = 

=  (!«— iV— T)  (cos9-|-v^^^sin<p)-H(u-|-»V^— 1)  (cos^— y'^^sin?) 
=-2(i<cos^  +  *'sinf). 

Comme,  pour  le  cercle,  la  normale  en  un  point  de  la  circonfi&rencc 
fait,  avec  Taxe  des  x,  Tangle  f  lui-mdme,  ou  comme  on  t /i=f ,  et  par 
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consequent,  d'apr^s  (147  bis), 

/J  10  Lx                        .                 TVT      rcos©-f-wsin»  r^j 
(I48  6)  uco89-Hi;sin9  =  N ^j  ^  I  N(m, 

Ton  pent,  pour  la  p^riph^rie,  6galer  le  second  membre  dc  I'^quation 
(148  6)  qui  vient  d'etre  6crite,  a  la  moiti^  d'u  premier  membre  de  la 
pr6c£dente  (148  a)  et  qui  est  afTect^  des  exponentielles  imaginaircs. 
Or,  soil  a  le  rayon  de  la  periph^rie,  on  a  aussi  : 

ds=:ad^;  ^cos/>4-^sin/>  =  a  ;  J=a'ir;     .   . 

en  soi*te  que  le  second  membre  de  (148  b)  pent  s*6crire 

Quant  k  la  fonction  N  qui  est  suppos6e  donn6e  pour  tons  les  points  de 
la  p^riph^rie,  nous  pouvons  la  consid^rer  comme  une  fonction  de  f .  Si 
done  nous  ^albns  Texpression  pric^dente  k  celle  qui  suit,  moiti6  du 
premier  membre  de  (148  a) 

et  si  nous  rempla^ons  (u+v  v/ — 1),  {u  —  v^ — 1)  par  leurs  valeurs 
(148)  en  m6me  temps  que  r  par  a,  nous  obtiendrons,  pour  la  dSler- 
mination  des  constantes  A,  B...,  T^quation  suiyante  : 

(148c)  N-1  pNd.^JiAe-'^-hA,ae-'*^~-f-A.a'e-'^>'=^*-l-.... 

La  determination  des  constantes  se  fail  par  Tapplication  du  principe 
connu  en  vertu  duquel  I'expression 

s*6\anouit  toutes  les  fois  que  n  est  un  nombrc  entier  positif  ou  n6ga- 
tif  different  de  zero  ;  car  on  a  toujours  dans  ce  cas  : 

e  "*        =C08  2nic-hv/'— l8in2iiir=l, 
Mais  si  n  =  0,  cette  integrale  /     devient  egale  a  2ic.  Si  done  on  muN 
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liplie  Inequation  ci-dessus  (1 48 c)  par  e"* ^  ~ *  dy  ou par e~'*^'*~ '  d^ii 
si  Ton  intigre  dc  0  a  2^:,  tous  Ics  lermes  du  second  membre,  except* 
*un,  disparaissent  chaque  fois,  ct  Ton  obtient 

ou,  en  rempla^nt  Ics  exponentielles  imaginaires  par  leurs  expressions 
trigonom^triqucs  : 

n  —  i  \  I    /**«  /""S*  \ 

A      ,  a        =  -  (   /      K  cos  n%d%  -h  yJ —  1    /      N  sin  »»d»   i , 
B^^_j  a'*~    =:  ^  (  I      Ncosn^pdf  —  y^ — 1    I       N  sin  nW»  j  • 

Si  done  on  pose 

1    /•*«  1    /'*« 

(149)       C   =  -   /      N  cos  m(h ;     S   =  -    /      N  sin  nod*  » 

I'on  a 

71-1  flit-i        '         *^„_i— '        a*  —  * 

» 

Enfin,  en  introduisant  ces  valeurs  dans  les  expressions  (148)  et  en 
s6parant  les  quantil^s  i^elles  des  imaginaires,  on  arrive  k 


r       ,^        .     ^    .   .  V  r» 


u  =  Ci  -h  (C,  cos  9 H-  S,  sin  9)  -  4-  (C5 cos 2^ -4-8, 8in2«p)  -;  -H--. » 
(150)   i 

v=Si-f-  (SjCoscp — CfSin^) --h  (S5COs2^—  C,sin2i) -j-h— 

Remarquons  maintenanrque  les  portions  des  d^placements  qui  sont 
produites  par  la  traction  D  ont  des  valeurs  (147),  u  =  ^  I  ^ds, 

v  =  ^  I  Nd«,  qui  reviennent,  vu  que  ic  =  rcos9,  y=rsiny,  ct 
que  J  =  z a',  ds  =ad 9,  u 

V  I' 

w       -  C  COS  a  ,  r  -r  -  (1  bin  «  , 

nil  C  rcprcbciite  rinttSgrale 
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Nous  aurons  ainsi  pour  la  sommc  des  diplacements  que  le  probl^me 
propose  de  trouver  : 


«  =  Ci  -h  [(G  -h  C,)  cos  <p  -f-  S,  sin  ?]  ^  -h  (C5  cos  2;p  -H  S^  sin  2:p)  ^  4-  . .  . 
(151  a)  " 


r       ,„        ^        ^    .    ^  V  r' 


i«  =  S, -I- [S, cos 9 -h  (C  —  C,)  sin «p]  --^-(SjCOsSi)  — CjSinS©)  —4-  ... 

Or  U 

Ces  formulcs,  avec  cellcs  (149)  et  (151)  qui  donnenl  la  significa- 
tion dcs  C,  S,  d6terininent  complStement  les  d^placemenls  ti,  v,  paral- 
l^lcs  aux  X,  y. 

Chcrchons  maintenant  les  forces  qui  sont  propres  a  les  produire. 
En  premier  lieu,  la  traction  normaleD,  qui  agitpartbut  uniform^ment 
devient,  d'aprfts  (146)  en  remplac^ant  toujours  J  par  ica%  ds  par  ad^  : 

E'C  E' 

D  =  — -. 77  oil  on  pent  faire  -. -,=2  (a. — f) . 

a  (1  —  I)')  ^  i — I)'        ^         ' 

Quant  aux  forces  X^,  \^,  on  les  Irouve  au  moyen  des  deux  premie- 
res formulcs  (135)  du  §  39,  p.  304,  dans  lesquclles  on  rem  place  9  et  (|/ 
par  ti  et  1;  ct  ou  on  introduit  ensuitc  pour  ti  el  1;  leurs  valours  (150). Ce 
calcul  est  rendu  beaucoup  plus  facile  au  moyen  des  Equations  (140), 
page  307,  avec  u,  v  mis  pour  Up  v^  savoir  : 

qui  permetlent  d'iliminer  v  de  Xo  et  u  de  ¥«  et  qui  donnent  a  leurs  ya- 
leurs  (135)  la  forme  simple 

"•=n:^(^cos;,4-^sm;,j, 

On  a  \u  au  §  33,  formule  (92  c),  p.  223,  que  les  expressions  entre  pa- 
rentheses ne  sont  autre  chose  que  les  quotients  difierentiels  de  u  et  v 
par  rapport  k  la  normale  au  contour,  et  comme,  ici,  la  normale  se 

(*)  Ces  espressions  ne  sont  autre  cbose,  comme  on  voit,  que  les  seconds  termes  de 
celles  (14i)  de  X«,  Yo  de  la  fin  du  g  40,  termes  que  Tauteur  avail  supprimds  en  annulant 
ou  abstrayant  U| ,  v, ,  sans  en  presenter  le  motif,  et  que  j'ai  retablis  en  ne  rMuisant  qu'ul- 
Urieurement  les  valeurs  (142)  k  celles  [142  a)  que  Tauteur  donnait  seules. 

On  observers  que  .       ,  =  2  f  ou  le  double  du  coefficient  d*dasticit6  du  glissement  g^y. 
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eonfond  avec  le  rayon,  on  a  les  expressions 

Y    —       ^'       ^"  —  Of  ^' "  V   —       ^'      ^  *'  _  9f  {^  . 

et,  en  y  mettant  pour  ti,  v,  les  expressions  (150)  dcs  parties  de  u,  v. 
qui  ne  viennent  pas  de  la  force  de  traction  constante  D  du  g  41,  Ton 
obtienl  les  expressions  suivantes  des  forces  qui  doivent  agir,  sur  le 
bord  de  la  plaque,  en  m£me  temps  que  cet  effort  extenseur : 

Xo  =  -T7— -ttJ  (C,co8y-hS,siny)-h  2  (CjCos2»-|-S,sin2©)  -  -h  ...•  | 


Yo  = 


fl(i-L,no)  (Stcostp  — C,sin<p)-h2(S,cos2f»— C,sin2(p)  -"»-••••( 


§  43.  —  Applioatioii  ik  la  solntion  approzimatlTe  da  probUatt 

gta^rauz  snr  las  plaqnas. 

La  consideration  des  6tats  particuliers  d*6quilibrc  dans  lesquels,  au 
commencement  du  g  40,  nous  avons  rcconnu  principalement  le  carac- 
tere  de  I'exlension,  pent  encore  avoir  une  autre  utility. 

Le  probl6me  g6n6ral  qui  consiste  k  determiner  V^tat  d'iquUihre 
d'une  plaque  sur  la  surface  cylindrique  de  laquelle  agissent  des  forces 
quelconques  parallUes  aux  bases  ou  faces  planes  extr^mes^  nc  pcut  pas 
Mre  traits  rigourcuscmenl  dans  toutc  sa  g^niralit^  puisquc,  comme 
on  I'a  YU,  les  forces  qui  correspondent  k  un  pareil  £lat  d'^quilibre  sont 
soumises  k  dcs  conditions  parliculieres.  Mais  si  nous  supposons  queles 
forces  agissant  sur  chaque  bande  infmiment  dtroile  de  la  surface  lal^ 
rale  cylindrique  soient  sym^triquement  r^parties  sur  cettc  bande  de 
part  et  d'autre  de  la  m^diane  suivant  laquelle  elle  est  couple  par  la 
section  moyenne;  que,  par  consequent,  elles  ne  tendent  ^  produire  que 
des  extensions  ou  contractions  sans  aucune  torsion  ni  flexion;  nous 
pourrons  avec  quelque  approximation  rcmplacer,  de  la  maniire  sui- 
vante,  le  problime  general  qui  Yient  d'etre  enonce,  par  un  autre  dont 
la  solution  soit  comprise  dans  les  formules  du  g  59. 

Soil  kds  la  somme  dc  toutes  les  coinposantes  X  dcs  forces  extiricu- 
res  qui  agissent  sur  la  bande  de  la  surface  cylindrique  lat^rale  dont  la 
largeur  est(f«,  element  dc  la  peripheric,  et  dont  la  hauteur  est  repais* 
seur  de  la  plaque.  Soit  egalement  Bd«  la  somme  dcs  composanles  Y. 
Dans  le  probieme  du  g  39,  on  obtient  les  sommes  analogues  en  muUi- 
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pliant  d'abord,  par  r616ment  dzds  de  la  mfime  partie  de  la  surface 
cylindrique>  les  composanles  des  forces  agissant  sur  Tunitfe  de  sur- 
f&ce 


/  Xdzds,    / 


h 


J  _  +  _ ,  si  A  d6signe  I'fepaisseur  de  la  plaque.  Cetle  integration 
donne,  pour  unc  bande, 

rfs  JJ  *  Xds  =  (X,A  +  X.  5^)  * . 
d«  J_l*Y«fa  =  (Y,A-hY.Jl)rf«; 

les  termes  dependant  de  X^,  Y^,  ayant  enliferement  disparu. 

Dfes  lore,  ce  problime  se  rapprochera  autant  que  possible  de  celui 
du  §  39  si  on  suppose  les  fonclions  X,  Y  d6termin6es  de  manifere  que 
les  sommes  des  composantes  qui  correspondent  k  chaquc  arfite  de  la 
surface  cylindrique  aient  la  m6me  valeur  dans  le  problferae  pos6  et 
dans  celui  que  Ton  doit  y  substituer.  Posons  done 

hi  h* 

(153)  A=X,fc+X,j^,        B=YofcH-Y,^; 

o6  A  et  B  sont  des  fonctions donntes  de  x  et  de  y;  et  rempla?ons  alors 
le  probldme  donn6  par  celui  dans  lequel  les  forces  agissant  sur  la  sur- 
face cylindrique  seraient  d6termin6es  par  la  loi 

X=X<,+X,s', 
Y=Y,+Y,s«. 

Reinarquons  que  les  quatre  fonctions  X„,  Y,,  X,,  Y„  de  x,  y,  ne 
sont  pas  complitement  d6termin6es  par  les  Equations  (153),  qui  n'ex- 
priment  entre  ccs  quatre  fonclions  que  deux  relations  nicessaires. 
D'un  autre  c6t6,  les  fequalions  (135)  de  la  I'm  du  g  39,  p.  304  donnant 
des  expressions  deX„  Y.,  X.,  Y..  ne  peuvent  itre  prises  coname  pou- 
^ant  subsistcr  h  la  fois  toutes  ensemble ;  il  faut  seulement  les  consi- 
derer  commc  imposant  d'autres  conditions  auxquelles  doivent  satis- 
faire  les  fonctions  X,.  Y„  X,.  Y.  des  iquaUons  (153).  Si  done  on 
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exprimcccs  quatre  fonctions  au  moyen  deleurs  valours  (ir£esde(135) 
en  f,  (|i,  etsi  Ton  introduit  ees  yaleurs  dans  (153),  on  a  les  deux  con- 
ditions suivantes :. 

tlflh  f^^*~'>"^"-C03n}(l      n')(^^  I  ^^"l  I  '^'^V  ^^     I    /y)> 


\ 


.       ,       ,     2f      1—1)"       1  ,      ,,        ,,  d' 

ou    i-f=-,  -Tr^=^.  -)  =(1-9)7 


Les  Equations  (155)  ^talent  en  trop  grand  nombre  pour  pouvoir  dire 
satisfaites  k  la  fois  par  un  choix  arbiti^aire  des  fonclions  \,  ¥«,  X,,  Y,. 
Cctte  dirficult^  n'existe  plus  avec  les  Equations  de  condition  (I5i) ;  on 
pcut  toujours  satisfaire  a  ces  Equations,  lorsquc  A  et  B  sonl  des  fonc- 
tions donn6es  dco:  ct  dc  y,  Bien  que  Ton  ne  soil  pas  en  6tat,  a  Taide 
de  ces  conditions,  de  resoudrc  le  problcme  g6n6ral  pos6  au  commcn* 
cement  dc  cc  paragraphe,  on  peul  doncccpcndant  resoudre  le  problcme 
pour  Icquel  les  sommes  dc  loutes  les  coinposantes  qui  agissent  sur 
chacunc  des  gfendratrices  du  cylindre  sont  des  grandeurs  donnees  ar- 
bitrairement.  Les  solutions  dece  problcme  sont,  d'apr&s  (130)  p.  501, 

\ n'  c 

en  mettant  [(2)  de  la  note  du  g  16]  — ;r^  pour  -p,  exprimtes  par  les 

Equations  : 


dans  lesquelles les  fonclions  9  et  <]/,  outre  qu'elles  doivenl  satisfaire  aux 
conditions  de  limitc  (15i)  imposees  pour  que  les  forces  agissant  sur 
la  surface  soicnl  les  forces  donnees  A,  B,  doivent  encore  satisfaire  en 
tons  les  points  du  solidc  aux  Equations  (151),  p.  301,  imposees  par  les 
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suppositions  t^,=0, 1^=0,  t^  =  0,  partout : 

^'?   ,    1  —  l?'g'»   .    1  -1-9'    ^   _n 

.  1—0'      f       H-9'      ,       f 

""   2-=5:'     2-=*-a-:- 


g  44;  —  Solntton  approzimatlTe  dn  probUma  gte^ral  pour  nne 

plaque  circulairo. 

Je  vais  appliquer  ces  Equations  au  cas  simple  d*une  plaque  circu- 
laire.  Nous  introduirons  les  coordonfi^cs  polaircs  r,  0,  et  nous  c^nsi- 
direrons  (153)  A  et  B  comme  dcs  fonctions  donn^es  de  Tangle  6,  ian- 
disque  dans  les  Equations  (154),  r  devra  avoir  la  valeur  constanle  a 
qui  correspond  a  la  peripheric  de  la  plaque. 

Posons  maintenant  pour  abriger 


•c  X  ^  iy  - 

—  s 

6*            i^ 

l!)y       i)x 

=  >j, 

^W 

0  9          e-i^ 

f^y  ^  ex  - 

-n'  . 

Les  Equations  (154)  et  (156)  prennent  alors  des  formes  beaucoup 
plus  simples.  On  devra  en  outre  remplacer  partout  Tangle  p  par 
Tangle  0  form6  par  le  rayon  r  avoc  Taxe  des  x  altendu  que  la  nor- 
male  a  la  peripheric  se  confond  avec  le  rayon ;  les  conditions  g^ndra 
les  (156)  dcviennent  done 

(158)  T^-^H 2— %-:^W:y  2      ^.r"'"'^'^      2     ""a,' 

et,  vu  que  les  6qualions  (157)  donncnt 

(159)  J 


^9      l-hl' 
Wi—    2     ' 

S^          ,  — ,' 
i/x~         2 

iiv—    2    • 

l^     X—V 
ty       2    ' 

52d  CHAP.    III.    —   TLAQUES   D*£pA1SSEUR' QUEIXONQUE. 

les  conditions  limites  (154)  dcviennent 

sin  6  5 ^  «'  -u-^—  .,-3-  i 


y-'  "^^  SxSyS 

^**"^     <     (l-9-')B_^^^,U--9\.    ,9:^/11 
— ___cose|      2     '  -^  24  ^^yi 


sin6^_^^  2     ^  ^  24  ^yM- 


Les  grandeurs  ^,  ^',  y),  r{  doivent,  en  vertu  de  (159)  salisfaire  aux 
Equations 

^***^        ^  ^(;-n_      ^(^-^') 

tx      ^  i)y       ' 

Si,  au  moyen  de  ces  Equations  ct  des  Equations  (15S)  on  determine 
les  fonetions  ^,  ^\  y),  V,  les  mdmcs  (159)  fournissent  enfin 

df^  =  —^dxA Y'dy, 


et  par  consequent  9  et  4^  par  une  simple  inl^gration. 
En  introduisant  les  coordonnees  polaires  dans  ces  Equations,  on  a 

:r  =  r  cos  0 ,  y^T  sin.6, 

d'ou  Ton  d^duit  en  diff^renliant  d'abord  par  rapporl  k  r,  puis  par 
rapport  &  ^;  ensuilc  en  diff^rentiant  chacunc  de  ces  deux  monies 
Equations  par  rapport  kx^i  par  rapport  k  y,  et  tirant  par  r6solution 
de  chacun  des  deux  groupes  de  deux  Equations  qui  en  rdsultent,  les 
valeurs  des  quotients  diff^rentiels  de  r  ct  de  0, 

^.r  ^    ^y      •  *     ^•''  .  *    ^v 

7— =  cosO,   /=:8ind,  7-i  =  — rsm©,  -^z=rcos9, 

(462  a)  { 

^r     ,«,«     ^'^      «:nA     ^^  sinO     i)9      cose 
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Ea  consequence,  si  I'on  imagine  une  fonction  qiielconque  A'  expri- 
mte  d'abord  en  x  et  i/,  et  casuile  en  r  et  6,  on  aura,  par  difTdrcnlia- 

Uon  de  fonclions  de  fonctions, 

dK     tK       ^      tK  .   , 
77-  :=  -TT-  cos  0 TT  Sin  9  , 

(163)     (  '' 

^=^C09  9+^s.n«. 

Ces  formules,  qui  sont  fondamcntales  pour  les  diverses  differentia- 
tions, permellcntde  donner  aux  6qualions  (158)  a  (161)  des  formes 
lelles  qu'il  ne  s'y  trouve  plus  de  quotients  difli^renliels  que  par  rapport 
2i  r  et  a  0.  Que,  par  exemple,  on  multiplie  la  premiere  Equation  (158) 
par  cos  0,  la  seconde  par  sinO  et  que  Ton  additionne;  ou  bien  que  Ton 
multiplie  la  premi6re  par  —  stnO,  la  seconde  par  cos  0,  et  que  Ton  ad- 
ditionne encore,  on  aura,  en  ayant  (gard  aux  deux  derni^res  Equa- 
tions (163)  qui  s'appliqucnt  a  une  fonction  quelconque  telle  que  ^ 
out); 

Imaginons  maintenant  les  fonctions  ^  et  iq  d^veloppies  suivant  les 
sinus  et  cosinus  des  multiples  de  0,  chaque  terme  comprenant  un 
coefficient  dependant  de  r  seulement,  c'est-li-dire  posons  : 

2S=R„-f-RjCOsOH-R,cos20-f-  • .  .  .  -|-R;sinOH-R;sIn2Q4-  . . . . , 

(i— i)'),=S^-+-S4COs0-+-S,co820-H  .  .  .  .-|-S'^sinO-hS;sin20-f-. 


•  •  » • 


Introduisons  ces  expressions  dans  les  Equations  (164) ;  et,  dans  cha- 
cune  d'elles,  annulons  les  coeflicients  des  sinus  et  des  cosinus  du 
mdnic  ailment,  nous  aurons,  1 6tant  un  indicc  quelconque, 

£B»— ft  ^^— ft 

i!r       r    '  6r      r   * 

21 
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R*  ct  S®  sont  deux  consfantes,  el  R^.  esl  li6  avec  S'^  comme  R!  avec  S^ 
par  Ics  quatre  Equations  bin6mes  que  nous  venons  d'^crire. 
Eliminant  R'.  et  S^,  on  oblienl  pour  R^  el  S.  la  mfime  Equation  difle- 

rcnlielle  du  second  ordre 


r 


£'  (  ^RA  s  (  n\ 


donl  chacune,  fetanl  inl6gr^e,  doil  donner  lieu  ^rintroductionde  deux 
conslanles  aibilraires.  Or,  on  salisfail  &  ces  deux  Equations  par  les 
expressions  suivanlcs  oii  A^,  B*,  C.,  D*  sonl  des  conslanles  arbilraires  : 

Comme  les  conslanles  sonl  en  nombre  suffisanl,  puisque  les  eqna- 
lions  difTigrcnlietles  que  resolvenl  les  expressions  de  R.,  S^.  sont  du  se- 
cond ordre,  ces  expressions  sonl  bien  les  formes  les  plus  gtoirales 
deRjCldeS^.. 

Mais  les  conslanles  C^,  D^  doivenl  £lre  nulles  afin  que,  pour  r=0, 

c*est-&-dire  au  cenlre  de  la  plaque,  les  valeuisci-dessus  reslent  finies. 
On  a  done  simplemenl 

R  =A/  ,        S  =B/  , 
ct,  par  suile 

dc  sortc  que  les  expressions  5  d  devj  deviennenl  : 

5  =  9    Ao^-AircosdH-A,r'cos2©-|- H-B|rsin©H-B,r*sin2©-»- . 

(1G5)  <  "^  -^ 

1    r  1 

^=-2 ;    Bo-l-BircosOH-B,r*cos26-t- —  A^rsinO — A,r*sin20 — I 

Pom*  Irouver  main4enanl  les  fonclions  i'  el  r',  nous  raratoerons 
d'abord  les  6qualions  (161)  a  la  forme 

£1  .  ^=^-^^  ii'_£iL  =  _£i4-^  . 

cx      ty      ly      cy*  ly       cy  ly    Ax" 

ou,  en  remplaganl  les  d6riv6es  par  rapporl  a  a:  el  a  y  parleurs  valeurs 
en  d6riv6os  par  rapport  a  r  el  6  au  moyen  des  fonnules  dc  chunge- 
mcnl  ( 1 03)  • 

7^cose-j:.-sm04-.-sme  +  ^cosO  =  ^^,.^^^Jcos64.(^ 

li'sine-f--^-.^^ose-?>s04-f^,sm 

/  r  >v  0  it  n  ©  \tr     re  OJ  \c  r      n  6/ 


(166) 
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Si,  maintenant,  Ton  multiplie  la  premiere  de  ccs  deux  Equations 
par  cos  0,  la  secondc  par  sin  0,  ou  bicn  la  premiere  par  — sinOet  la 
seconde  par  cos  0,  et  si,  chaque  fois,  Ton  additionnc,  on  obtient : 

On  pent  remarqucrque  les  premiers  mcmbresde  ces  Equations  (166) 
ont  tout  a  fait  la  m6me  forme  que  ceux  des  Equations  (164)  dans  les 
quelles  2?  scrait  remplac6  par  5'  el  (1  — i)')^  par  n\  Celle  rcmarque 
va  nous  donner  le  moyen  de  determiner  pour  5',  r/  des  expressions  en 
s^rie  commc  celles  (165)  de  §,  v;.  En  efTet,  supposons  que  Ton  nit 
trouv6  une  solution  particuliSie  quelconque  ^'q,  ig^des  Equations  (166), 

solution  k  laquelle  on  peut  donner  la  forme 


(167) 


5^=|BC08  26-|-|B'sin2d  , 
V=psin26  —  p'cos20  . 

0  '  ' 


Si  Ton  met  5^,  t)'^  a  la  place  de  5'i  V  dans  les  Equations  (166),  les  pre- 
miers membres  seront : 

0     I     0     ^  0  0 

Ir  "^  r/?0  r^'O       ^r    V 

el  ne  cesseront  pas  d'£lre  6gaux  aux  fonctions  de  r,  6  qui  forment  les 
seconds  membres.  Retranchant,  des  Equations  (166),  celles  qui  resul- 
tant de  cette  substitution,  on  a 

Les  differences  (5'  —  51,)  et  (V— \)  doivent  done  6U*e  exactcment  de  la 
forme  trouv6e  ci-dessus.pour  2§  et  pour  (1  — i)')  r^,  c'est-i-dire  que 
Ton  a  : 

E'=;H-C.-^C,rcose-f-C,r*cos26-f- H-D/sinO-^D  r'8in2e-h.. 

(168)  1  •.•*..*. 

r;=u^-hD^H-Djrco8e-hD,r«cos20-l- — C^rsinO— C/*8in26  — .. 


ou  les  C.,  Dj  disignent  des  Constances  arbitraires. 
11  reste  done  a  trouver  la  solution  particulidre  ^'^^\^  ou  bicn  une 
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e^iprcssion  des  fonclions  que  nous  avons  appclik^s  p,  p',  d^Onies  par 
(167).  Introduisons  dans  les  Equations  (166)  les  valcurs  (167)  pour  ;' 
ct  pour  rl ;  Us  premiers  rocmbres  de  ces  Equations  prennenl  la  forme 

En  comparant  ces  formes  avec  les  seconds  mcmbres  des  in£mes 
6quations  (166)  on  obticnt  les  Equations  plus  simples, 

^>_£^'     2g__£5     _^ 
It      rm       r       grrm* 

ou,  enfm,  en  introduisant  dans  les  seconds  membres  de  ces  ^lil&, 
pour  5  et  K)  leurs  valeurs  (165), 

=  27rzr^^^  4-AiCosO-f-2A,rcos26-h 1: 

=  —    ^j^\  rB^cosQ+2B,rcos2QH- — AisinO— 2A,rsin26— 1 

Si  Ton  pose,  par  consequent : 

p  =  Eir sin  0 H- E,r'  sin 20 -h 4-  Fjr cos 0 -f- F,r* cos  20 4- . 

p'  =  dr  sin  0  4-  G,r*  sin  2  6  -h -H  H^r  cos  O-f-  H,r*  cos  284- ♦ 

on  oblient,  par  la  comparaison  des  coeflficienls  correspondants  de 
chaque  sinus  cl  de  chaque  cosinus  : 

II  p— _L±i>!__;n'.  f  — F  -       *-±5!__tA    AAi±2.'_«t_i 
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dc  (H)r(e  quo  i'on  a  enCn 

P  = — jyy^^^    BirsinO-+-2B,r*sin2e-|- -f-AircosO-|-2A,r*cos20^- » 

(168  a)  ^ 

p'=— jTj^^  rAirsine-h2A,r>8m2eH- — BifCOsO— 2B,r'cos2e^ 1  ; 

cc  qui  revienl,  d'aprfis  Ics  (165),  k 

_       1  +  tf      ^  '-i±jf^^ 

P—      2(1— 9')'"^r'         ^^~i~    i)r* 

De  celte  fa^on  on  a  compl^tement  d^termin^  la  forme  dcs  fonclions 
^9  "nj  ^\  ^9  6t  il  ne  resle  plus  qu'&  avoir  6gard  aux  conditions  de  limi- 
tes  pour  les  faire  servir  k  la  determination  dcs  conslantes. 

Dans  les  deux  lignes  de  chacunc  des  Equations  (160)  qui  expriment 

ces  conditions  de  limites,  se  trouvenl,  affectds  de  4n~  «    ^^^  bindmes 

formant  les  premiers  membrcs  des  ^galit^s  suivantcs,  et  auxquels 
on  peutt  en  vertude  la  troisi6me  des  formules  de  changement  (163), 
substituer  les  seconds  membres  : 

(168  b)  { 

Multiplions  done  respectivement  les  deux  Equations  (160),  modifi^cs 
au  moyen  de  ces  substitutions  (168  6),  par  cos  0  et  par  sinO,  puis  par 
—  sin  0  et  par  cos  0,  et  additionnons  cliaque  fois,  nous  obtiendrons, 
cu  egard  encore  aux  derni^res  formules  de  changement  de  variables 

(163),  appliquies  ^  j^,  7I  au  lieu  de  K,  les  6quations  plus  simples 

^-j^  (A  cosO+DsinO)=y-|p+'--Y2.(J'cos20+,,'sin29)+  l:p^ 
('68c){ 

*^  {BcosO  -  AsinO)  =^|:(;g)  +1=2:  (,'cos2e-;'sin20) . 

* 

Ces  Equations  ne  s'appliqucnt  qu'a  la  valcur  r=a  du  rayon  vecleur 
mais  elles  convienncnt  a  toulcs  les  valcurs  de  Tangle  polaire  0.  Si  Ton 
y  inlroduit  pour  $,  5',  yj,  t)',  leurs  valours  en  serie  trouvees  ci-dcssus, 
etsi  Tony  fait  en  m6me  temps,  r  =  aj  on  obtient  les  Equations  sui- 
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vantes  qui  expriment  Ics  condidons  limites,  ou  au  bord  de  la  plaque, 
ctqui  doiveat  £tre  salisfaites  pour  toutes  Ics  valeurs  de  6  : 


AE 


=^[iM, 


cos26-f-2.3Asacos5e-f- -f-1.2B,sin20-h2.3B^sin50+ 


••  ••  I 


(168  c/) 


H 5-2.1  Ao-l-Aiacos04-Aj|a*cos2d-f- -f-BiasinO-|-B,a*sin20-f-.... 

^rAiacos6-f-2A^*cos20-h 4-BiasmO-|-2B,a«sin2G4- 1 

+  (1 — 9'j[CoCOs20-f-Ciacos5e-^-C,a*cos4©-f-....-|-Diasin3e-f-Dia*sin4a-h.... ; 

hV       (^^^^^ — AsinO)  = 

r 

==^T_i.2A«&in2ft— 2.5A5asin3d-....-hl.2B,cos2eH-2.5Bsacos5H-.... 

A|asinO+2A,a*sin20+ — BiflCosO— 2B^*cos20 — I 

(1 — 9')[DoCos20-|-Diacos3d-f-D^*cos40-|-.... — CiasinS©— C,a*8in46— .• ' 


4 


Pour  determiner  les  constanlcs  au  moyen  de  ccs  Equations,  on  n'a 
qu'a  se  rappeler  una  propriety  connue  des  int^ales  trigonom^triques 
d'apris  laquelle,  si  m  et  n  sont  deux  norabres  differents,  on  a  : 


(168  e) 


/.•^ 


cos  mO  sin  nO  £/9  =  0  , 


cos  md  cos  n9  £/9  =  0  , 


sin  mO  sin  nd  dd  =  0  . 


La  premiere  de  ces  Equations  subsiste  encore  quand  m  =  n;  tandis 
qu'on  a,  au  lieu  des  deux  autrcs 


(168  f) 


j  ^cos*fnBd$=  I    sin*mOdO  =  ir  ; 


el,  pour  m =11=0,  on  a,  au  lieu  de  la  scconde  : 


/     d0  =  2i:  . 
•/ 0 
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(169) 


(169  a) 


Qu  on  int^re  done  Ics  ^qualions  (168  <f )  de  0  ^  2z  apr6s  Ics  avoir 
multipliees  par  dO  ou  parcosOdOou  bienpar  sinOdO,  on  trouvc  les 
Equations  suivantes  qui  nc  contiennent  plus  que  les  constantcs,  ct  Ics 
grandeurs  A  et  B  suppos^es  connues  : 

~iP^  /^(A  cos  «  -I-  B  sin  9)  dfl = ( I  + 1)')  A,ir ; 

hE'      J    (Bcose— Asin9)d9=0; 
~^W^  ^(A  cos  9  -+- B  sin  9)  cos  9 rf9  =  ^-±^  A ,0^ ; 
,     i^pf        f    (A COS 0 -h B sm 0)  sin 0(U  =        '  \an ; 
^  ,  „/      /     (BcosO— A8inO)cose£/e  = Y^\ai:\ 

Qu'on  les  intSgre  dc  m6me  apr6s  les  avoir  multipli6es  par  costOJO, 
sin  iOdO»  i  ayant  loutes  les  valeurs  entiSros  plus  grandcs  que  Tunil^, 
on  a  toujours,  en  verto  des  (168  e),  (168/)  ne  laissanl  subsistcr  qu'ua 
seul  Icrnie  des  series  aprSs  rint6gration, 

'Kl~5!!)  r'(Acosfl-HB8ind)co8ierfO  = 

^  ^'^h^'^^  /^"^*  ^^®  0  4-  B  sin 5)  sin  i©  J6  = 

^^^"^^^  /     (Bco8  9— Asin9)co8t9d9= 
t       Jo 


ve: 


=  *\\- u -^-^ta'j+(l-9')irl) 

- — ^-i-i  I     (Bcos9 — sin9)sin{9a9  = 

''        Jo 


«-i ; 


.  AE' 


.  /i(«— l)n''A»o'"'      l-l-o'.A     ,,       „n 


ou 


.1— 9'»_1 


=  f.    9'=l-2r- 


a 
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Ccs  Equations  ^ufliscnt  pour  determiner  complelemeni  les  cooslan- 
tcs,  car  cclles  (169),  ou  n*entrent  ni  les  C  ni  les  D,  donnent  A«,  A^,  B^ 
ct  le  systcmc  de$  quatre  equations  (169  a)  foumit  les  qoatre  constaDtes 
A^,  Bj.,  C|_2,  D._2»  cl  par  consequent  tous  les  C,  D,  ainsi  que  les  A,  B 
d*indices  2  et  au-dcssus. 

On  a  ainsi,  en  tirant  A^  B^  de  la  troisieme  et  de  la  quatrieme  des 
(169)  sauf  a  se  servir  plus  loin,  comme  on  va  Toir,  de  la  cinquifimc 
et  de  la  sixieme  qui  les  contiennent  aussi, 


I 


*.=^4i^'r<^-^'^^^^'")^''?*^V^-.-:ii 


A. 


_  8  (1 — I)')  r^' 


*  .  ^.,  ?-^  f  '(Aco80+Bsiue)cose<f« 
ahWv    Jo 


(1C9  b)  I 


^'~ah^  r*"  ( A  cos  9 -1-B  sin  8)  sin  Ode, 

B,  =  *  I,!  ~,f  ^  f^K  sin (.-+- 1)  e-Bcos(.4- 1)  6]  rfO  . 

6  a'AlV  j     [Acos{.-f-l)e+Bsin(i-Hl)e:rf4 

—  T-pTT-r-^  r*'(Bcos«— AsinfllsiniSrfe. 
»,_,  = ^ '  Q^,^f^,^ '-'—  J     [A sin (. 4- 1)  9— B cos (t -H 1  )ej ,h 


c,_=- 


,  ^_/     I     (BcosO — AsinO)cosiOrffi  . 
a     It  Jq 


2J1+9')  r* 


11  r6suUe,  en  oulre,  des  Equations  ci-dcssus,  trois  conditions  qui 
ne  contiennent  pas  les  constautes  et  qui,  par  cons6quent,  paraissent 
exigcr,  pour  Ics  forces  ext6ricuresy  des  propricl6s  particuli^rcs.  L*unc 
de  ces  conditions  est  exprimce  par  la  seconde  des  Equations  (169).  En 
*  ajoutant,  d'une  part»  la  quatrieme  et  la  cinqui^me  de  ces  equations, 
ety  de  Tautre,  en  retranchant  la  derni^re  de  la  troisiemet  on  obtient 
encore  deux  Equations  de  conditions.  Ces  trois  6quations  sont : 

r''(Bcose  — A8inO)rfO  =  0  ;       f^Ad$  =  0  ;      f  ^hdB  =  0  • 
Jo  «/0  Jo 

Ellcs  n*expriment  en  r6alit6  que  la  condition  que  les  forces  extc 
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rieures  agissant  sur  la  plaque  se  fassent  6quilibrc.  En  cffet,  si  Ton 
d6$ignc  par  ds  un  61^inen(  de  la  p^riph^rie,  para?,  y  ses coordonn6es ; 
Ics  sommes  des  composanles  des  forces  ext^ricures  seronl : 

Ckds,  fBds, 

ct  la  sommc  de  leurs  moments  de  rotation  sera 


/ 


(B  X — ^A  y)  ds . 


Si  les  forces  exl6rieurcs  se  font  equilibre,  ces  trois  inl6grales  doi- 
vent  6ire  nulles.  En  lescgalant  k  z6ro,  et  en  y  rempla^ant  x,  i/,  ds  par 
acosO,  asinO,  adO,  on  obtient  bien  les  Irois  Equations  de  condition 
qui  viennent  d'etre  ^crites. 

La  determination  des  constantes  est  done  compl^tement  op6r6e;  le 
nombre  des  conditions  a  6t6  suffisant,  et  le  problftme  ne  pr6sente  au- 
cune  ambiguity.  La  constante  B^  seule  est  reside  inconnue,  mais  on 
verra  plus  loin  que  cela  ne  fait  aucun  obstacle  a  ce  que  le  probl&me 
soit  eiiti^rement  determine. 

11  reste  k  exprimer  les  fonctions  9  et  4;,  a  tin  d'arriver  a  Texpression 
g6n6rale  des  ddplacements  ti,  v,  w.  Cela  se  fait  k  Taide  des  considera- 
tions suivantes  : 

Comme  consequence  des  Equations  (159)  ct  des  troisiSme  et  qua- 
Iri^me  formules  de  changement  de  variables  (163),  on  a 

^r       ^^  2 — ^^^^' 

^  =  -^  sin  9  +  -^  cos  9. 

Les  deux  premieres  de  ces  Equations,  int^gr^s  par  rappoii  5  r 
donnent 

y=cos9  £^-^dr  +  sin  9    T^'  dr-he,  , 

"^^  i  rx-.  ri-i' 

[       =  — cos6  /        ^^     (/r  -h  sin  e   /        ^     rfr  +  e,; 


(170) 
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oil  ©4  et  e,  ne  sont  Tonctions  que  de  6.  Ccs  expressions  donncnt  evi- 
deramenU  pour  les  quotients  difKrenliels  de  <p  el  de  4*  par  rapporl  a  r, 
les  deux  premieres  equations  (170).  II  faut  determiner  6^  el  6,  pour 
que  les  quotients  diff^rcntiels  de  <f  clAe^  par  rapport  a  6  soient  d'ac- 
cord  avec  les  deux  derni^res  Equations  (170).  EndifT&rcntiant  ccs  ex- 
pressions par  rapport  a  0  on  a  : 

^^_cose   r^(^+^')  I  ^sinO  r^M-V)  .  _^^e| 
sin  e    f  ,,       rn  I         cos  0    f  ,     .     ,^  , 

-—Jo  ^'^'^''r-^-i-Jo  (''+'')'^'-' 

f^_      C089  f  g(»,  — /)  ,        sine    f^ii— V)j  _i_C^ 
19~         2~Jo        W^      '^~T  .  0        r«  "^  ^6 


jo        ^9  "*■    2    jo        ^9 


Si  mainlenant,  dans  les  Equations  (161)  on  substilue,  au  moyen 
des  (163),  les  quotients  diiTSrenlicls  par  rapport  a  r  el  6  (i  ceux  qui 
sont pris par  rapport  kx  elk  tfyces Equations devicnnent : 

iE=D  cos  9  +  ^i5p:i  sin  9  -  iii^  sin  9  +  ^(^ 

On  pent  alors,  dans  les  expressions  pr6c6clenles  de  7:| ,  j~,  metlre, 

k  la  place  des  quotients  difG^rentiels  par  rapport  k  0,  ceux  qui  sont 
pris  par  rapport  k  r,  et  Ton  obtienl ; 

On  peut  mainlenant  inligrer  les  seconds  membrcs ;  et,  en  obser- 
vant que  les  quatre  intdgrales  qui  sont  r(ri  dt  r/),  r(^  dt  ^'),  n'ont  pas 
bcsoin  qu'on  Icur  ajoute  de  constantcs,  vu  qu'elles  s'annulent  a  la  li- 
mite  inf6rieure  r  =:  0,  on  oblient : 

f^=r  ^cos9-2 sin  9 -2- j  4- -7^  , 

3;^^  r(^cos9-^-f-sm9^ +  -.,;. 
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Ccs6qualions  concordent  avcc  les  deux  derni6res  (170)  a  la  condi- 
tion que  Ton  admette  6^  et  6,  comme  des  quanlil6s  constanlcs,  afin 
que  leurs  quotients  difG&rentiels  par  rapport  k  0  disparaissent.  En  don- 
nant  ainsi  aux  grandeurs  6  celte  signification  de  constantes,  les  Equa- 
tions (171)  p.  529,  donneiit  les  expressions  completes  de  9  et  de  (|i. 

Pour  efTectucr  les  integrations  qui  y  sent  indiqu6es,  remarquons  que 
d*apr^  les  series  (168),  p.  325,  ^'  et  r/  ont  la  forme 

et  que  d'aprds(167)  on  a 

J^  cos  0  -h  u^  sin  B  =  p  cos  0  -f-p'  sin  ©  , 
ijJcosO —  5^sinO=f)sin0—  0'  cosO  . 


4-ei, 


On  pcul  done  aussi  Ecrire 

(cosO  r^  ,^  ,  t,        X  1    .  sin  6  f*", 
?=-2"  jo  ("^■^^i^-^)^''  +  -2"jo  (''  +  <  +  /)^'' 

I    ,  cosO  /•»",         ,       Mj    .  sinO  r^  ,^      ^,       ,   , 

(  += 2- Jo  (''-<-^-^)^'-^--2- jo  (^-'^.-^/')  ^'-+-®«  • 

Au  naoyen  des  d6veloppements  (165)  de  $,  7;,  p.  522  et  (168  a)  de  p 
et  p\  p.  325,  on  donne  facilement  aux  bindmes  (§  +  p),  (v2  +  p')  la 
forme 

^"*"P  =  r71 ^:[Ao-hAircose  +  BAr8ine+A,r«co8  2eH-Bjr*sin2eH-.,.] 

4(1 — f)) 

—  T^f!^  [Ao-h2AircosO  +  2Birsine  +  5A,r«cos2e-H3B,r»8in204- ...1, 
4(1 — 9}'- 

jj+p'  =  .      __  '    [Bo  -f-  B,r  cos  e — Air  sin  6  -f-  B,r«  cos  20  —  A,r'  sin  20  -4- . . .] 

H--r^ftLi-[B^4-2B4rcose  — 2A4rsin04-3B,r«cos20— 3A,r»8in2e+...]; 
4(1 — 9; 

,  3  —  n'      a.       . 

Si eafin,  on  prend  dans  (168),  p.  323,  les  valeurs  de  ^[=^^^^^cl 
de  TQi  =Yj'  — TQ^  on  a,  par  integration  des  termcs  dc  (171  a),  les  ex- 
pressions suivantes  pour  9  et  ^  : 
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1  -4-  n'     ( 

'^®*'^8(r=r^  |''(^""*  — Bocos^l  f  ^(A,sin20-B|Cos2«)-f  J  (AjSiuSa— B,cos5«)+...[ 
g^fll^  j  r(AoSine -Bo(»8©)— i%+r5{A,sine--BjC08«)+rMA,5in2fi-B,co825>T  ..| 

+  2|r(Co8ine— Doce80)+^  ^C|8in2e-D,co8  2«+)  ^c,8in3e— DtcosSfli-f-.-l- 
Aprfesavoirdonnices  dfeveloppements  complets,  il  suffira  d'indiquer 
bri6vemcnt  Ics  formes  sous  lesquelles  se  prcsentenl  les  deplacements 
ct  les  tensions.  En  introduisant  dans  les  expressions  (132 a)  den, »,  w, 
et  (132  b)  dc  t^,  t^^,  i^^  les  fonctions  5,  t).  §',  V.  dfeflnies  par  (157)  el 

(159)  el  en  remplacant  ensuite  lesp,  p,  £|,  i!|,  ^  par  les  deii- 

v6es  en  r  et  e  que  fournissent  les  formules  de  Iransformation  (163)  cl 
(162  a),  Ton  obtient  pour  les  deplacements  : 

W  = 11-F. 

el  pour  les  tensions : 
E'        r 

Vy  =  2  (1  -  9-')  [(*  -f- 9')  5-  (1  -  9')  5' 

E'l)'      _  W'  E'       _  E' 

"2(1-9")- c*    a(i-9') -"'"'»    alTT?)-"'* 
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Dans  les  expressions  des  d6placements,  il  y  a  encore  trqis  constanlcs 
ind6termin6es  B^,  0j,  6,;  niais  ces  constantes  ne  se  trouvenl  pas  dans 
les  expressions  des  tensions  :  celles-ci  sont  done  completement  d6ler- 
niintesen  chaque  point.  Pour  reconnaitre  rinfluence  de  ces  consi antes 
sur  les  d6placements  laissons  les  subsister  seulcs  en  faisant  disparaitrc 
tout  le  reste,  nous  avons  : 

tt  =  ei  4-  ^  Dor  sm 6= e,  4-  -|-  , 

v  =  e,  —  4  Bor cos  e=  e,  —  -^ , 

On  a  dkjk  dit  plusieurs  fois  que  des  formules  de  cetfe  esp6ce  corres- 
pondent a  un  petif  d6placement  du  syst^me  des  axes  coordonn^s,  c  est 
a-dire  h  une  petite  translation  avec  une  petite  rotation  g6n6rale;  et 
ici,  ou  Ton  a  ti;  =  0,  cette  translation  et  cette  rotation  ne  sont  que  pa- 
ranoics au  plan  xy.  L'ind6termination  de  6p  6,,  B^  est  done  sans  in- 
fluence sur  rotat  int6rieur  du  corps;  on  pent  par  consequent  annuler 
ces  constantes  ou  bien  leur  attribuer  une  valeur  arbitraire  quelconque. 
Lc'probl&mc  est  done  completement  determine. 

11  est  sans  doute  possible  de  resoudre,  pour  des  plaques  d'une  autre 
forme,  le  probieme  propose,  comme  on  vient  de  le  faire  pour  une  pla- 
que circulaire.  II  nous  suffit  d'avoir  montre  completement,  pour  ce 
cas  particulier,  la  marche  k  suivre  ainsi  que  la  solution  :  on  voit  aussi 
que  cette  solution,  complete  et  generale,  pour  ce  cas  le  plus  simple 
est  deja  compliquee ;  car,  dans  les  expressions  obtenues  pour  les  de- 
placements  II,  V,  w  de3  points  et  pour  les  tensions  t^  ,  t   ,  t    qui  y 

agissent,  il  faut,  h  la  place  de  la  fonction  $,  mettrela  sOrie  trigonome- 
trique  (165)  p.  322,  dont  les  coefficients  A^,  A^  A,,....  B^,  B,,  ont  les 

expressions  (169  6.)  de  la  p.  328,  ou  les  integrates  definies   I      se 

calculent  lorsque  les  forces  A,  B  qui  agissent  sur  chaque  bande  longi- 
tudinale  de  la  surface  laterale  de  la  plaque  sont  donnees  en  fonction 
de  Tangle  polaire  0. 
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g  45.  —  Flexion  d'nne  plaqae  par  des  conples  de  forces  agit- 
sant  snr  son  bord>  —  Flexion  uniforme  par  des  couples  ^aaz 
toumant  antoar  des  tangentes  &  la  conrlie  p6ripli6rlqne  de  la 

'   surface  mMiane. 

Pour  completer  ce  qui  a  6t6  (lit  au  commencement  du  §  40,  il  resle 
a  examiner  la  seconde  espSce  des  6tats  d*6quilibro  conlenus  dans  \es 
expressions  gen^rales  (132aK  (1326)  p.  302.  Pour  ces  ^lalsqui  depen 
dent  uniquement,  avons-nous  dif,  de  la  fonction  fei  de  la  conslanteC 
entrant  en  m^.me  lemps  que  <fei^  dans  les  expressions  g6n6rales  des 
d6placements  et  des  tensions,  on  a  seulcment : 


.1—1)'     r 


f     c'li        n  ^-+-y'        » CV        .  I)"      fd' 
la  fonction  fki&ni  dcfinie  par  T^quatioa  (i32) 

et  les  tensions  (132  h)  onl  alors  pour  valeurs  : 


t.x 


(174) 


Ce  qui  caracterise  Tilatdont  nous  nous  occupons  maintenant,  c'est 
quetoutes  les  tensions chnngentde  signc  avec  z;  que,  par  cons6quenl. 


(*)  Dans  le  livro  de  Cicbsch  il  y  a  deux  erreurs  d' inadvertence.  U  y  a  ^t6  donnd  2  pour 

C 

dcnominateur  h  x* -{-  y*  dans  la  troisidme  (172),  ct  1  —  t)'  pour  coefficients  ~  dans  Ic« 

deux  premieres  (174).  II  faut  4,  et  1  -f  >)'•  J<^  1^^  ai  corriffdes  aussi  plus  loin,  notanuDcnt 
aux  formules  (174  a),  en  y  donnant  h  t*-^y^  le  dcnominateur  2  qui  manquait,  eten  r^ui- 

Fant  ij.j^  =  t      k  — ^  au   lieu   de  -^^  i       %;  et,  aussi,  dans  les  formules  (174  f),  (li5i 
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les  tensions  dans  la  moili6  inf6rieure  de  la  plaque  sent  exactement 
^galcs  et  opposeosa  celles  dc  la  moiti^  sup6rieure  a  m£me  distance  du 
plan  milieu  2  =  0.  Les  forces  dc  traction  agissant  parall61ement  a  la 
plaque  sur  ses  bords  ou  sur  son  cylindre  contournant  sont  done  aussi 
cgales  et  oppos^es  de  chaque  G6le  dc  la  section  plane  m^diane.  Elles 
ncxercent,  compos6es  ensemble,  ni  traction  ni  pressimi;  elles  agis- 
senl  seulement  comriie  moments  de  rotation  autour  de  droiles  Iracfes 
sur  le  plan  de  la  section  mediane ;  et  le  caract6re  des  formules  qu'on 
vient  d'^crireet  des  d^placements  qu'elles  expriment,  est  une  flexion 
produite  par  des  couples  de  parcilles  forces. 

La  surface  piano  m6dianc,  elle-mdme,  n'eprouve  jde  tension  d'aucune 
sorte;  ellc  subit  seulement  un  cliangement  de  forme  tel  que  ses  points 
se  trouvent  d(iplac6s  normalement  a  son  plan  primitif  2=0»  sans  que 
leur  projection  change  de  position  dans  ce  plan,  car  ii  et  v  s'annulent 
avcc  2.  Les  fibres  int6rieures  dc  la  plaque,  perpendiculaires  k  cette  sur- 
face mediane,  restent  rectilignes  mais  changent  de  direction.  En  effet, 
si  Ton  pose  [(73)  ou  (74)  el  (75)  du  g  25,  pages  158-159] 

on  pent,  des  6(|uations  (172),  d^duire  les  suivanles,  en  n^gligeanl  les 
quanlit^s  d*ordre  sup^rieur  de  petitesse  : 


^""^-•■(i-"-''!?) 
^  =  »--(|-<'-«%) 


.1  —  9'       f . 


Si  Ton  consid6rc  x  et  y,  coordonn6es  de  la  situation  primitive  de  la 
fibre,  comme  des  quanlit^s  constantes,  les  Equations  qu'on  vient 
crfeciire  sont  en  x\  y\  z\  celles  de  deux  plans.  L' intersection  de  ccs 
plans  donne  la  position  de  la  fibre  d6plac^c,  reside  sensiblement  recti- 
ligne  comme  on  voit. 

Le  cas  le  plus  simple  est  celui  ou  /*lui-m6me  disparait;  les  formules 
(175),  (174)  se  r^duisent  alors  simplement  a 

1  —  •)'  r./  1  —  9'  r/ 

u  =       '  Cxz ,       V = — Y^  ^y^* 

(ma)    {     !(;=-!' [(t- 90 -^^Vov]; 
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Un  parcil  6tat  d'^quilibrc  peut  6videmment  sc  produii^c  dans  unc 
plaque  quelconque,  quelle  qu*en  soil  la  forme.  Dans  cet  6(at,  toutc 
surface  parall^le  h  la  surface  mMiane  dprouve  des  tensions  ^gales  en 
chacun  de  ses  points;  car  I     et  1     sonl  egales  el  ind^pcndantes  do 

X,  y ;  et  cette  tension  produit  une  eilension  simple  et  6gale  dans  tons 
les  sens  puisque  j^  =  ^  ,  et  que  la  tension  t^  ,  qui  produit  Ic  glis- 

sement  des  Pigments  les  uns  devant  les  autres,  est  nuUe. 
tes  Equations  des  fibres  deplac6es  devienncnt  alors  : 

Les  droites  representees  par  ccs  deux  Equations  se  coupent  toutes  en 
un  mftme  point  de  Taxe  des  z  dont  les  cooVdonn6es  sont 


(1-9')C'- 


On  peut  done  consid6rer  les  fibres  deplac^es  comme  un  faisceau  qui 
diverge  a  partir  d'un  point  unique,  pris  sur  I'axe  prolong6,  h  unc 
grande  distance  du  plan  milieu  de  la  plaque.  Enfin  Tiquation  d'unc 
surface  parall6Ie  a  la  surface  m^diane,  apr6s  les  deplacemcnls,  lors- 
qu'on  neglige  les  quantit^s  d'or^re  sup^rieur  de  petitesse,  est  T^qua- 
tion  suivante,  obtenuc  en  posant  z'  =:z-i~w  et  en  remplagant  dans 
Texpression  (172)  de  w,  ou  Ton  fait  /*=0,  les  coordonn^cs  primitives 
^»  J/i  par  les  coordonnees  aprfis  le  d^placement,  x'^  y'  : 


z 


Cette  equation  represente  un  paraboloide  de  revolution  dont  Ic 
sommet  a  pour  coordonnees 


Si,  pour  un  moment  on  d6signe  par  ?  la  coordonnee  z'  du  sommet, 
Tequation  ci-dessuspeutetre  ecritc  sous  la  forme 

ce  qui  montrc  que  les  difTcrents  paraboloides,  dans  lesquels  se  sonl 
changees  les  differenles  sections  planes  de  la  plaque,  sont  supeqiosa- 
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bles,  et  nc  different  que  par  la  position  du  sommet,  puisque  la  seule 
grandeur  z  qui  les  distingue  n'est  contenue  que  dans  i;. 

Les  forces  ext6ricures  qui  sont  capables  de  produire  cet  6tat  d'^qui-r 
libre  sont  donneea  par  les  equations  (134),  (135)  du  §  39,  qui  se 
rMuisent  dans  ee  cas  a 

X'»  Vj   Vi   Z  \T  ■XT  tJ   \t   Z         m 

=Xi2= -5— cosp,       X  =rYj3==— 3— sm/). 

Les  forces  sont  done  les  tnemes  pour  chaque  g^ndimtrice  du  cylindre 
consliiuant  le  bord  de  la  plaque^  et  elles  sont  partout  normales  d  ce 
cylindre.  Car  on  a 

X  :  Y  =  cosf) :  sin/;. 

Elles  sont  aussi  proportionnelles  aux  distances  de  leurs  points,  d'appli- 
cation  a  la  surface  m^diane ;  nuUes  sur  cette  surface  (z  =  0),  elles 
croissent  de  part  et  d'autre  a vec des  valours  oppos^es  quant  au  signe  (*)  • 


n  NOTE  FINALE  DU  §  45 


1.  Clebsch,  dans  ce  §  de  son  livre,  consid^re,  comma  on  voif,  lecas  d*une 
plaque  soUicite'e^  autour^  par  des  forces  faisant  couples^  et  d'intensiies  propor^ 
tionnelles  aux  distances  z  de  leurs  points  i application  i  la  mrface  mediane. 
Finalement  mSme,  par  Tannulation  de  la  fonction  f  (qu*il  retablira  au  g  46), 
il  r^duit  les  forces  k  ceiles  qOi  agisscnt  nornialenient  au  cylindre  cpntour- 
nant  et  qui  ne  tendent  k  faire  tourner  qu*autour  de  tangentes  k  la  peripheric 
de  la  section  mMiane,  ce  qui  produit  une  flexion  spheriquCy  analogue  k  cette 
llexion  egale  ou  circulaire  des  tiges,  determin^e  par  des  couples  de  forces 
normales  aux  bases,  dont  nous  avons  parl6  au  n®  2  de  la  Note  de  la  fin  du 

g28.  ^  : 

Dans  la  pr^sente  Note,  nous  consid^rerons  d'abord  cette  flexion  sphSrique. 
—  Nous  ferons  voir,  qu'elle  peut^lre  trouv^e  d'une  mani^re  Tort  simple  avec 
une  complete  rigueur  quelle  que  soit  la  forme  du  contour,  toujours  pour  des 
plaques  d'une  ^paisseur  quelconque,  sans  avoir  a  la  deduire  d*une  analyse 
generale  et  tr^s  complexe,  pr^alablement  donn^e,  comme  celle  des  gg  59  4  44 
ci-dessus.  II  suffit,  en  effet,  de  la  regarder  comme  resultant  de  la  superposi-' 
lion,  k  angle  droit,  de  deux  flexions  circulaires  ou  cylindriques  de  courbures 
egales  ou  de  mSme  rayon,  et  de  mdme  sens. 

Puis,  nous  montrerons  que  le  mdme  precede  simple,  en  superposant  deui 
flexions  cylindriques  de  courbures  in^gales,  mdme  de  sens  opposes^  peu 
faire  obtenir  avec  la  mdme  rigueur  une  curieuse  vari^te  de  deformations. 

On  verra  ensuite  que  des  solutions  tout  aussi  rigoureuses  peuvent  etre  ob- 
tenues  lorsque  les  flexions  composantes  sont  determin6es,  non  plus  par 
des  couplesj  mais  par  des  e(foris  tranchants  qui  agissent  tangentiellement 
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sur  les  faces  lat^rales  de  la  plaque,  et  qui  I'arfectent  de  ce  que  nous  avons 
appel^  des  flexions  inegalesy  dans  la  throne  des  tiges. 

Mais  c*est  surtout  aux  plaques  circulaires,  d'^paisseur  quelconque,  dont  le 
bord  est  appuye  ou  encastr^,  ou  mSme  est  libre  si  Tappui  a  ^te  pris  sur  tout 
autre  cercle  que  celui  du  pourtour,  que  ce  genre  rigoureux  de  solution 
sera  appliqu^,  et  sans  faire  aucunemenl  Thypoth^se  (§  29,  i2ia  et  121  ^ 
p.  297)  de  nullity  des  composantes  de  tension  tx^,  iyx  partout  k  rinlerieur. 
II  donnera  compldfement  la  forme  prise  par  la  plaque  fl^chie  sous  Tactioa 
d'cfforls  ou  de  couples  sym^lriquement  distribu^  autour  de  son  axe  de 
figure,  m^me  ailleurs  qu*au  pourtour.  On  verra  aussi  que  lorsqu'il  8*agin 
seulement  de  determiner  sa  fleche  centrale  de  courbure,  les  solutions 
s'Mendront  k  des  charges  distribuees  sur  les  faces  de  toutes  les  maniires, 
m^me  sans  continuity  ni  regularity.  Ges  solutions,  si  on  neglige  certains 
termes  propres  aux  plaques  epaisses  (dont  Tanalyse  actnelle  tient  oompte), 
se  trouveront  Stre  d'accord  avec  celles  que  Poisson  a  donnees  en  1828  pour 
les  plaques  minces  et  les  seuls  cas  de  sym^trie,  en  les  tirant  de  rint^gration 
de  Tequation  connue  aux  differences  partielles  du  quatri^me  ordre,  dont 
retablissement  est  fonde  sur  de  pareilles  suppressions  faites  a  priori^  et  qui 
sera  demontr^e  surtout  k  la  Note  du  §  73. 

2.  Comme  preparation  k  ces  solutions  relatives  k  des  plaques  de  dimensions 
flnies,  considerons  d'abord  une  plaque  de  longueur  infinie  dans  le  sens 
des  y^  de  largeur  finie,  constante,  mais  quelconquo  dans  le  sens  des  x,  aussi 
horizontal,  etd'une  epaisseur  que  nous  appellerons 

2< 

sollicitee  uniquement  sur  ses  deux  faces  verticales  paralieies  aux  y,  et  par* 
toutde  la  meme  manierc  sur  leurs  diverses  bandes  2c  ^y,  par  des  forces  nor- 
males  ij^^dydzy  supposecs  proportionnelles  a  la  coordonnee  x,  et,  par  con- 
sequent, faisant  couples,  puisque  z  est  positif  entre  ses  valeurs  0  et  +  c,  ne- 
gatif  entre  0  et  —  t .  On  suppose  que  reiasticite  de  la  maliere  liomogene  de 
la  plaque  est  la  meme  dans  tons  les  sens  horizontaux,  mais  que  celle  du  sens 
vertical  en  differe  autant  qu*on  veut. 
Yu  qu*aucune  raison  n'existc  pour  qu*une  plaque  ainsi  sollicitee  se  dilate 

dans  le  sens  y  ou  elle  est  indefinie,  on  aura  partout  3   ==  r-  =^  0,  el  lestrois 

tensions  normales  seront  regies  par  les  formules  (AJ  du  n"*  13  de  la  Note 
du  g  16,  reproduites  ci-dessus  g  39,  sous  le  n*"  (121  c),  page  297  : 

Elles  sont  k  substituer  dans  les  trois  equations  indefinies  de  Tequilibre 
d'un  element  de  volume 


a      n      n         Di      Pi  ,    a         h      a      tt 

ih\     -jjf-i-    y-^ ^    -'^—0   — :^-j-    y*' a.    ^y n     "^    y=  _L    **— n 
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On  y  salisfera,  ainsi  qu'A  t„,  ^,  ^^  =  0  pour  z=drt,  Torigine  desa 
iiant  prise  surle  feuillet  moyen,  au  milieu  de  la  largeur  de  la  plaque,  par 

(c)     tt  =  — -j^,    i;  =  0,    «^  =  2H  (^'"^7**  )'    (R  ^tant  une  constante) , 
donnant 

Si  nous  substituons  dans  (a),  en  Taisant,  comme  au  n<>  16  bis  de  la  NoIa 
du  gi6,  formules  (z),  p.  84, 

c 

nous  avons 

qui  r^duisent  k  ridentit6  0  =  0  les  Equations  d'^quilibre  (b). 

On  Yoit  que  »i  est  un  module  d'^lasticit^  d'extension  propn^  aux  plaques 
dent  les  deua:  faces  perpendiculaircs  k  une  seule  coordonn^e  z  sont  libres 
comme  Ic  module  E  de  Navitfr  est  propre  aux  tiges  donl  les  quatre  faces 
perpendiculaircs  k  deux  coordonu^es  Iransversdles  sont  libres  de  toute  action 
ext^rieure  (voyez  le  n**  15  de  la  Note  du  g  16,  et  le  n*"  6  ci-apres  de  la  pr6- 
senle  Note)  (•). 

Les  ^uations  (e)  prouvent  que  toutes  les  petites  lignes  ou  petites  faces 
mal^rielles  primitivement  parall^les  ou  perpcndiculaires  aux  x,  y,  z  rcste- 
ront  k  angle  droit  les  unes  sur  les  autres. 

La  premiere  (c)  prouve  qu'un  point  dont  Tabscisse  et  I'ordonn^e  primi- 

lives  etaient  x  eiz  ei  main  tenant  pour  abscisse  x  -{'U  =  x  (  I  —  —  V   CcHe 

quantity  est  =  0  pour  2=  R;  toutes  les  lignes  raat6rielles  primitivement 
verlicales  aboutissent  done  maintenant,  si  on  les  prolonge,  k  une  ligne  hori- 
zontale  ayant  pour  Equation  ^r  =^  0 ,  2=  R.  Comme  elles  restent  normales, 
vu  (e)  g^  =  0,  au  feuillet  moyen,  on  voit  que  ce  feuillet  prfmitieement  plan 
est  change  maintenant  en  portion  d'un  cylindre  h  base  circulaire  de  rayon  R, 
ayant  pour  axe  cette  m6me  horizontale  parall^le  aux  y. 
La  premiere  (g)  montre  que  le  moment  ou  couple  de  flexicm  M  appliqu£ 


0  Ce  module  aj  est  les  ?r  <iu  module  B  do  N'avier  lorsquea  =  b  =  c=3f=3f =.'5d'=3G'. 
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aox  faces  verlicalesde  hauteur  2s,  parall^le  auxy,  a  pour  valeur 

(h)        M  =  r  t  «fz=-i*  p  a«rfj=-?|^'. 

^  '  y      J-,  -f-c  R  J--,  3R 

La  seconde  (g)  prouve  que  si,  dans  cette  plaque  ind^finie,  on  taille  une 
plaque  rectangle  d*une  longueur  finie  dans  le  sens  v  9  ct  si  Ton  veut  que  la 
flexion  ne  cesse  pas  de  suivre  ces  lois,  il  faut  appliquer  aux  divers  ^I^ments 
dxdz  des  deux  faces  nouvelles  de  hauteur  2(,  parallMes  aux  x^  des  forces 
normales,  faisant  couples,  commc  celles  qui  agissent  sur  les  faces  paralleles 
aux  y,  maisayant,  pour  Tunite  superficielle,  des  intensites 

(M  l^^  =  -(a..-2f)^. 

qualre  fois  moiiis  grandes,  quanda  =  c  =  5f=5{'  =  5d'  =  5G,  que  It's 
inlensit^s  de  celles-ci,  et  ne  servant  qu*iii  emp^cher  les  nouvelles  faces  de 
perdre  leur  vei1icalit6. 

5.  A  ces  deplaccments  (c)  d*une  plaque  ind^finie  dans  Ic  sens  y ,  superpo- 

sons-en  d'autres,  k  savoir  ceux  que  prendrait  une  plaque  ind^finie  dans  k 

sens  Xy  d'unc  longueur  finie  quelconque  dans  le  sens  y-,ei  sollicitde  sur  les 

« 
nouvelles  faces,  qui  sonl  paralleles  aux  x,  par  des  tensions  t    =  —  a^  5.  Ces 

d^placements  ne  diff<&reront  de  ccux  (c)  qu*en  ce  que  x  sera'chang^  en  y,  et 
u  en  V ;  ct  ils  leur  seront  superposables  par  simple  addition,  comme  on  sait, 
si  les  uns  comme  les  autres  sont  tres  petits.  Les  d^placemenls  resultants 
auront  ces  expressions  qui  conviendront  k  des  plaques,  soit  rectangles  de 
dimensions  quelconques,  soit,  comme  on  va  voir,  circulaires  de  rayons  quel- 
conques  : 

donnant 

en  sorte  que  les  lignes  droites  primitivement  normales  au  feuillet  moycn 
2  :=  0,  ainsi  qu^aux  faces  z  =d=.f ,  sont  rest^es  normales  k  ces  trois  surfaces 
apres  leur  incurvation. 
IVenons  des  coordonnees  semi-polaires 

(k)  ,  « ,  telles  qu*on  ait  x  =  r  cos  a ,    y  =  i*  sin  «, 

egaliles  qui,  dirferenli6es,  donnent,  pour  avoir  les  deplaccments  : 

(k^)  ox  =2  or  cob  «  —  rSoL  sin  a ,         8y  =  ^r  sin  «  -f  ri%  cos  « ; 
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ou,  en  appelant,  avec  Lam^, 

U,    V,    W 


les  deplacements  du  point  (x,  y,  z  ou  r,  a,  2)  dans  les  sens  respectirs  du 
rayon  vecteur  r,  de  r616ment  rSa  de  son  cercic,  et  des  z: 

ill  =  Dcos  a  --  V  sin  a  ,  v  =U  sin  a  -f-  V  cos  « ; 

d'ou        U  =  ttC0sa4- vsina,  y  =  — wsin  a  + rcosa. 

En  y  substituant  les  (1),  on  trouve,  eu  6gard  aux  (k), 

(m)  U=-J,     V  =  0.     W=1.(J  +  1'*«). 

Toutes  les  fois  que  le  deplacement  horizontal  Vdansun  sens  perpendicu- 
laire  au  rayon  vecteur  r  est  nul,  et  que  les  deformations  s*op6renl  sym^lri- 
quemenl  autour  de  Taxe  dcs  z ,  les  derivees  par  rapport  a  a  sont  ntilles^  ce 
qui  n*emp6che  pas  qu'il  n*y  ait  une  dilatation  d^^  dans  le  sens  rda  perpen- 
diculaireau  m^ridien  de  tout  point,  puisque,  r  devenant  r-hU,  le  petit 
arc  r da  augmente  de  U<i«  ;  d'ou  il  suit»  comme  il  est  facile  de  le  voir, 
qu'on  a  pour  les  dilatations,  les  glissements  et  les  composantes  de  tension 
dans  les  sens  r,  rdi  et  «, 

'~^r  '     *^*  ""f  •        5       i)z  ' 
(n)       i 

^  t^^^d'D^+d'D.+  c;)^.; 

d'ou,  si  Ton  a  partout  t^^  =  0 ,  Ton  tire,  en  eliminant  D^^, 

W  ^rr  =  «i  (^  +  K)  -  2fi>.  .  U  =  a,  (d^  4-  3  J  -  2fi), . 

Dans  le  cas  present  on  voit  par  les  expressions  (m),  des  deplacements  : 
i*^  Que  g^  sera  nul  comme  les  deux  autres  glissements ; 

2"*  Quon  aura  partout 

(q)      S  =a   =3   =:»    =-i         t„=t..  =  t      =t      =:-2(a,-f)6; 

S"*  Que  le  rayon  vecteur  r  d*un  point  quelcohque  est  devenu,  apr^s  la 
flexion, 


r  -}-  U 


'(-f.) 


Comme  cette  quantity  s'annule  pour  2 =R,il  s*ensuit  que  toutes  les  petitesli- 
gnesmat^rielles  primitiveinent  perpendiculairesau  feuillet  moyen,  mesurant 
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les  distances  z  des  divers  points  h  cc  feuillet,  concourent  maintenant,  §tant 
prolong^es  hors  de  la  plaque,  au  point  :^  =  R  de  I'axe  des  z.  Comme  elles 
lui  son!  restees  normales  puisque  les  glissements  g^^,  g.^  sont  nuls,  ce 

fcuillet  s*est  change  en  une  portion  de  sphere  de  rayon  l\  ayant  son  centre 
a  ce  meme  point  (r  =  0,  s  =  R).  C'est  ce  qu*on  pouvait  dej4  voir  par  les  ex- 
pressions (i)  qui  donnent  zero  pour  x-hu  eiy-hv  quand  on  y  fait  a==R. 

4.  Si  done  on  a  une  plaque  horizontale,  soit  rcctangulaire  de  cdt^  quel- 
conques»  soit  circulaire  de  rayon  quelconque,  et  si  Ton  applique  unifome- 
ment  sur  ses  faces  verticales  des  forces  normales  t,,,  I     ou  t    ,  d*inteo- 

sit6s  (j), — 2(ai — f)  ~  par  unit6  superficielle  de  leurs  ^l^inenls,  forces  qui 

sur  chaque  bande  verticale  feront  couples  puisque  les  z  se  comptenl  tant 
au-dcssus  qu*au-dessous  du  plan  k  ^gale  distance  des  deux  faces  horizaa- 
(ales  z  =  ±t,  ce  plan,  si  la  plaque  est  circulaire,  se  changera  en  calotte 
sph^rique  de  rayon  R,  et,  si  ellc  est  rectangularre,  en  une  portion  de  sphere 
du  nidme  rayon;  portion  qui  pour  Wo=  (W),__q  suppose  tres  petit,  se  con- 
fond    avec  la   portion   de  ni^me  hauteur  du  paraboloide  dc  revolution 

W9  =  -  an     I  donn6  par  la  troisierae  Equation  (i)  en  y  faisant  3  =r  0. 

Le  milieu  x=:0,  2=^0,  ou  r=0  du  feuillet  moyen,  qui  peut^tre  suppose 
n'avoir  pas  change  de  place,  ne  se  trouve  plus,  apres  la  flexion,  h  egale 
distance  des  deux  faces  5= — e,  5=4-  Sf  aussi  devenues  sph^riques.  Toule^ 
deux  se  sont  relev6es  de 

d'  6* 

Ces  rel6veraents  s*expliquent,  savoir :  i^  celuide  la  face  inf^rieure  5  =  — c 

par  les  contractions  verticales  —  Ds=  —  •  ;:  s  4 —  •  .t  st  dont  chacune  des 
'  c     R2       c    Ua' 

d' 
deux  moities  accompagne  necessairement,et  dans  une  proportion^  (^j.  les 

c 

z  1 

dilatations  horizontales  J)^  et  ?^  =  —  ^   qui  onl  lieu  pour  z=  ^  5  * ' 

moye;uie  des  ordonn^es  de  ce  cot^  inf^rieur  dont  la  hauteur  est  c;  et  S*  colui 
de  la  face  superieure  s  =  s,  par  les  dilatations  verticales,  ou  dans  le  sens :, 
accompagnant  les  contractions  horizontales  de  x  et  i^  ou  r  et  a,  quand  on  a, 
comme  ici,  t,.  =  0  sur  les  faces  inferieure  et  superieure  z  =  ±it. 


(*)  CeUe  proportion   — ,  ou         ^    dapr6s  la  notation  de  Lam^,  quand  il  7  a  isotrop^ 

C  A-f-  i^ 

\ 

complete,  serait  dc  *  si  A  dtait  6gal  6  /a  (note  du  §  16),  c'est-i>dire  serait  superieure  aux  ■) 

qui  sont  cgaux  h  ^  dans  la  m6me  supposition  d'isotropie. 
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On  aura,  pour  les  moments  fl^chissants  produits  par  oes  forces  t^^t  uu  t 
out^=-2(a4-fyg: 

(I)  ||^ouM^ouM^==-.2(a.-()J^   J  «./«  =  -.  ^*-^^ 

Ces  r^suUats  sont  conformes  k  ceux  des  formule8(172),  (174),  (474  a)  de 
Clebscb  lorsqu*on  y  fait  (voir  formulas  (x)  et  {z)  de  la  Note  §  16,  p.  83-84), 

lis  ont  un  int^rSt  pratique  bien  que  rapplication,  au  contour,  de  forces 
normales  distributes  comme  Texigent  les  expressions  ci-dessus  t^^,  t^  ou 

t^^  =  —  2  (Hi  — f)  gsoit  irr^alisable ;  car  si  k  leur  place,  il  y  a  (comme  on  a 

dit  au  g  28  et  &  la  Note),  tout  auprds  des  bords  d*une  plaque  mince,  d'au- 

tres  forces  appliqu^es  par  exemple  sur  les  faces  supdrieure  ct  inf^rieure  de 

mani^re  k  n*avoir  pas  de  r^sultante  et  k  produire  des  couples  dont  les  nio- 

2i' 
meats  fl^chissants  aienl  par  unite  de  longueur  la  valeur  («) — 2(a|  —  O^ot 

la  plaque  soit  rectangle,  soit  circulaire,  ^proiivera  trh  approximativemeiit 
la  deformation  spherique  indiqu^e,  partout  sauf  de  trSs  petites  zones  aupr&s 
des  bords,  par  les  raisons  que  nous  avons  donnSes  prScSdemment  en  trai- 
tant  des  tiges  .(Note  cit6e  du  g  28). 

5.  Aux  d^placements  ti,  v,  w  donnas  par  (c)  on  aurait  pu  en  superposer 
d'autres  donnte  par 

difr§rant  de  ceux  qu*on  a  ajout6s  au  n'^  5  pour  avoir  (i)  en  ce  qu*au  lieu  de 
R  il  y  a  une  autre  constante  J\\  U  en  r68ulte,^au  lieu  de  (i),  {j)  : 

(0  «  =  --«-.     ''=-F"    «'  =  2R  +  5R'+U'^2H'je* 

Ces  valeurs  de  ixx^  ty^  donnent  les  forces  faisant  couples  k  appliquer  nor- 
malement  sur  les  faces  lat^rales  perpendiculaires  respectivement  aux  x  et 
aux  y^  d*une  plaque  rectangulaire  de  dimensions  quelconques  pour  que  se 
points  ^prouvent  les  dSplacemenls  (t),  et  ses  parties  les  petites  deforma- 
tions (u). 
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les  distances  z  dcs  divers  points  &  cc  feuillet,  conconren* 
prolong^es  hors  de  la  plaque,  au  point  ^  ^  R  de  I'aie    ^ 
lui  sont  restees  normales  puisque  les  glissements 
ruuillct  s'est  change  on  une  portion  de  fph^re  de  ' 
ikce  mi5me  point  (j-=0,  s  — R).  C'eal  ce  qu'oiip' 
pressions  (/)  qui  donnent  z^ro  pour  x  +  u  et  y- 

i.  Si  done  on  a  une  plaque  lioi'izonlale,  sr 
couques,  soit  circulaire  de  rayon  quelcono' 
nient  sur  ses  faces  verticales  des  forces 

sit6s  (j),  —  2(a,  —  f)  =  par  unilfi  super' 

sur  cliaque  bande  verticale  feront  r 
au-dcssus  qu'au-dessous  dn  plan  !• 
lalos  *  =  ±:«,  ce  plan,  si  la  pla' 
spli6i'ique  de  ravon  R,  et,  si  ell' 
dn  niSme  rayon ;  portion  qui ' 
fond    avee  la   portion  de 
v;  ^=  — nj,     ,  donn6  par 

Le  milieu  J- =  0,  j- 
n'avoir  pas  clisng6  dr 
distance  des  deux  far 
deux  se  sont  relev^ 


iuu[  les 


Cm  ii'ltHome- 
par  It's  con' 

deux  ni 


X 


Liniiute  danslcMU 

.ne&a::=±a.  Si  P  rtprt- 

.'  longueur  horizonlale  et  luf 

,<  d«at  la  hauteur  est  2  t,  oa  d«t 

.  liiits  ce  sens  vertical,  et  pourl'^ui' 

...  .i:i#  ;  =  0  d'une  section  verticale  dont 

.  :<.■  fl,i.(ue  do  largeura  —  x  comprise  entre 

:      *•■        Jl.  «„=^— Pt-T')- 
„a<tr«  qu'ou  j  salisfera,  ainsi    qu'aux  equalioiK 
jw  avw   les  r-  =  0,  et,  aussi,  aux  conditioos 
•s  <f\(>r«ssiuns  suivantes  : 


^-r(HS]^ 


^'r)- 


'\  ^ 


^1-A. 
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/? 


n     ,    _      a-2f3P«,  . 

I   f  I      =:;  — .  ■  -- —  (a  —  x) 


(*) 


"  '\v   '''< 


*5ions  (x).  Ton  voit  que,  pour  les  points 
^icement  horizontal  u  est  nul,  et  le 


T-5\ 


•^aisseur  verlicale  2 1 , 

"^e  au  milieu  d*un 

''^nominateur,  le 

s  tiges,  un  peu 

.ures;  en  sorte  que 

.es  grande,  ou  compa* 

.r  deux  lignes  horizontales 


2El 


^  units  prissent  exaclement  les  d^place- 

ar  de  la  plaque  dans  le  sens  y  (et  toujours 

.  sj ,  il  faudrait  appliquer,  non  seulement  sur 

tangentielles  verticales  t^,  exprim^es  par  la  for- 

« e  (et  analogiquement  k  ce  qu*a  offert  Texpression  (A^) 
^i^    ^^^^es  taill^es,  des  forces  perpei;idicu1aires  aux  y,  et  expri- 

'     A' aw        ^Sme,  aux  pelits  d^placeraenls  w,  i',  w  du  sysl^me  (x) 

^t^t^  p        ^'^^  qu'on  en  d^duirait  en  y  changeant  ti  en  v  en  m^me  temps 

'^^^  ^'    ^    ^  ^>  ^1  Q,  ce  qui  donnerait  les  flexions  d'une  plaque  de  lar- 

j^^    ^  a  ^  ^^  ^^  Sens  x,  de  longueur  2  b  dans  le  sens  y,  sollicitee  sur  ses 

fe^^  A  \ft^^^^       pGrpendiculaires  k  x  ei  k  y  par  des  forces  telles  que  (a') 

fa^-^  ^X  ett^^'^^  ^^anchants  P,  Q  pour  I'unit^  de  leur  longueur.  Hais  Texpres- 

t^^^  fivS  ^^  ^fesulterait  pour  les  d6placements  verticaux  du  feuillet  moyen 

(^)  "'"-aa.e'V  3  6        ) 

tre  (f^'^^  ^^  saurait  regarder  une  plaque  ainsi  sollicitee  comme  ap- 
fti^^    tout  autour  sur  un  cadre  horizontal ;  car,  m^me  en  ajoutant,  autour, 


tf  ^vsKoesq,  k  qui  je  dois  la  d^lermination,  h  lup  demande,  des  formajes  (2),  a 
(')  ^^  que  cellcs  (c),  (c/)  n«  2,  sont  un  cas  particulier  de  oelles  («).  (y),  (»),  (a')  que 
fef^^^tons  de  doimer  :  il  suflit,  pour  y  nimener  celles-ci,  de  faire  P  infiiiiment  petit,  a 

Vf^     nt  grand,  raais  leur  produit  Pa  fini  =  -—--  *  On  sait,  et  on  voit  en  statique,  qu'un 


V 


oeut  en  efTet  6tre  riiduit  k  une  force  infiniment  petite  agissant  k  une  distance  infinie 
C0tf9^^  ^gt^me  invariablement  li^  k  celui  o&  le  couple  s'exerce. 
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Si  R,  R'  sont  de  mftme  signe,  rSquation  u»o  =  5r  "^  9r>  ^"  feuillet  moyen 

apr^s  la  flexion  est  cclle  d*un  paraboloide  elliptique.  Si  R,  R'  sont  de  signe 

D^w       1 
contraire,  c'est  celle  d' [in  paraboloide  hyperbolique.  Gomme  on  *"rzr  ^^n* 

•^-^  =Tp ,  on  voit  que  lorsque  les  flexions  sont  faibles,  ce  qui  doit  toujours 

^tre  suppos6  dans  la  th^orie  de   T^Iasticit^,  R  et  R'  sont  les  deux  rayons 
principaux  de  la  courbure  prise  par  ce  feuillet. 

Si  R  =  —  R\  le  feuillet  nioven  devient  une  de  ces  surfaces  &  courbures 
principales  .^gales  et  oppos^es,  appel^es  anticlastiques  par  MM.  Thomson  et 
Tail,  dans  leur  graiud  A  Treatise  of  Natural  Philosophy,  de,1867,  dont  un 
seul  exemplaire  existe  en  France,  et  dont  il  n*a  encore  et6  reedit^  que  le  pre- 
mier volume. 

6.  Si  ce  sont  des  efforts  tranchants,  au  lieu  de  couples,  qui  d^terminent 
la  flexion  de  la  plaque,  des  solutions  analogues  k  celles  des  n^  %  3,  4 
peuvent  encore  Sire  denudes,  et  cette  flexion  est  alors  (comme  pour  les 
tiges)  inegale  au  lieu  d'etre  e'gale  eu  sph^rique. 

Soil  d'abord  une  plaque  ind^fmie  dans  le  sens  y,  el  termin^e  dans  le  sens 
X,  aussi  horizontal,  pardeiix  faces  verticales  planes  x  =  ±a.  Si  Prepr^ 
sente  Teffort  tranchant  qui  agit  sur  Tunit^  de  longueur  horizontale  et  tan- 
gentiellement  dans  le  sens  z  sur  ces  faces  dont  la  hauteur  est  2  f,  on  doit 
avoir,  pour  I'^quilibre  de  translation  dans  ce  sens  vertical,  et  pour  F^qui- 
libre  de  rotation  autour  de  la  m^diane  ;:  =  0  d'une  section  verticale  dont 
I'abscisse  est  x,  de  la  partie  de  plaque  de  largeura  —  x  comprise  enlre 
cette  section  et  le  bord  a:  =  a  : 

II  est  facile  de  reconnattre  qu'on  y  salisfera,  ainsi  qu*aux  Equations 
ilid^flnies  (2^)  de  Tfiquiiibre  avec  les  7~  =  0,  et,   aussi,  aux   conditions 

i^xzzxty)z=^dzt^^^*  par  les  expressions  suivantes  : 

3P    r         /  x*\    ,    d'  «n       3P  /z       z^\ 

3P    ffl-^       .t5       d'  /  \  zn 

donnant 


(y 


0,    t     =^0,    t    r=e(7r-4-— ), 


Vx'~'^  ^x^'     iz  —""  c  U 
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et,  par  suite.: 

En  faisank  2  =  0  dans  les  expressions  (x).  Ton  voit  que,  pourles  points 
du  feuillet  moyen  de  la  plaque,  le  d^placement  horizontal  u  est  nul ,  et  le 
d^placement  vertical 


suit  la  mdme  loi  que  pour  une  tige  horizonlale  d^^paisseur  verlicale  2 1 , 

pos^e  sur  deux  appuis  distants  de  2  a,  si  ellc  est  charg^e  aii  milieu  d*un 

poids  2  P  par  unit^  de  sa  largeur.  Seulement,  il  y  a,  au  d^nominateur,  le 

module  a^  des  plaques  (n*"  2),  au  lieu  du  module  connu  E  des  tiges,  un  peu 

moindre,  qu*on  a  lorsque  les  faces  verticales  2  i  sont  libres;  en  sorte  que 

la  fieche  de  la  flexion  de  la  plaque  d*une  largeur  tr^s  grande,  ou  compa* 

rable  tout  au  moins  k  sa  longueur  2  a,  pos^e  sur  deux  lignes  horizontales 

Pa'  P  a' 

fixes,  et  ainsi  charg^e,  est  ^ — ;  au  lieu  de  ctett  • 

"  2ai«'  2Ej* 

Si  Ton  voulait,  au  resle,  que  les  points  prissent  exaclement  les  d^place- 

ments  (x)  quelle  que  fut  la  largeur  de  la  plaque  dans  le  sens  y  (et  toujours 

quelle  que  fOt  I'^paisseur  2  i) ,  il  faudrait  appliquer,  non  seulement  sur 

les  faces  a:  ==  a  les  forces  tangentielles  verticales  t^^  exprim^es  par  la  for- 

mule  (aO»  mais  encore  (et  analogiquement  k  ce  qu*a  ofTert  Texpression  (AJ 
du  n«  2),  sur  les  faces  taill^es,  des  forces  perpeifidiculaires  aux  y,  et  expri- 
mees  par  la  valeur  (a')  de  t   . 

* 

7.  On  pourrait  m6me,  aux  petits  d^placemenls  u,  v,  w  du  syst^me  {x) 
en  ajouter  d'autres  qu'on  en  d^duirait  en  y  changeant  u  en  v  en  m^me  temps 
que  X,  a,  P,  en  y,  b,  Q,  ce  qui  donnerait  les  flexions  d*une  plaque  de  lar- 
geur 2  a  dans  le  sens  x,  de  longueur  2  b  dans  le  sens  ^,  sollicitee  sur  ses 
faces  lat^rales  perpendiculaires  k  x  ei  k  y  par  des  forces  telles  que  (a') 
faisant  efforts  tranchants  P,  Q  pour  I'unit^  de  leur  longueur.  Hais  Texpres- 
sion  qui  en  r^sulterait  pour  les  d^placements  verticaux  du  feuillet  moyen 

i"^  "^«=  2i7'  \ — 3 6 — ; 

moDtre  qu*on  ne  saurait  regarder  une  plaque  ainsi  sollicitee  comme  ap- 
puy^e  tout  autour  sur  un  cadre  horizontal;  car,  m^me  en  ajoutanl,  autour, 

(*)]!.  Boussinesq,  k  qui  je  dois  la  determination,  &  lup  demande,  des  fonnu]es  (x),  a 
remarqu^  que  celles  (c),  {d)  n*  2,  sont  un  cas  particulier  de  ceUes  (x),  (y),  (z)^  (a!)  que 
nooa  fenoDS  de  donner  :  il  suflit,  pour  y  ramener  celles-ci,  de  faire  P  infiniment  petit,  a 

infiniment  grand,  mais  ieur  produit  Pa  fini  =  — g-  •  On  aait,  et  on  voit  en  statique,  qu*un 

ooaple  peut  en  eflet  6tre  r^uit  k  une  force  infiniment  petite  agissant  k  une  distance  infmie 
sur  un  syst^me  invariablement  li^  k  celui  o&  le  couple  s*exerce. 
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des  couples  comme  ceux  du  n^  5,  choisis  comrae  on  voudrait,  et  augmen- 
tant  Wo  de  5-n -f-^/ »  on  aurait  toujours,  en  faisant  soil  x  =  a,  soil  y  =  6, 

des  valeurs  de  u\  non  constantes,  ^  cause  ^des  termes  du  troisi^me  degr^  en 
y  ou  X,  Lc  problSme  de  la  flexion  de  la  plaque  rectangulaire  pos6e  de  ni- 
veau tout  autour  ne  pent  probablement  recevoir  que  des  solutions  approii- 
mativcs  comme  celles  qui  feront  le  sujet  de  la  deiixiime  partie  ou  nous  al- 
lons  entrcr,  et  oil  Ton  traitera,  chap.  V,  des  plcujucs  d'une  epdmeur  tm 
petite.  La  fin  de  la  note  du  §  75  en  donnera  la  solution  due  k  Navier  (*). 

8.  Mais  il  en  est  aotrement  d'une  plaque  ciaeuLAiRE. 

Sa  flexion  pent  Sire  oblenue  exactement  et  compl^tement,  quelle  que  soil 
son  ^paisseur,  si  elle  est  sollicit^e  symetriquement  en  tons  sens  autour  de 
son  axe  de  figure,  moyennant  que  les  forces  appliqu^es  k  so^  cylindre  con- 
tournant,  et  dont  on  ne  connait  en  general  que  les  r^sultantes  et  les  couples 
r^sultanls,  seront  suppos^es  distribuees  d*une  cerlaine  mani^re  sur  les 
bandes  verticales  qui  le  composent.  Nous  supposerons  aussi,  pour  nous 
borner,  qu*elles  ne  tendent  qu*&  fl^chir  la  plaque  et  nullement  k  T^tendre. 

Et  m6roe,  lorsqu'on  ne  se  propose  d*avoir  que  Tamplitude  de  sa  ftede 
centrak  de  flexion,  on  verra  qu*elle  pent  dtre  obtenue  avec  autant  de  facility 
pour  une  multitude  de  cas  de  dissym^trie  et  de  discontinuity  des  charges. 

Consid^rons,  pour  plus  de  g^n^ralit^,  une  plaque  ^vidte  circulairemenl 
au  milieu,  ou  bien  une  portion  de  plaque  comprise  entire  deux  cylindres 
conaxiques  k  base  circulaire. 

Soient  r^  et  a  les  rayons  intSrieur  et  ext^rieur  des  cylindres  limitanl  celte 
plaque  horizontale,  d*epaisseur  2  s ; 

P,  comme  au  n^'  6,  TintensitS  de  I'elTort  tranchant  vertical  qui  agit  sur 
runit6  de  longueur  de  son  cylindre  contournant  ext^rieur,  la  plaque  6tant, 
pour  fixer  les  idees,  suppos^e  prendre  son  appui  sur  la  circouKrence  immo- 
bile, de  rayon  r^,  du  cercle  moyen  du  cylindre  ihterieur  ou  d'evidement; 

Q  =  2  ir  a  P,  Teffork  tranchant  total  s*exerQant  sur  toute  la  surface  du 
cylindre  ext6rieur,  de  rayon  a,  de  longueur  2 ir a,  de  superficic   2Ka.2i; 

H^,  le  moment  ou  couple  fl^chissant  que  des  forces  normales  ou  horizon- 
tales  peuvent  en  m^me  temps  produire,  aussi  sur  Vunile  de  longueur  hori- 
zontale du  contour  ext^rieur  r  =  ay  autour  de  la  tangente  k  son  cercle 
moyen; 


(')  On  voit  aussii  en  faisant ;i;  =  r  cos  a^  x=.r  sin  a  avec  a  =  6,  P  =  Q  dans  I'expres- 
tion  (</)  de  w^  relative  k  la  plaque  carrie  aoUicitde  tout  autour  par  des  eflorts  trtnchtots 

6gauz,  qu*on  ne  pent  en  deduiro  ce  qui  est  relatif  k  uno  plaque  circulaire  soUldt^  de 
mdmc,  comme  on  a  pu  le  Taire  au  n*  3  quand  il  n*y  avait,  au  contour,  que  des  forces  fl^ 
chissantes  faisant  couples.  En  elfer,  cctte  substitution  produit,  entre  les  parentbises>  tta 

terme  g  P  r>  (cos  '«  +  sin  ^a)  faisant  varier  itq  non  seulement  avec  r,  niais  encore  avec 

Tangle  azimulal  a;  et  la  surface  affccl^c  par  le  fcuillet  moyen  n'est  pas  de  r^olatioo. 
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H,,  le  moment  ou  couple  semblable,  qui  s'exerce  sur  une  coupe  faite  dans 

la  plaque  par  un  cylindre  vertical  et  conaxiquc,  de  rayon  quelconque  r; 
R>  comme  au  n°  4,  le  rayon  de  la  portion  de  sphere  en  laquelle  se  serait 
change  le  plan  du  feuillet  moyen  de  la  plaque  si  elle  n*6prouyait'd'autre 
action  que  le  couple  H^,  sans  eflbrt  tranchant; 

Wo  la  valeur  du  d^placement  vertical  W  pour  z  =  0,  ou  I'ordonn^c  des 
points  du  feuillet  moyen  de  la  plaqiie  apr^s  sa  flexion. 

Vu  la  sym^trie  suppos^e,  comme  au  n°  3,  des  actions  et  flexions  autour 
de  Taxe  vertical  des  z  qui  passe  par  le  centre  de  la  plaque,  on  aura,  en 
conservant  les  notations  de  ce  num^ro,  et  les  z  ne  dSsignant  toujours  que 
les  distances  primitives  des  divers  points  de  la  plaque  k  son  feuillet  moyen : 

Y=0 ,  et  les  7^  =  0  ;  ou  les  tensions  et  les  displacements  independents 
\^')  {  de  Tangle  azimutal  a  ; 

^U  u        ^w 

9z  \^r      rj         dz 

Les  tensions  t  devront  safisfaire  aux  deux  Equations  difF&rentielles  sui- 
vantes,  indefmies  ou  applicables  k  tons  les  points,  de  Tf^quilibre  de  transla- 
tion d'un  ^16ment  de  plaque  dans  les  sens  r  et ;:  : 

?t^     ^t,.,     t_— t..  ^?t„-     t„.     ^t,, 

(*)  Ces  deux  Equations  sont  une  pai'licularisatlon,  pour^  =  0,  t^^  =  0 »  des  trois  que 

Laai6  a  d^duites  [le^n  14  sur  TdlasliciU,  (brm.  (5)],  par  une  traasformation  en  coordon- 
n^ea  semi-polaires  r,  »,  de  oelles  d'^quilibre  en  coordoui^^es  rectangles  a:,  y,  z.  On  peat 
les  dcrire,  dl|  Jb ,  2  ^^Ant  les  forces  s'exercant  par  unitd  de  volume  dana  les  sens  r, 
rdx,  X  : 

Dr         r   d%  di  r 

f)r         r   Vol  Pi  r 

f^  + 1  £!f?  + '?iii  +  ^^  +  s = 0 . 

Or         r   Va  Vz  r 

EUes  sc  trouvent  demonlrtes  d'uue  inani^i^e  direele  au  n*  6  d*un  Mimoire  nttr  tet  dii^en 
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ainsi  qu'aiix  conditions  defirUes  ou  relatives  h  certains  points,  savoir  : 
1*  Ceux  des  deux  faces  horizontales  de  la  plaque  : 

2®  Ceux  de  son  contour  ext^rieur  vertical  : 


(«') 


ifiyi^r'^  (/-yi=a=^- 


Nous  chercherons  done  quelles  sont  les  valours  g^herales  des  d^place- 
ments  l[>  W  capables  d*y  satisfaire  : 
1°  Si  les  forces  verticales  ou  tangentielles  t^  agissant  sur  le  contour,  dont 


genres  tFhomoginiili  de*  corps  tolides  [Journal  de  Uouville,  t.  X,  1805),  et  au  t.  II, 
n*  163,  du  Traits  de  micanique  gifti&ale  de  M.  Rdsal,  1874. 

Cette  d^moDstration  directe,  r^uite  au  cas  qui  nous  occupe,  consiste  h  consid^rer  un 
61dment  de  volume  dr.rda.dz  compris  entre  deux  plans  ayant  pour  ordonn^es  a  ets  +<f3, 
deux  m^ridiens  faisant  entre  eux  le  pelit  an^le  </«,  et  deux  cylindres  de  rayons  r  et  r-^Hr, 
conaxiques  &  la  plaque. 

Get  ^l^ment  est  sollicitS  sur  ses  six  faces  : 

l"  Dans  la  direction  r,  suppose  bissectrice  du  petit  angle  da*  sayoir  : 

Sur  ses  deux  faces  cylindriques,  par  deux  forces 

^rdodiXrr  «'  (r-f rfr) rfarfs A^^  +  ^'^  dr\\ 
Sur  ses  deux  faces  perpendiculaires  aux  a,  par  deux  forces 

—  rrfarfrt,^  et  rdadr  A,^  •\._^dz\\ 

Sur  ses  deux  faces  mSridiennes  par  les  composautes,  suiYant  r,  de  deux  forces  q=i/nrftt^ 

i 

qui  leur  sont  normales  et  qui  font  avec  r  des  angles  ayant  ±:  xda  pour  cosinus,  en  sorte 

que  les  deux  compbsantes  donnent  ensemble 

—  drdzda.  t^, , 

2*  Dans  la  direction  a,  perpendiculaire  au  rayon  r,  par  des  forces  qui,  pour  le  cas  ic 
consid6r6,  se  d^truisent ; 
3*  Dans  la  direction  z  : 
Sur  les  deux  faces  cylindriques,  par  deux  forces 

—  rdoLdz  t^  et  {r^dr)d»dz  fi^^  ^tlj^drY, 
Sur  les  deux  faces  perpendiculaires  aux  x  par 

—  rrf«</rt„  et   rdadr(i„^ ff  </r  j  ; 

Sur  les  deux  faces  m^ridiennes  par  deux  forces  —  drdzi^  et  drdz  t^  qui  se  d^truisent 

On  a  done,  en  ^galant  &  s^ro  les  sommes  de  composantcs  de  forces  de  mtoes  directions 
elfacsDt  les  produits  infiniment  petits  du  quatriime  ordre  et  diyisant  par  le  volume 
dr.rda.dz  de  T^Ument,  les  deux  ^nations  d'iquilibre  ci-dessus  (^')  des  forces  agissant 
respectiTement  dans  lo  sens  r  et  dans  le  sens  s,  en  supposant  qu'aucune  force  analogue  k 
la  pesanteur  n'agit  sur  la  mati6re  de  la  plaque. 
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laseuler^suitante Pest  donnie,  et  dont  nous  pouvons  choisir  arbitraireincnt 
le  mode  dc  distribution,  toujours  inconnu,  y  suivent,  comme  on  a  vu  dans 
le  probleme  du  n*"  6,  la  loi  parabolique  du  second  degr^,  la  plus  simple  de 
celles  qui  donnent  (A'),  (t^,),^^,  =  0,  et  (i'),  p_^X^dz  =  fj  pour  r  =  a; 

c*est-4-dire  la  loi  representee  par 


w)  (Mr=«=|rO-?): 


2®  Si  en  mSme  temps  les  forces  horizontales  t,.^,  dont  le  seul  couple  resul- 
tant est  donne,  y  ont  une  distribution  telle  qu^on  ait,  en  tons  les  points 
(comme  nous  avons  vu  aussi  dans  les  autres  probiemes)* 

(*')  t,  =0  ; 

et  si,  bien  entendu,  ces  deux  suppositioiid  sont  reconnues,  par  le  resultat 
du  calcul,  compatibles  entre  elles,  ou  susceptibles  d'etre  satisfaites  par  les 
memos  valeurs  de  U  et  W  satisfaisant  aussi  aux  equations  indefinies  et  deft- 
nies  {^)  (A')  (i')  du  probleme;  valeurs  qui  en  olTriront  alors  la  solution 
desiree,  rigoureusement  exacte  si  les  forces  appliquees  au  contour  suivent 
bien  le  mode  dc  distribution  suppose. 

.  9.  La  supposition  {k')  reduit  la  seconde  equation  d'equilibre  {^)  Sk 

0  une  fonction  de  i 

(*.')  ^(rt„)=o,   doa   Va= z ; 

d'ou  il  resulte  aussi,  vu  {j')  et  (/*'),  qu'on  a  partout : 


m  '~='(S+^)=!;?c-')- 


La  merae  supposition  (kf),  t^^=0,  si  on  Tintroduit  dans  la  troisiemc  for- 
inule  de  tension  (e')  et  si  Ton  remarque  que 

-.       -.  _£U      U_1££U 
^r^  ^«"~^r  "^  r^r    Sir 

donne 

^__d;i  ££U 
V"* '  .  ^«  ■"      c  r    £?r    ' 

En  faisant  comme  au  n^"  3,  et  dej&  au  n^"  16  de  la  grande  Note  du     16, 

d'* 
2  f  +  r = a^ ,  Ton  obtienl : 

c 

1  DM      „U        ,    _     i  D-rV      gfOV  . 
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en  sorte  que  si  Ton  fait  pour  abr^ger 

(«i)  o :  =  «» 

ou  il  est  facile  de  voir  que  H  exprime  une  longueur  lineaire,  et  si  Ton  a  egard 
k  la  valeur  (/')  de  t^,,  la  premiere  Equation  d'^quilibre  (g')  prend  celte  forme 

^^'  ^r  \r    ^r  J      Ur 

Integrant  une  premiere  fois,  puis  substituant  dans  {m')  et  d^signant  par 

A,  ou  plut6l  par  —  r „— ,  une  premiere  constante  arbilraire,  nous 

obtenons ,  pour  determiner  s^par^ment  D  et  W,  les  deux  Equations  : 

A  ••  2 1** 

Tirons,  de  la  premiere,  c.t\j  =z.  5  r  log  -  rfr y~  ^^  ^^  int6grons;  ajou- 

n  a  A 

At       T 
tons  k  ce  que  donne  -jr-  log  -  dr,  une  constante  lin^aire  B,  dont  nous  dispo- 

serons  ci-apres,  comme  de  A.  II  faudra  toujours,  apres  avoir  mis,  k  la  suite, 

2  rz 
Tint^grale  du  second  terme r- ,  ajouter  pour  la  g6n6ralil6  une  fonction 

arbitraire  de  i.  Appelons  Z  cetle  fonclion  de  s,  et  nommons,  de  m^me,  31 
une  fonction  arbitraire  de  rk  ajouter  k  Tint^grale  du  second  merabre  de  la 
deuxi^me  Equation  {p') ;  nous  aurons 

W"=K'"««.--')*T-I  +  f»^«  =  -?(T'«J-x)+*- 

Les  deux  fonctions  2^  et  dl  doivcnt  ^tre  tclles  que  ccs  expressions  de  I'  ei 
de  W  salisfassent  k  r^galite  du  second  au  troisi^me  membre  de  Tequation 
(/)  donnant  t^^,  ou,  eu  egard  k  cc  que  (n\)  II  repr^senle,  k 


c 


.« 


Cr  "■  H    e        r 


En  y  substituant  les  (f'),  on  a,  pour  la  condition  k  remplir  par  les  fonc- 
tions S  et  ,  de  la  premiere  desquelles  nous  avons,  ce  qui  itait  permis, 
detach^  en  quelque  sorle  le  torme  Br, 


^' '      H  ^^a      W^r       A  "^  ~""li  c  '  i-       II  e       r  '  ' 


r    fz 


Cette  condition  («')  pcut  dire  remplie  de  plusieurs  mani^res.  On  pourrait 
en  tirer  une  des  deux  fonctions  arbilraires  en  laissant  subsister  rautre; 
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mais,  d'apr^s  la  nature  du  probl^me,  des  conslantes  y  sufTiront.  Tiroiis  done 

-r —  et  TT-  de  Tannulation  supposee  de  chacun  des  deux  membres  de  (s')» 

i)r        Vz  . 

dont  le  premier  ne  contienl  que  r,  et  le  second  que  z  quand  on  le  d^barrasse 
du  diviseur  r;puis  d^duisons-en,  par  integration  dl>  et  %^  en  appelant  — C 
une  nouvelle  constan(e  k  ajouter  k  ce  qu*on  obtiendra  pour  dli  et  substituons 
dans  les  expressions  [q') ;  elles  ne  contiendront  plus  que  des  constantes,  et 
nous  aurons  ces  valeurs  generates  des  d^placements : 

AH(  °a  c   or      re\  o/)        r 

C'est  k  dessein  que  nous  n'avons  pas,  en  integrant,  ajout^  une  constante  k  la 
?aleur  de  Scomme  k  celle  de  dl>  car,  en  Tappelant  C,  elle  aurait  apport^  k  la 

valeur  («')  de*U,  un  terme  — ,  d'oii,  k  celle  de  t^^  comme  on  va  voir,  un 

lerrae — 2f—  qui  auraitemp^che  la  premiere  condition  («')» O^t  Vr^^)r=fl=0, 

d*6tre  sattsfaite  et  qui,  pour  d'autres  raisons  encore,  ne  saurait  subsister 
lorsque  la  plaque  n'est  que  fl^chie  ou  n'^prouve  pas  (Vefforis  extemeurs  de 
son  feuillet  moyen.    ' 

iO.  On  en  d^duit,  en  mettant  dans  Texpression  (n')  de  la  composante  nor- 
male  de  tension  t^^  la  valeur  (f)  de  U,  celle-ci  : 

Cette  force  est  nulle,  ainsi  qu*on  voit,  aux  points  2;  =  0  du  feuillet  moyen ; 
et  elle  se  distribue  sym^triquement  de  part  et  d*autre,  suivant  une  loi  parabo- 
lique  du  troisieme  degr6,  comme  Glebsch  le  remarquait  d^jk  pour  I'intt^- 
rieur  des  tiges,  au  g  26. 

Multiplions  par  zdz  et  int^grons  de  —  t  k  t  afin  d*avoir  le  moment  ou 
couple  fl^chissant  M,  auquel  nous  avons  k  imposer  des  conditions  en  cer- 
tains points,  tela  que  ceux  des  bords  de  la  plaque.  Dans  cette  integration, 

chaque  facteur  z  produira  -^,  et  chaque  facteur  -^  produira  j^,  en  sorte 

4      /d'         a  \ 
que  le  bin6me  enlre  crochets  produira  jr  «*  (  — h  4  —  j .  Si  done  nous  fai- 

sons,  pour  abr^ger, 

quantity  numirique  du  second  ordre  de  petitessc,  et  gen^ralement  n^gli^ 
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2 


12  C 

geable  si  le  rapport  ^  de  T^paisseur  au  diam^lre  de  la  plaque  esl  pelit  da 
premier  ordre,  nous  avons 

11.  On  v^rifie  facilement  que  les  expressions  (f)  de  U  et  W  donnentune 
valeur  de  t^^  conforme  k  Texpression  pos^e  (/'),  ainsi  que  des  valeurs  (n) 

de  t^^f  t^ — t^«<iuii  avec  celles-ci,  satisfont  identiquement  aux  Equations 

difT^rentielles  ind6/inies  (^),  ainsi  qu*aux  quatre  conditions  definies  [h"),  (i); 
enfin,  qu*elles  donnent  bien  t    =  0,  en  sorte  que  cette  supposition  (i'),  ct 

celle  (/'),  faites  en  commenQnnt,  sont  parjailenient  compatibles  et  remplies 
par  les  mfimes  expressions  dc  U,  W,  satisfaisant  ainsi  h  toutes  les  conditions 
de  la  question. 

Ces  expressions  (f)  de  U,  W,  peuvent,  en  consequence,  servir  a  r^soudre 
les  divers  probl^mes  qu*on  peut  se  poser  sur  la  flexion  des  plaques  ou  par- 
ties de  plaques  circulaires  sollicitees  sym^triquement  autour  de  Icur  axede 
figure  sur  les  -deux  cylindres  contournants,  en  determinant  les  trois  cons- 
lantes  A,  B,  C  dans  chaque  cas,  au  moyen  des  Equations  (ti'),  (x')  qu*on  en  a 
deduites,  ainsi  que  des  valeurs  speciales  quipeuvent  ^tredonn^es,  dans  des 
cas  varies,  pour  les  deux  expressions  suivantes,  tiroes  de  la  seconde  [l'),  en 
faisant  2  =  0  pour  Tappliquer  aux  points  du  feuillet  moyen : 

<J'')  ^V„==£  +  |-;(l-loK0-C-B,og^ 

Par  exemple 

i""  Si  la  plaque  sollicil^e  sur  Tunile  dc  son  contour  r  =  a^  a  la  fois  par 
Teffort  tranchant  P  ct  par  un  couple  fl^chissant  donn6  M^ ,  se  Irouve  fiiee 

au  milieu  par  un  boulon  cylindrique  de  rayon  r^  qui  encastre  sa  partie  in- 
f^rieure,  en  obligeant  ses  clients  contigus  k  tester  liorizontaux,  on  aura 
les  conditions 

i^  Si  cette  mdme  plaque  boulonn^e  ne  supportc  k  son  pourtour  que  I'ef- 
fort  P,  sans  couple  de  flexion,  les  conditions  seront 

S""  Si,  loujours  evid^e  el  sollicilee  au  pourtour  par  le  couple  H^ »  elle  nV^t 
que  po9ee  sur  le  cercle  rigide  et  immobile  du    rayon  r^ ,  en  sorle  que  I« 
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plans  des  elements  n*y  soient  astreints  a  aucune  direction  particuli^re,  on 
devra  avoir 

Ges  equations  de  condition,  en  y  mettant  pour  M^ ,  W^ ,  --i—^  ,  les  expres- 

sions  (j/),  (y'),  (a')  8p6cifi6es  pour  r=:  a,  ou  r  =ro ,  serviront  Sd6termi- 

1 
ner  facilement  les  trois  constantes  ^  >  B,  et  C ,  dont  les  valeurs,  substitutes 

A 

dans  les  (f)  ou  seulemeiit  dans  {y')  Wq  ,  donneront,  pour  ces  divers  cas,  les 
d^placements  U ,  W,  et  sp6cialeraent  la  valeur  de  Wq  qui  fournit,  en  r,  Tex- 
pression  de  Tordonn^e  Wq  de  la  coupe  m^ridienne  de  la  plaque,  ou  I'^qua- 
tion  de  cette  coupe. 

\ 

12.  II  est  avantageux  d'^liminer  d*abord  la  constante  j  en  la  remplaQant 

par  rintroduction,  dans  les  formules,  du  couple  M^ ,  donn^  ou  nul,  c*est-4- 

dire  du  moment  des  forces  horizontales  agissant  sur  le  cylindre  contournant 
r=  a. 
On  aura  pour  cela,  en  faisant  r=i  a  dans  {x') , 

(z,)  M^--^  y  -_  4-^  _- _f-.  . 

1 

Si  P=  0 ,  d'oi  ii  =  0 ,  ou  si  la  flexion  est  Teflet  du  couple  M^ ,  sans  effort 

tranchant,  cette  expression,  avec  B  =:  0,  fait  retrouver,  comme  cola  devait 
^tre^  et  sauf  A  6crit  au  lieu  de  R ,  celle  («),  n^"  4,  du  moment  fl^chissant 
dune  plaque  de  forme  quelconque,  qui  ploie  son  feuillet  moyen  en  portion 
de  sphere  d*un  rayon  que  nous  avons  appele  R ;  et  la  mSme  supposition , 

u  =  0 ,  avec  annulation  de  la  constante  C  comme  de  celle  B,  r^duit  les  ex- 
H 

pressions  {f)  de  U  et  de  W  ^  leurs  premiers  termes  qui  sont  les  expressions 
(ill)  du  n«  3,  p.  341. 
Faisons  done,  ce  qui  simplifiera  les  formules, 


/   M  if  4*5  a,  — f  1  5     M, 


'fl 


r^quation  de  condition  (z\)  relative  au  moment  de  flexion  sur  le  contour, 
divis^e  par  —  ^  (a^  —  f)  e' ,  donne  pour  la  constante  A  : 

,,,  1  _  1  ■   1  f-ag' f_B 

^^  f  I"~R"^H  a,  — f       ai— ftf*  ' 

En  la  substituanl  dans  les  {t),  on  a  ces  solutions  que  M.  Boussinesq  a  cher- 

23 
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ch^es  et  trouv^es  &  ma  pri^re : 

'I  U=— d"+  u  '-l^log at ivJH z-H ^(•'»— t)}-* r  : — f-71 

[  R       Hj     \      °a       *ai  — f/      rco       re\  3/)       r       ti  — fc* 


oa 


l_5Pa         1__AJ»£L_,     ^.-?I/d:  +  4i!U 


Et,  en  susbslituant  le  m^me  (a")  dans  {a/),  on  a  pour  le  moment  fl^chis- 
sant,  aux  points  de  la  plaque  k  une  distance  quelconque  r  de  son  centre, 

M.,=/:_,^=^-j-!if-'+;[,(.,_o<-..^(?-.)]-..(i-i:ir 

qui,  sp^cifi^e  pour  r  =  a ,  se  r^duit  bien  4  {z\)  M^ . 

13.  Les  formules  (6"),  quand  on  y  fait  les  constantes  G  =  0,  B  =:  0,  offrent 
d^jft  la  solution  d'un  cas  extreme  et  important  du  probl^me  de  la  plaque  sol- 
licit^e  sur  son  contour  par  un  effort  tranchant  P  et  un  couple  M^.  On  voil 
en  effet  qu^alors 

<^)^o-2R-hHV        2    a,  — f       '^^aj'        ^r  -^i^  VLV'j;;^'^     ^^- 

Ces  deux  expressions  s*annulent  pour  r  =  0,  (car  on  sait  qu*en  g^eral 
xlogx  est  =  0  pour  :r  :=  0).  On  ne  pent  sans  doute  pas  supposer  que  la 
plaque  s*appuie  sur  un  seul  point  central,  ou  sur  un  cercle  de  rayon  inGni- 
ment  petit;  car  il  r^sulte  de  Texpression  (fc',)  ou  (/')  de  t    ,  ou  deccUe 


/: 


rx 

Pa      .  . 

^ndz=  —  qui  en  est  tiree,  ou  encore  simplement  de  la  condition  de  le- 

quilibre  de  translation  de  toute  portion  de  plaque  limit^e  par  deux  coupes 
cylindriques  de  m^me  axe  qu'elle,  que  sur  ce  cei*cle  infmiment  pelit  It 
plaque  aurait  k  supporter  un  effort  tranchant  infini.  Hais  ces  formules  (b'), 
avec  C  =:  0,  B  =  0,  sont  parfaitement  applicables,  lorsque  seuUment  ce 
cercle  d'appui  est  de  rayon  trh  petite  car,  vu  la  grandeur  toujours  conside- 

rablc  de  R  par  rapport  k  toute  valeur  de  r,  Wo  et  -^-^  peuvent  6tre  regar- 
d's comuie  du  second  ordre  de  petitcsse  quand  n  est  du  premier  ordre. 
Nous  en  tirerons  aux  n®«  15  et  16  des  consequences  importantes. 

14.  Mais  nous  aliens  d'abord  developper  la  solution  pour  un  cas  non 
moins  int'ressant.  G*est  celui  ou  la  plaque,  sans  6tre  perc^e  ou  evid^»  s'ap* 
puierail  sur  un  disque  rigide  et  immobile  de  rayon  r^,  en  n*en  toucbant  que 
le  bord,  de  maniere  k  ne  pas  61re  emp'ch'e  de  fl'chir  jusqu*^  son  milieu 
propre* 
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II  y  a  lieu  alors  de  distinguer  dans  la  plaque  deux  legions  qui  auront  des 
modes  de  deformation  difKrents;  h  savoir  la  region  centrale  ou  les  rayons 
vecteurs  rsont  compris  entre  z6ro  etrg,  et  la  region  exterieure  ou  annulaire 
dans  laquelle  ils  varient  de  r  =  r^  &  r  =  a.  Comme,  dans  la  premiere,  oi!i 

Ton  a  ^,videmmenl  -j-^  =  0 pour  r  =  0,   il  ne  s'exerce,  au  centre  r=0, 

aucun  effort  tranchant  dans  1e  sens  vertical  ou  des  z,  T^quilibre  de  trans- 
lation, dans  le  mdme  sens  2,  de  toule  portion  de  plaque  limrtee  parun  ou 
par  deux  cylindres  du  m^roe  axe  qu*elle,  exige  qu*il  ne  s'exerce  un  pareil 
effort  nulle  autre  part.  La  flexion  de  la  plaque,  dans  cette  region  centrale, 

sera  done  produite  par  des  couples  seulement ;  et  Ton  aura  pour  ses  points,  en 

1 

appelant  p-  une  constante  ^  determiner  plus  tard,  des  U  et  W  de  la  forme  du 

premier  terme  de  chacuncdes  expressions  (^'),  en  ajoutant,  pour  la  seconde, 
unc  Constanta  telle  qu'est  —  C,  &  determiner  de  marii^re  que  Wq  ou  (W) 

8*annule  sur  la  circonf6rence  du  cercle  d'appui,  c'est-i-dire  pour  r  =  ro.  II 
en  resulte,  pour  la  region  centrale,  ces  expressions  qui  sent  semblables,  au 
reste,  k  celles  que  nous  avons  trouvees  au  n**  4  : 

d*ou,  surle  cercle  de  jonction  des  deux  regions  ou  parties  de  la  plaque : 

Dans  la  region  exterieure  ou  annulaire,  dont  la  flexion  est  r^gie  par  les 
expressions  (fr")  de  U,  W  et   celle  (c")  de  M,  qui  s'en  tire,  on  devra  avoir, 

pour  r  =  rf^f  afin  qu'elle  se  raccorde  avcc  la  partie  centrale,  les  trois  mdmes 
valeurs  {f)  de  Wp ,  -j-^  >  et  aussi  de  M, ,  car  le  moment  fl6chissant  ne  doit 

pas  plus  verier  brusquement  de  grandeur  en  cet  endroit  qu'en  tout  autre. 

On  aura  en  consequence,  pour  determiner  les  constantes  B ,  C,  ainsi  que  le 
rayon  inconnu  R©  de  la  courbure  de  la  partie  centrale,  ces  trois  equations, 
relatives  aux  points  de  jonction  r  =  r^^ ,  et  dont  la  derniere  a  ete  debarrassee 


s 


4ft 

du  facteur-r-  commun  k  tons  ses  termes : 

u 


2R^hL        2\a,  — f  "ajj  »o      a,  — f2o» 

if."lf4^-^^'•■('a'^""«?)]-^,-:^l•• 

v=-^'-«h-'"»«^*"'(f-')]-"a-i-)- 
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Si  Ton  ajoute  la  seconde  et  la  troisi^me,  divis^es  respeclivemenl  par  r, 
ct  par  a,— f ,  il  ne  rcsle  Q""  0=jj^^j^l  — y'^j  —  ^  (^-^J^-fj  • 
d'oii 

qui,  substitu^  dans  les  deux  premieres,  permet  d*en  tirer  les  deux  autres 

1 
constantes  5-  et  C.  Celle-ci  est 

Ho 

En  subslituant  dans  les  {b")  et  en  y  joignant  les  (e"),  on  a  pour  la  solalion 
complete  de  la  plaque  sollicit^e  sur  Tunite  de  longueur  de  son  contour  r=a 

par  Teffort  iranchant  P  ainsi  que  par  le  moment  M^  = ^  -^tt—  ,et 

ayant  son  cei  cle  interm^diaire,  de  rayon  r^ ,  appuy^  sur  un  disque  immobile 
[en  ayant  6gard,  pour  composer  la  partie  logarilhmique  de  \N'o,  ^  ceque 

-rMog^4-2rJlog^-'-rJlog     =-(r^_rJ)  log^  H-2  rj  log  J^]: 


Region  centraie  r  <  Tq  : 


(n 


n         „       1  />•'  — r!      d'    \ 


-  .^:,^.Ur^.^(.-$)-.^ 


1      ^  i/J—      "f' 


Region  annulaire  r^  Tq: 

On  nc  doit  pas  s*6tonncr  de  ce  que  ces  expressions  (/')  relatives  k  la  par- 
tic  annulaire,  auraient,  si  on  y  faisait  r^z^r^^  des  termes  de  plus  que  celles 
qui  sont  fournies  par  les  (h")  en  faisanl  B  ==  0 ,  C  --  0 ,  et  qu  on  a  dil,  au 
n^  11,  t^tre  applicables  au  cas  extreme  ou  la  plaque  est  perc^e  d*uo  trou 
tr^s  petit ;  de  ce  quo,  mt^me,  cetle  supposition  r^  —  ^  rend  infini  le  dernitT 
tcrme  dc  Taccoladc  de  Wy.  La  question  dune  plaque  unique,  censtV  evidt*c 
u  son  milieu,  esttoute  differente  de  celled^une  plaque  coniposee  enquelquc 
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sorte  de  deux  plaques  qui  se  raccordent,  et  dont  I'une,  celle  du  milieu,  est 
enti^re  comme  Tautre.  Au  reste,  comme  tous  les  termes  de  plus,  dans  (/') 
que  dans  (b'')  particularism,  et  qui  proviennent  des  constantes,  sont  affec- 
t^s  de  7^ ,  I'nccord  s*opere  enlre  ces  deux  forrauies  quand  T^paisseur  de  la 
plaque  e»t  fort  petite,  ou  lorsqu'on  pcut  negliger  y^  qui  est  un  nombre  mul- 

tiplie  par  le  carre  du  rapport  -. 

Nous  tirerons  au  n*^  ^  7  des  consequences  importantes  de  i*ezpression  (/') 
de  Woquidonner^quation^en  WoCt  r,  de  la  coupe  m^ridienne  de  la  surface 
de  revolution  affect^e  par  le  feuillet  moyen  de  la  plaque  aprds  sa  flexion. 

15.  Mais  reprenons,  auparavaiit,  la  premiere  expression  (d"),  relative  au 
cas  extreme  de  la  plaque  prenant  son  appui  sur  son  centre,  ou  plut6t, 
comme  on  Fa  dit,  sur  un  cercle  fixe  de  rayon  tres  petite  el  qui  donne  les 
d^placements  verticaux  Wq  des  points  du  feuillet  moyen,  la  plaque  ^lant 
sollicit^e  sur  son  cylindre  contournant  r  =  a  par  des  forces  qui  produisent 
k  la  fois,  pour  Tunite  de  longueur,  un  effort  tranchant  P  et  un  couple  de 
flexion  M^  : 

^  ^         .       1       5Pa         1  3      Ma 

ou       r.  =  o — --  »         — 


11      8a,i5       R ""      4i5  a^  —  f 

Si  Ton  appelle 

/*  la  plus  grande  valeur  de  Tordonn^e  Wq, 

Q=  27raP  (n?  8)  la  somme  des  efforts  tranchants  s'exer^ant  sur  le  con- 
tour de  la  plaque. 

Wo  Texces  de  fsur  Wo,  ou  Tordomi^e  de  la  coupe  meridienne  du  feuillet 
moyen  fleclii  quand  on  la  compte  de  haut  en  bas,  en  prenant  son  origine 
dans  le  plan  du  cercle  moyen  du  cylindre  contournant  la  plaque;  on  a 

^''  f  —  \^o)r=a      2R^i07ca4i»         2a,  — 2f      * 

Ces  expressions,  qui  ont  6t6  etablies  dans  la  supposition  que  le  centre  de 

la  plaque  est  fixe,  et  que  son  bord  r=a  est  d^plac^  verticalcment  sous 

'action  de  P  et  de  H^,  s'appliquent  6videmment  aussi  lorsque  le  bord  est 

porle  par  un  cadre  fixe  de  maniere  que  son  cercle  median  (r  =  a,  z  =  0) 
reste  immobile,  ct  que  le  reste  se  d^prime  sous  Taction,  au  milieu,  d*un 
poids  Q  de  forme  cylindrique  d*un  petit  diam^tre  auquei  les  bordsopposent, 

par  unitm  de  longueur,  les  efforts  f  =  Q —  V^^  ^^^^  ^^^^  d^^  reactions  du 

Zna 

cadre. 
Les  Wo  sont,  ainsi,  les  d6placements  de  haut  en  bas  des  points  h  la  dis- 
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tance  horizontale  r  du  centre :  f  est  la  depression  centrale  ou  fl^che  de 
flexion ;  et  r^quation  (m")  donne,  en  t/^o  et  r,  la  coupe  m^ridienne  du  feuil- 
let  moyen  fl^chi  en  prenant  Torigine  de  ses  ordonn^es  Wo  dans  le  plan  da 
cercle  moyen  du  cylindre  contournant. 

U  y  a  deux  cas  k  distinguer  :  1°  Si  la  plaque,  aux  points  de  son  contour 
median,  est  simplement  posee  sur  le  cadre  fixe»  on  a,  comme  il  a  d^j^  ^t^dit: 

(n")  M^  =  0      ou      g  =  0  , 

ce  qui  donne,  pour  la  fl^che  /*et  pour  I'^quation  en  u;,  etr  de  la  coupe 
m^ridienne  : 

^"^  '      167:a,e»  2a.  -  2f  V      2a,  — f/  ' 

,  ,,  3Qa»   r2a,  — f-an»A      t*\   ,r*,     f»l 

S^"  Si  la  plaque  est  encastr^e  sur  son  bord  r=^ay  en  surte  que  la  tangenle 
aux  coupes  meridiennes  y  reste  horizontale,  on  a 

d'oii,  d'apr^s  Texpression  {d")  de  -^-^  , 

\_       5Pfl  a,(i— r») 
^    '  R""      8aje'     aj  —  f     ' 

Substituant  dans  I'expression  [m")  de  Wo^  7*  disparatt  et  on  a  simplemeni 
d*ou  pour  la  fl^che  et  pour  T^quation  de  la  coupe  mSridienne 

tt")  Wo=r— Wo=^^      ,  (*  — -i-^--Jog-;)• 

16.  Calculous  ces  expressions  en  supposant[la  matiire  isotrope,  Servons- 
nous  des  formules  (i)  de  la  fin  du  n^  15  de  la  note  du  §  16  ou  les  dilala- 
tations  et  glisserncnts  sont  arrect6s  des  deux  coefficients  ou  parain^lres 
d'^lasticite  e,  e',  Ics  ni^mes  que  ceux  fA,  >  de  Lam^,  en  ^crivant  au  lieu  de  e 
ou  fi,  G  puisqu'il  n*est  autre  que  le  coefficient  d'^lasticit^  de  glissement  ou 
de  torsion  du  g  3;  et,  ^  Tinstar  de  U.  KirchhofT,  en  ^crivant  iG  au  lieu  de 
e'  ou  >  ceqni  vaut  mieuxque  de  Vappeler  *ih^  ou  2cG,  comme  nous  Tindi- 
quions  &  cc  n*^  13  d'apr^s  Tillustre  correspondant  de  TAcademie.  Ces  formo- 
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les  sont  ainsi  : 

ce  qui  nous  paralt  offrir  la  mani&re  la  plus  simple  et  la  plus  commode  de 
repr^senter  les  six  composantes  de  tensions  dans  les  corps  isotropes,  car  i 
est  un  simple  nombre  que  nous  y  maintenons  par  ^gard  pour  une  opinion 
controvers^e ;  mais»  formules  oil  il  sufAi  de  lire 

pour  les  mettre  en  rapport  (mdme  not>^  du  §  16)  avec  ce  que  Texp^rience 
ainsi  que  le  raisonnement  apprennent  sur  les  corps  isotropes  r6ellement  so- 
lides,  et  avec  la  loi  la  plus  simple  et    a  plus  probable  des  actions  entre 
leurs  molecules. 
Alors  (n*"  16  bis  de  la  m^me  note)  on  a 

f=G,     f'=d'=iG,    a=c=(2+t)G,     a,:==2f+r-^=i±i'G 
M\  ;  o       f— i±l'r         2at--f  _6+7t  a^     _4-f4i 


16 -f  17t   !«  a^-y*    __  52  +  54t  •« 

10+  10Va«'     2a4  — f""30  +  55ia« 


DonCf  toujours  dans  le  cas  d'isotropie,  on  a  pour  la  fl^che 
1*  Plaque  pos^e  au  contour  : 

6+7i     2  +  t       3Qo*   /        52  +  54t  tA 
'  ""  4  -+-  6i  '  4  4-  4'.  '  IBtiGi*  \        30  +  35t  aV 

ou ,  avec  i  =  l, 

/^x        1        r       **7Qa«    /,      66  t«\ 
^^       \        f=  1280^3  V  "SS  a*)  • 

£quation  de  la  coupe  m^ridienne  : 

117(Ja»  r/,      66  t«\  /.      r«\    ,  10  r«       rl 

«^o=im^'LV"65S-«j  V*-W"^i35J^"«jJ- 

2«  Plaque  encastr6e : 

^      12  +  1  3Qa*  ^    ^,      1    9    Qa« 

^=G4+Tt32S;'   ^^*^^'  =  *'^'=G256-;JJ- 

£quation  de  la  coupe  meridienne  •  ^o = g  SFg  ^  M  —5  (  ^ "~  ^  '^^  a  )  I 
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17.  Les  formules  (t''),  {j")  relatives  k  la  plaque  entikre  ou  rwn  evidee,  pre- 
nant  son  appui  sur  la  circonference  rigide  et  immobile  d*un  cercle  de  rayon 
fini  To,  moindre  que  le  sien,  fournissent  des  r^ultats  non  moins  int^ressants 
et  remarquables.  Elles  donnent  en  faisant 

iyf'  pour  la  region  centrale,  oA  r  <  r©  , 
W"  pour  la  region  annulaire,  ou  r>  ro  ^ 


.     <>         2Ro  2R  2H 


'[(i^,--D(-^.)-a^ 


'•:=^--^ffl[<''-J)('+drf^-'*-'°«?)+<*J-«'«3- 

L*ordonn6e  W'o  de  la  partie  centrale  r<iro  du  feuillet  moyen  fl^hi  est, 
comme  on  voit,  negative,  ce  qui  vient  de  ce  qu*on  a  pris  Torigine  des  W« 
sur  le  plan  cens6  fixe  r=ro.  En  changeant  de  signe  son  expression  (i")» 
on  en  a  la  grandeur  absolue.  Si  done  nous  appelons,  comme  nous  avons  dhjk 
fait  au  n?  15, 


w« 


la  hauteur,  apr&s  la  flexion,  du  plan  du  cercle  r=a  au-dessus  du  plan  de 
celui  d*un  rayon  quelcoiique  r,  ou  Tordonn^e  de  ce  second  plan  par  rapport 
au  premier  r  =  a,  en  y  pla^ant  d6sormais  Torigine,  ce  qui  donne  d'abord, 
pour  le  plan  r  =  ro, 

Ton  aura  respectivement,  pour  les  points  de  la  region  centrale  et  de  la 
region  annulaire,  les  ordonn^es 


Ces  expressions  qui,  pour  r  =  ro  ou  sur  le  cercle  de  johction,  seconfon- 
dent  en  efTet  I'une  et  Tautre  avec  celle  (c^'),  donnent  les  Equations  en 
Wo  et  r  des  deux  parlies  se  raccordant  sur  ce  cercle  r  =  r©,  de  la  coupe 
m^ridienne  de  la  surface  en  laquelie  8*est  change  le  plan  du  feuillet  moyen, 
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8UU8  Faction  des  efTorts  trancliants  P  et  des  moments  flSchissants  M  exerc^s 
sur  le  cylindre  du  contour. 

18.  Or,  ainsi  qifon  Ta  d^j&  remai*qu6  au  n®  15,  h  ces  efTorts  P  supposes 
exerc^s  de  haut  en  bas  par  unit6  de  longueur  sur  le  cylindre  contournant 
de  rayon  a  et  qui  font  ainsi  une  charge  totale 

Q  =  2ira.P, 

la  couronne  fixe  de  rayon  n  oppose,  de  bas  en  haut,  une  reaction  6gale  aussi 

Pa 
h.  23raP,  ce  qui  fait  —  par  unit6  de  sa  longueur  2irro.  Le  r^sultat,  quant  k 

To 

la  flexion  op6r6e,  sera  6videmment  le  m^me  si  les  forces  P  appliqu^es  au 
pourtour  ne  sont  que  des  reactions  exerc^es  de  bas  en  haut  par  un  cadre 
circulaire  fixe  de  rayon  a,  sur  lequel  la  plaque  aura  ^tc  pos6e  ou  encas- 
Ir^e,  et  si  le  cercle  2irro,  suppose  maintenant  mobile  avec  le  reste  de  celle- 

ci,  supporte  par  unit^  de  longueur  une  charge  P  -   agissant  sur  elle  de 

haut  en  bas^  comme  il  arrivera  si  on  fait  porter  k  la  plaque  un  poids  rigide 
2ndP  en  forme  de  cylindre  de  rayon  r^. 

Nous  nous  trouvons  done  avoir  doi)n6  la  solution  du  probl^me  des  de- 
pressions des  points  d*uhe  plaque  ainsi  fixSe  au  pourtour  sur  le  cadre,  et 
sollicit^e,  entre  son  bord  et  son  centre,  k  une  distance  quelconque  r^  de 
celui-ciy  par  un  poids  6galement  r^parti  aux  divers  points  de  la  circonf^rence 
de  son  cercle  de  rayon  r^. 

Si  la  plaque  est  simplement  posee  sur  le  cadre,  on  a  M  =0,  d'ou 

IJ".)       (wq)        •  =  Texpression  Id*")  avec  ^  =  0  ou  sans  son  premier  terme  ; 

(« i)         (wq)  =  («"0         idem  idem 

Si  elle  y  est  encastree^  il  faut  attribuer  k  jt  une  valeur  telle  que  la 
deuxi^me,  (ef'')^  ait  sa  d^riv^e  —  ^gale  k  z^ro,  ce  qui  donne  ce  qu*on  tirerait 

aussi  de  (V)  en  faisant       «  =  0  pour  r  =  a,  k  savoir  : 

dr 

1 1     a,     a  — fp 

Substituant  dans  (d"%  {ef")^  Ton  a  pour  ce  cas  de  plaque  encastr^c 

(/;)      W  ^^=  41  («*-r«)(l+^1-l')+(r«  +  rJ-if«««)logi;j  • 
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De  celles  de  ces  formules  ou  Equations  qui  sont  relatives  k  la  pariie  inte- 

i         5Pa  0 

rieurer<ro,  entire,  enyfaisantr  =  0,eu  6gardi^  =  j^ — it  P«=5^» 

pour  les  fleches  centrtdes  de  caurbure  que  nous  appellerons  /i  ff 

Ces  deux  expressions  de  f  el  f\  en  y  faisant  r^  =  0,  redonneraient  celles 
(o")f  {t")  du  cas  extreme  ou  r^  est  tr6s  petit,  sans  la  presence  du  terme  —  / 
qui  multipli^  par  le  logarithmc,  donnerait  TinGni.  Celte  non-concordance 
vient  encore  ici  de  ce  que  dans  le  cas  que  nous  venons  d'exaininer  ii  est 
question,  non  d'une  plaque,  mais  de  deux  plaques  qui  se  joignent  en  se 

raccordant;  elle  disparait  quand  y^  (qui  d*apr^s  lesdemi^res  (a:^)serMait 

33  e*\  r* 

&  ^  ~  j  pent  6tre   eiTac^  devant  ~  ,  ou  quand  la  demi-^paisseur  de  U 

plaque  est  Ir^s  petite  devant  tout  rayon  r^  d'une  circonKrence  portant  uae 
charge  sensible. 

19.  Nous  pourrions,  avec  plus  de  calculs,  mais  avec  la  m^me  facility, 
determiner  les  circonstances  de  la  flexion  d^une  plaque  circulaire,  toujours 
suppos^e  (pour  fixer  les  idees)  soutenue  par  le  cadre  fixe  de  rayon  a,  mais 
qui  serait  chargee  d'un  nombre  quelconque  de  poids  : 

9i  9'»  9"»  ^"'•••-  sur  des  circonf^rences  de  rayons  r,,,  rj^,  r^\  rJJ'.... 

dansTetenduedesquelleschacunde  ces  poids  serait  uniform^ment  dislriM- 
En  eflet,  si  Ton  consid^re  d*abord  la  portion  annulaire  comprise  ealre 
deux  coupes  verticales  cylindriques  quelconques  r=r^f  ^  =  »'o»  I'expres- 
sion  {e"')  de  m'o»  consequence  de  celle  (g")  de  Wo,  du  n«  14,  est  applicable! 
la  determination  des  d^placements  verticaux  que  les  points  du  feuiliet 
moyen,  aux  diverses  distances  intermediaires  r,  auront  eprouv^s  par  sa 
flexion  au-dessous  du  plan  oil  se  trouvera  finalement  le  cercle  median 
r  =  r^  de  la  seconde  des  deux  coupes;  car  il  suffira,  pour  Ty  rendre  proprc, 

de  mettre :  1^  r^'  &  la  place  de  a,  et  r  k  la  place  de  r^  dans  ses  divers  termes; 

i 

2<»  h  la  place  de  5,  dans  le  premier  terme,  la  valeur  tiree,  d'apres  {/*)  on 

4gS  a  f 

(A*"),de  — 7i ^T —  =  M  "  en  designant  ainsi  le  couple  de  flexion  s'cxerjant 

surl'unite  de  longueur  de  la  coupe  cylindrique  r  =  r'^\ 

1       30 

3"  dans  le  coefficient  de  Taccolade,  ecrit  sous  la  forme  5-  .^  ^ »  <•* 

mettre,  k  la  place  de  Q,  la  riaction  tranchanle  iotale  exercee  de  bas  en  haul 
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par  la  partie  de  plaque  au  delk  de  la  portion  annulaire  ainsi  consid^rie. 
Cette  reaction  (qui  est  z^ro  sur  le  cercle  de  rayon  r^  limitant  la  partie 
centrale  ou  non-^nnulaire  ne  supportant  aucune  charge),  sera  respective- 
ment 

^f    ^  +  f^    ^-^-f  +  f' g'-hf  +  r'-h  .-..=0 

pour  r^tendue  totale  des  circonf^rences  de  rayons 

ro »      '*o »  ^0 '     »  ^ ' 

El  les  d^placements  totaux  absolm  w^  de  haut  en  has,  dans  chaque  region  ou 
zdne,  s'obtiendront  par  cumulation  des  d^placemenls  relatifs  qui  y  auront 
eu  lieu,  en  astreignant,  bien  enteudu,  les  zones  cons^culives  aux  conditions  de 

leur  raccorderaent  qui  sont  les  Equations  de  valeurs  de  w^,  de  -^  et  de  M^ 

^gales  dans  I'une  et  dans  Tautre  zone. 

On  pourrait  mdme  supposer  les  charges  9',  9''....,  en  nombre  infini^  en 
les  regardant  comme  des  portions  dQ=p.2i:r^dr^  de  sa  charge   totale 

Q  =  2n  f  prdr,  oh  p,  fonction  donn^e  du  rayon  vecteur  r  ou  r^,  repr^sente 

la  charge  de  Tunit^  superficielle  en  tous  les  points  k  une  mdme  distance  du 
centre.  La  substitution  de  p.^nr^dr^  k  Q  dans  les  formules  ci-dessus  don- 

nera,  au  lieu  de  w^,  la  valeur  de  I'^l^ment  -j-^dr^  de  la  depression  tolale , 

et  par  suite,  si  Ton  int^gre  entre  les  liniites  0  et  a  dc  ro,  en  regardant  comme 
constant  r  qui  enlre  dans  ces  formules,  on  aura  la  depression  w^  k  une  dis- 
tance deierminee  quelconque  r  du  centre,  et  par  suite  r^quation  de  la  coupe 
meridienne  de  la  plaque  fiechie,  ou  ce  que  fournirait,  d'une  mani^re  moins 
rigoureuse,  I'equation  differentielle  connue  du  quatri^me  ordre  de  Lagrange 
(g  73  k  78)  simplement  approximative  comme  etant  fondle  sur  des  suppres- 
sions, et  supposant  essentiellement  que  7*,  dont  cette  m^thode  du  §  73  ne 
tient  pas  compte,  pent  etre  neglige,  ou  que  e*  s'efface  dcvant  les  plus  petitcs 
comme  les  plus  grandes  valeurs  de  r*. 

20.  Mais,  lorsqu'on  se  propose  d'avoir  seulement  la  flkche  centrales  sans 
chercher  la  forme  que  prend  la  plaque  en  ses  divei^s  points,  une  remarque 
bien  simple  montre  que  les  expressions  (V"),  (e^'i),  en  a  et  ro,  suffisent  au 
calcul  de  celte  iieche  pour  toutes  les  distributions  possibles,  m^me  non 
syroetriques,  mSme  discontinues  et  irr^gulieres,  des  charges  que  supporte 
la  plaque  soutenue  en  haut. 

En  effet  :  !<"  D'apr^s  la  complete  sym^trie  de  la  structure  d*une  pareille 
plaque  autour  de  son  centre  ou  de  son  axe,  si  on  la  charge  d*un  poids  isol^Q, 
k  un  endroil  distant  de  r^  du  centre,  la  fl^che  centrale  de  flexion  qu*elle 
prendra  sera  ^videmment  la  m^me  que  si  on  avail  place  ce  poids  Q  en  un 
tout  autre  endroil  de  la  plaque,  pourvu  qu*il  fikt  k  cette  mSme  distance  r^ 
dc  son  centre. 

2°  D*apres  le  principe  de  composition  ou  superposition  pure  et  simple 
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{note  da  ^  ii)  des  petits  deplacemenls  des  points  des  corps ^lastiques sous 
l*action  simultanee  de  diverses  forces,  censees  avoir  agi  d'abord  s^parement, 
4a  fleche  an  centre  sera  encore  la  meme  si  au  lieu  du  poids  unique  Q,  Ton 

chaise  la  plaque  de  deux  poids  ^Q,  ou  de  trois  poids  ^^Q,  etc.,  places  en 

des  endroits  difTerents,  mais  tous  a  la  m^me  distance  r^  du  centre.  La  fleche 
sera  done,  en  verlu  de  ce  principe  (consequence  de  la  linearite  des  equa- 
tions  dilTerenlielles  des  petits  deplacements  dans  les  corps  elastiques),  pr^ 

cisement  celle  (il'^  ou  (d 4)  que  notre  calcul  a  fournie  pour  un  poids Q  dis- 

semine  d*une  maniere  egale  sur  les  divers  points  d'une  circonference  dont 
le  rayon  est  r^. 

Nous  avons  ainsi,  en  elablissant  les  deux  formules  (tf^  et  ((TX  resolu  le 
probleme  de  la  determination  de  la  fleche  centrale  de  courbure  produite 
par  un  poids  unique  Q  pos^  n*importe  ou  sur  la  plaque,  ou  distribu^  abso- 
lument  comme  on  Teut  sur  une  circonference  qui  lui  est  concentrique  ('). 

Et  il  y  a  plus.  Que  la  meme  plaque  soit  rbargee  d'un  nombre  quelconqve 
de  poids  Q,  (y,  Q"....,  dislribues  aussi  irr^gulieremenl  qu'on  veut etudes 
distances  respectives  r^^r\,  r^....  du  centre;  on  n*aura  qu'i  conslniir.* 
pour  chacun  d*eux,  selon  qu^il  y  aura  simple  appui  ou  encastrement  tout 
autour,  des  formules  comme  celles  (d  3)  ou  [dl"^,  et  k  les  additionner,  poor 
avoir  la  fleche  centrale,  quelles  que  puissent  etre,  du  reste,  les  depressions 
ou  ordountes  xi\  aux  autres  endroits  que  le  centre  r  =  0  ("). 


(*)  Aussi,  Clebscli,  le  premier  auteur  qui  ait  calcule  la  forme  prise  par  une  plaqoe  seas 
Taction  d'ane  charge  non  centrale,  a  trouve.  coin  me  on  verra  vers  la  fin  du  §  76,  pour  la  d^ 
pression  ^  d'un  point  quelconque  rooins  eloign^  du  centre  que  le  point  ou  la  charge  est 
pos^,  une  expi-ession  qui  loi*squ*on  j  fait  r  =  0,  sc  rMuit  i  un  premier  terme,  indepeodaot 
de  Tangle  60  H^"  determine  la  situation  aziiiiulale  de  celte  charge. 

N.  L^vy,  en  1877,  a  tiri>  la  mdme  chose  de  la  solution  analytique  qu'il  a  presentee  da  m^nc 
prohl^me,  en  se  servant,  comme  Clebsch,  de  T^quation  du  quatrieme  ordre  de  Lagruise. 
transform^  comme  a  fait  Foisson  par  I'emploi  de  coordonnecs  semi-polaires;  et  il  en  a 
4nonce  la  conclusion  en  exprimant  c  que  la  fleche  au  cenii*c  d'une  plaque  circulaire  no 
chaiitre  pas  si  Ton  vienti  changer  arbitrairement  les  charges  qu'elle  supporte,  pounru  que 
1*011  conserve  la  ivsultante  de  toutes  celles  qui  agissent  a  egale  distance  de  son  centre  •• 

(*')  Une  curieuse  remarque  a  ete  sug?eree  a  M.  Doussinesq,  qui  nous  I'a  communiquiV, 

par  la  forme  des  expressions  ((/^ ) ,  (cj  de  la  fliche  centrale  que  prodait  une  charge  Q 
appliqu^  a  une  distance  r^  du  centre  de  la  plaque.  Ccs  expressions,  lorsqu'on  efface  y'.  ce 

qui  revient  k  negliger  — ^  devant  -\  ,  sent  composees  de  la  ra^me  maniere  en  r^  que  le  soul 

en  r  les  expressions (/*•},  (m*)  des  deplacements  verticaux  eprouves  par  des  points  ^loi^nrt 
de  r  du  centre  pour  cotte  meme  charge  placL*e  au  centre.  Aiasi.  une  ckar^  domm^,  api*!'* 
qn^  au  centre  dune  pKi'itie  circulaire  mince  qui  est  appnyee  ou  encastrde  sur  lout  son  ci>n- 
totir,  proiinit,  en  towt  les  points  situis  ik  une  distance  quelconque  r^  de  ton  centre^  und/pl^^- 
cement  vertical  e'gal  a  celui  que  la  nUme  charge  produirait  au  centre^  si  elle^tait  appliq<>ee 
en  des  points  qui  en  fussent  distants  de  eette  nit^ine  qnantite  r^. 

L*a9pect  comparatif,  soit  des  (</'),  (<'T)  soit  des  (/J),  (f'\)  lui  a  fait  apercctoirnoe  to* 
analogue  de  reciprocite  pour  les  di^pressions  prodnites,  nou  plus  seulement  au  centre*  nui> 
4  une  distauce  quelconque  r  du  centre,  par  leffet  d'une  charge  agissant  a  uoe  distaave 
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2i.  Appliquons  (corame  Ta  indiqu^  encore  H.  Boussinesq)  cette  methode 
de  cumulation  des  depressions  partielles  au  cas  le  plus  simple,  celui  oil 
la  charge  Q  est  uniform^ment  distribute  sur  la  plaque  de  rayon  a»  en  sorle 
que  chaque  unite  superficielle  en  supporte  une  partie  : 

Alorsy  une  couronne  ^lementaire  d.nr^*  =  iitrf^dr^  de  rayon  r^  et  de  lar- 
geur  dr^fy  supporte  une  par  lie  de  la  charge  tolale  exprim^e  par 

Substituons  ce  poids  ^l^mentaire  k  Q  dans  les  expressions  (d'"i),  {e"\)  des 
filches  ft  f  prises  par  la  plaque  simpleraent  posee  et  par  la  plaque  encas- 
tree  au  pourtour,  ecrites 

'      32-a,£^  (    fli  -  f  \        flV  ^  \a^     ^  )  '^^  a^  )  ' 


et  appelons  df^  df\  les  filches  el^mentaires  ou  composantes  qui  en  r6sul- 

tent;  puis,  pour  obtenir  les  filches  resultantes,  faisons,  avec  le  m^me  analyste, 

r ' 

-^==y,  el  jnt^grons  de  ro==0  k  r^=a  oudef>  =  0&9  =  l.  Nous  aurons 


a 


Gomme  on  a 

j^  (1 -9)rf^==r-;  r  9log<prf9=^^  log?— ^- j^=~;j,  J^ 

il  en*  resulte  pour  Ics  filches  centrales  de  la  plaque  pos^e  et  de  la  plaque 
encastr^e,  supportant  une  charge  Q  qui  y  est  uniform^ment  distribute 

OU,  si  Ton  met  pour  a^  f,  7*,  d'apr^s  les  (x")  du  n«  1.6,  leurs  valeurs  ^G, 

O 

jussi  quelconque  r^  du  ni£mc  point  (en  cffacant  —  y*  — 5  et  —  y*  des    premieres  paren- 

''0 


M 
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33  «•  e' 

G  el  =7c  -i  du  cas  de  contexture  isolrope  avec  le  rapport  i  =  j^  suppose  =  i, 
50  or  \M 

(M        .      li89QaW        iJE^N       .=  i_l^L.A  .    53^n 
^'  '        '  —  G  51207r65  \^^  ^  7  flV       '      G  10247r63  V    ^   5  aV' 

On  aurait  frouv6  avec  non  moins  de  facility  les  filches  centrales  prises 
par  des  plaques  si  la  charge  avait  et6  distribute  d'une  maniere  inegale  et 
quelconque  sur  les  divers  elements  d,irr^^  de  leur  superficie;  il  aurait  suffi 

de  multiplier,  dans  les  Ig'''),  les  quantit^s  sous  les  signes  d*int6gration  i 
par  line  fonction  F  (?)  de  (p  ou  de  To,  telle  que 

r  * 
repr^sentM,  au  lieu  de  (f ')  Qrf.-^.  la  partie  de  la  charge  totale  Q  supportcc 

par  la  couronne  circulaire  d.-nr^^^i-Kr^r^  de  rayon  r^  et  de  largeurdr,ou 
s'exerce  cette  charge  parlielle  qui,  du  reste,  pet/i  y  dtre  distribuee  d^une  ma- 
nitre  quelconque,  mime  discontinue,  Les  integrations,  analogues  k  celles 
de  {g"*),  auraient  toujours,  par  substitution,  fourni  les  fl^ches  f^  f  des  cas 
de  simple  pose  et  d'encastrement. 

22.  On  voit  que  les  formulas  (i*),  (/')  des  deplacements  verlicaux  des 
points  d'une  plaque  d*6paisseur  finie,  soutenue  circulairement  k  une  dis- 
tance Tj  de  son  centre,  et  celles  (h'"),  (d'"),  (e'")  qu'on  en  tire,  conduisent 
k  la  determination  des  filches  centrales  aussi  bien  lorsque  la  chaise  est  dis- 
tribuee  de  toutes  les  mani6res  sur  sa  superficie,  que  Je  font  les  fonnules  (o"), 
(<")  du  cas  extreme  d'une  charge  unique  plac6e  au  centre. 

Toutes  ces  expressions  des  Heches  centrales  /*,  f\  savoir,  celles  (y*), {*) 
du  cas  d'une  charge  unique  et  aussi  centrale,  (h"')y  (f")  du  cas  de  charge 
uniform^ment  repartie,  tirees,  comme  on  a  vu,  des  formules  nouvel les  el  ge- 
nerates (d'")»  (^'")  ^^s  depressions  dues  k  des  charges  excentriques  de  toutes 

,t 
series,  sent  exactement  conforraes,  si  Ton  y  efface  les  termcs  en  t"  on  -;,  donl 

notre  analyse  actuelle  tienl  comple,  k  celles  que  Poisson  a  trouvces  en  1828 11 


(*)  Voyez  au  t.  YIII  de  I'Acad^mie  des  sciences  de  Paris,  dans  le  grand  U^moire  de  Poisson 
sur  les  corps  dlastiques,  au  milieu  de  Ja  page  552,  des  expressions  de  /"et  f  qui  se  oonfon- 
dent  avec  I«»8  ndlres  (particularis6es  pour  les  raalidres  isotropcs,  oii  I'on  suppose  egal  i  t  le 
rapport  que  nous  avons  a'ppeld  t)  en'  supposant  avec  Poisson  la  plaque  charg63  &  la  fois  d'an 
poids  9  concentr6  au  milieu  et  d'un  poids|7  diss^min^  uniform^ment  sur  toute  sa  surfsc'i 

et  en  y  rempln^nt  k  par  -nnr^  conform^ment  k  la  page  547  du  mt^mc  memoire  oA  kt  U 

cxprimcnt  cc  que  nous  avons  appcI6  G,  a;  enfin,  en  cffapant  deux  certaines  iplt'gi'alw  / 

comme  de  valeur  insensible,  ninsi  que  Poibson  conseilte  de  le  faire  au  haut  de  la  pageTi^St 

oii  il  donne  aiissi  pour  /*,  p  d'autrfs  formules  coincidani  avec  celles  de  la  page  55S  qnaad 

9 
ony  remplace  par  t^.        ■  ce  qu'il  appelle  h  par  abr^viation. 
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en  les  d^duisant  de  Tint^gration  de  la  c^lebre  Equation  de  I.agrange, 
aui  differences  partielles  du  quatri^me  ordre,  de  TSquilibre  des  plaques 
^lastiques,  qui  sera  d^montr^e  ci-aprSs  au  chapitre  V  et  surtout  au 
g  73,  ainsi  qiik  la  grandc  Note  que  nous  y  avons  jointe.  Celte  equation 
classique  est  ^tablie  par  Poisson  au  moyen  d'hypoth^ses  plus  que  contestables 
que  nous  discuterons  au  n°  25  de  cette  Note. 

Dans  la  m^me  note  du  g  73,  nous  donnerons  k  cette  Equation  du  quatrieme 
ordre  d'autres  bases,  en  rapport  avec  la  constitution  en  quelque  sortc  g^o- 
m^trique  des  plaques  minces,  mais  ne  lui  6tant  pas  le  caractSre  de  simple 
approximation  qu*elle  presente  gen^ralement. 

On  pourra  voir  aux  n°»  30,  31,  32,  33  de  cette  note  du  g  73,  sous  une 
forme  simple,  T^tablissement  des  equations  et  formules  y  relatives,  et  Ton 
trouvera  aussi  k  la  fm  du  lexte  m^me  du  g  76  une  expression  tir^epar  Clebsch 
de  r^quation  de  Lagrange,  toute  semblable  k  celle  ci-dessus  (u")  de  la  fin  de 
noire  n«  15,  pour  le  deplacement  vertical  C  (ou  w^o)  de  tout  point  k  une  dis- 
tance r  du  centre  d*unc  plaque  encastree,  et  produit  par  un  poids  unique 
applique  k  ce  centre;  expression  qui,  comme  on  a  vu,  ne  contient  point  la 

constante  7'  ou  le  rapport  -y 

23.  Nous  avons  d^montr^,  dans  la  presente  Note,  comme  on  a  vu,  nos  for- 
mules d'une  mani^re  rigoureuse,  ou  sans  annulations  de  termes. 

Leur  parfaite  rigueur  e^t  subordonn^e,  il  est  vrai,  comme  est  celle  de 
toutes  les  formules  ci-dessus  d'extension,  flexion,  torsion  des  tiges  (Note 
du  g  28)  d  ce  que  les  forces  ou  les  reactions  d*appuis  et  d'encastrements 
agissent  exclusivement  sur  une  certaine  surface  qui  est,  pour  les  plaques, 
leur  cylindre  contoumant,  en  s*y  distribuant  des  raani^res  qui  sont  expri- 
m4es  ^n  a  par  les  formules  du  deuxi^me  et  du  troisi^me  degr^  (/')  n*^  9 
el  (m')  n»   10  donnant  t^^  el  t^^,  et  specifi^es  pour  r=a.  Mais,  ainsi  que 

nous  avons  eu  bien  des  fois  occasion  de  le  dire,  elles  donnent  des  r^sultats 
tr^s  suffisamment  approch^s  quel  que  soil  le  mode  d'application  et  de  dis- 
tribution si  la  plaque  est  peu  epaisse;  el,  en  tous  cas,  notre  analyse  actuelle, 

outre  qu*elle  tient  compte  de  termes  (  ceux  en  7'  ou  -^  j  dont  il  n*est  nulle 

question  dans  Tanalyse  connue,  a  I'avantage  de  ne  donner  que  des  r^sultats 
ou  tout  a  et^  mis  en  compte  d6s  le  commencement  ou  sans  suppressions  faites 
de  prime  abord,  et  dont  on  n'aper^oit  pas  a  priori  la  port^e  et  le  degr6  d'in- 
fluence  sur  les  risultats  lorsqu'on  en  opere  de  ce  genre  ('). 


f )  Nous  ne  pouvons  point  passer  sous  silence,  k  ce  siijet,  un  M^moire  sur  la  repartition 
des  efforts  dans  les  cylindres  et  les  spheres  presses  normalement,  et  dans  les  plaques  cir- 
eulairee  eym^triquement  charg^es^  par  M.  firune,  ancien  lil^ve  de  I'^cole  poly  technique, 
proTcsseur  k  T^cole  des  Beaux-Arts ;  m(^'inoire  qui  a  et6  iosdrd  en  septembre  1876  aux  An- 
nales  des  Fonts  et  Chaussees,  p.  227  h  252. 

Get  auteur  se  sort,*  dans  ses  calculs,  de  la  Ihdorie  de  la  resistance  des  tiges  h  I'exlension 
et  &  la  flexion,  telle  qu'on  I'enseigne  dans  les  ^coles,  ct  nullement  de  la  thtorie  g^n^rale  et 
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g  46.  —  Flexion  prodnite  par  des  conples  de  manUre  que  la 
p6riph6rie  de  la  sarface  mMiane  ^viemie,  par  de  petlta  d^pla- 
cementa  perpendicnlaires  k  son  plan,  se  placer  tar  nne  turfaot 
donn6e. 

Dans  le  cas  le  plus  general,  ou  s*introduit  la  fonction  /*dug  39, 
les  conditions  qui  doivenl  6tre  salisfaites  pour  Ic  bord  de  la  plaque 
sont,  d'apr6s  les  Equations  (135)  de  la  fin  de  ce  §,  p.  304, 


math^raatique  de  Telasticit^,  si  ce  n*est  qa'il  lui  emprunte  le  thter^me  des  contractiom  la- 
t^ralea  qui  accompagnent  toute  extension  longitudinale  de  tige  ou  d*anneau.  II  etablit  d'abord 
deux  Equations  pour  I'^quilibre  d*61^raents  de  plaque  circulaire,  limits  par  deux  plans  mt- 
ridiens  faisant  entre  eux  un  angle  infinitesimal  da^  et  par  denx  cylindres  conaxiques  a  li 
plaque,  ayant  pour  rayons  r  et  r  +  dr.  La  premiere  de  ces  deux  Equations  est  destioee  i 
exprimer  I'equilibre  de  translation  dans  le  sens  r,  de  1  element  auquel  il  suppose  une  ^is- 
seur.  dans  le  sens  s,  dgale  k  I'unit^;  cequi  revient  k  lui  attribuer  une  epaisseur  i(s  par  la- 

quelle  on  divise  flnalement  tous  les  termes;  il6crit  cette  ^nation  (p.  228),  T=F-)-r-ji 

ce  qui,  avec  nos  notations,  serait : 

Elle  peul  bien  &tre  applicable  aux  cylindres  creux  iod^finis ;  mais,  pour  les  plaques,  cette 
dquation  est  incomplete,  car  elle  revient  k  notre  premiere  Equation  {f),  sans  son  seomil 

terme  2*  Cette  omission  vient  de  ce  que  Tauteur  n*a  pas  tenu  compte  de  la  difiktoot 

des  tensions  tangentielles,  de  sens  r,  sur  les  faces  sup^rieure  et  inr&rieure,  rdeidr,  quoiqoe 
I'alinea  du  bas  de  sa  page  240  semblerait  prouver  qu'il  a  aper^u  leur  in6galit6. 
La  ^econde  equation,  qu*il  ^crit,  page  258, 

dm. 

ou  T  represente  maintenant  TefEort  tranchant,  est  exacte  :  elle  suppose  que  rilinient  a 
toute  r^paisseur  2e  de  la  plaque,  et  elle  revient  k 

Elle  est  analogue  k  celles  qui,  dans  les  tiges,  ainsi  que  dans  les  plaques  oH  Ton  consid^ 
des  elements  compris  entre  quatre  plans  parall^les  a  des  coordonndes  rectangles  i,  y 
(voyez  n*  12  de  la  note  ci-apr6s  dc  la  fin  dn  g  73)  ^tablissent  des  relations  entre  les  efTorts 
trancbanls  et  les  d^riv^es  des  moments  ou  couples  fl6chissants  par  rapport  k  ces  coordoo- 
ntes.  Elle  exprimc  en  erfct  I'dquilibre  de  rotation  de  Tddment  k  faces  courbes,  doot  oo 
vient  de  parler,  autour  d'une  ligne  tracee  sur  le  feuillet  moyen  de  la  plaque,  perpendico- 
lairement  au  bout  du  rayon  r  bissecteur  du  petit  angle  dec.  On  voit  facilement,  en  efTet,  que 
si  —  mrda  represente  le  moment  des  forcea  normales  t^  qui  agissent  sur  b  petite  face  cy- 

lindriquc  de  rayon  r  et  de  largeur  horizontale  r(/«e,  un  moment  (  mr  -^  -^ —  dr  j  doL^  desefls 

conlraire,  agira  sur  la  face  cylindrique  opposde,  de  rayon  r  -{-dr,  D'une  autre  part,  sur  les 
deux  faces  mcridiennes  de  largeur  r/r,  les  forces  normales  t^^  produisent  des  moamts  ou 

couples  m' dr^dr  j  ^  t^^  zdz  qui,  port^s  comme  des  longueurs  sur  letirs  axes  de  rota- 
tion dr  (a  la  maniere  de  Poinsot  et  Cauchy)  et  projotes  sur  Vaxe  rrfot  du  moment  w  ateclc* 
quel  ils  font  des  angles  o  —  u-t  fournissent  des  moments  composants  faisant  uiie  somin^ 


(174  a) 


m 
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„       E'C'cosp         E'     /B'f  ^Y     .      \ 

^'=—2 IT?  W ""'  P"^  ^  '""^ ) ' 

„      E'C'sinp         E'     /  S)*f  ,    ^f  ■       \ 

Les  forces  agissant  sur  le  point  (x,  y,  z)  du  bord  de  la  plaque  ont 

-o-  +  'a')t  6^  refTort  tranchant  T,  agissant  sur  la  plus  grande  face  cylindrique 

avec  un  bras  de  levier  r/r,  founiira,  en  n^gligcant  les  produits  du  second  ordre,  un  moment 
— Irdotdr,  Egalant  &  zdro  la  somme  de  ces  moments  en  leur  attribuant  des  signes  convena- 
bles,  et  divisant  p&rdxdr,  on  a  bien  I'^quation  (/'")  de  M.  Brune. 

Aussi  cette  Equation  de  moments,^  ^crite  sous  la  forme  (m'"),  est  satistaite  identiquement 
qoand  on  y  met  pour  t^^,  t^^,  t^^  les  valeurs  trouvites  ci-dessus  {vf)  et  autres,  d6duites  des 

solutions  (0  du  n"  0.  Et  ello  r^sulte  m6me  immddiatement  de  la  premiere  Equation  (^), 
prise  complete  ou  sans  omettre  son  second  terme,  et  multipli6e  par  sdz^  puis  int^gr^e  de 
—  c  &  t,  car  cela  donne 

^alit^  dont  le  second  membre,  int^r^  par  parties,  devient 

trindme  qui  se  r^uit  bien  k  son  dernier  terme,  vu  que  t^^  ^^^  suppose  nul  sur  les  deux  a- 
ces  3  = —  c  et  3  =  <  de  la  plaque. 

Mais,  pour  n'avoir  pas  suftisamment  6tudi6,  sans  doute,  les  formules  gen^rales  de  I'^las- 
licil^  et  de  composantes  de  ten>ions,  Tingdnieux  professeur  se  trompe  lorsqu*il  pense  qu'il 
7  a  un  rapport  constant,  tel  que  celui  qu'on  d^signe  par  E.  entre  la  traction  exercte  -par 
unit6  superflcielle  sur  les  bases  d'un  Element prismatique,  et  la  dilatation  longitudinale  qui 
en  resulie :  cette  Constance  du  rapport  n'a  en  effet  lieu  que  si  toutes  les  faces  laterales  sont 
libres  de  pression  ou  tension;  car  si  deux  des  faces,  seulement,  de  ce  prisme  ou  de  cet 
anneau  (suppose  k  section  rectangle)  en  sont  libres,  ainsi  qu'on  pent  le  supposer  pour  les 
faces  parallMes  aux  bases  d'une  plaque  mince,  tandis  que  les  deux  autres  supportent  des 
tensions,  telles  que  celle  t^,  le  rapport  entre  les  tractions  longitudinales  et  rallongement 

depend  aussi  de  cette  traction  lat^rale  t^;..  II  se  ti*ompe  encore  s'il  pense  qu'il  y  a  un  rap- 

X  i 

port  constant,  tel  que  le  a.   ,q   <^^  Lam^,   (ou  j  si  >=/*)  entre  les  contractions  transver- 

sales  et  la  dilatation  longitudinale  du  mdme  ^l^raent :  ce  rapport  depend  aussi  des  pressions 
laterales;  s'il  yen  a. 

Les  formules  sont  done  en  parlie  fausses. 

Mais  comment,  ou  par  quelles  compensations  ou  Eliminations  d'erreurs  se  fait-il  que  les 
applications  donntes  par  M.  Brune  fournissent,  pour  le  cylindre  creux  ou  la  spbire  creuse, 
des  formules  conformes  a  cclles  de  Lamd  (sauf  un  coefGcient  5aulieu  de  2  dans  les  expres- 
sions de  Ar  de  la  page  231),  et  qu'elles  le  conduisent,  pour  les  plaques  circulaires,  non  seu- 
lement  k  Tespression  (<f ')  de  la  fl6clie  centrale  determin^e  par  un  poids  unique  quand  la 
plaque  est  simplement  poste,  ainsi  qu'aux  deux  autres  que  Poisson  a  donn^  aussi  pour  Ic 
cas  de  cbarge  uniform^ment  rdpartie  (voir  Note  du  g  73,  n***  30,  31) ;  mais  m^me,  et  tout 
aussi  exactement,  aux  Equations  des  coupes  m^ridiennes  de  la  plaque  flEchie  dans  ces  trois 
cas  dont  H.  Brune  s'est  occupy,  en  ne  s'abstenant  de  donner  un  calcul  que  pour  le  qua- 
IriEme  cas  de  Poisson  (celui  oil  le  poids  unique  agit  sur  une  plaque  k  bords  encastrEs)  ? 

G'est  06  qu'il  nous  paratt  difticile  de  reconnaltre,  car  en  metlant  dans  les  Equations  de 

M.  Brune,  k  la  place  de  E  et  de  -,  les  vraies  valeurs  des  rapports  g—  ®^   ""  g~  *!"'  ^^'" 

▼cnt  contenir  t^  et  t,.,  et  en  rEtablissant  dans  I'Equation  d'dquilibre  le  troisiEme  lerme  qui 

y  manque,  on  introduit  de  nouvelles  inconnues,  ce  qui  paraitrendre  impossible  I'aboutisse- 
mcut  de  son  genre  de  calcul.  Nous  ne  ferons  done  pas  ici  la  tentative  de  cctEclaircissement. 
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alors,  d'apres  Ics  expressions  (134),  p.  503,  pour  composantes,  \z, 
Y^Zy  et  on  a  d^ja  vu  plus  haul  que  les  fonclions  Xp  V\  ne  pcuvent  pas 
£tre  choisies  arbitrairement.  Le  probl6me  de  determiner  one  flexion 
arbitraire  de  la  plaiiue,  par  les  proc6d6s  diveloppis  pr6c6demmeQi, 
ne  peut-donc  etre  r6solu  d'une  mani^re  g^n^rale;  mais  on  pent  resou- 
dre  un  certain  nonibre  de  probl^mes  particuliers  remarquables,  parmi 
lesquels  je  choisirai  le  suivant  : 

La  flexion  de.la  plaque^  produite  par  des  couples,  p.  335,  agissanl 
d^une  manitre  dUerminde  sur  ses  bords  ou  sur  sa  surface  lat^rale^  doU 
itre  telle  que  la  pMpMrie  de  la  surface  mHiane  vienne  s'appliquer 
sur  une  surface  donnee  arbitrairement,  trds  voisine  de  la  periphdrie 
primitive. 

Soil 

r^quation  de  la  surface  donn6e,  telle,  que  la  fonction  F,  pour  les  coor- 
donn^es  a?,  t/,  z  des  points  de  la  p^ripherie  de  la  surface  mediane,  ait 
une  tr6s  petite  valeur.  Introduisons,  au  lieu  dc  Xj  j/,  z,  les  coordon- 
n6es  (xh-m),  (y-hv),  (z-\-w)  qu'on  a  aprte  les  deplacemcnts :  la 
condition  imposee  est  que,  pour  les  points  de  cette  peripheric  de  la 
surface  mc^diane,  on  ait 

F(x-hu,  y-ht^i  z^w)  =  0. 

D^veloppons  suivant  les  puissances  de  u,  v,  u;  ct  n6gligeous  les 
puissances  sup6rieures,  nous  aurons  : 

F(x,y,.)  +  n^  +  .^H-u;^-  =  0; 

Equation  dont  tons  les  tcrmes  sont  tres  pelits  et  comparables,  puis- 
que  la  valeur  de  P  (x,  ?/,  z),  c*est-^-dire  la  distance  de  la  piripherie 
primitive  a  la  surface  donn6e,  est  suppos6e  tr6s  petite,  et  en  de^  de 
limites  convenables.  Pour  la  surface  m^diane  ou  2=0,  on  a,  d*apr6s 
(172)  p.  334, 

w=0,  t;  =  0,  ii;==/_C'(i— 9')^^^^'; 
el  Tequation  dc  condition  se  r^duit  k 

En  d'autres  t'^'mos,  le  problAme  peut  elre  remplace  par  le  suivant. 
plus  simple : 
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La  flexion  de  la  plaque  produite  par  le$  couples  doit  etre  telle  que 
la  piriphMe  de  la  surface  mddiane  subisse  de  petits  d^placemeuts 
donrUs^  dans  une  direction  perpendiculaire  a  son  plan. 

Soil  N  la  fonction  de  x,  y  repr6sentant  ces  d^placements.  Alors  f 
doit  satisfaire  non  seulement  a  la  condition  g6n6rale  (128)  du  §  39, 

mais  encore  a  la  suivante  relative  aux  points  de  la  p6riph6rie  de  la 
section  m^diane,  et  qui  pent  6tre  tir6e  de  la  troisieme  (132),  p.  303  : 


(175)  w=f-C'H-f)')^ 


?!j±1*  — 


N. 


Cela  pent  avoir  lieu  d'une  infinite  de  mani^res  diffi^rcntes ;  on  peut 
atlribucr  a  la  constante  C  loutes  les  valeurs  possibles,  et  la  fonction  f 
se  trouve  chaque  fois  d6termin6e  complfelement-  On  peut  done  tou- 
jours  amener  la  plaque  dans  une  position  con  forme  d.  la  condition 
donn^e  en  appliquant  sur  son  bord  des  couples  comrne  ceux  que 
produisent  les  forces  Xp  Y^  exprim^es  par  les  (174  a),  oil  Von  aura 
mis  pour  f  savaleur  tiree  de  (175);  couples  Equivalents  d  d'autres 
tendant  dproduire  des  rotations^  les  uns  autour  de  tangentes^  les  au- 
tres  autour  de  normales  d  la  peripheiHe  de  la  surface  mMiane  ainsi 
qu'au  cylindre  contournant  oil  elle  est  tracee, 

Je  vais  examiner  le  cas  particulier  ou  la  p^riph^rie  est  un  cercle. 
Si  Ton  pose,  comme  aux  §g  42  et  44, 

a:  =  rcos0,        y  =  rsinO, 

{'expression  la  plus  g^n^ralepour  /*qui  soil  admissible,  est  la  suivante, 
dans  laqiielle  nous  ne  faisons  figurer  que  des  puissances  positives  de  r, 
attendu  qu'elle  ne  doit  pas  devenir  inflnie  pourr=0  : 

(175  a)  /'=A-f-Aircose-f-A,r»cos26+...  -f-BirsinO -f  B,r»sin20-|-... 

Pour  se  rendre  compte  de  cette  forme  que  nous  attribuons  a  Tex- 
pression  de  /*,  il  suflit  de  se  reporter  au  probl^me  du  §  44,  ou,  en  di- 
minant  tf  de  (158)  par  differentiation  et  addition,  on  trouve,  pour  \, 

Tequalion  y-{  +  -~j  =:  0,  semblable  a  celle  que  nous  avons  pour/",  et 

ou  Ton  a  trouv6  aussi,  pour  cette  mi^ine  inconnue,  un  d^veloppemcnt 

(165)  conforme  egalcment  a  cclui  que  nous  venous  de  poser  pour  /. 

Soit  mainlenant  a  le  rayon  de  la  periph^rie;  T^quation  de  condition 
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(175)  acquicrtla  forme 

N  =  A ^--|--5ia«4-A4acose+A,a*cos2e-h..H-Bjasine4-Bja'sin26-h.. 

On  pcut  imaginer  que  la  fonction  donn^e  N  ait  el^  exprimec  en  fonc- 
lion  de  0.  Lcs  formules  ou  resultals  trigonomitriques  (168  e),  (168  /), 
p.  326,  ct  la  m6thode  connue  d'^limination  de  tous  les  termes  hors 
un  qu*elles  conduisent  h  employer  pour  en  determiner  les  coefficients, 
donneront  imm^diatement,  appliques  comme  au  m^me  g  44,  les  va- 
leurs  suivantes  de  ceux  de  I'expression  de  /'poste  tout  a  Theure: 

C'(l— n')  ,       1    r^^,^ 

A.=-f    /     NcosiMe;      B.  =  4-   I     NsiniWO. 
*       an  Jo  »       aVc^O 

Le  probl^me  est  done  r^solu. 

Au  lieu  des  deplacements  u,  v,  on  determine  plus  facilement  les 
deplacements  mesures  suivant  le  rayon  vectour  r  et  dans  une  direction 
perpendiculaire  a  ce  rayon.  D'apr^s  (172)  et  en  tenant  compte  des  for- 
mules (163),  §  44,  de  changements  des  quotients  difli^rentiels  par  rap- 
port u  X,  tfy  en  quotients  difTiirentiels  par  rapport  a  r  et  0,  ces  deplace- 
ments sont  : 

6  .       •   I.            (^f     C'(l-9')   \ 
MC08  6H-vsm6  = — z[yf i— ^ — '-^r\\ 

vcosO — tt8mO  = — z  -^       w=zf i-— — U  r» — ~r-  5*  : 

ou  bien,  en  introduisant  les  series  ci-dessus, 
txco80+v8in8==2;    — ^-5— ^'r— AjCOsO— 2A,rcos2d— ...— BiSinO — 2B,rsia2*-.. 
rcosd— MsinO:=2    A,  8ine-f-2A,rsin204-...  — BjCOsO— 2R,rcos2^  — ...  L 
u.^A+cT^^""'^'^^^''J^'^""^'^^VA^rco8Q+A,r<cos2Q4-...4-B^rsine-hB,r«^^^^        • 

Les  forces  capables  de  produire  ces  displacements  ont,  d*aprc$  ce  qui 
prec6do,  les  composantes 

\=\z,     Y  =  V, 

ou  les  valcurs  de  Xp  Y^,  sont  celles  des  equations  (174  a),  page  369. 


g   46.    —   FLEXION   PRODUITE   PAR  DES   COUPLES.  373 

Ici  aussi,  il  est  plus  commode,  au  lieu  de  prendre  les  composantes 
des  forces  parall^lement  auxaxes,  deconsid6rer  les  composanies  diri- 
gi^es  suivant  le  rayon  de  la  section  et  snivant  la  fangente  a  sa  circonf6- 
rence.  Remarquons  que,  dans  le  cas  prc^sent,  p  est  la  m6me  chose  que 
0,  et  que  pour  unc  fonction'A^  quelconque,  on  a,  d'apr6s  (163), 

gK       ,  .  ^if   .   ,      M  i^K  .   ^      EK       ,      gK 

iJx  ly  Sr  tJx  &y  rIDQ 

On  diduit  d'abord  de  (174  a),  en  prenant  successivemenl  ^-^  ,  y 

pour  cetle  fonction  Ky 

y  _  E^C^  cos  e         g      g  fl>Y\        y  _gC^sine  E^      g  /8f\ 

•V—        2  14-9' grW'  2  i-hf)' Fr\i}y)  ' 

Ensuile,  ajoutant  ces  deux  expressions  multipli^es  respectivement 
par  cos  0,  sin  6,  puis  par  sin  6,  — cos  6,  et  faisant  de  nouveau  usage 
des  mdmes  forniules  de  changement  des  d^rivt^s  par  x,  t/,  en  d^riv^s 
par  r,  0, 

X,cose+Y,sme=-2— ^-p^^;      X.sm©-^,cose  =  j-^.^^(^y. 

En  muUipliant  par  z,  on  aura  les  composantes  cherch^es.  La  pre- 
miere agit  dans  la  direction  du  rayon  et  tend  k  faire  tourner  aulour 
de  la  tangenle;  la  seconde,  au  contraire,  agit  dans  la  direction  dela 
tangente  et  tend  k  faire  tourner  autour  du  rayon.  Si  on  d6signe  par  R 
et  T  ces  deux  composantes,  on  a,  en  introduisant  la  valeur  (175  a)  de  /*, 

R=5!^_-^r2A,cos2e4-6A,rcos3e4-....4-2B,sin2e4-6Vsin3e4-...'l 

2  i-hl)  L  J 

T=— 7-^^r2A,sin2e-f-6A,rsin30-+-....— 2B,cos20— 6Vcos3e— ...1. 
1  +  9  L  J 

Tajouterai  encore  une  remarque  propre  k  6clairer  ce  probl^me  d'une 
lumi^re  plus  vive. 
D'apr^  les  formules  (121  c)  du  §  39  (page  298)  des  composantes  de 

tension  t   ,t   ,  jointes  iO  =  d'T:^  +  d' 7:^  + c  ^  resultant  dela  sup- 

position  t   =0,  base  principale  du  present  chapitre,  on  a,  vu  notre 

d'* 
notation  a^  =  2f  +  f ^» 


•„  +  -„=2(»,-0(g+g)^ 
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d'ou,  pour  la  dilalation  cubique^  bu  la  proportion  de  Taugmenlation 
du  volume, 

Su     c%     tw.    /       dA  t^+t^ 

Mais  les  expressions  (1 74)  du  g  45,  p.  334,  donnent  t    + 1   =E'Cz, 

eu  ^gard  k  I'equalion  (173).  On  a  done  pour  cette  dilalation  cubique 
la  premiere  des  trois  expressions  suivantes,  qui  peut  6tre  remplac^e 
a  volonl^  par  les  deux  autres,  d*apr6s  les  relations  (z)  donndes  au 
n*  16  bis  de  la  Nole  du  g  16,  formules  (x),  page  84, 

Cette  grandeur  s*annule  avcc  C.  Cela  constitue  un  caract6re  particu- 
lier  des  deplacements  ne  dependant  que  de  la  fonction  /*,  sans  C,  ou 
pour  lesquels  on  a  C  =  0 ;  a  savoir  que  ces  d^lacements  ne  sont  nulk 
part  accompagn^s  (Tun  changement  de  volume  des  Elements  solides. 
Par  consequent,  le  probUme  qui  vient  d'etre  trail^^  et  qui,  commc 
nous  Tavons  vu,  admettait  une  infinite  de  solutionsj  nen  admet  plus 
quune  seule^  lorsqu'on  y  ajoute  cette  condition  qu^aucun  changement 
de  volume  ne  doit  se  produire  en  aucun  point  de  la  plaque;  car  la 
constante  C  laiss^e  arbilraire  doit  alors  disparuitre. 

Mais,  a  une  valeur  quelconque  de  cette  constante,  correspondent,  dans 
la  plaque,  des  changements  de  volume  determines;  changements  qui 
disparaissent  dans  la  surface  mediane,  mais  prennent  naissance  de 
part  et  d'autre  en  s'accroissant  proportionnellement  a  ce  dont  on  s  en 
^loigne.  Ce  qui  se  trouve  d'un  des  cdtes  de  cette  surface  pi*6sente  des 
contractions  croissantes,  et,  ce  qui  se  trouve  de  Tautre,  des  extensions 
igalcment  croissantes  (*). 

(-)  NOTE  FINALE  DU  g  46. 
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\ .  —  Objet  de  cette  Kote,  —  Dans  ces  chapitres  II  et  III,  il  a  hXk  prtoDte, 
du  probl^nic  des  deformations  des  corps  prismatiques  (gi^  26  &  31 ,  et  40  ii  46). 
des  solutions  qui  sont  rigoureuses,  mais  sous  la  i  ondition  expresse  que,  sur 
les  bases  extremes  des  tiges,  et  sur  la  surface  lalerale  des  plaques,  les  forces 
soient  appliqu^es  et  distributes  de  manieres  spdciales.  Si  elles  le  sont  d'au- 
tres  mani6res,  les  solutions  sont  encore  ulilement  employables  (Nole  du  g  !28), 
mais  seulement  comme  fournissant  des  approximations  qui  sont  subordon- 
n6es  k  ce  que  certaines  dimensions  soient  fort  petites  par  rapport  k  d'autres. 


BOLLICntS  EN   Jm   POINT   SUPERFICIEL   OU  INT£R1E(JR.  375 


II  etait  done  desirable  qu'on  trouvdt  plusieurs  solutions  non  sujeites  k  des 
restrictions  de  ce  genre,  et  qui  fussent  rigoureuses  quel  que  soit  le  mode 
dc  distribution  des  forces  sur  lea  faces  des  solides  auxquels  leur  action 
fait  subir  de  petits  cbangemenls  de  forme. 

Une  magnifique  solution  de  ce  genre  a  6t^  donn^e  en  1853  par  Lam6 
[Journal  de  mathematiqueSy  t.  XIX,  1854)  pour  une  sphere  pleine  ou  creuse, 
sur  la  surface  de  laquelle  s*exercent  des  pressions.quelconques;  solution 
coraprenant,  au  fond,celles  que  Lam6  et  Clapeyron  avaient  d^jk  pr^sent^es, 
dans  leur  c^l^bre  m^moire  de  1828,  pour  le  cas  ou  le  rayon  de  la  sphere  est 
inflni,  et  qui  est  celui  d*un  solide  limits  par  un  plan  ou  par  deux  plans 
parallMes.  Halheureusement  ces  solutions,  a(fect6es  de  series  ou  d'integrales 
quadruples,  et  de  variables  auxiliaires  k  ^liminer,  ne  pr^tent  gu^re  aux 
calculs,  et  on  congoit  que  Clebsch  se  soit  abstenu  de  les  rapporter.  Pareille 
chose  semble  pouvoir  dtre  dite  de  I'habile  et  ing6nieuse  solution  que 
M.  Emile  Mathieu  est  parvenu  rScemment  k  donner  (Compte  rendu,  31  mai 
1880,  p.  1272)  du  difficile  probl^me  pos6  et  non  r^solu  par  Lam^  (douzi^me 
legon  de  1852),  de  T^quilibre  d'un  prisme  rectangle  supportant  des  pres- 
sions  normales  sur  ses  six  faces;  car,  malgr^  la  triple  sym6trie  suppos^e  de 
leur  distribution,  cette  solution  ne  peut  s'obtenir  que  par  le  moyen  d'une 
infinite  de  series  qui  dependent  les  unes  des  autres  d*une  mani^re  extr^me- 
ment  complexe. 

Nous  croyons  done  utile  de  donner  les  solutions,  imm^diatement  appli- 
cables  en  nombres,  que  H.  Boussinesq  n'a  publiSes  jusqu*ici  que  par  de 
courts  extraits  (*)  et  qui,  pour  des  forces  distributes  de  mani^res  quelcon- 
ques,  font  connaitre  les  deformations  eprouv^es  par  un  sol  ou  un  corps 
6lastique  de  grandes  dimensions ;  solutions  d*une  forme  extrSmement  sim- 
ple, fi§condes  en  consequences,  et  d*autant  plus  dignes  d'etre  signal^es 
qu'elles  r^veient  I'usage  pouvant  etre  fait,  pour  les  probl^mes  sur  Teiasti- 
cite,  des  potentiels  connus,  et  surtout  d*un  potentiel  nouveau  dii  logaritli- 
mique  k  trois  variables^ 

Nous  transcrivons  la  note  qu*il  a  bien  voulu  r^diger  et  nous  remettre  k 
cette  intention. 

Voici  (dit  M.  Boussinesq)  la  resolution  trSs  simple  que  j*ai  pu  efTectuer, 
en  1878  et  1879,  de  quelques  probiemes  assez  etendus  d*equilibre,  par  Tem- 
ploi  de  certaines  fonctions  de  la  famille  des  potentiels  bien  classiques  d*at- 
traction  Newtonienne.  Les  plus  interessants  de  ces  probiemes  concernent  la 
resistance  et  les  deformations  d'un  sol  eiastique  horizontal,  de  longueur, 
largeur  et  profondeur  indefinies,  k  la  surface  duquel  s*cxercent  des  pressions 
tant6t  connues,  tantdt  reparties  de  maniere  k  faire  prendre  k  leur  region 
d*application  une  forme  (piano  ou  courbe)  connue  :  ce  qui  revient,  en  d'au- 
tres  termes,  k  considerer  I'effet  prodiiit  sur  un  corps  eiastique  par  des  trac- 


(*)  Comples  rendus  de  V Academic  det  tcietices^  20  mai,  9  septembre,  7  octobre,  30  dd« 
cembreiSTS,  pages  1260,  402,  519,  1077,  el  24  f6vrier,  7  avril  1879,  pages  375,  741. 
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tions  ou  compressions  appliqu^es  k  une  petite  partie  de  sa  surface*  et  le 
mode  de  transmission,  k  son  int^rieur,  des  actions  ainsi  exerc^s,  lorsqae 
d*ailleurs  les  points  du  corps  un  peu  ^loign^s  sont  maintenus  sensiblemeot 
en  repos,  et  qu*on  se  borne  k  ^tudier  la  region  directement  atteinte,  avec 
son  voisinage,  endroits  d*une  ^tendue  totale  assez  limit^e  pour  que  tout  s'y 
passe,  k  fort  peu  pr^s,  comme  si  la  surface  touch^e  ^tait  plane,  et  les  di- 
mensions du  corps  dastique,  ind^finies. 

Un  autre  de  ces  probl^mes,  d^j^  abord^  par  MM.  William  Thomson  et  Tait 
dans  leur  Traite  de  philosophie  naturelle,  mais  dont  la  solution  acquiert, 
par  I'emploi  des  potentiels,  son  maximum  de  simplicity  et  un  sens  g^ro^ 
trique  des  plus  expressiPs,  est  celui  des  d6placements  que  fait  naitre  dans  un 
solide,  autour  de  son  pointd*application,  une  force ext^rieure  venant  s'exercer 
au-dedans  de  ce  corps,  assez  loin  de  la  surface  pour  que  celle-ci  n*ait  pas 
d'influence  ou  pour  qu*on  puisse  supposer  le  corps  ind^fini. 

Ce  sont  \kf  ^videmment,  des  probl^mes  61^mentaires  et  comme  fonda- 
mentaux,  bien  propres  k  mettre  en  vue  certains  caract^res  essentiels  de  U 
mani^re  dont  s*y  prend,  en  quelque  sorle,  T^lasticit^  pour  r^parlir  et  mod^- 
rer  les  efforts  qu'elle  transmet  de  la  surface  k  Tint^rieur  d*un  solide,  ou 
d*une  partie  quelconque  d*un  tel  corps  aux  parties  voisines. 

Avant  de  les  aborder,  rappelons  bri^vement  les  propri^t^s,  bien  connues, 
des  potentiels  inverse  et  direct,  et  voyons  surtout  celles  de  la  fonction  ana- 
logue que  j*ai  appel^e  potentiel  logaritiimique  d.  troix  variables* 

2.  Des  potentiels  inverse^  direct,  logarithmique,  —  Imaginons  une  masse 

de  matiSre  (r^elle  ou  fictive),   j  dm,  occupant  un  certain  espace,  et  soient 

^i»  !/i»  ^1  1^8  coordonn^es  du  volume  ^l^mentaire  dvi  que  remplit  r6limeat 

quelconque  dm  de  cette  mati^re,  p  la  density  -r^q  du  mSme  ^l^ment  dm.  Si 

Ton  consid^re  un  point  quelconque  {x,  y,  z)  de  Tespace,  on  pourra  prendre 
sa  distance 

r  =  v/(x  -  X,)*  -f  (y  -  y,)*  +  (z  -  z,Y 

Am 

k  r616ment  dm  de  la  masse,  et  effectuer  soit  le  quotient  — »  soit  le  prodait 
rdmy  puis  faire  la  somme  de  tons  les  termes  pareils, 

J  rdm=    In  )l(x  —  x,)«  -H  (y  —  yj*  +  (s  -  «»)•  ^x.dy^dz^^  t 


et 


correspondant  k  tous  les  ^l^ments  dm=pdii = ^dy^dy^dz^  de  la  masse  donn^* 

— y  est  dite  le  poteniiH 
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inverse,  ou  simplement  le  potentieU  relatif  h  la  masse  j  dm,  C'est  une  fono 

tion  de  Xj  y,  z,  qui,  comme  on  le  sail,  reste  finie  et  continue  (malgr6  le 
d^nominateur  r  susceptible  de  s'y  annuler)  mdme  quand  le  point  (:r,  y,  z) 
est  pris  k  Tinterieur  de  la  masse,  pourvu  que  la  densii^  p  soit  finie  en 

{x,  y,  z)^  et  qui,  de  plus,  peut  se  diffSrentier  une  fois  sous  les  signcs   /   par 

1  -^ 

rapport  k  or,  y,  ou  s,  rndme  dans  ce  cas  oi!i  la  fonction  -  devient  infinie.  On 

sait,  en  outre,  qu'k  une  deuxi^me  difKrentiation,  la  fonction  sous  les  signes 


/ 


devient  d*un  ordre  d'infinis  trop  6lev6  pour  qu*on  puisse  proc^der  de  la 

inline  mani^re  quand  le  point  (x,  y,  z)  est  int^rieur  au  corps;  mais  que  ces 
dMvtes  secondes  s'obtiennent  alors  par  des  proc6d6s  sp^ciaux,  expos6s  dans 
les  Cours  de  m^canique  rationnelle;  et  qu*on  trouve,  en  particulier,  pour  le 

parametre  dtfferentiel  A,  ou  on  "f-  ji  +  ^i  dw  potentiel  inverse  I  — , 
c*est-&-<lire  pour  la  somme 


^.J^      ^.  r^      f).C 


+  -5::i— -f— . 


dm 

r 


I'expression  simple  —  4irp,  oil  p  d^signe  la  density  en  {x,  y,  z)  (*).  Cette 
somme  se  r^duit  done  k  z^ro  quand  le  point  {x,  y,  ;s)  est  ext^rieur  k  la 

1 

masse  fdm ;  cas  oi!i  la  fonction  - ,  ne  cessant  pas  d'etre  finie  et  continue, 

non  plus  que  ses  d^riv^es,  pour  les  valeurs  qu*on  lui  attribue,  ne  donne 
lieu  h  aucune  difficult^,  et  oii  des  diCTSrentiations  sous  les  signes  /  peuvent 
s*e(fectuer  autant  de  fois  qu*on  le  veut. 

La  seconde  des  int^rales,  frdm^  a  6t6  appelSe  le  potentiel  direct  relatif 
k  la  masse  fdm.  Comme  on  a  ^videmment 

^r      X  — X,       ^r      1       (g— x,)«       ^r_y  —  y, 
i>x  r  ds^       r  f^       *     dy  r 

il  est  clair  qu'on  peut  diff^rentier  cette  int^grale  en  x,  y,  2,  deux  fois  sous 

les  signes  /,  rodme  pour  les  points  (x,  y,  z)  int^rieurs  k  la  masse  fdm^ 

sans  que  les  r^sultats  acqui^rent,  sous  ces  signes  /,  des  facteurs  suscep- 

i 
tibles  de  devenir  d'un  ordre  de  grandeur  plus  6iev6  que  n*est  -;  en  sorte  que 

les  d6riv6es  ainsi  calcul^es  restent  bien  d^termin^es,  comme  le  potentiel 


D  Voir  une  dtoonstration  directe  et  trte  simple  de  ce  tb^rftme  de  Poisson  dans  le  vo- 
lume de  1880  (p.  96  et  07)  du  Journal  de  MattUmatique*  pure*  et  appliquiee^  pubU4  par 
MX.  Liouvilie  et  Resal. 
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— •  On  trouve,  en  operant  de  la  sorte, 

i)*  Crdm       d*  Crdm       d*  Crdm 
Ajrrfm,ou  -^^+  -^yT"^  -^^ 

Donc»  le  parametre  different  iel  A,  du  potentiel  direct  frdm  6gale  le  double 
du  potentiel  inverse  /  — •  Par  suite,  si  Ton  prend  le  A,  de  ce  r^sultat,  on 

aura,  par  le  th^or^me  de  Poisson,  rapports  ci-dessus,  A,  A,  /  rdm  =— 8irp, 
ou  bien 


^«        ^«  \  /  £)«       ^«       ^*  \    r  . 


formule  remarqu^e  par  Lam6  dans  le  cas  simple  ou,  le  point  (x,  y,  s)  iUnt 
ext^rieur  k  la  masse  fdnij  la  density  p  est  nulle  en  ce  point,  et  ou,  par 
suite,  A,  A,  /  rdm  =  0. 

Apr^s  avoir  rappel^  ces  propri^tds,  dont  nous  n*aurons  besoin  que  pour 
notre  dernier  probl^me,  passons  k  T^tude  du  potentiel  logarithmique,  auquel 
nous  demanderons,  au  contraire,  la  plupart  de  nos  r^sultats. 

Supposons  la  masse  fdm  ^tal^e  en  couche  infmiment  mince  sur  le  plan 
des  xy,  et  soient  :  or^,  j^^,  les  coordonnees  de  la  surface  do-,  infinimefll 
petite  en  tous  sens,  qu*occupera  un  ^l^menldm  de  cette  masse;  p,  on  mieux 

dm. 

P  {^19  Vi)'  s^  density  par  unit^  d*aire,  c*est-&-dire  le  rapport  -r-^  fonction 

d6termin^e  de  jti,  y^,  qui  s'annule  en  dehors  de  la  partie  lirait6e  du  plan  ou 
se  trouvera  la  masse  /  dm,  Gonsid^rons,  d'autre  part,  un  point  quelconque 
(•^9  Vf  2)  de  Tespace  situ6  du  cdt6  des  z  positifs;  et  imaginons  quon  fasse 
la  somme  . 


des  deux  distances  de  ce  point  au  plan  de  la  c6uche  et  k  T^l^menl  dm 
de  celle-ci,  puis  qu*on  muitiplie  le  logarilhme  n^p^rien  de  cette  somme, 
log  (2+r),  par  r^l^ment  dm,  et  qu*on  int^gre  le  resultat  pour  toute  1*^ 
tendue  de  la  couche  fdm.  La  fonction  ainsi  oblenue, 

sera  pr6cis6ment  le  potentiel  logaritkmique  dont  nous  aurons  k  nous  occuper. 
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Sa  valeur  se  trouvera  finie  et  d^termin^e  k  I'int^rieur  de  tout  I'espace  situ6 
du  cdt6  des  z  positifs  jusqu'^  une  distance  donate  quelconque  du  plan  des 
xy;  car  z-^-ry  sera  partout  different  de  z^ro  et  aura  son  logarithme  fini. 
En  la  difF&rentiant  sous  les  signes  /  par  rapport  kx^y^z  et  obberyant  que 

Sr      X — X,   8r     y  —  y,  ^r      z     .,    .    , 

T"  = -f  cr=' — ^> -cT  =  -  '  1*  vient 

dx  r       i)y  T     *  Sz       r 

De  nouvelles  difKrentiations  en  x,  y^  z  dounent  ensuite  : 

£!i  --    rfd  —  (^  — ^i)*(»4-2r)1      dm 

m  )     2!i-  Hi    iy-yi)H^-^^r)i    dm 


=  0  : 


En  Taisant  la  somme,  on  trouve 

ce  qui  revient  k 

(4)  A,  4^    DU    A,  flog  (« -I-  r)  dm  =  0  . 

Done,  le  paramhire  differentiel  A,  du  potenliel  hgarithmique  est  nul  pour 
tons  les  points  ext^rieurs  k  la  couche.  Observons  encore,  d*apres  les  for- 

mule?  pr^c^dentes  :  i^que  la  derivde  -^  du  pot^tiellogarithmiquej  suivant 
une  droUe  normale  au  plan  de  la  couche  fdm^  e'gale  le  potenliel  ordinaire  ou 
inverse^  j  — »  relatif  h  cette  couche;  2«  que  les  derivees  partidles  premitres^ 

^  ^f  y*  ^»  du  potenliel  hgarithmique y  sont  des  fonctions  homoghtes  du  degri 
—  1  par  rapport  aux  expressions  x  —  a:,,  y  —  y^,  s,  r,  en  sorte  qu*elles  de- 

1 
viennerU^  comme  - ,  comparables  &  V inverse  de  la  distance  au  centre  de  grar 

vile  de  la  couche  quand  on  s'e'loigne  indefiniment  le  long  d'une  droite  quel- 
conque issue  de  ce  centre, 

Voyons  maintenant  quelles  valeurs  limites  le  potenliel  ^,  ses  deux  d^- 
riv^es  premiere  et  seconde  par  rapport  k  2,  et  le  produit  par  z  de  sa  d6ri- 
v^e  troisi^me  en  z  atteignent  pour 2  =  0,, c*est-&-dire  k  Tinstant  oili  le 
point  (x,  y,  z)  arrive  sur  le  plan  meme  de  la  couche.  Consid^rant  done  les 
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formules 

supposons  qu'on  rapporte  les  divers  points  de  la  couche  f  dmk  des  coor- 
donn^es  polaires,  R  et  u,  qui  aient  pour  pdle  le  pied  de  Tordonn^e  z  menee 
du  point  [Xf  yy  z)  au  plan  des  xy,  ou  telies,  que 

ajj  — «=Rcosw,      y^  —  y  =  RsinAi', 

et  d^coupons,  par  suite,  la  couche,  au  moyen  de  cercles  concentriques  et 
de  rayons  vecteurs  successifs,  en  ^l^ments  ayant  les  expressions 

(/m  =  p  (xj,  j^i)  rfc  =  p  (x  -|-  R  cos  cd,  y  -h  R  sin  »)  Rd»  rfR. 

Si  nous  observons,  en  outre,  que  r'  =  R'H-2',  et  que  les  iat^gratioos 
s*6tendront  bien  k  toute  la  couche  en  faisant  varier  &»deO&2iretR  deOiix, 
les  formules  (5)  deviendront 

+  =  j    '</co  r   p(a;  +  Rcos«, y  +  Rsin w)R log  (z  +v'R*  -h *«)rfR  • 

M        rtx       r^  R 

-i  =   I     dta   I     p(a;  +  Rcos(i),v4- Rsiob)) -===-(/R, 

^«        Jo  •^O  v/R«-H«* 

■5~  =  —    I      dta  I     p(x  +  RcoscD,yH-RsinM)  => 

^s"  Jo        Jo  (R*-hs*)« 

27r4=  I      «w  I     p(a;-|-Rcosw,y-f  Rsinwil  3 s i)aR' 

^^"^      Jo        Jo  V   (R«-|-««)l      (R«+s*)t/ 

Nous  pouYons  poser,  dans  les  deux  premieres  de  ces  formules  (6),  z=0. 
11  vient 

i|»=  I   'rf-w  I      p  (x  +  R  cos «,  V  -f  Rsin  «) (R log  R)(/R  > 

(7)    (pourz=0){^^ 

-!^=  (      rf«  I      p(x  +  RcoscD,y +  Rsin«*)<fR  f 

^«      Jo        Jo 

.  expressions  flnies  et  d^termin^es,  car  on  sait  que  le  produit  RlogRs'anDulc 
k  la  limiteR  =  0,  et,  d'autre  part,  p  s*annule  aussi  d6s  que  R  d^passe  cer 
taines  valeurs,  c*est-^-dire  k  d*assez  grandes  distances  tout  aulour  du  poiat 
(x,  y^  0),  du  moins  lorsque  Ton  admet,  comme  nous  le  faisons,  que  la 
couclie  fdm  ne  recouvre  qu*une  ^tendue  de  dimensions  finies.  Quant  aux 
deux  derni^res  formules  (6),  ou  paraissent  des  int^grales  ayant,  pour  3=0, 
tons  leurs  ^l^ments  nuls,  k  Texception  de  ceux  qui  se  rapporteot  aax 
valeurs  de  x^  et  yi  infiniment  voisines  de  x  et  y,  rempla^ons-y  R  par  une 
autre  variable  d*integration.R\  telle,  que  R  =  2;R'  et  que,  par  suite, 
dh=zdK,  Nous  auronSy  en  supprimant  dans  les  fractions  les  facteurss 
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communs  aux  deux  termes, 

5—  =  —   I     aw  I      p(a;-f aR'cosw,y-|-«R'sin») ; 

^*  ^0         ^0  (R'*-hl)f 


Jo        Jo  •  \  (R'«+l)«     (R'«4-l)«/ 

Si,  acluellement,  nous  faisons  tendre  z  vers  zSro,  et  si  nous  observons  que 

{R'*4-i)?~    (R'»  +  i)?'       (R'^  +  l)!""    (R/s+i)!' 
des  integrations  imm^diates  donneront  simplement 

(9)  (pour«=0)      |^,==-2irp(a:,y),    z^=0  . 

En  resume,  /a  fonction  ^  et  ses  deux  derivies  premiere  et  seconde,  dans  le 
sens  z  normal  h  la  couche,  restent  finies  et  determine'es  quand  z  s'annule,  ou 
lor$que  le  point  {x^  y^  z)  atteint  la  couche  meme  :  en  outre,  cette  derivie 
seconde  du  potentiel  ^^  dans  le  sens  z,  y  vaut  le  produit  de  —  ^2it  par  la  den- 
site  super ficielle  p  de  la  couche;  et  sa  propre  derivee  en  z,  mtUtipliee  par  Zy 
s'y  annule. 

II  est  clair  encore,  d*apr^s  cela,  que  les  d^riv^es  en  x  ei  y  du  po(ei\tiel 
logarithmique  ^,  ou  de  ses  deux  premieres  d^riv^es  en  z.  restent  elles-mSmes 
(inies  et  d^terminSes  k  la  surface  de  la  couche,  pourvu,  du  moins,  que  la 
density  p  soit  une  fonction  finie  et  continue  des  coordonn^es  x^,  y^  du  plan 
des  xy, 

3.  £quilibre  interieur  d'un  sd  e'lastique  h  la  surface  duquel  s'exercent 
diverses  pressions  ou  tractions,  —  Proposons-nous  de  former,  au  moyen  de 
la  fonction  ^  et  de  ses  d^rivees,  les  expressions  gen^rales  des  petils  d^pla- 
cements  d'equilibre,  u,  v^  w  qu'^prouvent  les  dilf^rents  points  d'un  sol 
elastique  horizontal  de  longueur,  largeur  et  profondeur  ind^finies,  quand 
on  exerce  cerlaines  pressions  ou  tractions  sur  une  partie  finie  de  sa  surface, 
parlie  que  nous  appellerons  la  region  (Vapplication  des  forces  ext^rieures. 

Les  molecules  du  sol,  tan t  superficielles  que  profondes,  infiniment  eloi- 
gn^es  de  celte  region  d*application,  restent  ^videmmcnt  imniobiles.  Pour 
plus  de  precision,  on  pent  dire  que  leurs  d^placements  u^  v,  w  sont  compa- 
rables  a  l*inverse  de  la  distance  au  centre  de  la  region  d'application  consi- 
d^r^e.  En  etfet*  si  Ton  con^oil  une  sphere  d'un  tr^s  grand  rayon  x^,  d^crite 
autour  de  ce  centre,  elle  decoupe  le  sol  suivant  une  calotte  demi-sph^rique, 
k  la  surface  de  laquclle  s*exerccnt  evidernment  des  pressions  charg^es  de 
tenir  en  ^quilibre  cellos  que  Ton  a  directement  appliquees  k  la  surface  su- 
p^rieure.  Or,  celles-ci  ayant,  par  hypoth^se,  leurs  composantes  totales,  sui- 
vant les  trois  axes,  Anies,  il  en  est  de  mSme  des  pressions  appliquees  a  la 
calotte  et  r^parties  sur  toute  sa  surface  2i:t^ :  en  consequence,  ces  pressions 
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I 
sont  comparables,  par  unit^  d'aire,  k  5 — - ,  et  les  deformations  3,  g  qui  les 

ont  produites,  ou  qu*a  ^prouv^es  la  mati^re  du  sol  k  cette  distance  x,  de  It 

region  d*appIication,  sont  aussi  de  I'ordre  de  — •  HaiscesddformiiliQnss'ex- 

priment  par  des  d^riv^es  premii&res,  en  x,  y,  Zj  des  d^placements  u,  r,  w ;  en 

sorte  que  u,  v,  w,  evidemment  nuls  pour  r  infini  et  devant  avoir  leurs  diri- 

1 
v^es  premieres  de  Tordre  de  -^,  ne  peuvent  manquer  d*6tre  eux-mSmes 

comparables  k  -. 

Cela  pos^,  adoptons  pour  plan  des  xy  la  surface  m^me  du  sol,  surface 
qui  restera  fixe  dans  ses  parties  infiniment  ^loignSes,  et,  pour  axe  des  s,  une 
verlicale  menSe  vers  le  bas  k  partir  d*un  point  de  la  region  d'application. 
De  plus,  abstrayons,  suivant  Tusage,  le  poids  propre  du  sol,  ou  supposoos 
que  Ton  adopte  pour  situations  primitives  (x,  y,  z)celles  ou  restent  les  mo- 
lecules quand  ce  poids  agit  dej4,  ce  qui  n'alt^re  pas  d*une  mani^re  appre- 
ciable rhomog^neite,  ni  Tisotropie  de  la  mati^re,  du  moins  aux  profondeurs 
mod^r^es  auxquelles  nous  pourrons  nous  bonier  ici.  Les  Equations  indefi- 
nies  d*equilibre  auxquelles  nous  devrons  Batisfaire,  seront,  avec  les  nota- 
tions de  Lame(*), 

(10)  (>^+l^)|;J+l^.«=0,  ().  +  ix)|^+plA,»  =  0,  (x+jx)|^  +  kA.w=0  r)» 
ou  0  d^signe  la  dilatation  cubique 

^     ^  ^x  ^  %  ^  ^s 

Nous  aurons  de  plus  k  verifier,  aux  surfaces  limites,  certaines  condiiioDs, 
dont  les  unes,  comme  on  vient  de  voir,  reviennent  k  exprimer  que 

I 
(12)      u,  V,  w  egalent  des  quan(il6s  de  I'ordre  -  (k  de  grandes  distances^  de  rorigine). 

tandis  que  les  aulres,  relatives  k  la  surface  sup^rieure  2  =  0,  consisteront 
k  s^y  donner  directement,  en  chaque  point  (x^,  y,),  soit  les  composantes 
u,  V,  w  du  deplacomcnt  moUcuIaire,  soit,  k  d^faut  de  certaines  d*entre 

(*)  Dans  ces  notations,  applies bles  aux  corps  isotropes,  les  coefCcieots  ou  paramitret 
d'^lasticitd  ddsign^s  par  A  et  /u  sont  lies  k  ceux  que  Glebscb  d^igne  par  E,  G,  f),  poar  Us 
memes  corps,  par  les  relations 

._  qE  _^E-2G  _  E 

que  nous  avons  reinplnc^cs,  au  n*  16  de  lu  Note  du  g  i5,  par  /u  ^  G,  X  =  «G. 

('*)  Ces  Equations  (10)  sunt  ideniiquement,  aux  notationa  pris,  oelles  (34«)du  texte,  p.  Ill 
dans  lesquellcs  on  a  fait  cgales  k  zero  lea  composantes  X,  Y,  Z  des  forces  eit^rieares  et  k» 

inci  lies  m  '^  ^";  ^  ''J  . 
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elies,  les  composantes  carrespondantes,  p^j  p  ,  p^,  de  la  pression  qui  s*y 

Irouve  exercee  du  dehors  et  qui  esl  ^gale  et  contraire  k  celle  de  Tint^rieur 
du  sol  sur  sa  surface,  composantes  admettant,  par  suite,  les  expressions 

p  ,  ou — T  ,  ou— t    =  — pt(  Tr^-{-  sr  )^ 
(15)       j  p^.  ou  -T,,  ou-t^^=-fx  ^-  4-  -^y 

p^.,ou-N,,ou-.t^=-xe-2^g.n 

li  serait  ais^  de  d^montrer,  en  appliquant  ici  le  proc£d6  employ^  par 
Glebsch  au  §  21  de  son  iivre,  que  ces  diverses  Equations  ou  conditions  d6ter- 
mineront  compl^tement,  dans  chaque  cas  particulier,  les  trois  fonctions  u^v^w 
de  X,  y,  %. 

Les  ^nations  du  probl^me  ainsi  6tablies,  imaginons  une  couche  mat6- 
rielle  fictive^  fdm^  ou  ffp  te^,  yj  dx^dy^^  6tal6e  sur  une  cerlaine  partie 
de  la  surface  2  =  0  du  sol,  el,  consid^rant  le  potentiel  logarithmique 
i'=/log(«H-r)(/m  qui  lui  est  relatif,  tactions  de  composer,  a?ec  ses  d6ri- 
v^s,  irois  types  d*inl6grales  des  Equations  (10)  et  (12).  II  nous  sufflra,  pour 
cela,  de  prendre : 

1«  Soit 
2*  Soit    ' 


(»«.)«=g. 

l""  Soit  enfin 

{14««-)    «=-g. 

Sit 

u;  =  0. 


En  effet,  si  nous  consid^rons  d*abord  les  valeurs  (14),  et  si  nous  obser- 
vons,  d'une  part,  que  Tdquation  (4),  A,^  =  0, donne  A, ~  =  0,  d'autre  part, 


que 

en  sorte  qa*on  a 


2)^^      o  2Nf 


Vz^ 


(')  Les  Equations  (15)  sont  identiquemeai  celles  (34  c)  du  texte,  page  111. 
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nous  trouverons,  pour  ces  valeurs  (t4)  de  t/,  r,  w, 
et,  de  plus, 


^a*^x 


Par  suite,  les  Equations  ind^finies  (10)  se  trouveront  identiquement  satis- 

faites.  Et  les  conditions  (12)  le  seront  aussi;  car,  ^  6tant  une  fonction  bo- 

mogene  du  degr6  — 1  en  (x — Xj),  (y — ji),  s,  son  produitpar  z  est  aussi 
horaogSne  mais  du  degr^  z^ro,  et  les  d^rivtes  premi&res  en  x,  y,  z  6eee  pro- 
duit  sont  homog^nes  du  degr6  *  1  par  rapport  aux  mSmes  variables,  d'apres 
un  th^ordme  bien  connu  sur  les  fonctions  homogdnes  :  done,  toutes  les  pa^ 
ties  des  expressions  (14)  de  w,  r,  w,  se  trouvant  du  degre  — 1  en  (x— T,i, 

1  1 

(y — y^)f  s,  r,  deviendront  bien  de  Tordre  de  -  ou  de  — ,  k  une  distance  tres 

I*  x^ 

grande,  ^,  de  I'origine. 

Quant  aux  expressions  (14  bis)  et  (Uter)^  qui,  yu  la  relation  ^,{^  =  0, 
donnent  identiquement  G  =  0,  A,(u,  v,w)  =  0  et  qui  sont  ^alemcnt  homch 
genes  du  degr6  — 1  en  x — x^  y — y^^  z,  r,  il  est  Evident  qu*elles  vWfi' nl 
aussi  les  equations  (10)  et  (12). 

Yoyons  maintenant  ce  que  ces  trois  types  d*int^grales,  (14),  (14  Hfu 
(14  ter)f  donnent,  k  la  surface  2  =  0,  pour  les  d^placements  k,  r,  m*,  et  ponr 
les  composantes  (13)  de  la  pression  exerc^e  du  dehors  sur  le  sol.  Si 
nous  obserYons  1^  que,  d*apr6s  les  formules  (7),  les  valeurs  de  4"  ^ '^ 

-  restent  finies  k  la  limite  2=0,  ainsi,  par  suite,  que  leurs  d^ 
riv6es  en  x  et  y,  2°  que,  de  plus,  d*apr6s  (9),  -7^  et  z  ^-^  y^galentrespec- 

c/Z  C  Z 

tivement  —  ^np  (x,  y)  et  zero,  nous  aurons,  apres  quelques  reductions  evi* 
denies,  les  formules  qui  suivent : 

1"  Avec  les  valeurs  (11), 
(pour  s  =  0) 


(15) 


A  A  >'-*-5w.  C  dm 
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2^  Avec  les  valeurs  (14  bis)^ 
(pour2=xO) 

P+  ^tj;  ^^  rdm 


{ibbis) 


^x=-2f^gijT'  ^=^^%Jt'  /',=-2f^^J— =4w(^,y); 


5«  Enfin,  avec  les  valeurs  (14  ter), 
(pour  2  =  0) 


Done,  ie  potentiel  iogarithmique  ^  nous  fournit,  pour  le  probl^me  pro- 
pose, irois  types  bien  distincts  d'int^grales,  contenant,  chacun,  une  fonction 
arbitraire  des  coordonn^es  de  tous  les  points  de  la  surface  z  =  0,  savoir,  la 
density  par  unit^  d*aire,  p  {xi,  yj,  do  la  couche  mat^rielle  Active  qu*on  y 
conQoit  ^talee.  Le  premier  type  se  rapporte  au  cas  ou  les  composantes  bori- 
zontales,  Uj  is  des  deplacements  sont  nulles  k  la  surface ;  la  composante  nor* 
male  p  de  la  pression  ext^rieure  y  est,  au  contraire,  quelconque,  car  elle 

vaut,  en  chaque  point,  le  produit  du  facteur  constant  47rpT ^  pai  la 

fonction  arbitraire  p  (x,  y).  Le  deuxi^me  type,  (14  fris),  correspond  au  cas 
ou  les  composantes  horizontales  tant  des  deplacements  eprouv^s  k  la  sur- 
face, que  de  la  pression  ext^rieure  qui  s*y  trouve  exerc^e,  ^galent  les  d^ri- 
vees  respectives  en  x  ei  y  de  deux  fonctions  des  coordonn^es  j:,  y  des  divers 
points  de  cette  surface  :  la  composante  normale  p^  de  la  pression  ext^rieure 

peut  y  6tre  encore  clioisie  k  volont^,  puisqu*elle  est  le  produit  de  4ir/A 
par  p  (x,  y).  Enfm,  le  troisi^me  type  r^pond  au  cas  ou  la  surface  n'^prouvc 

ni  d^placement  vertical  ly,  ni  dilatation  j^  -^  jr^  positive  ou  negative  :  les 

composantes  verticales  des  d6placements  et  de  la  pression  ext6rieure  y  sout 
nulles  toutes  les  deux. 

En  superposant  ces  trois  types  d'int^grales,  pris,  chacun,  avec  un  poten- 
tiel Iogarithmique  relatif  k  une  couche  fdm  diff&rente,  on  obtiendra  ^vi- 
demment^pour  t/,  v,  w,  un  systcme  plus  complet  de  valeurs,  qui  contiendra 
trois  fonctions  arbilraires  des  coordonn^es,  x^,  i/i,de  la  surface,  savoir,  les 
densit^s  des  trois  couches  fictives  ainsi  imaginees.  Or  les  int^grales  gene- 
rates chercli^es  du  probleme  devaient  precis^mcnt  contenir  trois  fonctions 
arbitraires  de  ccs  coordonnees,  pour  qu*on  p&t  sc  donner,  aux  divers  points 

25 
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de  la  surface,  les  valeurs  de  u  ou  de  p^,  do  v  ou  de  p  .  de  w  ou  de  ;>.. 

4.  Cas  oil  le  sol  ne  supporte  que  des  pressions  [ou  tractions)  normales,'- 
On  peut  aussi  combiner  lin^airemeiit,  de  deux  mani^res  diff^rentes,  lesdeui 
premiers  types,  (14),  (i5)  et(14  bis)^  (i5^ts),pris  avecun  m^me  potentiely, 
pour  en  d^duire  deux  autres  types  propres  k  remplacer  ccux-la,  et  dans  1*ud 
desquels  les  composantes  horizonlales,  Pj.yPyt  dela  pression  exterieures'an- 

nulent  partout,  tandis  que,  dans  Tautre,  la  composante  verlicale  p^  egalc 

z^ro,  et  les  composantes  horizontales  p^,  p   sont  les  deux  d^rivees  en  jt  et  y 

d*une  m^me  fonction,  contrairement  k  ce  qui  arrive  pour  le  troisi^mc  type, 
(14  ter),  (15  ter),  ou  p^  est  nul  aussi,  mais  ou  p^  et  p   v^rifient  la  rela- 

tion  l£ 4- ^f^  =  0,  el  non  la  condition  d'int6grabilit6  t^=ih. 
dx       l)y  ^  ly        cx 

Bornons-nous  ici  k  la  premiere  combinaison  indiqu^e,  qui  r^sout  le  pro- 
blSme  de  T^quilibre  d'un  sol  ^lastique  horizontal  support  ant  des  pressions 
donnees,;)  ,  exclusivement  verticales.  11  suffit,  pour  Toblenir,  d*ajouter  cha- 

cune  k  chacune  les  .expressions  (14)  et  {i^bis)  de  u,  v,  w,  apres  avoir  mul- 

1  — i 

tipli6  les  premieres,  (14),  par  -7 — ,  et  les  secondes,  (14  iw),  par  r"TT7' 

En  effet,  les  valeurs  (15),  (15  bis)  de  p  ,  p  .  p^  s*ajouteront  elles-mdmes, 
respectivement  multiplices  aussi,  corame  on  voit,  par  ces  mdmes  facteurs 
constants,  et  Ton  aura 

(16)  /'x  =  ^'      ^y  =  ^'      /^  =  p(^»y)- 

Appelons  P  la  pression  totale  (positive  ou  negative)  exercee  sur  le  sol  et. 
par  suite,  dP  la  pression,  p^da,  quo  supporte  un  element  quelconque  Jv  de  la 

surface. On  voit,par  latroibi^ine  Equation  (16),  que relemenlr/w=:^/)(x,yi(/y, 
de  la  couche  ficlive  par  rapport  k  laquelle  on  prend  le  potcntiel  '^,  sera 
numeriquement  6gal  a  la  force  exl^rieure  p/l<T  ou  d[\  s'exer^aiit  sur  cet 

element.  Si  done  on  imagine  que  la  pression  P,  eprouv^e  par  la  surfaro. 
soit  due  au  poids  d*une  mince  couche  d'un  sable  Ires  lourd,  reposant  sur 
cette  surface,  et  si  Ton  convient  de  metLi*e,  pour  la  masse  de  chaque  grain 
de  ce  sable,  son  propre  poids,  que  supporte  cntiSremeiit  la  surface  sous- 
jacente,  la  matiere  par  rapport  d,  laquelle  on  devra  prendre  le  potential  i  ne 
sera  autre  que  cette  couche  elle-meme,  constituant  la  charge  effective  du 
sol. 

Comme  on  aura,  de  la  sorle, 

«=  J  H.=  ,.•,.«•,     ?,^Jf.     .'^=  /:,»■=  J-, 
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les  valeurs  trouvees  pour  les  deplacements  u,  v,  w  seront : 

1  9*  (  rdP 

47C|i.      S)z*      ^  47tp.  (X  +  p.)  J    r 

Elles  ^galent  —  et  on  le  savait  d^ailleurs  par  avance  —  les  sommes  des 
deplacements  ^l^mentaires  qu*on  aurait  observes  si  le  sol  n*avait  eu  k  sup- 
porter k  la  fois  qu*un  seul  des  ^l^ments  dP  de  sa  charge  totale,  c^est-^-dire 
si  la  pression  ext^rieure  s*etait  trouv^e  r^duite  k  celle,  r/P,  qui  s  exerce  sur 
un  61^ment  d<T  =  dxidyi  de  la  surface,  et  qui  est  elle-mSme  infmimcnt  petite 
du  second  ordre  comme  le  produit  dx^dy^,. 

Voyons  done  ce  que  seraient  ces  valeurs  de  u,  v,  w  les  plus  simples  pos- 
sibles,  relatives  au  cas  ou   les   integrates   /  log  (2 -f- r)  JP,    \  rd?^   j  — 

ne  contiendraient  que  leur  element  correspondant  k  r^l^ment  ifnique,  efer,  de 
la  surface,  sur  lequel  s*exercerait  une  pression  (ou  traction)  donn^e  dP. 
En  prenant  alors  pour  origine  le  point  d*application  de  cette  force  ext^rieure, 

de  mani^re  Aavoirsimplemeiit  r  =  v^.r*-|-y*-|-2%  et  en  observant  que  les 

X      tl       7t 

d^riv^es,  en  j:,  y,  z,  de  r  et  de  log  [z-{-r)  vaudronl  respectivemcnt  -,-;*- 

et  — 7 — : — r,  -7-^^ — r,  -,  ]l  vicndra  : 
r  (»-|-r)' r(2-+-r)    r' 

dP  r  gy       '    \L         X      1       c?P  (z_ i^ \^  \x 


to 


—  ^—  \^*^      2X+  5^1 11       rfP  A  +  2"> i       «f\ 


Si    Ton    observe    que  -  et  -  peuvent    s'6crire  a /j 5.  el 

r        r  ^x*-j-y*  y  r* 

-p===ri/l J,  on  reconnalt  que  les  deplacements  produits  par  la 

yx^  +  y*  V  ^ 

pression  ei^mentaire  ^P  se  font  dans  les  plans  verticaux  menes  suivant  cette 

force,  et  de  la  m(5me  inaniere  dans  lous  :  ce  qui  6tait  Evident  a  priori.  De 

plus,  la  composante  horizontcde,  U,  de  ces  deplacements,  comptee  positive- 

ment  en  s*eioignant  de  Taxe  de  symetrie  (c'est-i-dire  de  la  force  r/P),  et  leur 
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composante  verticale  tr,  ont  les  valeurs 


(19) 


Appelons  a  Tangle,  toujours  compris  entre  z6ro  el  90',  que  le  rayon  r, 
men6  de  Torigine  au  point  quelconque  (x,  i/,  z)  du  sol,  fait  avec  la  pression 
dP,  ou,  plus  exactement,  avec  I'axe  des  z  dirig^  vers  le  has.  Nous  aurons 
z  ==  r  cos  ot,  et,  si  nous  rappelons  que 

2  sin  7;  cos  s  -a 

tang 5,    cos* sin *= — g — t    2cos*a=ri-|-cos2*, 


1-1- cos*  o**  2  2 

2  cos*- 

les  valeurs  pr^cedentes  de  U,  w  deviendront  aisement 

(20)  I 

w  =  -: — (-^--i-  +  cos«a)  =  5 (   .J     '^-hcos2a)» 

L'enfoncement  et  la  dontraction  qu'6prouvent  des  cercles  concentriques 
ou  conaxiques  traces,  les  uns,  k  la  surface,  autour  du  point  presse,  les 
autres,^  Tinferieur,  sur  des  cdnes  de  revolution  ayant  pour  sommet  ce  point 
et  pour  axe  la  pression  exerc^e,  sont  done  r^gis  par  des  lois  tr^s  simples, 
dont  la  premiere  consiste  dans  leur  proportionnalit^  inverse  k  la  distance 
7*  au  somraet.  Le  d^placement  vertical  Wy  partout  de  m^me  sens  que  la 
force  d?,  est  d*aulant  plus  petit,  k  d*egales  distances  r  du  point  d*applica- 
tiou  de  cotte  force,  que  Tangle  a  est  plus  grand,  ou  qu*on  est  plus  loin  de 
la  droite  suivant  laquelle  clle  s'exerce.  Quant  au  deplacement  horizontal  T, 
il  e^t  nul  sur  cette  derniere  droite,  par  raison  de  sym^trie,  inais  positif 
(quand  la  pression  dP  Test  elle-m^me),  pour  des  valeurs  assez  peu  grandes 
dc  oc,  c'est-^-dire  dans  la  partie  sous-jacente,  la  plus  comprimee  et  qui,  par 
suite,  se  detend  dans  les  sens  lat6raux,  comme  on  pouvait  le  pr^voir.  Cette 
partie  se  terraine  au  cone  qui  a  son  sommet  au  point  presse  et  dont  les 
generatrices  font,  avec  son  axe  vertical.  Tangle  a  pour  Icquel  U  s*annule, 
c*est-A-dire  celui  que  definit  T^quation] 


(21) 


COS'a  +  cos* !^  r=r  0  t 

ou       cosg=— ^H- \/ T-H  :         = — 


«=-|+\/l 


X  -h  p.       >^  +  lA  1 


h\/'i 


+ 


^  +  f* 


llors  de  ce  c6ne,  la  mati^rc  est,  au  contrairc,  comme  attir^e  par  la  pres- 
sion dV  :  V  s*y  trouve  nogalif.  Ainsi,  a  la  surface,  ou  pour  a  =  90",  des  cerclfS 
cuncentriqucs  traces  autour  du  point  presse  eprouvent,  vers  ce  point,  uii 
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i  d? 

relrait,  —  U,  egal  k  j — ,.        >  — .  En  mfime  temps,  ces  cercles  s^enfoncent 

de  la  quantity  «.=  j^±^^. 

II  est  k  peine  necessaire  d'ajouter  ici  que  les  forraules  (18),  (19),  (20)  ne 
s*appliqueraient  plus  si  la  distance,  r,  du  point  (x,  y^z)  k  Torigine  devenait 

comparable  k  ^dtr,  c'est-(\-dire  aux  dimensions  de  la  tr^s  petite  surface  da 
sur  laquelle  s*exerce  la  pression  consid^ree  dP.  En  efTet,  dans  ces  formules, 

les  integrates   /  log(3  +  r)<iP,    I  — »  etc.,  sont  suppos^es  r^ductibles  k  un 

seul  de  leurs  ^I^ments,  de  sorte  que  d?  est  toujours  cens6  y  tcndre  vers  z^ro 

avant  que  r  ne  s'annule  lui-mSme.  Quand  done  r  devient  comparable  k  y/dtr^ 
il  faut  decomposer  dtr  en  elements  infiniment  plus  petits  encore,  et  calculer 
u,  V,  w  par  les  formules  g^n^rales  (17).  Comme  tons  les  termes  y  sont  com- 
parables  au  quotient  des  diverses  aires  en  lesquelles  on  aura  d^compos^  da  ^ 

par  une  distance  de  Tordre  de  r  ou  de  y^c/er,  les  valeurs  integrates  de  Uy  v,  w 

seront  comparables  k  Taire  totale,  d<r,  divis^e  par  v/^er,  ou  comparables  aux 
dimensions  de  Telement  de  surface  dtr.  Done,  les  d^placements  ?/,  v,  w  pro- 
duits  par  la  force  JP  ne  deviennent  pas  infiniment  grands  pour  r=0,  mal- 
gr^  le  d^nominateur  r  qui  s*annule  alors  dans  les  formules  (20)  :  c*est,  au 
contraire,  Tinfluence  du  numSrateur  efP  qui  Temporte  dans  ces  expressions 
et  qui  les  rend  infiniment  petites  mSme  en  ce  point. 

Si  les  formules  (18)  ou  (20)  doivent  Stre  remplac^es  par  les  expressions 
plus  complexes  (17)  quand  le  point  (x^  y^  z)  n*est  distant  de  la  region  d^ap- 
plication  da  que  de  quantitSs  comparables  aux  dimensions  de  cette  region, 
il  est  clair,  k  Tinverse,  que  dans  le  cas  ou  la  region  d'application  <r  des 
actions  ext6rieures  sera  finie,  mais  oii  Ton  ne  consid^rera  que  des  points 
[x,  y,  z)  assez  ^loignes  de  cette  region,  les  formules  simples  (20)  pourront 
etre  substituees,  sans  erreur  sensible,  aux  expressions  (17),  sauf  k  changer 
rfP  en  /  r/P  ou  P :  en  d*autres  termes,  on  pourra  supposer  tons  les  elements 
rfP  de  la  charge  r^unis  en  un  m6rae  point,  lorsque  cela  reviendra  k  ne  les 
deplacer  que  tres  peu  par  rapport  k  la  distance  ou  ils  sont  des  parties  du  sol 
dont  on  ^tudie  les  d^placements. 

5.  Des  formes  que  prend  la  surface,  quand  une  certaine  pression  totale 
sy  exerce  a  Vinterieur  (Vune  region  determineey  oil  on  la  repartit  de  dif- 
ferentes  manieres,  —  Le  plus  important  des  r^sultats  trouv^s  ci-dessus 
parait  Stre  celui  qui  concernc  la  forme  prise  par  la  surface  du  sol,  c*est-A- 
dire  les  enfoncements  w  produits,  aux  divers  points  (t,  y)  de  cette  surface, 

par  une  charge,    /  rfP,  qui  s'y  trouve  distribute  comme  on  voudra.  Ces 

enfoncements  sont  ^gaux  k  t r._[_  .  —  iorsqu'il  n*y  a  qu*un  seul  element 

(/P  de  charge,  d^pos^  k  une  distance  r  du  point  [x,  y),  et  ils  vaudraient,  par 


-I-.. 
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suite, 
(22)  ,«=   A+>_.   C^ 

pour  une  charge  quelconque.  Dansun  m^moire  ^tendu,  sur  le  sujet  qui  nous 
occupe,  termini  depuis  le  mois  de  juin  1879  et  qui,  je  Tespire,  paraitra 
prochaincment  au  Journal  de  mathematiques  pures  et  applique'es  ou  en  uh 
volume  distinct,  j*ai  effectui  le  calcul  de  w  pour  un  certain  nombre  decas. 
Je  me  contenterai  d'indiquer  ici  les  rcsultats  les  plus  intiressants  auiquels 
je  suis  parvenu  (*), 

1°  Voici,  d*abord,  Tenfoncemcnt,  w,  queproduit,  k  la  distance  t  d*un  point 
donni  de  la  surface,  une  pression  d?,  ripartie  uniformiment  sur  toute  la 
bande  annulaire  comprise  entre  deux  cercles  decrits,  autour  de  ce  point 
donne  corame  centre,  avec  des  rayons  inflniment  peudifferents,  RetR-f-^^B- 
Il  est  exprimi  par  la  formule 

(23)  )  4  7U|x  (X  +  |x)  TT  Jq.  ^^.  _  Ri  sin'o) 

_  (X4-2{x)dP  r         /iyR'      (^  ^\*5!.  i/^  3      2n  — lyR^ 

"~47ujx(X  +  pt)t>L         V2/    ^»  "*"  \2ly   **"^ "^V^'V"'    2n    /  t«« 

quand  le  point  ou  a  lieu  cet  enfonce^cnt  w  se  trouve  en  dehors  de  la  circon' 
ference  d^ application  de  la  pression  dP,  c'esl-i-dire  quand  on  a  r  >  R ;  el 
11  est  exprimi  par  une  formule  analogue,  ou  t;  et  R  ichangeraient  simple- 
ment  leurs  r^les,  quand,  au  contraire,  le  point  consider^  se  trouve  situH 
Tintirieur  de  la  circonference  d*application,  ou  quev  est  <R.  Ainsi,  fetanl 
tracies  sur  la  surface  deux  circonferences  concentriques.  Tune  de  rayon  i, 
Tautre  de  rayon  R,  Tcnfoncement  produit  sur  la  premiere,  par  Teffet  d'une 
pression  r/P  riparlie  uniformiment  le  long  de  la  seconde,  igale  Tenfonce- 
ment  produit  sur  la  seconde  par  une  mSme  pression  dP  ripartie  uniforme- 
ment  le  long  de  la  premiere  (**). 

2°  Quand  une  pression  fmie,  igale  en  tout  &  1  ou  prise  pour  unit^« 
s'exerce  sur  une  region  d'application  circulaire  de  rayon  Ri  et  se  trouve  dis- 
tribute pareillement  tout  autour  du  centre,  de  mani^re  que  sa  valeur,  par 
uniti  d*aire,  k  une  certaine  distance  R  de  celui-ci,  soit  une  fonction  de  la 
forme  p=:/'(R*),  cette  pression  est  decomposable  en  parties  f/P  =  2if|iR<ffi 

(*)  Dans  le  m6me  m^moire,  intitule  Uecherches  sur  VappUcatioH  des  polentieh  a  U 
tfUorie  de  V^quilibre  int^rieur  des  solides  ilastiques^  etc.,  le  lecteur  trouvera,  entre  autri* 
choses  que  jc  n'ai  pu  d^tailler  ici«  une  £tude  des  potentiels  direct  et  logarithmique  ft  trois 
variables,  bien  plus  complete  que  celie  du  n*  2. 

(**)  J'ai  reconnu  qu'un  fait  analogue  se  produit  pour  une  plaque  circulaire  mincet  hori- 
lontale,  appuy6e  ou  encastr^  sur  lout  son  contour,  et  que  sollicitent  deux  charges  ^galet, 
r^parties  uniformement,  chacune,  tout  le  long  d*une  circonference  concentrique  au  con- 
tour :  I'abaissement  (ou  la  niche)  que  cause  Tunc  de  ces  charges,  aux  points  od  est  appli* 
qu^  I'autre,  ^gale  Tabaissement  provenant  de  celle-ci  aux  points  que  soUicite  la  premiere 
Gette  curieuse  loi  de  reciprocity,  qui  itablit  un  singulier  rapproch«ment  entre  une  plaque 
mince  et  un  sol  d'4^paisseur  ind^Hnie,  r6sulte,  commc  il  a  6t6  dit  a  une  sous-note  de  la  {^t^ 
364  ci-dessus,  des  formules  {d'")  et  (e'")  du  n'  17  de  la  Note  du  §  45,  page  360,  dansles- 
quelles  on  neglige  les  tcnnes  en  y*. 
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s'exergant  sur  des  bandes  annulaires  infiniment  6troites  et  dont  les  efTets  se 
superposent.  L'enfoncement  ti;,  produit  k  une  distance  t/  du  mdme  centre, 
se  calcule  done  par  des  formules  qui  se  deduisent  de  (23)  et  qui  sont  les 
suivantes  : 

(pour  les  points  int^rieurs  au  cercle  d*appIication,  ou  pour  <^<Ri) 

(24)  I  - 

[  (pour  les  points  ext^rieurs  k  ce  cercle,  ou  pour  >>  Ri) 

(  «'=;^:Mn^  jo  s-iH5;;jL=„.  p''v'»*-R'sinv,  • 

Quand /9=/'(R*)  est  une  fonction  enti^re  de  R',  chaque  integration  par 

rapport  &  R  se  fait  de  suite,  en  y  adoptant  le  radical  v^t*  —  R*  sin  «•  ou 

V^R*  —  T*sin*&i  comme  variable;  et,  si  Ton  d^veloppe,  par  la  formule  du  bi- 
ndme,  les  radicaux  que  coutiennent  les  r^sultats,  Tint^gration  par  rapport 
k  ci)  s'effectue  elle-m^me  en  sSrie  convergente.  Mais  on  pourrait  encore  ob- 
tenir  w  en  s^rie  par  des  integrations  directes,  convenablement  effectuees, 
terme  k  terme,  sur  le  troisi^me  membre  de  (23)  ou  sur  I'expression  analogue 
qui  s*en  deduit  en  permutant  t  et  R. 

La  moyenne  des  valours  de  to  dans  toute  la  region  d*application  et  la 
valeur  de  w  sur  le  bord  de  cette  region  sont  donn^es  par  les  formules 

Moy.deWdanscer.nRjI^^Jx+M^^  f'^d^  p    /h} JL=^).-rfa, 

(24 /er)  /  " 

'^  TTjx  (X  4-  f*)  J  0  *  -  <^os^  J  CO  J  \  *  1  —  cos'"/ 

expressions  exactement  int^grables  sous  forme  finie,  toutes  les  fois  que  fesi 
une  fonction  entiere. 

3*  Quand  p  ou  f  (R*)  =  — j ,  c*est-ft-dire  quand   la  pression  totale  se 

trouve  uniform^ment  r^partie  sur  toute  T^tendue  du  cercle  donn^,  de  rayon 
Ri,  les  valours  de  w  sont  : 

/  (pour  V  <  RJ 

«  1 

irV(x4-fi.)RiJo  \       Rj         / 

(25)     <     _    x+gpi    ir      i/iy*'     i/i  5y>^_ 

-2ira(X  +  |x)R,L^        IWftJ        3U*V    R;        ""■ 


ti; 


1       /I    5        2n  — 1V»*»  1 

i^T^i  \^ri — sr;  55;        j; 
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C  — 


(25  bit) 


(pour  V  >  R,) 


%  1 

---V  .[.,.(.).g^.(..|)-g.,.. 


<«!*(>■+ 1*) 


,1/13        2n  — 1\    «t     ,       1 


Au  centre  et  au  bord  de  la  region  d'application,  ces  formules  donnent : 


(poar>=0)        w=: 


_    X+2(» 


(26) 


I  :.. 


(pour*  =  Rj)       u>  = 


,rV(X  +  pL)2R. 


La  valeiir  moyenne  de  w  dans  toute  la  region  d'application  est*  d*ailleurs, 


(26  Hs) 


I 


(pour*<R,) 
valeur  moyenne  de  u;  =  -r— 7- — ^  -77- 

*  7S«a  (X  -+-  ^)  3R| 


Done,  une  distribution  uniforme  de  la  pression  sur  toute  T^tcndue  d'un 
cercle  fait  prendre  k  ce  cercle  une  forme  concave,  dans  laquelle  la  fUche, 
c*est-d-dire  Texces  de  renfoncoment  du  centre  sur  celui  du  bord,  vaui  la 

fraction  1 ( 

n  \ 

fraction  ~ —     ( 


ou  environ 


sf)  de  Tenfoncement  mt^me  du  centre,  el  la 


ou  environ  ;;  1  de  Tenfoncement  du  bord. 


Comme  ^  ou  i ,  5535...  depasse  s  ( ^-<-  *  )=  ^ »  2854...  du  ^  environ  de 

sa  valeur,  renfoncement  moyen  (26  bis)  est  un  peu  sup^rieur  k  la  moyenne 
des  deux  enfoncements  au  centre  et  sur  le  bord,  moyenne  qui  exprimerait 
sa  valeur  si  Ton  assimilait  k  la  forme  d*un  parabololde  celle  que  preixi 
alors,  en  se  creusant,  la  region  d'application  des  forces. 


4'' Quand  p  ou /*  (R«)  ^ -^^ /RJ  — 11*),  c*est-&-dire  quand  la  pression, 

maxima   au  centre,  est  distribute  paraboliquement,   le  long  dos  rayons 
^manes  du  centre,  jusqu'au  bord  du  cercle  R  =  H,,  ou  elle  s*annule,  Ten- 
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foncement  w  s'exprime  par  les  formules  suivantes  : 

/  (pour«'<R4) 

~  RiU      4r«"^1.5V2'V  R*      3.5\2'J*6/  r«"^"" 


JCa(X  +  i*) 


<2 

/  (pour«'>R,) 


1  /I    3       2n— lyt'*  .        "I 


_   4(X4-2p^)   1   r^fsRi's'n'^  /        Rlsin^cDyi    ^^g^ 

'-3irV(X  +  |*)^Jo  L2      c«  +V  «>*     /JR|sin*io 

(27  bis)  {  ,  , 

'"2iiiA(X  +  |*)^b-2"^  2.5V2/    **"^3.4V2'V    **"^"" 

1  1  /i    5       2n  — iy^r   .        1 

\  +  (n-f-l)(n4-2)V2*i"*'"2^/    ^  ■*"""]' 

Au  centre  et  au  bord  de  la  region  d*application,  ces  formules  se  r^dui- 
sent  k  celles-ci : 

/  AV  x-f2pu       2lC 

(28)      ^  rv       r;       I 

/  Dx  X  +  2[i       8 

La  premiere  relation  (24  ter)  donne,  en  mdrae  temps, 

(  (pour  •  <  R|) 

(28  Hi)    ]  16     X  +  2ix       4 

/  Yaleur  moyenne  de  w  =  j^^  -r—r — S— r  =77-  • 

V  *  15  :c*p.(X-h|x)  5R| 

Done,  quand  la  pression  varie  paraboliquement  du  centre  au  bord  de  la 
region  d'application,  en  s*annulant  sur  le  bord,  la  forme  prise  par  ceUe  re- 
gion devient  plus  concave  que  dans  le  cas  d'une  distribution  uiiiforme,  ainsi 
qu*on  pouvail  le  pr^voir.  La  fl^che  de  la  concavity  est  k  celle  qui  se  serait 

2        8 

3^^9 
produite  pour  une  distribution  uniforme  dans  le  rapport =r  2,112. 

-—1 
2 

4 

La  profondeur  totale  w  du  creux  Sgale,  au  centre,  les  =  de  ce  qu*elle  ^tait 
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Ioi*s  d*une  distribution  uniforme,  et  se  trouve  au  contraire,  sur  le  bord,  ud 

8 
peu  moindre  que  dans  ce  cas,  savoir  les  -  de  ce  qu*elle  y  6tait.  Aussi, 

d*apr6s  les  formules  (26  bis)  et  (28  bis),  Tenfoncement  moyen,  dans  tout  le 
cercleTrR*,  ne  d^passe-t-il  que  d*un  quinzi^me  sa  valeur  relative  au  c^< 

d'une  distribution  uniforme. 

Du  bord  au  centre,  iv  grandit  respectivement,  pour  la  distribution  uni- 
forme et  pour  la  distribution  parabolique,  dans  les  rapports  de  i  a  2;r  etde 
4  k  5i;. 

.    5**  En  ajoutant  les  deux  expressions  pr6c6dentes  de  />,   p=:  — -  et 

2       , 

P  "^""^  (Rj  —  R  ),  ainsi  que  les  valeurs correspondantes (25) et  (27),  {^ohU] 
It  i\. 

et  (27  bis),  (26)  et  (28),  (26  bis)  et  (28  bis)  de  w,  apr6s  les  avoir  mulUpli^es 

respectivement  par  deux  constantes  1  —  ^  et  k  dont  la  somme  vaille  1,  on 

obtient  de  nouveaux  modes  de  repartition  dans  lesquels,  la  charge  totale 

etant  toujours  i,  la  partie  i  — A:  de  cette  charge  est  distribute  uniforme- 

ment,  et  Tautre  partie,  k,  paraboliquement  avec  d^croissance  du  centre  au 

bord. 

Le  plus  interessant  de  ces  modes  est  celui  pour  lequel  on  a  ib=  — K 

2R* 
p  =z  — ^ ,  c'est-&-dire  ou  la  pression,  nulle  au  centre,  croit  paraboliquemeni 

IT  Rj 

le  long  des  rayons,  jusqu*^  la  distance  Ri  tout  autour.  Alors,  on  trouve 
pour  w,  en  series  convergentes,  les  valeurs  gen6rales 

(pour  V  <  Rj) 

_    X  4-  2[x    i  ri       1  t>»      i  /i    3y_**_l/l    5   5Y2!_ 
(29)      {      "^.-(5^-+-fx)R.U"^*R|      i\^*VR|       sU'-t'e/Rj      "■' 

_       ^       /I    5       2w  —  1  \«  ^«  _      ] 

2n~3V2'i-~2;r"y  ^   ""J' 

(pour  *>  Rj) 


w 


(29  W«)'   ^^ 


_   x  +  2a    iri  .  \/\yK     i/i    ?V^^ 


\ 


i      /i    3      2n  — iy^r  ^      1 


tandis  que,  au  centre  et  au  bord  de  la  region  d*application,  il  vient  simple- 
ment 

(pOUri'Z^O)  W=:-- -. ^--r    ;;—     f 

(30)        I  ->(^  +  I^)5K. 

X  +  2a       10 
(pour»  =  n.)    .„=--^__. 
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L^abaissement  moyen  6prouv6  par  cette  region  est 

X  4-2(1      56 
Yaleur  moyenne  dew=  ,    .    .    .  -Trir-  • 

It  10 

Comme^  =  1,0472...  et  que-^;=l,llll...,  la  profondeur  de  la  depres- 
sion est,  au  centre,  un  pen  plus  faible  qu*au  bord  de  la  region  d'applica- 
tion;  en  sortc  que  I'influence  du  plus  grand  nombre  des  pressions,  d?,  qui 
agissent  de  pr^s  sur  le  centre  pour  I'abaisser,  est  largement  compens(^e  par 
leurs  faibles  valeurs.  La  difT^rence  entre  ces  deux  profondeurs  n*egale  que 

10_7r 

9       3  i 

la  fraction =0,1119...,ou  5  environ,  de  ce  qu'elle  serait  pour  un 

2~* 

mode  de  distribution  uniforme  :  aussi,  la  surface  directement  comprim^e 
s'6carte-t-elle  beaucoup  moins  de  la  forme  plane,  lors  d'une  distribution 
parabolique  croissante  du  centre  au  bord,  que  lors  d'une  repartition  egale. 
Toutefois,  au  dedans  de  la  region  d' application  et  a  une  faible  distance  du 
bordy  w  est  un  peu  plus  grand  quau  bord  mime;  et  ce  fait  8*etend  a  toute 
region  d' application ^  limitee  par  un  contour  convexe  sur  lequel  la  pression  par 
unite  d^aire  est  finie.  Done,  dans  la  distribution  parabolique  dont  il  s*agit, 
la  surface  comprimee  ne  reste  pas  absolument  plane ;  mais  elle  se  creuse 
sensiblement  sur  le  pourtour  et  se  bombe  vers  le  milieu. 

Effectivement,  la  valeur  moyenne  de  w  dans  toute  Teiendue  de  la  region 
d*applicalion  est,  aux  valeurs  de  w  sur  le  contour  et  au  centre  de  la  m^me 

region,  dans  les  rapports de-r=  =  1,2444...  Ii -5- =l,lill..eta^  =  1,0472.. 

L'exc^s  de  cette   moyenne  sur  I'abaissement  du  centre  vaut  la  fraction 

1,2444— i, 0472  •       i  .     ..  ,   •  ,  ,  .     a 

Q      ' ou  environ  ^  de  labaissement  moyen  lui-meme,  ce  qui 

pr(TUve  bien  qu*on  est,  encore,  assez  loin  de  la  forme  plane. 

0°  Quand  on  veut  que  le  cercle  d*application  des  pressions  ext^rieiires  ne 
cesse  pas,  tout  en  8*abaissant,  d'etre  plan  et  horizontal,  il  faut  disposer  la 
charge  donnee,  qui  vaut  1  en  tout,  d'apr^s  la  formule 

(31)  ?ouf(K*)  = 


27uRj  V^R^  —  R* ' 

en  d'autres  termes,  il  faut  la  distribuer  uniform^ment  sur  toute  la  surface 

d'une  demi-sphere  ayant  pour  base  le  cercle  effectif  d'applicalion,  et  concc- 
voir  ensuite  que  chaque  portion  de  la  charge  ainsi  repartie  soit  d^posee  sur 
le  sol  d  Tendroit  ou  elle  se  projette  verticalement.  L*expression  de  w  est 
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(32)  (pour.<R.)     w  =  ^^^±^,l  =  -^^±^,^, 

^-  ^^  '  8F^(^  +  |x)Ri       irV(X  +  fi)8R/ 

(32tw)  (pourt>R,)        w=i — )*   T  x  p-  arc  sin  — • 

-iTCu.  (X-f  fji)  Rj  V 

ir*  4 

Comine-5-=  i,2337.  .,  etque^=:  i,3333....,   rabaissement  w  comraan 

h  toute  la  region  comprim^e  est  l^g^rement  inf^rieur,  du  j^  environ  de  sa  la- 

leur,  k  la  moyenne  (26  bis)  des  enfoncements  qu*on  aurait  observes  dans 
toute  cette  region  lors  d'une  distribution  uniforme  de  la  charge. 

7®  Plus  g^n^ralement,  si  la  region  d*application  est  une  ellipse,  et  qu'on 
deroande  un  mode  de  distribution  pour  lequ el  cette  region  reste  plane  et 
horizontale,  il  suffit  de  disposer  la  charge,  sur  toute  I'aire  convexe  d'no 
demi-ellipsoide  ayant  cette  ellipse  pour  base  et  pour  section  principale, 
proportionnelloment  k  la  distance,  en  chaque  point,  de  cet  ellipsoide  k  an 
autre  infiniment  voisin,  concentrique,  semblable  et  semblablement  place, 
puis  d*appliquer  chaque  portion  de  la  charge  ainsi  repartie  sur  Tendroit 
du  sol  ou  elle  se  projette  verticalement.   L*^quation  de  Tellipse  etant, 

par  exemple,  — -4--^  =  i,  on  trouve 


M  '=s('-l-S) 


1 

1 


Un  systeme  quelconque  de  paralleles  equidistantes  divise  Tellipse  en  bandos 
egalement  charg6es  quoique  d*aires  fort  in6gales. 
L*expression  correspondante  de  w  est, 

1%  pour  les  points  (x,  y)  interieurs  k  Tellipse  donn^  , 
(3i)         ]  _     X  +  2|x      /•»  dv 

'^~"47rjx(X-f  jx)  j^     y^(fl«-Hv«)(t«  +  v«)  ' 

2*,  pour  les  autres  points  de  la  surface  du  sol , 
(Ubis)     {  X  +  2pL       /*»  rfv 


_2p_  r 


47r[x  (X  -h  ji)  J^    ^(a* ^  v«)  (b^  -h  v«) 

expression  ou  la  limite  inf&rieure  v  de  Tint^grale  ^gale  la  racme  positive 
de  r^quation 

8°  Une  rcmarque  generate,  i\  laquelle  on  est  conduit  par  les  resultats 
precedents  et  par  quelques  autres  encore  que  Ton  trouvera  dansle  m^moire 
indique,  c^est  que  des  pressions  donn^es,  s'exergant  sur  le  sol  ou  sur  la 
surface  d*un  corps  k  Tinterieur  d*une  aire  definie,  sont  loin  dlmprimer  i 
Icurs  points  d*applicatiou  des  deplacemcnts  ayant  entre  eux,  aux  divers  en- 
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droits,  les  mSmes  rapports  que  ces  pressions,  contra ircinent  k  une  liypo- 

Ih^se  qu'on  fait  quelquefois.  Par  exemple,  pour  une  r6partitiou  uniforrae, 

nous  avons  trouv^  des  enfoncements  d^croissant,  du  centre  au  bord,  dans  le 

rapport  de  8  ^  5  environ.  Pour  le  cas  (reciproque)  d'un  enfoncement  uni- 

forme,  la  pression  exerc^e  sur  Tunit^  d*aire  a  grandi,  du  centre  au  bord, 

dans  les  proportions,  bien  plus  gi*andes  encore,  qu*indique  la  formule  (31), 

1 
savoir  de    ■   ^  A  oo  .  Et  quand  on  admet  que  la  pression  d6croit  paraboli- 

quement  depuis  le  centre  jiisqu'au  bord,  ou  elle  s'annule,  renfonccment  w 

decroit  aussi,  mais  seuleraent  dans  le   rapport  de  37r  ^  4  ou  de  12  &  5 

environ,  non  jusqu*^  z^ro.  II  n*y  a  done  pas  m^me  une  proportionnalile 

(I? 
approch^e,  aux  divers  points,  entre  la  pression  par  unit^  d'aire,  j-  ou  />,  et  le 

d^placement  6prouv6  w.  Du  reste,  une  telle  proportionnalit^  exigerait  Tan- 
nulation  de  w  imroediatement  au  dehors  de  la  region  d*application,  1^  oil  u', 

exprim^  comine  ailleurs  par  j — .    /^  .   /  — ,  est  presque  aussi  grand  que 

sur  le  bord  mdme. 

6.  Comment  se  distribue  la  pression  exercee  a  la  sur  face  y  lorsqu'elle  est 
produite  par  le  contact  d^uri  corps  dur  de  forme  connue.  —  J'ai  suppose, 
dans  le  numero  precedent,  qu*on  se  donnait  les  pressions  exerc^es  aux  di- 
vers points  de  la  surface  et  qu*on  cherchait  la  forme  et  la  position  prises  par 
celle-ciou,  cequi  revient  au  m^me,  lesd^placements  w  qu'^prouvent  tons  ses 
points  dans  le  sens  qui  lui  est  normal.  Mais,  comme  il  a  ele  dit  au  n^  3  (p.  383), 
le  probl^me  de  T^quilibre  ne  serait  pas  moins  d^termin^,  si  Ton  se  donnait, 
sur  des  parties  d^sign^es  quelconques  de  la  surface,  le  deplacement  iv  au 
lieu  de  p  ou  p^.  Supposons,  par  exemple,  qu'on  demande  de  faire  acquerir 

a  la  region  compriraee,  pour  ordonnees  verticales  w,  celles  qu'expriraent 
lesformules  (24),  (25),  (27),  (29),  (52),  (?i4) :  alors  les  pressions  exercees, 
p^  (par  unite  d*aire),  devront  necessairement  6lre  prises  Agates  aux  valeurs 

correspondantes  de  p, 


n^^  wRj  ;:R^ 


(56) 


21.R.  v/rJ  _r. 


2iiab  \        «*       b*J 


i 
t 


D*ailieurs,  se  donner  w  sur  toute  la  surface  comprim^e,  c*est  se  donner  k 
la  fois  :  1"  le  deplacement  vertical  de  Tun  des  points,  comme,  par  exemple, 
Tenfoncement  Wo  6prouv6  par  le  centre,  2"  et,  de  plus,  Tcxcedant  w^  —  ^j 
lequel  d^finit  la  forme,  ainsi  que  Torientation  (ou  mieux  les  deux  inclinai- 
sons  suivant  les  x  et  Icsy),  prises'par  la  surface. 

linaginons  actuellement  que  Ton  connaisse,  dune  part,  la  pression  totale 
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exerc^e  P,  d*autre  part,  la  forme  et  les  incUnaisons  que  doit  recevoir  la 
surface  comprim^e,  c'est-A-dire  Texces  (positif  ou  n^gatif),  w^  —  ir,  dc 
Tabaissement  du  centre  sur  celui  de  tout  autre  point,  et  que  Ton  deroande 
le  mode  de  distribution  de  la  pression  P  ainsi  que  Tabaissement  w^  du 
centre.  On  cherchera  d*abord  quelles  pressions  p^^  positives  ou  negatives, 

produiraient,  aux  divers  points  de  la  region  d*application  donnee,  des 
enfoncements  ^gaux  &  w  —  w^;  probl6me  d^termin^,  comme  on  vieut  de 
voir.  Soit  Pq  la  somme  des  pressions  ainsi  d^finies^  qui  donnent  a  la  region 
comprim^e  la  forme  et  les  pentes  qu'on  veut  qu'elle  prenne,  mais  sam 
d^placer  aucunement  son  centre.  En  retranchant  de  la  pression  donnee  P 
cette  somme  Pq,  on  sera  evidemment  ramene,  vu  la  forme  lin^aire  des  equa- 
tions, k  un  probl^mc  plus  simple,  ou  il  s'agira  de  repartir  ou  d'employer 
la  pression  en  exc^dant,  P  —  P©,  sur  la  region  d'application  doiin^,  de 
mani^re  k  imprimer  k  celle-ci  des  d^placements  ayant  leur  composante  ver- 
ticale  iVo  constante  dans  toute  son  ^tendue  (puisque  les  differences  iv^—v 
auront  dej^  acquis  leurs  valeurs  definitives).  Or  ce  nouveau  probleme  est 
^galement  determine,  par  le  fait  mSme  qu*il  Test  dans  le  cas  inverse  ou 
Ton  se  donne  w^  el  ou  Ton  cherche  P  —  Po-  En  effet,  vu  encore  la  forme 
lin^aire  des  equations,  les  d^placements  u,v,  w  en  tons  les  points  du  corps, 
ainsi  que  leurs  d6riv6es,  et,  par  suite,  les  valeurs  de  p^^  p  ,  p,^  varieront 

partout  dans  un  m6mc  rapport  quelconque,  si  Ton  fait^randir  ou  decroilrc 
dans  ce  rapport  le  deplaccment  w  sur  la  partie  de  la  surface  ou  on  se  le 
donne,  c'est-a-dire  si  Ton  fait  varier  arbilrairement  w^;  et  il  n'yaqu'unc 
valeur  de  w^  pour  laquelle  la  pression  totale  correspondante  egale  P  — P,.. 

Ainsi,  quand  on  connait  la  forme  et  la  disposition  que  doit  prendre  la 
surface  compriraee,  ainsi  que  la  grandeur  de  la  pression  totale  excrcee,  le 
probleme  n*admet  encore  qu*une  solution;  et  il  se  d^double  en  deux  plus 
simples,  dans  lesquels  on  se  donnerait  Tabaissement  w  ^prouv^  par  chaque 
point  de  la  region  d*application. 

Or  ce  probleme  est  justement  celui  qui  se  presente  quand  on  demande 
comment  doit  se  distribuer,  entre  les  divers  points  de  sa  base  d'appuit  If 
poids  d*un  corps  dur  et  poli,  pos^  sur  un  sol  elastique  horizontal,  ou  com- 
ment un  tel  corps,  moderement  pousse  par  unc  force  normale  contre  un  so- 
lide  eiaslique  de  dimensions  beaucoup  plus  grandes  que  les  siennes,  prt'^^*^ 
ce  dernier  aux  divers  endroits  de  la  surface  de  contact.  En  effet,  dans  Tun 
et  Tautre  cas,  la  base  du  corps  dur  conserve  sen^blement  sa  forme  (donnee 
et  la  region  directement  comprimee  du  sol  ou  du  corps  Elastique,  bien  plu^ 
flexible  par  hypothese,  se  moule  sur  celte  base.  De  plus,  a  cause  du  poli 
suppose,  ou  de  I'abscnce  de  frottements,  les  pressions  supportees  par  le  j^oI 
ou  corps  elastique  lui  sont  normales,  c'est-^-dire  se  r^duisent  k  la  compo- 
sanle  ;;,;  et  Ton  connait,  en  somme,  la  pression  totale  exerc^e,  tanl  on  gran- 
deur qu'en  position,  ainsi  que  la  forme  prise  par  la  surface  de  contact.  Nou^ 
admeltons,  pour  plus  de  simplicile,  dans  la  figure  que  forment  la  surface 
de  contact  et  le  point  d'application  de  la  pression  P,  une  symetrie  suBisanlc 
pour  qu'il  n*y  ait  a  s'occuper  d'aucune  rotation,  c*est-^-dire  pour  que  1«' 
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mode  d*incIinaison  ou  de  disposition  de  la  surface  de  contact  soil  parfaite- 
menl  connuf). 

Done,  en  traitant  la  question  abord^e  ici,  on  se  trouvera  avoir  r^solu,  pour 
les  cas  les  plus  simples  et  par  consequent  les  plus  int^ressants,  le  c^l^bre 
probleme  de  philosophic  naturelle  relatif  aux  pressions  qu*excrcent  Tun 
sur  Tautre  deux  corps  en  contact,  ou  relatif,  notaroment,  k  la  mani^re  dont 
le  poids  d'un  corps,  supports  par  un  sol  horizontal,  se  distribue  cntre  les 
divei*s  elements  de  sa  base.  d*appui,  probleme  pos^  depuis  un  siecle  par 
d'Alembert  et  Euler,  mais  qui,  k  ma  connaissance,  avail  r^sist^  jusqu*^  ce 
jour  aux  efforts  des  g^om^tres. 

Si.  en  parliculier,  la  pression  totale  P  vaut  un  (ou  est  choisie  pour 
unite)  etque  la  formulc  donn^e  de  tv — u'o,  defmissant  la  forme  que  prend  sa 
surface  d^application  primitivement  plane,  se  trouve  etre  une  de  celles  qui 
ont  ete  calcuiees  au  n°  precedent  et  auxquelles  correspondent  les  expres- 
sions (24),  (25),  (27),  (29),  (52),  (54)  de  w,  ou  des  combinaisons  lineaires 
de  celles-l§,  les  modes  cherches  de  repartition  de  la  pression  seront  forc^- 
inent  ceux  qu'expriment  les  valeurs  de  /»  prises  alors  pour  point  de  d^pail 
et  reproduites  dans  la  formule  (56),  ou  des  combinaisons  lineaires  de  ces 
valeurs  :  la  pression  s'y  trouvera  done  distribuee,  suivant  les  cas,  unifor- 
ni6ment,  paraboliquement,  etc. 

Par  exemple,  quand  un  disque  circulaire  solidc,  pose  sur  un  sol  hori- 
zontal eiastique,  regoit  des  poids  dont  la  resultante  (y  compris  le  sicn 
propre)  passe  par  son  centre,  la  base  de  ce  disque  exerce  sur  le  sol  des 
pressions  reparties  d*apres  la  formule  (5i)  :  la  charge  s'y  distribue  de  telle 
maniere  que,  si,  d*un  point  situe  k  une  distance  infinie  au-dessus  du  disque, 
on  la  regarde  se  projeter,  en  perspective,  sur  une  calotte  demi-spherique 
ayant  pour  base  la  base  meme  du  disque,  elle  sera  uniformement  re- 
partie  k  la  surface  de  la  calotte.  La  pression  par  unite  d'aire  croit  done 
quand  on  passe  du  centre  du  cercle  de  contact  k  sa  circonference,  od  elle 
deviendrait  meme  infinie  si  le  disque  n*y  ilcchissait  pas  et  que  les  liniiles 
d*61asticite  du  sol  n*y  fusscnt  pas  depassees.  11  ne  saurait  en  etre  autre- 
ment  dans  Thypothese  d'une  parfaitc  horizontalite  conservee  par  le  sol 
jusqu'au  bord  meme  du  disque ;  oar,  d*apres  ce  qui  a  ete  dit  un  pen  apres 
la  formule  (50  his)  p.  595,  il  suffit,  pour  toute  forme  convexe  du  contour  de 
la  region  d'applicalion,  que  la  pression  pz  ou  p  (par  unite  d'aire)  reste  finie 
sur  ce  contour   pour  que  Tenfoncement   w   diminue  k  mesure  qu'on  en 

(•)  S'il  n'en  6lait  pas  ainsi,  Tcxpression  de  w^  —  w  comprendrail,  oulre  une  parlle  con- 
nue,  dependant  de  la  forme  du  corps  dur  en  contact  nvec  le  solide  dlastique,  un  bindine  tcl 
quepy  —  qx,  correspondant  k  deux  des  trois  pctites  rotations  inconnucs  qu'dprouvcrait  ce 
corps  autour  des  trois  axes,  savoirf  aux  deux  rotations  p,  q,  elTectudes  autour  des  axes  des  j* 
et  des  y  parall^les  ft  la  surface.  Et  ces  deux  inconnues  p,  q,  qui  fixent  les  incUnaisotis  de  la 
hase,  se  d^termineraient.  par  les  conditions  que  le  point  d'application  de  la  resultante  P  eut 
ses  deux  coordonntox,  y  6gales  k  deux  quantitcs  connues. 

En  resumd,  Texpression  de  w  contient  une  partie,  lu.  -|-  yx  —  ;^,  que  ne  definit  pas  la 
forme  du  corps  dur,  et  qui,  variant  avecla  force  P,  depend  bien  des  trois  constantes  arbi- 
ti-aires  qu*il  faut  pour  qu'on  puissc  f e  donner  k  volontd  cettc  force  en  grandeur  ct  en  po- 

bitlOD. 
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approclie,  lorsqu*on  est  sur  le  point  de  Tatteindrc  en  \enant  de  rintericur. 
Done,  la  forme  plane  exigerait,  pour  dtre  maintenue  jusqu^au  bord  m^me, 
une  pression  (exercee  par  Tar^te  vive)  sup^rieure  k  toutes  celles  que  peu- 
vent  comporter  les  degr^s  de  resistance  du  sol  ^lastique  et  du  disque  place 
au-dessus.  En  realite,  celui-ci  y  flechit  sensibiement,  sur  une  largeur  d'aa- 
tant  plus  petite  que  le  corps  est  plus  dur  en  comparaison  du  sol,  ct,  par  le 
fait  m^me,  les  pressions,  rapportees  k  Tunite  d*aire,  y  sont  bien  moindres 
que  ne  Tindique  la  formule  (51).  U  y  a  done,  sur  le  contour,  une  zone 
etroite,  ne  supportant  de  toutes  mani^res  [m^roe  avec  le  mode  de  distribu* 
tion  (51)]  qu'une  fraction  insignifiante  du  poids  total  et,  par  suite,  sans 
influence  appreciable  en  dehors  d*elle,  ou  les  pressions  sont  r^parties  autre- 
ment  que  d^aprdscette  formule  simple  (51).  Bien  loin  d*y  grandir  jusqu'a 
rinfini,  la  pression  par  unite  d*aire  y  tend  au  contraire  vers  zero  k  mesure 
qu*on  s*approche  du  bord,  puisqu'elle  est  nulle  d^s  qu*on  sort  de  la  surface 
de  contact. 

Une  telle  zone,  siege  de  perturbations  locales  ou  d*un  etat  special  plus 
complexe  que  celui  de  Tensemble,  s*observe  aux  limites  de  la  region  d'ap- 
plication,  toutes  les  fois  que  la  pression  p^  se  trouvcrait  y  passer  brusque- 

ment,  sans  ces  perturbations,  d'une  valeur  plus  on  moins  considerable  a  li 
valeur  nulle  qu*elle  a  hors  du  contour.  L*ingenieur  et  le  physicien  en  obse^ 
vent,  du  reste,  d'analogues  dans  uue  infmite  de  cas,  par  example  aux  extre- 
mites  des  tiges  et  sur  le  bord  des  plaques,  14  ou  Tetat  physique  varic  aussi 
rapidenient  dans  le  sens  des  grandes  dimensions  que  dans  le  sens  des 
petites  (contrairement  k  ce  que  suppose,  au  fond,  la  theorie  classique  de 
ces  corps). 

7.  Equilibre  iVelasiticite  dun  soUde  inde'fini,  sollicite  dans  une  certainc 
e'tendue  par  des  forces  crtcrieures  donne'es.  —  Revenons  maintenant  aux 
deux  types  d*iniegrales  (1  i)  et  (14  bU),  auxquels  nous  devons  tous  les  n*- 
sultats  precedents,   et  rattachons-les  k  un  type  unique,  plus  general,  qui 

nous  conduise  k  la  solution  d*autres  probiemes.  Si  nous  observons  que  s  t: 

on  z   I  —  n  est  autre  chose  que  —  /  rdm,  et  aussi,  comme  nous  I'avons 

vu  dans  la  premiere  partie  du  n<*  2,  que  ^oui-t-^^a,  /  rdm,  1« 
equations  (14)  pouri'ont  s'ecrire' 

P^  I  rdm  ^*  I  rdm  E*    C rdm 

(57)   u= ^-— ,  i.  = ir^r—^^-- Vr— »- 4^ ^«  / '^^'^ ' 

^     '  Vxdz  VyVz  cz*  >«  +  [*      J 

et  elles  seront  de  la  forme 

oil  f  dcsignera  le  potentiel  direct    /  rdm.  Quant  au  second  type,  (14  bh^)*  il 
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estaussi  compris  dans  la  m6me  forme  (38),  mais  en  y  posant 

(58  bU)  <p  =  j[r  —  z  log  (z  +  r)]  dm , 

d'ou 

et  en  observant  que  le  param^.tre  difT^rentiel  du  second  ordre  A^^  est  alors 
nul.  Par  suite,  toute  combinaison  lin^aire  des  deux  types  (14)  et  (i4  his)^ 
par  eiemple,  le  type  (17),  rentre  encore  dans  la  rnSme  forme  (38). 

Voyons  done,  en  appelant  ^  une  fonction  quelconque  de  x^  y^  2,  ce  que 
deviennent  les  equations  ind^finies  les  plus  g^n^rales  de  T^quilrbre  d*un 
solide  isotrope  et  homog^ne, 

(39)(x+u)J  +  |.A.u  +  X=0,(X  +  ii)|?+,iVH-Y=0,(X  +  p.)|?  +  p.A,^ 

ou  X,  Y,  Z  designent  les  composantes  de  Taction  exterieure  s^exer^ant  sur 
Vunite  de  volume,  quand  on  y  porte  les  valeurs  (38)  de  u,  v,  w»  Ccs  valours 
donnent  d'abord 

(40)  e  ou  ^^4--  +  __       ^^^—^^--_^^-.^^^ 

et  elles  transforment  cnsuite,  imm^diatement,  les  Equations  (39)  en  cellcs-ci 

(41)  X  =  0,      Y  =  0,      z  =  -H.^±:^AA9; 

Done,  les  expressiom  (38)  de  u,  t),  ti;  satisfont  aux  Equations  inde'finies  de 
fequilibre,  paurvu  qui! s*exerce  sur  la  masse  du  corps, par  unite' de  volume^ 
des  forces  exte'rieures  parallUes  a  Vaxe  des  z  et  egales  en  chaque  point  h 

Si  Ton  prend  pour  ^,  comme  dans  le  premier  type  (37),  le  potentiel  direct 
frdm,  relatif  a  une  matiSre  Active  fdm,  mais  en  supposant  celle-^ci  diss^ 
minee  dans  un  espace  fmi  k  trois  dimensions,  avec  une  density  p  (Xy  y,  z) 
au  point  quelconque  (xj  ]/,  2),  et  non  plus  ^talee  en  couche  mince  sur  le 
plan  des  xy,  I'expression  A^A^i^  vaudra  — 8ir/>(:r,  y,  z),  d*apr6s  ce  qu*on  a 
YU  dans  la  premiere  partie  du  n<*  2,  et  Ton  aura 

en  sorte  que  cette  force  Z  pourra  6tre  une  fonction  arbitraire  de  x^  y,  z, 
poiirvu  qu*on  prenne  pour  la  density  p  (x,  y,  z)  de  la  masse  Active  Texpres-* 

^^^^  '\t_o    Q — *  ^^^  suite,  la  partie, (2m,  de  cette  masse,  qui  remplit  un  vo- 

A  — r~  iBf*  OTTu 

26 
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lume  d^mentaire  quelconque  dxi  de  Tespace,  ^galera  le  produit  du  facteur 

constant  g —  r — ^  par  la  force  ext^rieure  Zdrf =dF  eiTectivementappliqu^ 

k  la  partie  du  corps  occupant  le  mSme  61^ment  de  volume. 

En  resume,  quand  un  corps  elastique  est  sollicite,  dans  une  certaine  pariie 
de  sa  masse,  par  une  action  exterieure,  F,  composee  de  forces  elementaires  (ff 
paralleles  h  Vaxe  des  z,  si  Von  appette 

r  =  v/(a:-x,)*  +  (i/-i/,)V(2-«i)' 

les  distances  d*un  point  quelconque  [x,  y,  z)  de  Vespace  aux  divers  points 
d' application  donnes  (x^,  y^,  z^  de  ces  forces  rfF,  on  aura  des  expressions  de* 
iwtits  deplacements  u^  v,  w  qui  satis feront  aux  equations  indefinies  de  Vequi- 

litre  en  prenant^  vu  les  formules  (37)  ow  A,  /  rdm=2  I  — , 

_  — 1  X-f  t*g*J>'rfF     _  — 1  X-l-(jig«JrrfF      _— i  X  +  p.£)«/rdF     J^  Tf 
^     '  **""  8irpkX"+ V  ^^^«   •^""8xiiXH--i|4.  l^yi>z   '  "^""8KaX-h2ui     ^z*     "^4j:|ij  r' 

Or,  ces  expressions  verifient  igalement  les  conditions^  aux  limites,  qnon  a 
dans  le  cas  d*un  solide  indefini  dont  les  points  infiniment  eloignes  seraient 
maintenus  fixes.  En  erfet,  on  verrait,  en  raisonnant  comme  il  a  t\ik  fait  au 

commencement  du  n°  3,  que  ces  conditions  reviennent  k  prendre  u,  r,  u*  de 

j 
Fordre  de-  aux  trSs  grandes  distances  Y/  de  Forigine.  Et  c*est  justement ce 

qui  a  lieu  avec  les  expressions  (42),  lesquelles,  ne  contenant  sous  les  signes/ 
que  des  deriv^es  parlieiies  secondes  de  r  en  x,  y,  z,  sont  du  degre  —  1  par 
rapport  k  x — J^i,  y  —  «/i,  z — Sj,  car  r  est  honiogene  du  premier  degre  en 
^ — -^ii  y  —  yi»  ^ — ^i»  ct,  par  suite,  ses  d^rivees  premieres  sont  aussi  homo- 
g6nes,  mais  du  degre  z^nr,  et  ses  derivees  secondts,  homogenes  du  dogre— 1. 
Eniin,  comme  le  proced(^.  de  demonstration  indiqu^  apr(^s  les  formules  (I3i 
prouve  que  cet  ensemble  de  conditions,  soit  indefinies,  soit  aux  limiles 
determine  compietement  ti,  v,  w^  le^  formules  (42)  sont  hien  celles  qui  rr- 
solvent  le  probltme  de  te'quilibre  d'un  solide  indefini^  soUicite  dans  sa  moife 
par  des  forces  exterieures  ayant  toutes  une  mime  direction  donne'e,  chcmie 
pour  celle  des  z. 

Et  le  cas  d'un  corps  indefini,  supportanl  dans  certaines  parlies  de  sa 
masse  des  forces  (X,  Y,  Z)  absolument  quelconques,  se  ram^ne  immMiale- 
ment  au  precedent ;  car  il  suffit  d*y  superposer  trois  syst^mes  analogues  de 
valeurs  de  w,  v,  w,  correspondant  aux  cas  ou  les  forces  exterieures  se  r^ 
duisent  soit  k  leurs  composantes  X,  soit  k  leurs  composantes  Y,  soit  k  leors 
composantes  Z. 

MM.  William  Thomson  et  Tait,  aux  n«*  750  et  731  de  lour  beau  Traiiiit 
philosophie  naturelle^  etaient  parvenus  par  une  autre  voie,  beaucoup  plus 
p^nible,  k  la  solution  de  ce  probieme.  Us  avaient  obtenu»  au  lieu  des  for- 
mules (42),  celles-ci« 
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c  ^*- 


10  = 


24n{A(X>f  2{iL) 


J  ^^* ' 


qui  sont  bien  moins  simples,  mais  qui  revieiment  au  m6me  lorsqu'on  y  ex- 
prime  les  d^riv^es  de  -  en  fonction  des  d6riv6es  de  r,  en  observant  aussi, 
par  exemple,  que 


d*r 


et  que 


1  £r  gr  _  (g— Xt)  (g  —  ^t)  _ 


1  /M*_ 


8.  Dei  diflacements  iT^quUibre  que  produU^  dans  le  voisinage  de  tan  p(rint 
d*applicatumf  une  farce  isolee^  s'exergaTU  d  Vintirieur  d*un  solide  Slastique.  — 
Parmi  les  consequences  des  formules  (42) » je  ne  signalerai  ici  que  les  plus 
simples,  celles  qui  concement  le  cas  d*une  seule  force  dF^  ayant  pour  region 
d*appIication  un  volume  infiniment  petit  en  tons  sens  situ^  k  I'origine  des 

coordonn^esy  et  ou,  par  suite,  les  integrates  /  rdF^  I  —  se  riduisent  &  1*616- 

ment  unique  r(fF,  — ,  avec  r=Vj:'H-3/*+a;*«  Soit  alors  «  Tangle,  compris 

enire  0®  et  180®»  que  fait  avec  Taxe  des  z^  c'est-&-dire  avec  la  force  donn^e,  le 
rayon  r  tir6  de  Torigine  k  un  point  quelconque  du  corps,  et  supposons  qu'on 
ait  mene  le  plan  des  xz  par  ce  point  en  prenant  de  son  c6t6  les  x  positifs, 
de  maniere  que  les  d^placements,  ^videmment  pareils  tout  autour  de  la 
force  <ff  qui  les  a  fait  naitre»  admettent  en  ce  point  deux  composantes  seule- 
menty  Tune,  i^;,  dans  le  sens  de  la  force,  Tautre,  U=:tt,  dans  le  sens  normal 
qui  8*en  eioigne.  Comme  on  aura 

^V  xz sin  ft  cos  » sin  2g 

^i^~''~P*'"'  r         "^         ^2r     • 

^*r 1      *■ 8in*g 1  — cos  2ft 

d%*      r      r^  r  2r 

les  valeurs  de  U  et  w  seront : 

„       X-\-)k    dF  sin  ft  cos  ft      X-f-u     dF     .    „ 

x+1*   d¥  sin'ft  .    rfF  i_,  ^-^t*     df    r5x4-V     cou'^tl 
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Pour  Ics  molecules  r^parties  sur  une  sphere  de  rayon  r  decrite  autour  du 
point  d*application  de  la  force  dF  comme  centre,  les  petits  deplacemenU 

eprouves  se  composent  done  :  1^  d*une  translation  commune  j—  -,  suivant 

la  direction  de  la  force;  2«  d'un  d^placement, ;- — ^  5 ,  efloctue  daib 

le  sens  dont  les  deux  cosinus  directeurs  sont  cos  a,  — sin  a,  c'est-^-dire  le 
long  de  la  tangente  men^e  k  la  sphere,  d  partir  de  chaque  molecule,  dans  le 
plan  de  la  force  df  et  suivant  la  direction  qui  fait  un  angle  obtus  avec  <fF : 
ce  glmement  de  chaque  molecule  sur  la  surface  mime  de  la  couche  spherique 
vaut  la  projection  sur  sa  direction^  cesi-a^ire  sur  la  tangente  consiileref^ 

d*une  droite  fixe,  diriqee  en  sens  contraire  de  la  force  et  eqale  a  - — ^  5 — 

Ainsi,  chaque  couche  spherique,  d'un  rayon  donne  r,  ay  ant  pour  centre  k 

point  d' application  de  la  force  dF,  avance  parallelement  a  celle-ci,  tout  en 

d¥ 
conservant  sa  forme  et  son  rayon^  de  la  quantite  j- — ;  seulement,  commema 

X  +  F^    d¥     .    ^   _       X  -f  p.      d¥  X  +  p^      d¥ 

""X+^aSicixr^"^  *""       X-}-2|xi6irK"^X-f2|4l6itjir^     *' 

les  particules  qui  constituent  la  couche  eprouvent  a  sa  surface  un  leger  read, 

X-f-u      dF 
compose  de  la  translation  —        i^   j^ — ,  en  sens  contraire  de  la  force,  et 

d'un  autre  deplacement,  e'gal  h  cette  translation^  mais  effectue  suivard  k  f^i- 

rection  qui  fait  avec  celle  de  la  force  tangle^  2«,  dont  la  bissectrice  est  lepro- 

longement  du  rayon  r  aboulissant  h  la  molecule. 

Ce  dernier  mouvement,  seul  propre  aux  diverses  particules  dc  la  coucW, 

aurait  pour  effet  d'^parpiller  uniformenicnt,  sur  toute  une  circonf^rence  do 

]l-i— fit  '     d¥ 
rayon         y    jg — »  celies  qui  apparliennent  k  la  section  demi-circulaire 

faite  dans  la  couche  par  un  plan  men^  suivant  Taxe  des  z  et  limits  A  cet  sv- 
si  Ton  supposait  toutcs  ces  molecules  r^unies  d*abord  en  un  m^nie  point 
quelconque,  qui  serait  le  centre  de  la  circonf^rence  ou  elies  viendniii*Q( 
ainsi  se  placer;  en  effet,  a  croissant  uniform^ment  de  0  i\  ir  dans  la  sec- 
tion  demi-circulaire  consid^r^c,  Tangle  2s  croltrait  aussi  uniform^ment 
de  z6ro  k  2ir.  La  valeur  moyenne  que  w  y  re^oit,  c*est-i-dire  celle  de 

-^^  Tn —  cos  2«,  pour  toutes  les  particules  de  la  couche  spherique, 
>-|-2p  167rpr  "  ^  *^      ^ 

cxprime  le  transport  eprouve  dans  le  sens  de  la  force  dV\  lors  dc  cet  *p«r- 

pillenient,  par  le  centre  de  gravity  de  la  couche  suppos^e  d*une  ^paisseur 

primitive  uniformc  dr.  Comme  le  nombre  de  ses  molecules  pour  lesquelle^  < 

a  une  ccrlainc  valeur  est  proportionncl  k  sinv,  c*e8t-ft-dirc  au  rayon  rsiu  ■ 
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du  petit  cercle  de  la  couche  le  long  duquel  ccs  molecules  sont  rang^es, 

la  moyenne  en  question  sera  celle  du  produit  r- — ^  j^ —  cos   2at  sin  a, 

pour  a  variable  de  0  &  ic,  divis^e  par  la  valeur  moyenne  simultan^e  de 
sin  a,  ou,  encore,  le  quotient  des  deux  integrates 

X-f-a     d¥ 


-x   LO    iP       ./     C0s2asmarf«=^---^.-« (  COSa  — sCOS^tt)  =—.,   .  a    Ql — -» 

et 

Jsmatd%= — (cos  a)  =2  . 
0  ^        ''o 

Ainsi,  dans  le  mouvement  d*6parpillement  consider^,  le  centre  de  gravile 
de  la  couche  ^prouve  un  recul,  c*est-d-dire  un  transport  vers  les  z  n^gatifs, 

cRal  k^ — TT-  73 Ce  mouvement  se  composant  avec  le  recul  ^ — !^  7- — , 

°       l-h^ii  ASnfir  '^  X -I-  2^u  1  bvfir 

conimun  h  toute  la  couche,  pour  produire  les  glissements  totaux  de  sa  mati^re 

sur  sa  surface  sph^rique,  il  en  r^sulte  que,  par  Veffet  de  ces  glissements,  le 

centre  de  gravUe'de  la  couche  se  porte  en  arriere  de  son  centre  de  figure  de  la 

quantUe  - — ^  yk — •  Vu  done  la  translation  en  avant  -. —  du  centre  de 
^  XH-2f*  12ir^r  4irftr 

figure  lui-m6me,  le  d^placement  raoyen  6prouv6  par  la  mati^re  de  la 

couche,  dans  le  sens  de  la  force  (iF,  est  la  difTi^rence  de  ces  deux  quantit^s, 

fiifference  6gale  a  ^^  j^ — -.  En  la  multipliant  par  le  volume  primitif 

X  "T"  ^f*    *  2itfAr 

inr^dr  de  la  couche,  integrant  der=0^r=ret  divisant  le  r^sultat  par  le 

volume  -irr'  de  la  sphere  massive  que  limite  la  couche,  il  viendra  enfin, 

pour  la  valeur  du  deplacement  moyen  imprim^,  dans  le  sens  de  la  force,  k 

toute  la  niatiftre  de  cette  sphere,  -r — ^  -x — »  quantity  un  peu  sup^rieure 

d? 
au  deplacement  m^me,  j — ,  du  centre  de  figure  de  cette  sphere,  qui,  comme 

on  a  vu,  conserve  sa  forme  et  son  rayon. 
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ADDITION  A  LA  NOTE  UNALE  DU  §  46. 


De  la  transmissionj  dam  un  solide  e'lastique  en  equiUbre^  iVutie  pressioti 
exercee  sur  une  ires  petite  partie  de  sa  surface, 

Parmi  les  questions  concemant  la  niani^re  dont  les  actions  cxerc&es  i  la 
surtace  des  solides  en  ^uilibre  se  transmcttent  dans  leur  int^rieur,  une  des 
plus  simples,  et  inline  la  premiere  qui  se  presente  k  Tesprit,  est  celle  des 
pressions  qu'on  fait  naitre  dans  un  corps,  lorsqu*on  le  touche  en  un  de  ses 
points,  ou  plus  exactement  sur  une  tr^s  petite  partie  de  sa  surface,  tandis 
que  les  parties  eioign^es  de  celle -la  sont  maintenues  iramobiles.  La  prcs- 
sion  ainsi  eiercee  n'ayant  d'effets  sensibles  que  dans  Ic  voisinage  de  sa  re- 
gion d*application,  c^est-a-dire  dans  une  ^tendue  totale  ou  la  surface  nc 
s  ecarte  pas,  d'une  inani^re  appreciable,  d*un  de  ses  plans  tangents,  tout  se 
passe,  h  fort  peu  pr^s,  comnie  si  le  corps,  limits  d*un  c6te  par  le  plan  dont 
il  s*agit,  dtait  ind^lini  suivant  tons  les  autres  sens,  et  rendu  fixe  en  tous  ses 
points  indefiniment  distants  de  celui  qui  est  directement  comprim^,  ou  au- 
quel  on  pent  supposer  rdduite  la  region  d*application. 

Les  forraules  qui  resolvent  ce  probleme  sont  done  celles  du  n^  4  de  la  note 
qui  precede  (p.  580).  En  particulier,  si  Ton  adopte  le  point  d*application 
de  la  pression  ^l^nientaire  exercee  d?  pour  origine,  et  la  normale  suivant 
laquelle  cette  pression  est  dirig^e  pour  axe  des  2,  les  formules  (18),  p.  387, 
exprimeront  les  petits  d^placements  d'6quilibre  u,  v,  w.  Or  si  Ton  consid^re, 
dans  le  corps,  des  couches  de  mati^re  parall^les  k  sa  surface,  rien  n'est  plus 
simple  quedecnlculer,  au  raoycn  des  valeurs  de  u,  v,  %Vy  la  pression  qu*exerce 
chacune  de  ces  couches  sur  celle  qui  la  supporte  ou  qui  est  contigue  et  plus 
profonde.  En  designant  par  p^,,  p  ,  p,  les  trois  composantes  par  unite  d'aire, 
en  un  point  quelconque,  de  cette  pression,  les  formules  (13),  p.  583,  don- 
neront,  apr^s  substitution  des  valeurs  de  u,  i;»  w  et  tous  calculs  fails 

_3«flPs*.r  _3rfP£i/  _3rfP2«2 

^x  —  '^  r^y      ^y~  '2k  r^r'      ^«  ""  2w  r*r' 

Done,  la  pression  normale  dP,  exercee  en  un  point  de  la  surface,  se  transniet, 

de  ckaque  couche  d,  la  suivante,  sous  la  fornie  de  pressions  obliques,  dirige'es 

odP  z* 
exactement  a  Voppose  de  ce  point,  et  egales^  par  united' aire,  a  -q—  -j>  cest- 

a-dire  proportionnelles  a  la  pression  exlerieure  donne'e  dp  et  en  raison 
composee  inverse  du  catre  de  la  distance  r  au  mime  point  et  du  carre  du  rajh- 
port  de  cette  distance  a  la  profondeur  z  de  la  couche. 


•  • 
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U  faut,  pour  T^quilibre  d'un  cylindre  d'un  tr6s  grand  rayon  d^crit  autour 
de  la  force  exterieure  dl^  comme  axe,  que  celte  pression  (/P,  en  se  transmel- 
tant  de  couche  en  couche,  garde  son  iniensite  totale ;  car  les  pressions  ap- 
pliqu^es  aux  deux  bases  du  cylindre  doivent  k  elles  scules  se  neutraliser, 
ceHes  qui  le  soof  k  sa  snrfaee  conTexe  61ant,  par  unit^  d*aire,  comparables 
k  rinverse  du  carr6  de  son  rayon  et  n^ayant  pnr  suite,  sur  toute  la  surface 
convexe,  qui  est  seulement  de  Tordre  du  m^me  rayon*  qu  une  r^sultante 
n6gligeable.  Et,  en  effct,  sur  la  couche  situ^c  k  la  profondeur  z^  rintensito 

totale  de  la  pression  exercde  est  2n   I     p^rdr,  \u  que  celle  que  supporte, 
en  tout,  une  couronne  ^lemenlaire»  ayanl  pour  rayon  inl^rieur  \/r*^--s*  cl 


pour  largeur  d  >/r' — 2',  vaut  le  produit  de  p^  par  Taire 

'Ir.  0*«— a^<i  v'*'*  —  -*  =  ^d (r*  --  z*)  =  Inrdr 

* 

de  la  couronne,  produit  qui  n*(»st  autre  que  "i-np/dr,  ou  ie  rayon  v^r*— :• 
pent  varier  de  zero  a  rinfmi,  et  par  suite,  r,  de  ^  &  qc  .  Oi*,  en  substituaDi 

k  p,  sa  valeur  •^—  ^,  Tinlegration  donne  bien 


^li:  J^*  prdf  =  d\^z^  ^-  i^  J  =  dP. 


Les  formules  Irouvees  pour  p^,  p^^  p^  ne  contiennent  aucun  coefficient 
d*61asticit6:  en  sorte  que  la  transmission  des  pressions  d  partir  de  la  surface, 
sur  les  couches  de  matikre  qui  lui  sont  paraileles,  se  fait  de  la  meme  mamere 
dans  tons  les  solides  isotropes,  II  n'en  serait  plus  de  niSme  sur  des  couches 
ayant  d'autres  directions. 

Observons  que  les  valeurs  ci-dessus  dep  ,  />  ,  p^  ne  s*appliquenlqu'ides 
distances  r  de  la  surface  directement  touch^e  tres  grandes  par  rapport  k  ses 
dimensions.  Pour  les  points  qui  en  sont  voisins,  il  faut,  comme  on  a  dit  ver^ 
le  haut  de  la  page  389,  decomposer  cette  surface  en  une  i^/.atite  d*616ments, 
sur  chacun  desquels  s*exercera  une  certaine  fraction,  inflniment  petite,  de  la 
pression  donnee  r/P,  et  former  les  expressions  totales  de  11,  r,  u;,  />^,  p^t  p.^* 
par  voie  d'integration,  en  ajoutant  respectivement  lcui*s  valeui's  partieiles, 
relatives  k  ces  diverses  pressions  61^mentaires,  et  que  fourniront  les  formules 
precedenles.  En  observant  que  ces  formules  reviennent  k  celles-ci 

_   z  d^  log  jz  -f  r)  dV  _   ;;  <Mog(s-4>  i)dP 

^^x  —  -2r.  dxdx*  '      ^u  ■""  "In  dydz*         * 

i    r   r/-'  (log  (t  -f  /•)  f/1^        f/»los(:sH")rr/p-1  , 


on  aura 


_  _L  r   ^^''  (loR  (»  +  f')  dV  ___  d^\Ofi(z^)rd?l 
^i  ~~  iJir  L*  di^  dz*  J 

^^  ~  i2n  djcdi*  *      Py  ~  "Ik  dijdz^-  *       ''-»  ~  'it:  l^  dz^       dz^j 
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^dteignant  le  potent  iel  logarithmique    /  log  (^ -I-  r)  dP.  A  une  distance 

iufiniment  petite  z  de  la  surface,  ces  trois  formules  donneront,  vu  les  rela- 
tions (9)  de  la  page  381, 

Px-      "^OT'    Py-     ^     dy     '    P,-^(^^y) 

ou  p  (x^y)  d^signe,  comme  on  voit.  la  fonction  arbitraire  de  ^  et  ^  qui  re- 
pr^ente,  par  unit6  d'aire,  les  pressions  appliqu^es  k  la  surface. 


DEUXIEME  PARTIE 

THfiORIE  DES  CORPS  fiLASTIQDES,  DONT  QUELQUES-UNES  DES  DIMENSIONS 

SONT  TRfiS  PETITES  (INFINIMENT  PETITES) 


CHAPITRE    IV 


TIGES  MINCES 


J  47.  —  Bases  g^n^rales  de  la  thterie  des  corps  dost  ime  on  deux 

dimensioiis  sont  trds  petites. 

C'est  k  Kirchhoff  que  Ton  doit  la  th^orie  rigoureuse  de  la  deforma- 
tion des  corps  ilasliques  dont  une  ou  deux  des  dimensions  deviennent 
tr6s  petites.  II  en  a  d^velopp^  les  principes  dans  son  Mimoire'  de 
r^quilibre  et  du  mouvement  d'une  iige  dastique  infiniment  mince 
(Journal  de  Crelle,  I860,  \ol.  56).  Dans  cc  qui  va  suivre,  sa  m^thode 
sera  expos^e  avec  quelques  modifications,  et  born6e,  comme  il  a  &t& 
fait  dans  toute  la  premiere  partie,  k  T^tude  des  corps  dont  r^laslicit^, 
suppos^e  la  m6me  dans  lous  les  sens  tranversaux,  ne  pr^sente  des 
dift'i^rences  que  pour  le  sens  de  la  longueur  des  tiges  ou  pour  celui  de 
I'ipaisseur  des  plaques. 

On  a  d6ja  dit  ci-dessus  (§  13),  que  si  un  corps  a  des  dimensions 
trie  petites  dans  une  direction  donn^e  quelconque,  on  ne  pent  plus  ad- 
mettre  que  les  d6placemcnls  de  tons  ses  points  restent  petits  dans  Tes- 
pace,  m&vne  en  supposant  tr&s  petits  tons  les  diplacements  qui  sont  re- 
latifs  a  I'interieur  d'un  parall616pip6de  61£mentaire  quelconque ; 
diplacements  dont  les  proportions  dependent  des  six  deformations 
il6mentaires  d6sign6es  par  3,3,3,g   ,g   ,g   .  Imaginons  le  corps 

X       y       z        yz       zx       xy 

entier  divis6  en  petites  parties  ;  par  exemplc,  une  tlge,  en  une  s6ric 
de  trongons  ou  pelites  tigcs  ayont  chacune  pour  section  transversale 
la  section  lr6s  petite  de  la  tige  donnte,  el  pour  longueurs  les  61e- 
menls  de  son  axe  longitudinal ;  une  plaque,  divis^e  en  petits  prismes 
<lont  la  hauteur  soit  I'^paisseur  tr6s  petite  de  la  plaque  et  dont  les 
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sections  transversales  soicnt  Ics  elements  superficicls  de  sa  section 
nioyenne.  Dans  Tun  comme  dan.s  I'aulre  cas,  ces  diverscs  parlies  peu- 
vent  ne  subir  en  cllos-tneincs  que  de  Ires  pelites  deformations,  mais 
les  d6placemenls  relatifs  des  points  des  elements  s6par6s  peu\ent 
s'ajouter  de  mani^re  que  ]e  diplacement,  dans  Tespace,  d'un  certain 
nombre  d'entre  eux,  devienne  trfes  important. 

Mais  les  petits  d6placements  int^rieurs  eux-m6mes  peuvent  acquerir 
alors  un  caract^re  un  peu  difTi&rent  de  celui  qu'ils  ont  dans  les  eicm- 
pies  consid6r6s  jusqu'ici.  Dans  une  tige  dont  les  dimensions  transver- 
sales sont  Onies,  les  flexions  ou  torsions  restent  toujours  tr6s  petites, 
attendu  que  les  constantes,  telles  que  les  moments  d'inertie  des  sec- 
tions, auxquelles  ces  flexions  ou  torsions  sont  inversement  proportion* 
nelles,  peuvent,  multipli^es  par  les  coefficients  d'61asticit6  E  ou  G, 
donncr  des  produits  tr&s  grands.  Cela  n'a  plus  lieu  lorsque  les  dimen- 
sions deviennent  tr6s  petites  dans  une  certaine  direction ;  car  cette 
pelitesse  de&  dimensions  inlroduit  dans  les  formules  de  trte  petits  fac- 
teurs,  deTordrede  grandeur  des  dimensions  elles-m6mes  ;  par  con- 
sequent les  constantes,  dont  les  inverses  detenninent  les  deplacements, 
peuvent  recevoir  de  tr^s  grandes  valeurs  sans  que  les  d6placenicnb 
relatifs  des  points  de  chaque  Mmcnt  cessent  d'etre  tr^s  petits ;  et  Ton 
ne  pent  plus  appliquer  aux  corps  entiers  les  equations  qui  ont  cle 
trouv6es  en  n^gligeant  les  carrcis  et  les  produits  des  deplacements 
ainsi  que  de  Icurs  quotients  differentiels.  Mais  ces  equations  pr6cedem- 
ment  etablies  sont  encore  applicables  aux  ddplacements  interieurs  des 
^l^ments  en  lesquels  nous  venons  de  supposcr  les  corps  decomposes. 

L'application  de  ces  equalions  k  des  elements  tres  petits  donne 
I'occasion  de  faire  usage  d'un  principe  enonce  par  Kirchhoff  et  de 
Inexactitude  duquel  on  pent  facilementse  convaincre.  Ce  principe,  qui 
forme  Tune  des  bases  essentielles  de  sa  thcorie,  est  le  suivant : 

Les  ddplacements  relatifs  des  divers  points  d'un  corps  de  dimensiotu 
tr^s  petites  ne  dependent  que  des  forces  qui  agissent  sur  sa  surface,  ft 
non  de  celles  qui  agissent  sur  son  int^rieur^  si  Von  admet  que  ces  der* 
nitres  ne  sont  pas  extraordinairement  grandes  pour  Vunit^  de  volwne 
par  rapport  aux  premiires  pour  runifd  de  surface. 

On  pent  etablir  ce  principe  par  la  consideration  suivante.  Admel- 
tons  que  Tintensite  des  forces  a^^issant  sur  la  face  exterieure,  ou  sur 
la  surface  enveloppe  du  corps,  rapportee  a  Vunit^  super/icielle,  el  cclle 
des  forces  agissant  sur  Tinterieur,  rapportee  k  Vu7iit^  de  volume^  soieot 
comparablcs.  La  grandeur  totale  de  la  force  agissant  sur  la  surface  du 
petit  corps  est  proporlionnelle  a  cette  surface,  et  reQoil,  en  tout  cas,  un 
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facleur  qui  est  de  Tordre  de  grandeur  de  cetle  mftrae  surface,  divisde 
par  runite  supcrficioUe,  tandis  que  Ja  grandeur  de  la  force  agissant  a 
rinterieur  rcQoit  un  facteur  qui  est  de  Tordre  de  grandeur  du  volume, 
divis^  par  Tunite  de  volume.  Si  done  les  dimensions  du  petit  corps 
sont  des  quantit^s  du  premier  ordre  de  petitesse,  la  surface  sera 
du  second  ordre,  et  le  volume^  du  troisi6me.  Le  facteur  geom^trique 
correspondant  aux  forces  appliqu6es  a  Text^rieur  est,  par  suite,  d'un 
ordre  de  petitesse  moins  eleve  que  celui  des  forces  appliqu^es  a  I'in- 
h'ricur,  si  ces  derni^res  ne  sont  pas,  par  united  de  volume,  tr6s 
grandes  en  intensity,  relativementaux  premieres,  eslimiies  par  unite  de 
superficic.  L'action  h  I'lnt^rieur  devient  ainsi  tr6s  petite  comparati- 
vement  k  Tautre  et  pent  fitre  negligee.  Le  m&me  principe  a  deja  ete 
mis  en  usage  au  commencement  de  cet  ouvrage,  lorsque  Ton  a  con- 
sidere  les  deplacements  internes  d'un  element,  comme  dependant 
seulement  des  tensions  agissant  sur  sa  surface,  et  non  des  forces  agis- 
sant sur  son  interieur.  Ce  qui  a  ^le  applique  alors  a  des  corp3  de 
dimensions  infiniment  pelites  est  etendu  ici  aux  corps  dont  les  dimen- 
sions sont  trds  petites;  et,  toujours  d'apres  ce  mfime  principe,  on 
neglige  les  grandeurs  qui  contiennent  des  puissances  supcrieures 
des  petites  dimensions  par  rapport  h  celles  qui  contiennent  les  puis- 
sances de  degr6  inferieur  de  ces  mfimes  dimensions. 

Les  6tals  int^rieurs  des  elements  dependent  done  seulement  des 
forces  qui  agissent  sur  leurs  surfaces.  Supposons  qu'aucune  force  ne 
soit  applrquc^e  sur  la  surface  libre  d'un  corps;  il  n'y  aura,  pour  deter- 
miner les  etats  interieurs  de  chacun  de  ses  elements,  que  les  tensions 
provenant  des  elements  voisins.  Alors,  Taction  des  forces  appliquees 
sur  rinterieur  ne  sera  plus  negligeabte ;  car  imaginons  un  morceau  de 
dimensions  finies  detach^  du  corps,  les  tensions  qui  unissent  ce  mor- 
ceau aux  parties  voisines  sont  en  relation  n^cessaire  avec  les  forces 
appliquees  a  son  interieur,  et  auxquelles  elles  doivent  faire  ^quilibre. 

§  48.  —  Tlf^e  mince  (ressort,  fll  de  m6tal)  primitivemeiit  rectiligne 
mals  ayant  nne  section  transvenale  de  forme  qnelconque.  Consi- 
deration des  616mente  ou  trongons  trte  conrts  solidaires  entre 
eux,  dans  lesqaels  on  peat  la  concevoir  divis^e. 

Je  vais  d'abord  m*occuper  des  corps  dont  deux  dimensions  sont  tr6s 
petites  par  rapport  a  la  troisi^me,  par  consequent  des  tiges  minces. 
Je  considererai,  en  premier  lieu,  les  tiges  originairement  rectilignes 
et  ayant  partout  la  mdme  section  transversale.  On  a  dkja  suppose 
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ci-dessus  de  pareilles  tiges  fornixes,  dans  1e  sens  de  Icur  longueur,  de 
petits  tronQons  ou  cylindres  dont  la  surface  lat6rale  ne  supporte  au- 
cune  action  ext6rieure,  et  qui  ne  sont  soumis,  b  rinlirieur,  qu'a  des 
forces  susceptibles  d'etre  n£glig6es;  maissur  les  bases  planes  desquek 
agissent  les  forces  ^lastiques  ^manant  des  trongons  voisins. 

On  a  traits  pr6c6demment  le  probl&me  consistant  k  d6terniiner  1  etat 
d'6quilibre  d'un  prisme  ou  cylindre,  6tani  donn6s  les  composantes  et 
les  moments  des  forces  appliqu6es  a  ses  faces  extremes.  Lcsformules 
obtenues  n'^taient  rigoureusement  exactes  que  pour  une  certaine  re- 
partition des  forces  engendrant  ces  composantes  et  ces  moments ;  mais 
leur  dSfaul  de  rigueur,  quand  les  repartitions  sont  diCEferentes^  est  ma- 
nifestement  d'autant  plus  grand  que  la  section  transversale  est  plus 
grande;  et  il  devient  petit  jusqu'ii  disparaitre  si  la  section  transversale 
elle-m^me  diminue  jusqu'^  s'6vanouir  comme  dans  le  cas  qui  nous 
occupe(*).  Quelle  que  soit  alors  en  r^alit^  la  i^partition  des  tensions 
sur  la  section  transversale,  on  pourra,  sauf  des  difl%rences  qui  sont 
d'ordre  sup6rieur  de  petitesse,  les  supposer  r^parties  comme  rindiquent 
les  formules  donnj§es  par  les  solutions  du  probl^me  de  Saint-Venani, 
On  pent  done  immSdiatement  appliquer  ces  formules  aux  petits  de- 
placements  qui  se  produisent  a  Tint^rieur  des  dements  consid6r6s. 

Cc  sont  les  Equations  (65)  de  la  premiere  pai*tie»  page  150,  qui  ser- 
viront  de  point  de  depart ;  il  faut  seulement  y  faire 

comme  on  Ta  d^montrS  au  §  24,  Equation  (70  a),  page  156.  Prenoa> 
pour  origine  des  coordonn6es  la  position  occupfee,  aprte  le  diplace- 
ment,  par  le  centre  de  gravity  de  Tune  des  sections  transversales  limi- 
tant  r616ment;  et  pour  axe  des  z  positifs  la  tangente  a  la  courbe  que 
forme  alors  la  ligne  des  centres  de  gravity  des  sections  transversales. 
Dans  les  6quations  (65)  dont  il  s'agit,  u,  v,  w  doivent  done  s*annuier 
poura:=0,  y  =  0,  z=0:  et  comme,  d'ailleurs,  d'aprfis  sa  d6fmition 
donn6e  par  Tiqualion  (64  c),  page  149,  Q  doit  aussi  s'annuler  pour 
ces  m^mes  valeurs,  il  en  r^sulte 

a'  =  0,    a"=0,    c=0. 

Pour  le  point  de  Taxe  dont  les  coordonnics  sont  0,  0,  dz,  les  d6pla- 
cements  u  et  v  doivent  aussi  s^annuler  puisque  ce  point  doit  rester  sur 
I'axe  des  z ;  il  s'en  suit  que 

b'  =  0,    b"  =  0. 


(*)  Nous  noas  r^fdrons  h  I'avis  exprim^  aux  n^  6,  7  et  cominencement  du  n*  8  de  la  note 
du  §  28,  relatiyement  h  cette  raison,  ainsi  qa*k  ceUes  que  Glebach  donne  ci-ajM^  au  ^  49. 
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Enfin^  propons  pour  axe  des  x  la  tangente,  au  point  d'origine,  k  la 
courbe  formte  par  la  projection  sur  un  plan  perpendiculaire  k  Taxe 
des  2,  dc  la  position,  apr&s  le  d^placement,  d'un  axe  principal  d'iner- 
tie  de  la  base  ou  section  d'ex(r6mit6.  L'ax6  des  y  aura  alors,  naturelle- 
ment,  une  direction  analogue  par  rapport  a  Tautre  axe  principal. 
Ces  deux  conditions  s'expriment  en  posant 

car,  les  points  places  sur  les  axes  principaux,  trte  pr^sde  Torigine,  et 
dont  les  coordonn^es  sont 


dx,        0, 

0, 

0,           dy. 

0, 

eprouvent  les  d^placements  respectifs 

tt      —  f)adx ,        V  • 

-0, 

1 

M  =  0  ,                          V 



•  ^dy ; 

(le  sorte  que,  m6me  apr^s  le  d^placement,  la  projection  du  premier 
point  sur  la  section  transversale  resle  sur  Taxe  des  or,  ct  celle  du  se- 
cond sur  Taxe  des  y.  Decette  mani^re,  la  position  g6om6trique  du  sys- 
t^me  d'axes  coordonn^es  est  parfaitement  ditermin^e.  Dans  la  situation 
naturelle  de  la  tige,  ce  m6me  systeme  des  coordonnies,  si  on  le  sup- 
pose fix^  invariablement  au  premier  Aliment,  est  plac^  de  telle  sorte 
que  I'axe  des  z  coincide  avec  I'axe  de  la  tige,  et  que  les  axes  des  x  et 
des  y  sont  les  axes  principaux  de  la  section  transversale  extreme  de 
r^l^ment  consid6r6.  Les  expressions  des  d^placements,  k  Tinterieur 
de  ce  m6me  Element,  deviennent  alors  : 

I  u=—f)Ux'ha, — ^H-argyj— 9^(fri     g  ^  -^hr'cyj-^-h^z^a.'^^b,'^, 

("^)j  v=—f)\ay+a,xy+a^^*  ~^  \—^\h,xy+\^  '^^  \—h^—a^^—b^'^, 

f  a* 

et  les  tensions  sont  exprim^es  par : 

t    =0 ,       t   =0  ,       t    =0  , 

t,,  =  E[  (a-h  a^x  -+-  Ojy)  -f-  z  [h^x  -f-  b^)] , 


', 


„„|_,,_,[!^+(|_^).]_(|_,)»,^,0j. 
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La  position  giom^triquc  du  systemedesaxescoordonn^eslchoisie 
ici  un  pcu  autrement  que  dans  Ics  6tudes  anlerieures,  mais  celane 
modifie  ^videmiiient  en  rien  les  expressions  des  tensions. 

Ces  Equations  ne  sont  applicables  que  pour  de  Ires  pelites  valeurs 
dear,  y,  2,  carta  section  transvcrsale  n'occupe  qu'un  ties  petit  espacc 
sur  le  plan  des  xy;  de  sorte  que  les  coordonnees  x  et  y  sont  toujours 
trSs  petiles;  et  comme  les  valeurs  ci-dessus  ne  s'appliquent  qu'a  un 
petit  trongon  de  la  tige,  la  coordonnde  z  clle-meme  sera  toujours  tres 
petite  aussi. 

Avant  tout,  il  imporle  d'6tre  bien  fixe  sur  Tordre  des  diverses  gran- 
deurs qui  enlrent  dans  les  formules  pr^dentes.  Designons  par  £  un 
nombre  qui  soit  de  Tordre  des  dimensions  transversales  de  la  tigc. 
a-, I/,  z  seront  de  Tordi^e  de  e.  D'aprfis  les  lormules  (86)  du  §  29,  p.  194, 
les  quantit^s  a,  a^  a,,  ft^,  b^y  6,  s'expriment  par  les  composantes  el 
par  les  moments  de  rotation  des  forces  qui  agissent  sur  la  section  trans- 
vcrsale extreme  de  rilemenl,  et  qui,  en  g^ndral,  sont  tous  du  mfirae 
ordre,  ou  du  moins  ne  tombent  pas  h  un  ordre  de  petitesse  supirieur 
a  un  certain  ordre  d^terminS  et  commun  a  tous. 

Si,  pour  plus  de  simplicite,  nous  supposons  la  section  transvcrsale 
symelrique  par  rapport  a  ses  axes  principaux  dUnertie  qui  sont  paral- 
l^les  aux  a:  et  aux  y,  comme  il  en  resulte 

jjrdfT  =  0  ,       Cy^dtr  =  0  ,       Cx^ydtr  =  0  ,       f  Jry^ifr  =  0  , 

touto  la  parlie  du  premier  membra  de  la  derni6re  Equation  (86)  qui 
est  affcctde  de  b^  et  de  6,  s'evanouit,  c'est-a-dire  que  les  torsions  ac- 
compagnant  le$  flexiotis  des  prismes  a  sections  non  symotriques,  ou 
provenant  des  forces  transversales.  ne  fnisani  pat  couples^  sont 
nulles,  et  comme  Q  se  r^duita  sa  parlie  b^B^,  Ton  a,  si  Ton  pose  pour 
Tabreviation  et  I'analogie 


(.77,  E..  =  c[..+  X.-l/(3_,f|)..] 


(•) 


(*)  Cetle  dgalii^ (177),  ainsi  que  Teipression  (178)  Es-^^bo^C,  sont  ce  qui  <Uaiiit  5.  C^^ 
une  quanlit<S  linteire,  ou  du  premier  degr^  g6om6triquement,  analogue  i  x  et  i  a,  ^ 
Clebsch  introduit  pour  donner  de  la  symitrie  h  ses  Equations  uU^rieures.  Lea  Kgoes  *, ' 
sent  des  rayofu  de  gyration  ^  longueurs  telles  quo  leurs  Carres,  multipU^  par  la  aoperlkie 
9  d'une  section  trans vei^ale  d'une  tige,  donnent  les  deux  moments  d'inertie  fmmcipmmj  M 
plus  grand  et  le  plus  petit)  de  celte  section  autour  de  droites  qui  y  sont  incies  par  sov 
centre  de  gravity,  en  sorte  que  les  produits  B  x*  9,  ^  A*  9  sont  ce  par  quoi  il  faut  muHiplie 

1     1 
les  courburM  oo  les  inverses  - 1  ->  des  rayons  de  courbure  des  projections  de  sa  §hrt 

P    P 

rooyenne  (primitivemcnt  droite  et  devenue  courbe)  sur  deux  plans  passant  par  la  tangcoc^ 
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les  six  formules  suivantes  : 

_  C  1.  _        ^' 

R'  A 

(»'^)  {      ^^  =  -E5?;  '  **  =  EX^' 

_  A'  fc  —  J_ 

Dans  ces  formules,  Ics  rayon's  d'inertie  ou  dc  gyration,  x,  X  sont  du 
premier  ordre,  ^  est  6galement  du  premier  ordre,  comme  nous  allons 
le  voir  en  examinanl  les  fonctions  B,,  en  m6me  temps  que  les  aulres 
foncliorts  B^  B,  qui  cntrenl  dans  I'expression  dc  Q. 

Celte  expression  est  [§  24,  (68  a),  (70  a)]  de  la  forme 
(178  a)  Q  =  Mo+Mi4-M2, 

dans  laquelle  les  fonctions  B  doivent,  en  chaque  point  de  la  section 


h  celte  fibre  et  par  les  axes  principauz  de  cettc  section,  pour  avoir  les  momenta,  autour  des 
deux  mtoes  axes,  des  forces  ^lastiques  de  la  mati^re  de  la  tige  mises  en  jeu  par  sa  flexion, 
Ehbien,  de  mime,  I'auteur  appelle  3-  une  ligne  dont  le  carrd  multipli6  par  la  superficie  9  de 
la  section  et  ptr  le  roSme  coetllcient  ou  module  d'^laslicitd  longitudinale  B  de  la  mati^re  de 


roalidre  de  la  tige,  misea  en  jeu  par  la  torsion  qu*elle  ^prouve. 

Si  la  section  de  tout  prisme  qu'on  lord  restait  plane,  comme  Tont  pensd  beaucoup  d'au- 
leurs,  mats  ce  qui  n'est  vrai  que  lorsque  son  contour  est  circulaire,  on  aurait  simplement 

3.1  —  ^  (x*  -}.;«).  Le  terme  entre  crochets  affecl^  d'une  inldgrale  dans  Texpression  (177)  de  Ed^ 

est  dO  au  gauchiMement,  necessairement  pris  par  toute  section  de  tige  tordue  quand  celte 
Ecciion  n'est  pas  un  cercle;  ainsi  qu'on  I'a  prouv*  a  la  Note  finale  du  g  31. 

Quand  la  section  9  est  une  ellipse  (auquel  cas  le  plan  de  la  section  se  courbe  en  parabo- 
loide  byperbotique),  il  a  M  lrouv6  &  ce  ^  31,  p.  209,  et  exprim6  surlout  au  n"  0  de  sa  Note 
finale  cit6e,  p.  219,  qu'on  a  pour  le  moment  de  torsion 


M,(ou  — CO  =  g|j^,  1^,06  Io=(x(x*-hA«) 


Ell  comparant  celte  expression  icelle  (178)  de  b^  qui  est  la  mtoie  chose  que  -^t  ona,  pour 

la  section  eUiptique, 

G  1       g«     _    1     G     c*     . 

^'"E4^x*-fi*'~3M8Ex*4-A«' 

et  il  rtoulte  de  ce  qui  a  tXib  rapport^  au  mdme  d'  9  de  la  Note  du  g  31  que  cette  formale, 
exacte  poar  les  sections  en  forme  d'ellipse,  pent  6ire  adopts  approximativement  ^or  des 
sections  de  formes  diff(6rente8  et  trto  Tariees. 
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transversale,  satisfaii-e  k  ces  equations  qui  sont  celles  (69)  du  §  % 
p.  154.  • 


,_. 12  —  0 


,    'J  —  0  • 

et,  en  chaque  point  de  la  p6riph6rie,  aux  suivantes  qui  sont  celles  (70), 
m6me  page  154. 

^^Bo  .  ^>Bo  .  . 

TpCosj>  -f--^sin/i  =  a:smp — ycos;^, 

£}x 


Dx 


,  ,  ^B,  .  r   y«      /E      ,  \  ;cn  .       .   /E        \ 

fcosp  +  ^*sin;>=[^i^|.4-(^g  — 39J  jj8in;>4-(^g  — 9Jxycos/». 


Dans  ces  Equations,  posons 

a;=ey,       y  =  gy\ 

Puisque  a:  et  y  sont  partout  de  Tordre  de  e,  x'  et  y'  sont  des  nombm 
finis.  L'^quation  de  la  section  transversale  se  transforme  en  une  Equa- 
tion en  x'  et  y'  qui  nc  reprtsentc  rien  auti^e  chose  qu'une  figure  sem- 
blable  a  la  section  transversale,  dont  les  dimensions  sont  augroentees 
dans  le  rapport  de  e  &  1 ;  et,  par  consequent,  une  figure  de  dimensioos 
finies,  puisque  les  dimensions  de  la  section  non  grandie  6taient  de 
Tordre  de  e.  Dans  ce  passage  d'une  Equation  k  Tautre,  les  quantites 
cos  Pj  sin  p,  restent  de  grandeur  finie.  Nous  obtenons  done,  pour  la 
p6riph6rie,  les  Equations : 

—  cos  »  4-  ^  sin;; = i  (x'  sinp  -h  y'  co^p) 
iox  icy 

^co8p-h^8in/,=.'j[9^V(§-59)^]cos;,+(§-9)x'y'.in;.| 

oil  toutes  les  grandeurs,  k  I'exception  de  e,  sont  finies. 

Les  Equations  gEnErales  auxquelles  doivent  satisfaire  B^y  £p  £,,  ue 
sont  nullement  changEes  par  cette  substitution,  a  la  seule  dilTerencc 
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prSs  que  x  ety  sent  remplactes  par  cc^  ei  t/.Le  facteur  e  disparail  de 
toutes  ces  Equations  en  posant : 

el  nous  pouvons  par  consequent  consid^rer  ff^^  B'p  B',,  comme  des 
grandeurs  qui  conservent  une  valeur  finie  dans  toule  l'6tendue  de  la 
section  transversale.  Par  consequent,  nous  voyons  que  B^  esl  de  Tordre 
de  e'  et  que  S^  et  6,  sont  de  i'ordre  de  e* ;  et,  d*apr6s  ce  qu'on  vient  de 
dire,  les  quotients  diff6rentiels  de  B^  sont  aussi  de  I'ordre  de  e*. 

On  voit  que  ^  est  eflectivement  du  premier  ordre,  comme  nous 
I'avions  dit,  puisque  tons  les  termes  de  ^^  sont  du  second  ordre. 

Si  maintenant  i'on  r^duit  les  expressions  de  u,  v,  w,  au  moyen  des 
Equations  (178;,  en  n^gligeant  les  termes  qui,  d*apr6s  ce  qu*on  vient 
de  dire,  seraient  d'ordre  sup^rieur  de  petitessci  il  reste : 

L<r  .  u=—f)k   -^^^  2X* P' 

(179)       I     Ea..=  9B'f+A'2i^:=|i±iVc'g. 

E.r.u;  =— B'^  +  A'^-C'§; 

equations  qui  ne  contiennent  plus  que  les  moments  de  rotation,  et 
qui  sont  devenues  compl^tement  ind^pendantes  des  composantes 
A,  B,  C.  Si  on  veut  consid6rer  le  cas  ou  la  composanle  C,  agissant 
dans  la  direction  de  Taxe  de  reiiment,  aurait  une  grandeur  d'ordre 
sup^rieur  a  celui  des  autres  forces,  il  faudrait  ajouter  k  ces  Equations 
les  termes 

(179  a)  —  9&r  ,        —  ijCy  ,        t)Qa . 

Dans  le  cas  ou  ce  seraient  les  forces  A,  B  qui  deyiendraient  d'une 
grandeur  prSponderante,  les  termes  k  ajouter  deviendraient 

(1796)         ]     -p,(A^-^B?^)-B^.. 

2«  (kx  ^  By\  ,  AB,  .  BB,      .  a:y'      „  xhf  . 
2  U'      "J?"/      "J^      '^""    "5^""    "«^* 

cc  qui  donnc  lieu  a  des  considerations  parliculieres. 
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g  49.  —  Condltioiis  auxquelles  doivent  satlsfaire  les  divert  Mmtwh 

pour  former  une  tige  continue. 


Lorsque  Ton  a  ainsi  trouv^  les  Equations  qui  pcuvent  Fcpreseoler 
Ics  6tats  int^ricurs  d*un  6l6ment  ou  tron^on  appartenant  au  corps 
consid^re,  c*cst-a-dire  les  deplacemcnts  u,  v,  w  de  ses  points  dans  les 
sens  des  Irois  axes  qui  lui  sont  particuliers,  et  les  composantes  des 
tensions  suivant  les  mdmes  sens,  il  resle  a  rechcrcher  lesquels  <ie 
CCS  6lats  sont  compatibles  avec  la  condition  que  les  divers  elements 
forment  un  corps  continu.  L'etude  suivantc  donne  la  solution  de 
cette  question,  et,  en  mi^me  temps,  determine  la  forme  que  pi'cnd  la 
tige  apris  les  d^placements  de  tons  ses  points. 

Rapportons.  k  un  sysl6me  de  coordonnees  recta ngulaires  fi.rt's, 
appel6es  x\  y\  a',  les  points  des  divers  6I6ments  ou  tron^ons  dans  les- 
quels nous  avons  partage  la  tige;  ct  d6signons  par  (,  iq,  2^  les  valeurs 
de  ccs  coordonnees  nu  point  que  nous  avons  choisi  tout  a  Theure 
pour  origine  des  petiles  coordonnees  a:,  j/,  z  des  autres  points  dc  IVle- 
ment  consid6r6  en  particulier.  Ccs  valeurs  §,  r<,  1^  sont  difrerenles  pour 
les  divers  elements,  et  la  serie  des  points  (^  =  5,  j/'=i3,  s'=;i  con- 
stitue  la  ligne  des  centres  de  gravit6  des  sections  tiansvcrsales  dela 
tige  dfeformcie.  Nous  supposons  que  cette  ligne  etait  primitivement 
droite;  et  si  nous  designons  ensuite  par  s  la  distance,  a  Tune  des 
extremites  dc  la  tige,  du  point  dont  les  coordonnees  x\  y\  z'  sonl 
maintenant  5,  tq>  ?,  nous  pouvons  considerer  5,  y),  I  comme  des  fonc- 
tions  de  s. 

Les  coordonnees  x\  y\  z'  d'un  point  quelconque  d'un  tron^on  so 
determineront  par  la  consideration  suivantc.  Comme  le  point  dont  il 
s'agit  avail  les  coordonnees  x^  ?/,  z  par  rapport  aux  axes  primitifs  donl 
Torigine  mobile  posside  actuellemcnt  les  coordonnees  5,  r<,  C,  el 
comme  il  a  maintenant,  par  reflet  des  diplacements  et  par  rapport 
aux  axes  primitifs  et  mobiles,  les  coordonncies 

x-\-u  ,        y-{-v  ,        24-w  , 

menons  &  partir  de  cette  m6me  origine,  et  vers  ce  point  particulier, 
une  ligne  bris6e  form6e  d*une  droite  de  longueur  a?  +  u  prise  sur 
I'axe  des  x^  puis  d'une  droite  de  longueur  i/  -h  v  menie  parall&lement 
a  Taxe  des  t/,  puis  d'une  droite  de  longueur  z-^-w  mcnAe  parallele- 
meat  ^  I'axe  des  2;  cette  ligne  bristle  se  terminera  (ividemroent  au 
point  (x,  y,  z)  devenu  [x  -^  u^  y  -^  Vy  z  +  xv)\  et  les  coordonnees  nou- 
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yelled  a/,  y' 9  z'  dc  ce  point,  par  rapport  au  syst&me  des  axes  fixes  se 
composeronl  des  coordonnies  (,  t;,  (  de  I'origine  des  x,  j/,  2,  aug- 
menl6es  des  projections  de  celte  ligne  bris6e  sur  chacun  des  trois 
axes  nouveaux  des  x'  y'  z'. 

Dteignons  done  par  a^,  ^p  7^  les  cosinus  des  angles  que  forme  avec 
les  axes  fixes  des  x\  j/,  z\  Taxe  des  or,  variable  d'un  6l6ment  a  Tautre; 
disignons  de  m£me  par  a,,  p,,  y,»  et  enfin  par  a,  3,  y  (sans  indices) 
les  cosinus  des  ant;les  que  forment  respectivement  avec  les  mSmes 
axes  fixes,  celui  des  y  et  celui  des  z;  c'est-^-direfaisons 

cos  (x, j/)  ==  ai  ,  cos  (^,3^)  =  ^i  f  cos  (x^z')  =  7j  , 
cos  (y,a/)  =  «,  ,  cos  (y,y')  =  p,  ,  cos  (y,z')  =  7,  , 
cos  (a,x')  =  a    ^        cos  (a,!^)  =  P    ,        cos  {z,z')  =  7    ; 

les  coordonn6es  x^,  y\  z'  auront  les  expressions 

!"x'  =  ^-hai{x-hu)-ho^{y-hv)-hoi(z-hw)  , 
y^  =  ri-^p^(x-hu)'\-h{y-hv)-hp(z-hw)  , 
z'=K-hyi(x-hu)-hyf{y-hv)-{'y(z-]'w)  . 

Considirons  maintenant  la  tige  dans  son  ensemble.  Non  seulement 
les  coordonn^es  ^,  y},  2^,  mais  encore  les  cosinus  a,  a^  a,....  y  sont  va- 
riables d'un  trouQon  k  un  autre  et  doivent  par  suite  6tre  consid^r^s 
comme  fonclions  de  s.  Rcmarquons  que  nous  pouvdns  passer  d'un 
point  dc  la  tige  a  un  autre  point  voisin,  dans  la  direction  de  Taxe,  de 
deux  manieres  diffiferentes  :  premiercment,  en  consid6rant  le  second 
point  comme  faisant  parlio  du  m6me  tron^on  que  le  premier,  et  situ6 
par  consequent  dans  la  direction  de  Taxe  des  z  a  une  tr6s  petite  dis- 
tance, ce  qui  i'evient  a  changer  z  en  z-^dz;  secondement,  en  con- 
siderant  le  second  point  comme  I'aisant  partie  d'un  autre  trongon,  et 
occupant,  dans  celui-ci,  une  position  absolument  semblable  k  cellc 
qu'occupe  le  premier  point  dans  le  premier  trongon ;  aloi*s  z  n*est 
pas  chang6,  mais  s  est  change  en  8  +  ds.  Par  la  premiere  operation 
ocf  y'  z'  devienneni 


^-'4'"   ^-f^- 

• 

conde,  ils  deviennent 

27 
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Mais  on  a  Svidcmmcnt  cl2  =  cl5,  car  ces  deux  quantitis  expriment 
la  distance  r6elle  des  deux  points  consid6r6s.  La  continuite  de  la  lige 
sera  manifeslement  assuree  si  les  deux  maniSres  de  passer  d*un  point 
a  un  autre,  qui  viennent  d'fitrc  indiqu^es,  donnent  toujoursle  mftme 
r6sultat,  c'esl-i-dire  si  Ton  a  : 

^__^       dy^_Sif       d^_Z^ 

dz'^  di  '     'dz  ~  d%'     dz~~  Vs  • 

On  aura  done  exprimg  les  relations  n^cessaires  pour  assurer  la  cou- 
tinuil^  de  la  tige  si  on  difl<6rentie  successivement  par  rapport  a  :ct 
par  rapport  k  s,  les  expressions  ci-dessus  (179  c)  de  x',  y',  z'  et  si  on 
igale  les  r6sultats.  On  doit  observer  que  $  entre  non  seulement  dans 
Si  fij  CiA,  a^,....  d6finies  au  commencement  deceg,  mais  peutaussi 
figurer  dans  les  constantes  a,  6,  aj,.-«-  qui  entrent  dans  les  expres- 
sions (176)  page  411,  des  d6placements  m,  v,  w;  en  sorle  qu'oa  doit 
diff(6rentier  les  w,  v,  w  par  rapport  a  s  tout  comme  par  rapport  a  :. 
Les  trois  6galit6s  qu'on  vient  de  poser,  en  y  substituant  les  (179  c), 
et  en  remarquant  que  5,  tq,  IJ,  ainsi  que  les  a,  p,  y»  ai»---M  conslanls 
dans  un  m6me  tronjon,  ne  doivenl  fitre  diff^renties  que  par  rapport 
k  sei  nuUement  par  rapport  k  z^  donnent  ainsi  les  suivantes  : 


du        ^v       I,      dw\  '      du        Dv       i)w 


4M'+<-)'-t+(,+')'^M'+4: 


(180) 


fSu        Sv       (       dw\         du        ^v       8w 


+rfs+(^^-")  «[?+(*-»-")  S^^'^'^Ku' 


7.  -  /i  f,-^y[^^-^)=y^^-^y*^+y 


Ces  6quations  se  simplifient  beaucoup  au  moyen  des  considera- 
tions suivantes. 

Les  neuf  cosinus  a,  j3,  y*-**  ^^  ^^^^  P^^  ind^pendants  les  uns  des 
autres;  car,  a,  ?,  y  sont  les  cosinus  des  angles  que  forme  une  cerlaiiic 
direction  delermin6e  avec  les  axes  ,des  x\  y\  z';  de  m6me  a^,  ?i,  Yi 
sont  les  cosinus  des  angles  formes  avec  les  m6mes  axes  par  une  se* 
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conde  direction^  et  (z,,p,,Y,  par  une  troisi^me.  On  a,  entre  les  cosinus 
relatifs  a  une  m£me  direction  les  relations  suivanles  : 

181)  \  «jH-p;-h7j  =  l  , 

a«-hp«+y=i  . 

De  plus,  ces  trois  directions  sont  celles  des  axes  x^  y,  z  et  sont,  par 
consequent,  pcrpendiculaires  les  unes  des  autres;  on  a  done,  en  con- 
sid6rant  successivement  les  angles  formes  par  deux  de  ces  directions : 

««i-^PPi 4-7  71=0  , 
«i«i+PiPi-*-7i72  =  0  . 

En6n,  il  existe  aussi  des  relations  entre  les  §,  iq,  2;  et  ces  cosinus. 
En  effet,  la  direction  (a,  ^,  y)  coincide  avec  r^lSment  de  la  ligne  des 
centres  de  gravity,  element  dont  les  projections  sur  les  axes  des 
x'j  y\  %'  sont  representees  par  d§,  dtj,  d?  et  dont  la  longueur  primi- 
tive 6tait  cl«.  Si  cet  element  s'est  allonge  de  d  cl«,  d  etant  une  quantity 
tris  petite  du  premier  ordre,  les  projections  de  I'eiement  sur  les  trois 
axes  peuvent  s*exprimer  par 

«£*«(!+<)),        pd»(H-J>)  »        7^(1  +  3); 
et  Ton  a  par  consequent  les  rapports  : 

(183)     |=«(H-3),    ^J  =  |J(H-3),    ^J=y(H-3). 

En  difiiferentiant  mainlenant  par  rapport  &  s  les  Equations  (181)  qui 
expriment  des  relations  entre  les  cosinus,  on  a  les  suivantes : 


En  difrerentiant  de  meme  les  equations  (182)  qui  expriment  d'aulres 
relations  entre  les  cosinus,  et  en  introduisant,  pour  simplifier,  trois 
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iiouvclles  nolations,  r^,  r,,  r  dont  on  verra  plus  loin  la  significalion 
geom6lrique,  on. a 

Si  inainlenanti'on  multiplie  les  equations  (180)  poshes  tout  a  l*lieurc 
enlre  Ics  quotients  differeatiels  de  u,  v,  w,  d'abord  par  a^  p^^  y^,  puis 
par  a,,  p,,  y„  puis  par  a,  p,  y,  ct  si  Ton  additionne  chaque  fois,  on 
obtient,  en  tenant  compte  des  equations  (181),  (182),  (185),  (18i), 
(185),  les  formules  plus  simples  suivantes,  en  retranchant  1  des  deux 
membrcs  de  la  derniere  : 


&u       c-u 


C  ■*  CO 

(186)  {     J-  = ' -  4- r^s -h  «•)  —  r  (x  +  u)  , 

^^^  ^"'     1  /  X  /  X  -^ 


(*)  M.  Boussinesq,  dans  un  remarquahlc  m^moire  d^jk  cite  ft  la  Note  finale  du  §  28 :  Etudf 
uouvel/e  tur  Viquilibre  et  le  mouvenicul  dea  solides  ^lastiques  doni  eerlaine*  dimeu9i<fn* 
sont  trts  pettier  par  rapport  d  d'autresy  prdsentc  k  PAcadcmie  le  3  a?nl  1871  (Comptet 
rcndut,  t.  LXXII,  p.  407  u  et  insere  au  joiinml  de  M.  Liouville*  donne,  k  propos  de  i'exameu 
qu'il  fait  de  la  lli^rie  de  M.  Kirchhofl'  &ut'  les  liges,  line  demonstration  plus  simple  et  plus 
directe  des  formules  (186),  qui  dispense  de  la  consideration  des  axes  fixes  ou  exteheurs 
x't  /,  s'  ct  qui  met  plus  en  Evidence  la  significalion  de  ces  formules. 

Elle  se  fonde  sur  ce  que         x^  y^  s 

[a)  et      a;  +  w»      V  +  ^y      3 -J- to 

dtant,  avant  et  apr6s  Ics  deplacements,  les  coordonn6es  d'une  molecule  dans  le  sysl&me  d^axes 
des  X,  y,  z  dont  I'origine  0  est  k  la  distance  s  de  I'extremite  de  la  tige,  les  coordonnees  de 
In  mdme  molecule  dans  un  systdme  d'axes  ayatit  leur  origine  0,  k  une  distance  00|  =^di  de 
Tautre,  auront  dte,  avant  les  deplacemeuts  : 

et  seront,  apr^s  les  dcplacements,  en  appelant  d  la  proportion  de  la  dilation  eprouTee: 
{b)  x-^u^^dt-^-^ds,  y-^v—^^ds-^^^di,    s  — c/»(l  +  <))  +  w— ^</*-f|-«/#, 
pui;:,  k  epaler  ces  secondes  coordonn^es  k  ce  qu'on  trouve  en  transformant  les 


(3r-4-u,  y-hv^  ^  +  v>)  d'un  systcmc  d'axes  dans  rautre. 

Pour  cetie  translormation.  il  faut  connaltre  lea  cpsinus  des  angles  des  directions  x,  y,  s, 
arec  celles,  que  nous  appellerons  Xg,  y^,  a|,  dea  coordounees  du  second  systteie. 
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Si  inaintenant  les  formnles  (1 79)  du  g  48,  p.  415  doivent  rcpresentcii- 
dcs  deplacemcnts  r^elleraent  possibles  d'el^menfs  appartenant  a  \\n 
corps  conlinu,  dies  doivent  salisfaire  a  ces  6qualions,  k  cela  pr6s  de 
quantiles  d'ordre  superieur  de  petitesse. 

Nous  pouvons  encore  remarquer  que  w,  v  el  w  sont  loujours  trfis 
petits  par  rapport  a  x,  y,  z^  et  que  la  differentiation  de  ces  quantit^s 
par  rapporl  a  z  aura  pour  rfesultatd'abaisserd'un  degr6  I'ordre  de  leur 
pelitesse;  ce  qui  n'aura  pas  lieu,  en  g^ndral,  dans  la  differentiation 
par  rapport  i  «;  de  sorte  que  les  quotients  differentiels,  par  rapporl 
i  8  peuvent,  en  general,  6lre  n6glig6s  vis-a-vis  des  quotients  diff6ren- 
tielspar  rapport  a  z.  Les  forinules  (186)  se  r^duisent,  ainsi,  auxsui- 
vantes  : 

(186  b)  ^       ^  =r^z  —  rx  , 

Dw  ^^ 

riles  en  dilTdrent  infiniment  peu,  on  a,  k  cela  prte  de  quautitds  trte  petites  du  second 
oj-dre 

cos  (ar,,ar)  =  l  ,   cos(y„y)=ii,   cos(S|,2)  =  l, 

et  les  six  antres  cosinus  des  angles  de  ;r|,  y|,  %i  avec  x,  y,  s,  sont  infiniment  petits  et  pro- 
poriionnels  k  la  distance  00|  =  £/s  des  deux  origines.  Faisens  done 

cos  (sf ,  3|)  ssri  <f«,   cos  (a,  «|)  =  r^tif  ,   cos  (x,  y^)  =  n/«. 

En  exprimant  que  0,  y^ ,  0|  3|  sont  perpendiculaires  I*un  k  Vautre,  ou  que  I'unitc  de  lon- 
gueur portde  8ur  0|  y^  k  partir  de  0|  donne  x^ro  lorsqu'on  la  projette  sur  0|  s, ,  on  a  : 

cos  (y,  x)  cos  [z  Sj)  +  cos  (y,  y)  cos  (y  aj)  -f  cos  (yi  s)  cos  (»  a,)  =  0 

qui  se  rdduit,  en  effacant  les  quantity  du  second  ordre,  k 

C08(3|  y)-hcos(y,s)  =  0; 

et  comme  on  obtient  deux  relations  semblables  en  exprimant  la  perpendicularity  de  s,  sur 
2i ,  de  X|  sur  y^ ,  Ton  a,  pour  les  trois  derniers  cosinus 

C08{yi,3)= — r|</«,  cos  (sj ,  x)  =  —  r, rfa  ,  co8(a-j,y)=  —  rds. 
Ayant  ainsi  les  neuf  cosinus  des  angles  des  axes  partant  de  0|  sur  les  axes  partant  de  0, 
on  peut,  comme  k  I'ordinaire,  exprimer  les  coordonn^es  nouvelles  (6)  en  fonction  des 
ancieunea  (a),  en  proietaut  sur  les  directions  des  nouvelles  la  distance  0|  N  remplacee  par 
la  ligne  bris6e  fonu^  par  I'ensemble  de  ses  projections  x  +  u^  y+v«  ^  —  dt-^-w  sur  les 
directions  des  anciennes  coordonn^cs.  La  troisiime  coordonu^  fournit  ainsi  I'^uation 

3  — rfa(i  4-3)4-w  — ^d»-f~rf*  =  — (x-l-tt)r,rf#4.(y-f  t>)r,rf*  +  »  — d#4-w; 

ou,  en  rMuisant,  la  troisi^me  des  Equations  (185)  dont  les  deux  premieres  s'obtiennent  de 
mdme  en  supprimant  les  termes  affects  de  </«*.  . 

(*)  Le  raisonnemeut  que  vient  de  faire  Tauteur  est  tr^  salable  quant  k  la  possibilitc  de 
supprimer  u,  v,  w  devaut  z,  y,  z  dans  les  parentheses  des  Equations  (186).  line  Test  pas,  ou 

il  manque  de  clart^  quant  k  la  suppression  <le  ^  *  w- »  77-  •  Et  I'on  pent  en  dire  aulant 

du  raisonnement  fait  par  M.  Kircbhoff  lui-mdme  pour  motiver  cette  suppression,  car  il 


422  CHAP.    rV.    —   TIGES   MmCES. 

Si  Ton  compare  leurs  coefficients  avec  ceux  des  valeurs  de  u,  v,  w 
ir6es  des  6qualions  (179),  §  48  page  415,  on  oblient : 


(187) 


'•i  = 

A' 

E(rx> 

f 

»•,= 

B' 

Ea\* 
C 

9 

Ea^«    ' 


Aucun  terme  de  la  valeur  de  -^7-,  ainsi  deduile  dela  troisiemc  (179), 

ne  correspond  au  terme  3  qui,  en  g6n6ral,  est  d'ordre  sup^rieur  de 
petitesse.  Mais  si  Ton  suppose  que  la  composante  longitudinale  C  des 
forces  soit  tres  grande  par  rapport  aux  moments  A',  B',  C ;  el  si,  en 
consequence,  Ton  ajoute  les  termes  (179  a)  aux  expressions  (179), 
comme  nous  avons  dit  qu'il  fallait  alors  le  faire,  on  a  : 

(187  a)  7>  =  ^: 


dit  (g  2  du  U^moire  citd] : «  u,  v,  10  Stant  infiniment  petits  Tis-4-vis  de  ^^9  ^r-  j  jr-y    sappos^ 

que  ^  ,  7r-»  -^  ne  soient  pas  infiniment  grands  Tis-ii-vis  de  u,  9,  w,  alors  ces  quotients 

difr^rentiels  selon  s  sont  infiniments  petits  Yis-&-vis  de  ceux  selon  2.  b 
Yoici,  je  pense,  comment  on  peut  y  supplier,  et  rendre  la  veritable  pensfe  de  M.  Kirdiliofl'. 

suivi  par  Clebsch  dans  tout  ce  qui  est  ici  expose. 
Le  petit  d^placement  relatif  u  (ou  v,  ou  w)  d'un  point  (a;,  y,  z)  d*un  troncon,  ou  Vnds  da 

d^plflcement  absolu  de  ce  point  sur  celui  du  centre  {x  s=3  0,  ^=0, 2  =  0)  do  la  base  du  troDcon 

auquel  il  appartient,  est  suppose  varier  d'une  roani^re  continue  ou  nulle  part  brusque. 

Su 
d'un  bout  k  Tautre  de  la  tige.  Si  done  /  est  la  longueur  de  celle-ci,  r^  est  de  Tordre  de 

grandeur  de  JL^ — 0,  ti^  et  u  dtant  les  valeurs  de  u  aux  points  qui  sont,  dans  les  deoi 
troncons  extremes  «  =  0,  s  =  /,  les  homologues  de  celui  (x,  y,  2)  du  troncon  propose,  oo 
ayant  les  mdmes  petites  coordonndes  locales.  Quant  &  ^  »  si  X  est  la  longueur  da  troocoo 

auquel  le  m6me  point  appartient,  il  sera  de  Tordr^  de  grandeur  de  ~t P,  v^  et  «^  ^taot 

les  valeurs  de  u  aux  points  homologues  de  la  base  3  =  >  et  de  la  base  s^O  de  oe  troocoo* 
Les  numdrateurs  de  ces  deux  fractions  sont  du  mdme  ord^e  de  grandeur,  savoir  Tordrp  de 
la  grandeur  de  u  lui-m^me  qui  s'annule  au  centre  de  la  premiere  base  de  cbaque  tno^om. 
Le  d^nominateur  de  la  premiere  est  infiniment  ou  incomparablement  plus  grand  que  le 

ddnominateur  de  la  seconde.  Done  Ics        '   ' — ■  sont  incomparablement  plus  petits  que  le$ 

^  (u,  V,  w) 

w^ — '  et  peuvent  6tre  effaces  devant  oeux-ci. 
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La  consideration  des  termes  (179  6),  page  415  qui  dependent  des 
composantcs  Iransvcrsales  A,  B  suppos^es  pr6pond6rantcs,  n'est  possible 
que  dans  rhypoth^se  ou  les  quotients  difKrentiels  de  ti,  v,  w  par  rap- 
port k  8  sont  du  m6me  ordre  de  grandeur  que  u,  v,  w.  Si  Ton  admet, 

de  plus,  que  dans  les  expressions  de  -^r-'  -^r  »  -c^^  les  termes  7~»  -V 

■^  ^  ^  Ss     Ss      1)8  8s        i)8 

deviennent  trfes  grands  par  rapport  aux  valeurs  de  r^  et  de  r,,  on  ob- 
tient,  en  conservant  dans  les  Equations  ( 186)  les  termes  correspondant^ 

d8  T8  W 

Ce  rdsultat  a  une  signification  simple.  II  montre  que  la  tige  doit  6tre 
soUicit^e,  en  g6n6ral,  k  recevoir  une  forme  telle  que  les  composantes 
lal^rales  des  forces  ne  deviennent  disproportionn6ment  grandes  pour 
aucune  des  sections  transversales.  S'il  n'est  pas  possible  que  la  tige 
acqui^re  en  tons  ses  points  une  forme  satisfaisant  k  cette  condition,  il 
y  aura  certains  endroits  pour  lesquels  les  forces  A,  B,  perpendiculaires 
a  I'axe  de  r616ment,  deviendront  trfes  grandes,  et  pour  lesquels,  par 

consequent,  Tun  des  quotients  diffferentiels-^i  ~,  ou  les  deux  51a 

fois,  acquerront  une  trfes  grande  valeur.  Pour  voir  la  signification  g6o- 
meirique  de  ce  fait,  il  suffil  de  remarquer  que  Ton  a,  d'aprfes  les 
expressions  (179)  donnant  u  etv  ; 


Shi      B' 

^           A' 

iia'      Ea)i»          *"•  '. 

Sz*            Eax» 

On  a  Ak\k  dit,  au  g  38,  que  les  premiers  membres  des  egalit^s  qu'on 
vient  d'6crire  repr^sententj  d  de  tr^s  petites  quantiUs  prds^  le8  inver- 
ses des  rayons  de  courbure  des  projections  de  la  ligne  des  centres  de 
gravity  sur  les  deux  plans  passant  par  taxe  de  V^l^ent^  et  respecti- 
vement  par  les  deux  axes  principaux  de  la  section  transversale.  Cest 
done  cette  signification  que  possbdent^  abstraction  faite  du  signe^  les 
qnantit^s  r^,  r,.  Et,  dans  le  voisinage  des  points  dont  il  vient  d'fitre 
question,  un  de  ces  rayons  de  courbure,  au  moins,  doit  changer  trfes 
rapidement  de  valeur,  puisque  Tun  des  deux  quotients  diffferentiels 

ir    ^r    ' 

-—y  y^y  au  moins,  devient  trfes  grand. 

On  peut  trouver  imm6diatement  aussi  la  signification  g6ometriqu8 
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de  r.  On  a  d6j&  vu  au  g  27,  page  168,  que  I'angle  de  torsion  d'une 
tige  de  longueur  /  est  exprime  par  bji.  Dans  le  cas  present,  /  a  pour 
valeur  la  longueur  ds  d'un  61(5ment,  el  Ton  a 

la  quantiU  ddsign^e  par  r  a  done  une  signification  telle  que  rds 
repr^sentela  torsion  deVdUment  ds. 

§  50.  —  CondltioiiB  d'6qiiUibre  de  la  tige. 

Pour  determiner  compl6tement  la  forme  aflect^e  par  la  tige,  nous 
allons  etablir  les  conditions  de  I'^quilibre  ext^rieur  d*un  dement  de 
longueur  ds,  soumis  aux  forces  ^manant  des  6l6ments  voisins  aiusi 
qu'aux  forces  ext6rieures  agissant  sur  Tinterieur  de  cet  616ment,  et  qui 
toutes  ensemble  maintiennentr^quilibre  de  la  tige. 

Dans  la  premiere  partie  de  ce  livre,  nous  avons  (§  28,  notations  78a 
et  786,  page  170)  d^sign^  par  A,  B,  C  les  composantes  totalcs,  et  par 
A',  B',  C  les  moments  de  rotation  totaux  des  forces  agissant  sur  la 
base  extreme  d*une  tige.  Nous  appliquerons  les  m^mes  designations 
aux  forces  agissant  ici  sur  une  des  bases  extremes  d*un  trongon  de 
tige,  de  longueur  infiniment  petite  ds,  les  composantes  etant  prises 
suivant  les  axes  mobiles  x,  y,  z  et  les  moments  6tant  pris  autour  des 
m^mes  axes,  dont  les  deux  premiers  x,  y  sont  traces  sur  cette  base 
par  son  centre  de  gravity,  pris  (§  48,  page  410)  pour  leur  origine ;  et 
le  troisi^me,  des  2,  lui  est  perpendiculaire. 

Pour  trouver  les  composantes  paralleles  aux  axies  fixes  des  x\  }f^  z\ 
nous  projetterons  sur  chacun  de  ceux-ci  les  trois  composantes  A,  B,  C 
paralleles  aux  autres,  x,  y,  z,  et  nous  aurons,  enadditionnant  les  pro- 
ections  sur  chacun  des  axes  nouvcaux  : 

Pour  la  composante  totale  paralieie  ^Taxedes  x\  desdiverses  forces 
agissant  sur  la  base  consider^e  du  trouQon  de  tige  : 

A  cos  [Xjof)  -f-  B  cos  (y,a/)  -f-  C  cos  (z,xf)  =  Aa,  4-  Bo,  4-  C«; 

pour  celle  qui  est  paralieie  h  Taxe  des  y'  : 

Ap.H-Bp,  +  Cp  ; 
et  pour  celle  qui  estparalieie  k  Paxe  des  z*  : 


(')  Yoyei  g  48,  note  de  I'dqtiation  (177),  page  412,  la  d^anition  de  la  quantity  \ioh\rt  5 
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De  m^rne  Ics  moments  de  rotation  autour  de  parall^les  h  ces  trois 
menies  axes  fixes,  tirees  par  Torigine  des  autrcs,  ou  par  le  centre  de 
gravity  de  la  base  ou  section,  sur  ou  a  travers  laquclle  agissent  Ics 
forces  dont  nous  nous  occupons,  serout  toujours,  d  apr&s  la  significa- 
tion des  oLy  ^,  Y , 

iA'flii -f- B'a, -h  C'a ,  autour  de  la  parallele  aiix  a/  , 
A'pH- B'p,  4- C'p , auxy'  , 
A7i-f-B'7,4-C'7, auxx'  . 

Des  composantes  et  des  moments  semblables  agiront  sur  In  seconde 
base  extreme  du  trongon,  mais  avec  des  signes  contraires,  et  aussi 
avec  des  valeursl^gerement  diffcrentes,  resultant  de  la  subslilution  h 
8  de  8  -+-  ds^  puisque  ds  est  la  haulcur  ou  longueur  infiniment  petite 
du  tron^on  consid^r^. 

A  toutes  ces  forces  sur  ou  a  travers  les  bases  du  trongon,  il  convient 
de  joindre  les  forces  exterieures  agissant  (comme  la  pesanlcur)  h  son 
inlLTieur.  Si  nous  d^signons  par  Wlrdyds,  Ydxdyds^  Tdxdxjds,  les 
composantes  de  ces  forces  exterieurcs  parallelemenl  au  systSmc  d'axcs 
fixes,  et  s'exer^ant  sur  un  616ment  parallelcpipede  infiniment  petit 
dxdyds  du  corps  ou  de  son  tron^on,  les  sommes  de  ces  composantes, 
itendues  au  trongon  entier  dont  le  volume  est  a  rfs,  seront  alors ; 

Wds  ,       Vr/«  ,       WJs  ; 

ou  U,  V  et  W  dfisignenl  les  integrates  doubles 
(187  d)  \]=ffx'ds:dy  ,      \=ffTdxdy  ,      \\=:ffzUlxdy  , 

6tendues  a  toute  la  section  transversale  ^  =  //  dxdy  de  la  tige. 

Egalons  mainlenant  k  z^ro  les  sommes  des  composantes  dirig^es 
suivant  cliacun  des  trois  axes  fixes,  et  eifagons  les  parties  des  compo- 
santes agissant  en  sens  contraire  qui  ont  les  mfimes  grandeurs;  nous 
aurons,  en  divisant  par  d«,  ces  trois  premieres  equations  d'6quilibre 
qui  sont  celles  des  composantes,  prises  respectivement 

suivant  les  a:' ,       -r-  (kat^  -f-  Ba,  -f-  Ca)  4-  U  =  0  , 

(*88)  j   _  .   .  lesy',      ^  (Apt -h B?, 4- C^)  +  V  =  0  , 

..   .  .lesz',      ^(A7j-f-B7,-f-C7)-hW=0  . 
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Nous  aurons  les  trois  aulrcs  Equations  d'^quilibre  en  additionnanl 
de  mfime  les  moments  autour  des  paranoics  aux  trois  axes  fixes  des 
^•i  V'i  ^'>  tirees  par  le  centre  de  gravitfi  de  la  premiire  base  du  tron- 
Qon,  et  en  ^galantk  z^ro  les  trois  sommcs  obtenues.  Ind^pendamment 

des  moments,  dont  les  valeurs  A'  ajH-B'aj-hC'a ont  6t6  Rentes 

ci-dessus,  nous  devons  observer 'que  les  composantes,  telles  que  A,  B, 
des  forces,  donnent  lieu  chacune  a  un  couple,  car  ces  composanles 
sont  appliqudes  k  chacune  des  extr6niit6s  du  trongon  de  longueur  d$, 
dans  des  directions  oppos^es,  avec  des  valeurs  igales  k  cela  pr6s  de 
differences  infiniment  petites.  Les  deux  forces  C,  qui  sont  dingoes 
Tune  et  Tautre  suivant  Taxe  du  trongon,  et  par  consequent  a  une  dif- 
f^rence  pris  d'ordre  sup^rieur,  dans  la  m6me  direction,  ne  donnent 
pas  lieu  k  un  couple. 

Les  moments  des  deux  premiers  couples  sont : 

kds  ,    autour  de  Taxe  des  y  , 
—  Bds  ,    autour  de  Taxe  des  x  ; 

car  si,  comme  pr6cedemment,  on  suppose  que,  vu  du  cdte  de  Taxe  au- 
tour duquel  le  moment  est  pris,  un  couple  positif  doit  tendre  k  pro- 
duire  une  rotation  dirig^e  dans  le  sens  de  la  marche  des  aiguilles 
d'une  montre,  pOur  quelqu'un  qui  adoss6  a  cet  axe  regarderait  son 
origine,  et  si  on  se  rappelle  que,  vue  de  I'axe  positif  des  x,  raiguillc 
d'une  montre  se  dirigerait  de  Taxe  positif  t/  k  Taxe  positif  z^  on  volt 
que  les  axes  des  couples  ci-dessus  sont  diriges  suivant  Taxe  des  y  po- 
sitifs,  et  suivant  Taxe  des  x  n^gatifs. 

Les  moments  composants,  par  rapport  aux  axes,  fixes  des  x',  y',  z' 
seront  par  consequent : 

(         a^kds  ,        p,Arf«  ,        7,Ad«  , 
(loo  a)  < 

(      —a fids  ,     —^fids  ,     — 7iBd«  , 

A  ces  couples  (187  c)  et  (188  a),  nous  devons  joindre  ceux  qui  pro- 
viennent  des  forces  exterieures  agissant  sur  rint6rieur  de  1 'element. 

D'apres  les  notations  etablics  plus  haut,  les  moments  totaux  de  ces 
forces  ne  sont  autre  chose  que  les  sommes  des  moments  des  forces 
\'  dxdyds,  Vdxdyds^  Tdxdyds^  autour  de  lignes  menecs  paralieicment 
aux  axes  fixes  des  x\  y\  z'  par  Torigine  des  coordonnees  mobiles  du 
trouQon,  c'est-i-dire  par  le  point  a:'=5,  y'=  tj,  2'=|;,  centre  de  gra- 
vite  de  Tune  de  ses  deux  bases.  Les  points  d'application  de  ces  trois 
forces  agissant  sur  Teiemcnt  paralieiepipede  dxdyds  du  trongon  infi* 
niment  court  a  ds  peuvent  etre  places  en  un  point  quelconque  du  v(v 
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lurae,  infiniment  petit  en  tous  sens,  de  cet  ^16ment\  par  exemplc  k 
Tangle  de  sa  base  dont  les  coordonn6es  mobiles  sont  x^y,  0 ;  car  le 
choix  de  lout  autre  point  n'augmenterait  qu'infinimcnt  peu  les  bras  de 
levier;  on  peut  done  consid6rer  ces  points  d'applicalion  comme  places 
tous  sur  cette  base  pour  laquelle  z  =  0  dans  le  syst^mc  des  coordon- 
n6es  ar,  J/,  z  qui  a  pour  origine  le  point  x'  =  5,  y'=n,  z't=zi^  (com- 
mencement du§  49). 
Les  trois  moments  de  rotation  dont  il  s'agit  sont  done  : 

^  //  [^'  (y'  —  "n)  —  Y'  (^  —  ?)]  ^^y  >  autour  de  la  parall^le  aux  a/, 

ds  Jj'[V(z'  —  i:)  —  V(af—^)]dxdy, aux  y', 

d^ff[r{af  —  l)  —  \^(tf  —  'n)]dxdy.  .  .  , .  .  aux  a'; 

ou,  si  Ton  y  met  pour  a:'  —  5»  j/  —  tq»  «'  —  C  leurs  valeurs  (179c) 

(page  41 7)  a^  (a:  +  w)  -f-  a, (j/  -h  v)  +  a(z  +  u;) ;  g^  (x  -f-  u) en  faisant 

z=z=0>  et  negligeant  les  d^placements  u^  v,  w  devant  ar,  j/,  2,  on  a  : 

rf« jJ[Z'  (^,x  +  p^)  -  Y'  (7^  +  M)]  dxdy  , 
da  Cj[\'  {y^x  -I-  7^)  —  Z'  (fltiX-h  «^)]  dxdy  , 
^fe  jT[Y'  («,a:  -f-  a,y)  —  X'  (Pt j:  H-  p^)]  drrfy  , 

ou  les  integrates  doivent  etre  6tendues  k  la  section  transversale  tout 
enti^re. 
Si  on  introduit  les  notations 

U,  = /jfx'x  dxdy  ,        U,  =  ff  \'ydxdy  , 
(188  b)       j     V,=  jjrxdxdy  ,        y^=(Jrydxdy  , 

^,=  CCvxdxdy  ,       yf^=ffz'ydxdy  , 

on  obtient,  pour  ces  moments,  les  formes  plus  simples  : 

(PiW,4-p,W,-7iV,-7,V,)rf«, 
(188  c)  i    (7,U,  +7,U,  —  fltjW,— flr,W,)d«, 

(«,V,4-«.V. -p,U,-p,U,)A. 
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Et  si  niaintonant  on  6gale  k  z6io  les  sommes  des  moments  (187  n, 
(188  a),  (188  c)  autour  des  m^ines  droiles,  en  eiTa^nl  les  parlies  dc 
celles  du  premier  groupe  qui  viennenl  de  forces  appliqutes  en  sens 
opposes  sur  les  deux  bases  du  tron^on,  et  dont  les  moments  se  d^trui- 
sent,  puis  si  Ton  divise  par  ds,  on  a  ces  trois  autres  Equations,  qui  sont 
celles  d'^quilibre  de  rotation  autour  de  parallfeles  aux  x\  y*,  z'  tirfe 
par  le  point  x'  =  §,  y'='n,  z'=  C  : 

(189){  ^  (A'p,-^B%  +  C'p)  +  Ap,-B?,+7,U,  -hy,V,  -«,W,-a,\V.=0, 

^  (AV  +  B'y,  +  CV)  +  A7,-B7.  +  «,V,  +«,V,  -p,U,-?,l],=0. 

Les  Equations  (188)  et  (189)  donnenl  les  six  conditions  d'iquilibre 
du  trongon  infiniment  court  dont  il  s*agit.  Supposons  effectuees  les 
difliferenliations  qui  y  sont  indiquccs,  et  multiplions  les  Equations  de 
cliaque  syslime,  d'abord  par  a^,  p^,  y^,  puis  par  a,,  Pj,  y,,  puis  a,  ?,  y, 
et  additionnons  chaque  fois  en  ayant  egard  aux  Equations  (18.')) 
page  420  donnant  les  doubles  valeurs  triii6mes  de  r^,  r,,  r,  et  aui 
relations  (1 81)et  (182)  entre  les  cosinus  a,  (3,  y»  fltii-«-«i  '©  sys!6me(18S 
donnera  pour  les  equations  d'equilibre  de  cornposanles  suivant  les 
X  ,y  ,  z    , 

I    ^_^(rB-r,C)4-«,U  +  p,V  +  7.W=0  . 


(190) 


;^+(r,C-rA)4-.,U  +  p,V  +  Y.\V  =  0  , 

S  -♦-('VV  — riB)4-aU4-?V-h7W=0  . 


Pour  construire   de  mi>me  les  oqualions    resultant    du  syst^me 
(189),  il  faut  rcmarquer  que  les  additions  indiqu^es  de  produitS]>ar 

flj  =  cos  {x\x),  a,=  cos  (x',  J/),  a  =  cos  (x\  z),  pj  =  cos  (y\  x) 

des  cornposanles  et  sommes  de  composantes  de  forces  ou  de  moinenb 
suivant  les  x',  j/',  z'  qui  enlrent  dans  les  Equations  (188)  comme  dans 
celles  (189),  reviennent  a  en  deduire  les  sommes dis  cornposanles  des 
m(imes  forces  et  des  mrmes  couples  snivnnt  l(.r>  axes  mobiles  des 
X,  y,  z,  ou,  au  demeurant,  a  faire  un  changement  de  coordonnt'^s 
ou  de  directions  de  decompositions.  Celte  remarque  donne  Ic  mojtsn 
d'^crire  imm6diatement  les  termes  des  Equations  delinilives,  qui  doi- 
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vent  provcnir  des  forces  extdrieures  agissant  sur  Tinl^rieur  des  Ele- 
ments ;  ce  qui  conduit  a  des  formes  plus  simples.  En  decomposant 
ainsi  les  forces  mdxdyds^  Tdxdyds,  I'dxdyds  paralliilement  aux 
axes  x^  ?/,  z,  on  obtieni  manit'estemcnt  les  composanles  : 

(fliiX'  -h  p  J'  -h  nZ')  dxdyds 
(a;^'-h^,T-hyJL')dxdyd8 
(«X'  4-  PY'  4-  yZ')  dxdyds. 

Les  sommes  des  moments  des  couples  proc6dant  de  ces  forces  dans 
Ic  tron^on  cds,  pris  par  rapport  aux  axes,  des  x.  y,  2,  sont  les  sui- 
vantes  : 

ds  ff(oi\'  -h  PY'  +  7Z')  ydxdy  =  («ll.  H-  p  V,  -f  vW,)  ds , 

—  ds  jT («X'  +  pY'  +  7Z')  xdxdy  =  —  (ctUi  +  pV,  -f-  7WO  cZ«. 

rf«  j[jr[(«.X'  +  p,Y'  +  7,Z')  a:  -  (.,X'  -f-  p,  Y'  -f-  y.Z')  y]  ^dy  = 
=  («.Ui  H-  P.V| + 7.W,  -  «,U.  -  p, Y,  -  7,W.)  ds. 

Les  Equations  (189),  en  les  multiplianl  et  les  additioniiant  comme 
il  est  dit  plus  haul,  donnent  les  suivantes  ou  les  premiers  termes  pro- 
viennent  de  rEduclion  faites,  comme  pour  les  equations  (190),  en 
tenant  compte  des  Equations  (185)  qui  dEfinissent  r^  r,,  r,  ainsi  que 
lies  relations  des  cosinus  (181)  et  (182),  et  ou  les  derniers  termes, 
affectes  des  U,  Y,  W,  sont  obtenus  au  moyen  des  considErations  que 
nous  venous  de  presenter  : 

^H-BV  — GV,  — B-hotU,-hpV,-f-7W,=  0 

(191)  {    ^  +  CV,  — AV-hA  — aUj-pV,-.7W,  =  0 

^'-+-A'r,-B'r,+«,U,  +  p,V,  +  7.W,-ciA-PiVi-7i\V.=  0. 

Au  reste,  si  Ton  avait  exEcutE  sur  les  termes  en  U,  V,  W,  U^,....  des 
Equations  (189)  les  mEmes  opErations  que  sur  les  termes  en  A,  B,  C, 
A',  B',  C,  c'est-k-dire  si  on  les  avait  multipliEs  comme  ceux-ci  succes- 
sivement  par  a^  p^  Yj  puis  par  a,,  p,,  Yii  P^'s  par  a,  p,  y  en  ajoutant 
chaque  fois  les  produits  ainsi  donnEs  par  les  trois  Equations,  on  au- 

rait  trouvE  toujours  les  termes  en  U,  Y, des  Equations  (191),  mais 

moyennant  qu'on  se  fut  servi ,  pour  simplifier  les  rEsultats  de  ces  mul- 
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tiplications  et  additions,  des  relaiions  connues  suivantes  entre  les  neuf 
cosinus  a,  p 

i«i=ft7— 7tP»  Pi=7j«  — ««7»  7i  =  «tP  — Pi«» 
«i  =  P7i  —  YPi .  P.  =  7«i  —  «7i »  7t = «Pi  — M» 
«=Pi7i— 7iPa»         P=7i«i— «i7i»         7  =  «iPi— ftV    0 

Les  Equations  (190)  et  (191)  peuvent  6tre  appliqudes  partout&Ia 
place  des  Equations  (188)  el  (189),  et  elles  en  tiennent  parfaileinent 
lieu. 

Si  mainlenant  on  observe  que  les  quantit^s  (187  d)  U,  Y,  W, de- 
pendent en  g6n6ral  des  §,  y;,  C  difinis  au  commencement  .du  §  49,  e( 

par  consequent  aussi  des  a,  ^, ;  et  si,  au  moyen  des  Equations 

(187)  on  exprimeles  A',  B',  C'en  fonction  de  r^  r,,  rqui  sent  aussi,  par 

definition,  des  fonctions  de  a,  ^ ;  si,  ensuite,  Ton  consid&re  qu*au 

moyen  deleurs  six  relations  (181),  (182),  les  neuf  quantity  a,  P,..- 
peuvent  s'exprimer  par  trois  d'entre  dies  seulement,  on  voit  que  les 
Equations  d'6quilibre  ci-dcssus,  soil  sous  la  forme  (188),  (189),  soil 
sous  la  forme  (190),  (191),  ferment  un  syst6mea  six  inconnuesqui 

sont  les  trois  composantcsA,B,  C,  eties  trois  des  neuf  cosinus  a,  ? 

en  fonction  desquels  tons  les  autres.  on  t  6t6  ex  primes.  Je  montrerai, 
au  moyen  de  quelques  exemples,  comment  on  doit  faire  usage  de  ccs 
^nations. 

§61.  —  Examan  des  cas  oft  1m  6x11*611111^  da  la  tiga,  aanlamiat, 
sont  solUcdttes  par  das  forcas  on  par  das  conplaa. 

Considdrons  le  cas  ou  les  extrtimit^s  de  la  tige,  seulement,  sont  sou- 
mises  h  des  forces  ou  a  des  couples,  et  od  aucune  force,  6manant  de 
rext^rieur,  n'agit  sur  son  int^rieur.  Alors  les  composantcs  et  moments 
U,  V,  W,  U^....,  W,  de  ces  forces  s'annulent,  et  les  Equations  (188),  se 

r6duisant  k  -r-  (Aa^  +B(x^  -f-  Ca)=0, ,  sont  immMialement  inti- 

grables ;  elles  donnent,  K,  L,  T  d^signant  des  constantes  arbitrairc>* 
dont  la  derni6re  repr^sente  ^videmmenl  une  tensioti  longitudinale  de 
la  tige : 

(193)   A«i  +  B«,-hC«  =  K,    Ap4H-Bpj4-Cp  =  L,    A7i-4-By,H-C7=T. 

^^^■^^^^^^"^■"^^^^^^^^^^^^^^^^^^^■^— •"~~"^~"^"~"~^—""^~^— ^^■^"^-^^■^^^^^^-^^^^^"•^^■"'"-^^■^^^"■"'^■^^^^■^^^^^^""^ 

(*)  Ces  relations  (102)  entre  les  cosinus  des  angles  de  deux  systtoes  d*axes  rectangubire* 
Bont  d^montrtes  dans  la  seconde  partie  de  la  mccanique  analytique  de  Lagrange  (aectioa  n« 
n*  6).  On  en  trouve  aussi  au  Journal  de  M.  Liouville,  t.  IX,  1844,  p.  S70,  une  d^mooitratiofl 
tirte  tr^s  directement  des  relations  plus  connues  et  presque  dvidentes  (181)  et  (18)}. 
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Les  premiers  membres  de  ces  Equations  ne  reprfesentent  rien  autre 
chose  que  les  composantes  totales,  parall^lemcntaux  axes  fixes  ocf^  xf^  %\ 
des  forces  agissant  sur  une  section  transversale  quelcoiique  a.  Ces  com- 
posantes etant  constantes,  il  s'en  suit  que  la  risultante  des  forces  qui 
se  produisent  dans  une  section  transversale  a  partout  la  meme  gran- 
deur et  la  meme  direction^  en  quelque  sens  que  les  diver ses  sections 
transversales  puissant  etre  dirigies  par  suite  de  la  flexion  de  la  tige. 

On  en  tire,  au  moyen  de  multiplications  par  a^,  p^,  Yi suivies 

d'addilions : 

(195  a)  A  =  Ka, -h  Lp,  +  Tvi ;    B  =  K«,+Lp,+Ty,;    C  =  K«-|-Lp-i-TY. 

Si  dans  les  Equations  (189)  page  428,  on  introduit  ces  valeurs  des 
composantes  A*,  B,  C,  et  si  on  remplace,  en  mfime  temps,  les  moments 
A',B',C'parleursvaleurs A'=—  EffxV,,  B'=— EcXV,,  C'=— Eff^'r, 
tiroes  do  (187)  p.  422,  on  a  trois  equations  donl  on  dfeduit,  au  moyen 

de  multiplications  par  a^,  p^,  y^  puis  para, suivies  d'additions,  et  en 

ayant  igard  aux  Equations  (185)  qui  dcfinisscnt  r^,  r,,  r,  en  a^,  a,,..., 
ce  syst^me  remarquable  : 

(194)        j      x.^«+(^»-^.)rr,-l(K«,-hLp,  +  T70  =  0, 

^'^^  +  {^'-:k')r,r,  =  0, 

qui,  comme  le  remarque  Kirchhoff,  est  exactement  identique  k  celui 
auquel  conduit  le  probl6me  de  la  rotation  d'un  corps  pesant  autour 
d'un  point  fixe.  L'assimilation  se  fait  imm^diatemcnt  en  mettant,  au 
lieu  de  «,  le  temps,  en  d6signant  par  it*,  X',  ^•,  les  rayons  princi- 
paux  d'inertie  du  corps  par  rapport  au  point  fixe,  et  par  a,  6,  Yv- 
les  cosinus  des  angles  form6s,  avec  un  systeme  fixe  de  coordonn^es, 
par  les  axes  d'un  systeme  invariablement  li6  au  corps  (*). 

C)  On  trouve  en  effet,  par  ezemple,  dans  le  Court  de  Micanique  fait  en  1853  par  Duhamel 
k  rficole  polytechnique,  t.  H,  n«  110,  p.  170,  ces  Equations  (3)  du  mouvement  de  rotation, 
autour  d'un  point  fixe,  d'un  corps  solide  dont  A,  B,  G  sont  les  moments  d'inertie  principaux, 
Equations  ou  p,  q.  r  sont  les  composantes  de  la  rotation  autour  des  x,  y,  z  et  L,  M,  N,  des 
quantity  dependant  des  forces  ext^ieures  appliqudes  au  corps  quand  il  y  en  a  : 

A|2  =  (B-C)r+L;    B|2  =  (C-.A);y-fM;    c|^=(A-B);,(7+N. 

Le  probldme  des  deformations  linies  k  double  courbure  d'une  tige  droite  est  done  reso- 
luble exactement  dans  des  cas  analogues  &  ceux  de  la  solution  exacte  du  probldme  de  la 
rolaUon  d'un  solide.  On  en  verra  plus  loin  des  exemples. 
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ll{aulremarquerque,dans  les6qualions  (194)  les  grandeurs  x*,  V,^* 
sont  des  quaiilil6s  Ir^s  petites  du  second  ordre.  Pour  que  ccs  equa- 
tions (194)  puissent  6tre  sutisfaites,  il  faut  done,  de  deux  choses  Tune : 

Ou  bien  les  expressions 

sont  partout  tr6s  petites,  K,  L,  T  restant  de  grandeur  moderee;  dans 
ce  cas  les  composantes  de  la  force  qui  agit  sur  Texlremil^,  prises 
selon  les  axes  principaiix  d'une  section  transversale  quelconque,  sont 
done  Irfes  petiles,  c'est-a-dire  que  toutes  les  sections  Iransversales  se 
liennent,  a  pcu  de  chose  pres,  perpendiculaires  a  la  force  appliquee  a 
rextr6mit6,  el  que  toute  la  ligeest  alors  a  peu  pres  droite,  dirigeepa- 
rallfelement  a  cette  force. 

Ou  bien  il  pent  y  avoir  des  conditions  ext6rieures  rendant  celte  coo- 
dition  impossible  pour  certains  poinis  de  la  tige ;  par  exemple,  pour  un 
ressort  ouun  fll  61aslique  (einer  Feder)y  qui,  en  certains  de  ses  poinis 
devrait  faire  un  angle  fini  avec  la  direction  de  cette  force.  En  ces  poinis 
exceptionnels,  il  arrive  forcement  que  la  courbure  change  tres  rapidc- 
ment,  et  que,  par  suite,  quelques-uns  des  termes  qui,  dans  les  Equations 
(194)  sont mulliplifes  par  x*,  X',  s^',  deviennent  tr6s  grands;  de  cellc 
maniere,  ces  Equations  restent  possibles  in^me  pour  les  points  ou  les 
composantes  ci-dessus  cessent  d'etre  lr6s  peliles.  11  pent  encore  arriver 
queK,  L,  T  soient  tr6s  pctils;  alors  ii  n'y  a  aucun  point  cxceptionnel, 
ct  les  equations  (194)  peuvent  ftlre  v6iifi(ies  en  tous  les  points. 

Un  cas  fort  inlercssanl  est  celui  ou  K,  L,  T  disparaissent,  c'esl-a- 
dire  ou  la  tige  n'cst  soumise  qu*a  des  couples,  et  nullement  a  des  for- 
ces de  traction.  Les  composantes  A,  B,  C  sont  alors  nuUes  en  chaque 
point  de  la  tige,  et  chacun  de  ses  elements  est  seulement  courbe 
sans  Aire  Atendu.  Dans  ce  cas,  les  equations  (191)  devieiment  sem- 
blables  a  celles  qui  expriment  la  rotation  d'un  corps  dont  on  abslrait 
la  pesanteur,  ou  bien  d'un  corps  qui  tourne  autour  de  son  centre  de 
gravity,  car  elles  se  reduisent  a 

dr 
(194  a)     {  >«-j^*4-(^  — x«)rr,  =  0, 

Ces  equations  prdsenlent  une  parlicularite  rcmarquable :  elles  ne 
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conliennent  que  les  rotations  r^,  r,,  r,  etellcs  sont  tout  k  fait  ind6pen- 
dantes  des  coefficients  a^  p^,  Yi«  <X|«-*«Le  problcme  peut  done  6tre  di- 
vis^  en  deux  parties ;  la  premiere  consistant  k  determiner  r,  r^  r^,  au 
moyen  des  Equations  ci-dessus,  et  la  seconde  ayant  pour  objet  la  re- 
cherche des  coefficients  a,  p....  apr6s  que  Ton  aurait  trouv6  la  valeur 
des  r,  Tj,  r,. 

La  solution  de  la  premi&re  partie  du  probl&me  s'obtient  en  multi- 
pliant  les  Equations  (194a)  respect! vement  par  r^  r,^,  r,  et  eh  addition- 
nant  les  r^suUals,  puis  en  les  mulliplianl  par  xV^,  XV,,  ^V,  et  en  ad- 
ditionnant  dc  nouveau.  On  obtient  les  deux  Equations  suivantes  qui 
sont  int^rables  : 

^  as  d»  (Is 

et  dont  rint^gration  donne,  A  et  m  dSsignant  deux  constantes  aibi- 
trairesy 

Si  maintenant,  au  moyen  de  ces  Equations,  on  expriine  deux  des 
quantit^s  r  en  fonction  de  la  troisi&me  et  si  Ton  introdUit  le  r^sultat 
dans  Tune  des  Equations  (194  a),  Sorites  ensemble 

^IVO  a)  08-^  (^ — 5l«)r,r  ""  (x^  —  ^)rr^  ~  (V  —  x^)r^r^* 

on  obtient  ds  exprim^  en  fonction  de  Tune  des  grandeurs  r,  et,  par  in- 
tegralion,  s  en  fonction  des  mfimes  quantit^s.  En  r6solvant  par  rap- 
port k  r  r^qualion  ainsi  obtenue,  on  a  r  exprim6  en  «,  et  en  operant 
de  la  m^me  mani^re  sur  chacune  des  deux  autres  Equations  (195  a),  on 
a,  en  fonction  de«,  les  expressions  de  r,  r^,  r,.  La  th^orie  des  fonc- 
tions  elliptiques  sert  a  determiner  les  r^sultats  definitifs(*). 

Si  nous  supposons  trouvtes  les  quantit^s  r,  nous  pourrons,  de  la 
mani^re  suivante,  r6soudre  la  seconde  partie  du  problime. 


O  Voyex  analogiquement,  mdine  Court  de  MScanique  de  Duhamel,  le  n*  120,  ci!^  le  solide, 
toarDant  autour  d*un  point,  n'est  sollicil^  par  aucune  force  extdrieure,  et  od  on  obtient, 
Ration  (23),  p.  183,  dt=s:dr  difisd  par  le  prodalt  des  deux  radicaax  recouvrant  des  tri- 
nimet  da  second  degr6  en  r. 

S8 
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Empruntonsau  syst6me  (t84),  (185)  les  trois  Equations 

«rfi+p7fe+^i=«'  -';i5+^;5+'"s=-''-  •'«rf;+?'j>.^'*='-" 

Multiplions  ces  Irois  Equations  respectivement  par  a,  a^  a,,  puis  par 
p,  Pp  p,,  puis  par  y,  Yj,  Yt?  et  additionnons  cliaque  fois,  nous  aurons  ; 

Par  la  combinaison  d^autres  Equations  prises  dans  le  syst^me  (184i, 
(185),  nous  obtiendrons,  lout  k  fait  de  la  in£me  mani^re  : 

^197)     ^:=^«— .,        S  =  r,?-.,.?.,      ']i  =  ra^n.^ 
et 

(197  a)       '^«  =  r«,-r,a,        ^^f^  =  r?,  -  r,  ?  ,    !^»=rYj— r^y. 

Les  premieres  equations  des  Irois  groupes  (196),  (197)  el  (197  a\ 
forment  ensemble  un  syst&me  de  trois  Equations  ne  contenant  que 
les  a,  ou  les  cosinus  des  angles  des  axes  fixes  x',  y\  z'  avec  Taxe  x 
d'inertie  d'une  section  a;  de  mfime  les  Irois  secondes  forment  un  sys- 
t6me  qui  ne  contient  que  ceux  p,  fails  avec  Taxe  d'inerlie  y;  et,  les 
demi^res,  unsyst&me  qui  ne  contient  que  ceux  y  fails  avec  Taxe  par- 
ticulier  des  z,  ou  avec  T^ISment  ds.  On  peut  satisfaire  k  Tun  de  ce< 
syst&mes,  au  dernier  par  exemple,  en  posant 

..««v  **'*!  ^^''l  ^^^ 

m)  r.=-^,       r.  =  -',       t=-: 

car,  par  cette  hypolh<ise,  les  Equations  de  ce  troisi&me  systeine  s< 
transforment  identiquement  en  cellos  (194  a);  et  d'un  autre  cAt^t  a 
cause  de  la  deuxi6me  6qualion  (194),  les  grandeurs  Yi 9  Yt>  T  ^^'^' 
m^mes  satisfont  k 

TfJ  +  r;4-Y'  =  l; 

Equation  qui  n*esl  pas  une  dc  celles  (181)  ni  (182),  donn^es  coinme 
relations  entre  les  neuf  cosinus,  mais  qui  peut  en  6tre  analytiquement 
d^.duite  (*)  et  qui  exprime  d'ailleurs  une  condition  devant  cofflme 

(*)  Voirle  Nemoire  de  184i  swr  le*  relaliom  entre  le$  cosinu4^  etd  citA  en  note  i  pco(v>5 
des  relations  (lOS),  p.  450. 
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celles  (181)  filre  remplie,  puisqueyp  Yi»  T  reprtsentent  les  cosinus 
des  angles  que  forme  Paxe  fixe  des  z'  avec  les  f  rois  axes  rectangu- 
laires  des  x,  y,  Zy  qui  sont  li6s  &  rsiSment  de  la  tige.  Sans  doufe, 
rhypolh&se  exprim^e  par  les  Equations  (198)  donne  une  direction 
d^terminie  a  Paxe  tI  dont  la  position  avail  d'abord  k\k  suppos6e  tout 
^  fait  arbitraire,  mpis  cette  restriction  n'Ate  rien  it  la  g6n^ralit6  de  la 
solution.  II  suffit,  pour  T^tude  de  la  question,  d'admettre  la  possibility 
de  la  direction  donnde  par  cette  hyppthSsc. 

Si  les  Y  sont  connus,  on  pent,  par  les  relations  suivantcs,  determiner 
les  X  et  les  i^  : 

«*  +  P*=l— 7* »  «i»i+PiPj=  — YiY,- 

D'aprfes  les  trois.  Equations  de  gauche,  on  peut  poser,  w^,  w,,  w6tant 
trois  angles  quelconques, 

'j  =  Y/1— yJcosw^  ,        ?,  =  y^i  —  yJ  sin  w^  , 
(199)        /      a^  =  y/i  —  Y»  COS  w^  ,         ?,  =  y/l  —  yJ  sin  w^  , 

i|  =  oT^IIYcosw    ,        p  =i/l — Y*sin  w   , 

et  les  trois  equations  de  droite  sont  aussi  satisfaites  si,  entre  ces  angles 
el  les  Yi  on  a  : 

YYi 


C0S(>Vi  —  w)=  — 


Y«Y 


(i99a)  cos(w-->v,):^-^^^_^___. 


cos(>v,  —  Wj)=  — 


YiYi 


v/t^v/^-y;' 


Ces  trois  derniires  Equations  permettront  de  calculer  les  trois 
angles  w  lorsque  Tun  d'eux  sera  connu.  Pour  en  determiner  un,  on 
peut  employer  le  procedd  suivant. 

Reprenons  les  relations  (192)  deja  donnSes  augSO,  p.  430  : 

[  «  =  ?iYj  —  ?iYi  »    «i  =  PiY  —  PYi  »    «.  =  ?Yi  —  ?iY  » 

(200)1  p  =  Yi«,  — Yi't  »    ?i  =  Y*«  — Y«i  »    Pi— Y«i  — Yi", 

Y  =  «i?i  — «i?i  »    Yi  =  «iP— «?«  »    Y«  =  «?i  — «!?  • 
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Ces  relatione  son!  connucs.  On  peut  d'ailleurs  les  verifier  en  clevani  au 
carre  los  equations  (200)  et  en  les  muUipliant  deux  a  deux  I'une  par 
Faulro;  on  constate  qu'elles  dcviennent  identiques  lorsqu^on  tient 
compte  des  relations  plus  connues  (181)  et  (l82).Cette  verification  peut 
laisser  du  doute  sur  les  signes  des  seconds  membres,  car  elle  s'opere- 
raitde  la  m^me  mani^re  si  tons  les  signes  de  ces  membres  etaient 
changes  a  la  fois.  Ces  deux  systrimcs  difP^renls  de  signes  correspondent 
a  deux  syst^mes  differenls  d'axes  de  coordonndes,  et  les  signes  a 
adopter  doivent  6tre  6videmnient  les  monies  pour  tous  les  seconds 
meinbres,  quelle  que  soit  la  position  des  axes  que  Ton  considcrc.  Or, 
on  a  dejii  dit  au  §  49  que  les  axes  doivent  6tre  places  de  telle  manirre 
que,  par  une  rotation  convenable,  les  axes  positifs  du  systeme  variable 
puissent  ^Ire  rendus  paralleles  aux  axes  positifs  correspondants  du 
systime  fixe.  Dans  cetle  position,  Ton  a  a^  :=  g,  =  v  =  1^  et  tous  les 
aulres  cosinus  s'dvanouissent.  Mais  commei  alors,  les  Equations  (200 , 
avec  les  signes  que  Ton  y  a  donnas  aux  seconds  membres,  satisfont  a 
cette  condition,  ces  m6mes  signes  doivent  ^tre  maintenus  pour  loule 
autre  position  des  axes,  lant  que  Ton  conserve  Thypoth^sc  relative  a  la 
direction  des  axes  positifs  Tun  par  rapport  a  Tautre. 
Cependant,  les  equations  (199)  donnent : 

^  —  tang  w  ,  2i  =  fang  w,  ,  !^-  =  lang  w,  ; 


ou 


■  ■  fi  'i  K 

w  =  arc  tang  -  ,         >v,  =  nrc  tang  —  ,         w^  r=  arc  lanj;  *^* ; 


a,  or, 


ce  qui  fournit  par  differentiation 

Si  on  met  pour  les  rf^,  dx  leui^  valours  donnees  par  (196  ,  107  et 
si  Ton  se  sort  des  trois  derniires  relations  (200)  entre  les  cosinus 
a,  0,  Y*  P^^^  simplifier  les  numcrateurs,  on  a  : 

V  I— Y  1— Y*  i— yJ 

Comme  les  seconds  membres  contiennent  seulement  des  quantiles 
que  Ton  a  d6ja  exprim6es  en  fonction  de  s,  on  obtiendi*a  immediate- 
raent  w,  w^  w,,  ou  Tun  d'entre  eux,  par  integration. 
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En  i-esum^,  les  Equations  (195)  ct  (195  a)  nous  donnent  les  renfonc- 
tion  de  «;  les  Equations  (198),  (199),  (199a)  et  (201),  nous  donncnt  le 
raoyen  d'exprimer,  aussi  en  fonction  de  «,  les  cosinus  a...«  Et  si  nous 
calculons  §,  yj,  C  en  integrant  les  equations 

J5__  dn_  ;/?;_ 

qui  sont  celles  (183)dela  page  419  en  n6gligeant  la  petite  quantitig  d  dc- 
vant  Tunitd,  nous  aurons  ^,  r^,  C  exprimes  en  fonction  de  Tare  s  deTaxc 
de  la  tige,  et  par  consequent  les  Equations  determinant  la  forme  courbe 
prise  par  cet  axe. 


§  62.  —  Application  an  caa  d*nna  tiga  dont  les  rayons  princdpanx 
d'inartiB  sont  ^ganx,  at  dont  las  axtr^mitte  sont  sollicittes  sanle- 
ment  par  das  conplas  {*). 

J*appliquerai  les  r^sultats  de  Tdtude  pr^cedente  a  un  cas  dans  lequel 
on  pent  employer  les  fonctions  elliptiqucs  ct  qui  se  prisente  lorsqu'on 
a  : 

c*est-ii-dire  lorsquc  les  moments  d'inertie  principaux  %j  a  de  la  section 
transversale  deviennenl  ^gaux,  comme  il  arrive,  par  exemple,  lorsque 
cetle  section  transversale  est  un  ccrclc,  ou  bien  un  carr^,  un  triangle 
equilateral,  une  croix  de  Malte,  etc.  Les  equations  (194)  page  451,  en 
faisant 

32  —  x' 

« =  — i —  '*  » 
/." 

prcnnent  alors  la  forme 

dr      ^  di\  dr^ 

Ts  =  ^'       d^  =  *'*«'        57  =  -"^" 

La  premiere  de  ces  equations  montre  que  la  torsion  r  a  la  meme 
valeur  constante  dans  tons  les  elements,  en  sorte  que  ce  que  nous 
designons  par  e  est  aussi  une  constante.  Par  suite,  les  deux  dernieres 


(*)  Gas  analogue  k  oelui  de  la  rotation,  autour  de  son  centre  de  gravity,  d'un  ioiide  de 
revolution  (mtoe  Court  de  Duhamel,  n*  121). 
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des  mdmes  trois  Equations,  cpnienant  r^et  r,,  s'int^grent  et  donnent 
les  deux  suivanfes  ou  a  et  6  d6signent  des  constantes  arbitraires: 

I       ri  =  a  sin  a -tb  cos  ts  , 
I       r,  =  a  cost*  —  ^  sin  c<  . 

Ces  inf^grales  ont  la  g6n6ralit6  necessaire  puisqu'elles  contiennent 
deux  constantes  arbitraires.  Si  Ton  introduit  ces  valeurs  de  r^  et  i\dan> 
les  Equations  (195), clles  donnent^  vu  x  =X,  et  r/  +  ^*i*  =  »'-*- 1*''- 

A«  =  X*  (a*  -f  i*)  +  ^»r*  , 
m*  =  X*  (a*  +  6»)  +  5*r»  , 

Les  Equations  (198)  page454|  donnent,  vu  les  valeurs  de  r^  r„  mS 

,   a  sin  ss  +  ^  cos  ts 


(205)  {       yt  =  y^ 


T  = 


a  cos  t8  —  b  sin  i< 


La  premiere  des  Equations  (201),  page  436,  devient,  C  dSsignaot  une 
nouvelle  constante  arbitraire  : 

y/x*  (g^  -f  b'}  +  ^^r« 

x' 

On  a  alors,  au  moyen  de  (198)  et  de  (199)  : 

x«v/a«TT»  /^     Vx*7?Tl»mv  \ 

«  =  , =  cos  I  C  — ^^ — i --— $  If 

Vx*  (a*  +  6*)  -h  ^*r'        \  «  / 

^        xV^^_  ^.^  /    _  Vx^  (a>  ^  6')  -f  ^V>  \ 
v/x*  (a«  -f  b*)  -f  ^*r*        \  x»  y 


Y  = 


ou  enfin,  par  integration  des  Equations  (183)  de  la  page  419  en  les  redui- 
^^^  ^jT=«'  T^    '  7"=T'  comme  nous  avons  deja  fait,  par  la 
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suppression  de  d  devant  TunilS,  et  en  appelant  S^,  iq^,  r^,  des  constantes 
arbitraires  : 

Ces  Equations  repr6sentent  une  h6lice  dont  Taxe  est  celui  des  z'^  cet 
nxe  dont  la  direction  a  &ik  d^termin^e  par  les  formules  (198)  (*).  Fla- 
gons Torigine  a  une  extr6mit6  de  la  tige,  et  supposons  cette  extr6mit6 
maintenue  dans  une  direction  fixe.  Choisis'sons  I'axe  des  of  de  mani^re 
que  la  tangente  k  Ph^lice,  k  Torigine;  soit  contenue  dans  le  plan  a/z' . 

Alors,  pours  =  0,  Icsvaleurs  de$,  t)»  C»  ct  de  j^s'6vanouissentaussi. 

On  a  done  : 

et  on  obtient  ainsi  les  Equations  ordinaires  d*une  h6Iice  : 
^         .  «  8  hs 

l=zpsin —  T       U=:/»C0S — ,  r       ?= 


oil,  p  d^signant  le  rayon  du  cylindre  de  Th^lice,  et  h  le  pas,  sont  d£- 
tennin6s  par  les  formules 

Soit  /  la  longueur  de  la  tige;  supposons  qu'a  son  extr£mit6  agissent 

(*)  ^antzell,  ing^nieur  des  ponts  et  chauss^  et  rtpetiteur  k  I'^cole  polytechnique,  mort 
eo  1848,  &  riige  de  trente-quatre  ans  (voir  sa  biographie  au  nmndro  de  septembre  1848  des* 
NouvelleM  annates  de  math^maliques  de  Terquem),  a  reconna  le  premier,  et  dit  k  U 
Soci6t£  philomathique,  le  29  juin  1844,  que  la  courbe  affects  par  une  tige  priiniti?ement 
droite,  soliicitte  obUquement  par  un  couple,  dtait  n^cessairement  une  hdice.  II  y  avait  k\& 
anient  en  simplifiant  et  compl^tant,  dans  une  note  ins^rte  aux  Comples  rendus  du  S7  juin^ 
t.  XYII,  p.  1197,  la  solution  donnde  huit  jours  avant  [id.,  17  juin,  p.  1115),  par  Bihet,  mi 
moyen  des  fonctions  elliptiques,  du  probl^roe  traits  par  Glebsch,  et  qu'il  appelait :  det  ^qua- 
lions  de  la  courbe  /lastique  d  doiible  courhure,  [Voyez  aussi  mes  Kotes  des  1"  et  15  juiUet 
de  la  mdme  annte  (1844)  du  t.  XIX,  p.  40  et  181.) 
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• 

les  couples  dont  les  moments  sont  X\  B',  C^  par  rapport  aux  axes 
invariablement  li^s  k  la  derni^re  section  transversale,  et  supposons  que 
ces  couples  soient  les  seules  forces  qui  produisent  le  changement  de 
forme  de  la  tige.  Les  Equations  (187)  page  422  qui  6tablissent  des  rela- 
tions enf  re  ces  moments  et  les  rotations  r^,  r,,  r,  et  les  Equations  (202) 
page  438,  foumissant  des  expressions  de  r^  r,  donnent,  pour  «  =/, 
vu  X  =  X, 

A'  =  —  E<rx»  (a  sin  tl  -\-bcostrj  , 
B'  =  —  Effx»  (a  cos  f /  —  b  sin  i/)  , 
C  =  —  Ea^V. 

En  comparanf  avec  les  Equations  (203)  page  438  dans  lesquelles  oa 
fait  6galement  «  =  /,  on  a  : 

Yi:y,:t=A':B':C'. 

Ces  Equations  montrent  que  Vaxe  de  Vh^lice  qui  fait  avec  les  axei 
particuliers  x,  y,  z,  de  Vdiment^  les  angles  dont  les  cosinus  sont  Y|,  Yr  T» 
est  paraU^le  d  Vaxe  du  couple  resultant  des  couples  A',  B',  C.  Cesl 
ce  qui  determine  la  direction  de  Taxe  de  rh^lice.  Le  rayon  et  le  pas 
peuvent  s'exprimer  6galement  au  moyen  des  moments  de  ces  couples 
si  Ton  observe  que 


C 


,/^tt.=^El±^  . 


E<r&*  '  tax- 

Ces  valeurs,  introduites  dans  les  expressions  ci^essus  de  p  et  de  A 
donnent : 

_Eax«v^2±l!!  A  _  E<rxH:^ 

^  ~  A'«  -h  W*  +  G'* '         in  ~      A'»  +  B'«  +  C'«  * 


§  63.  —  FUzion  d'oiie  tige  primitimmeiit  droito.  dans  vb  pItt 
qui  contieiit  oil  des  deoz  axes  prinolpaiiz  de  tontee  see  MClioai 
transversales. 

Comme  second  exemple,  j'etudierai  la  flexion  d'une  tige  dans  un 
plan.  Je  prendrai  ceplan  pour  plan  des  afz%  je  placerai  roriginei 
Tune  des  extrimitis  de  la  tige  et  Taxe  des  z'  parallSle  k  la  force  qui 
doit  agir  sur  Tautre  extr6mit^.  Comme  dans  ce  cas,  Taxe  des  y  est 
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paraliMe  a  Taxe  des  y'  puisque  Tun  et  I'autre  sont  perpendiculaires  au 
plan  de  flexion,  on  a  : 

0,  =  COS  {y,,x')  =  0  ,      Y,  =  cos  (y,z')  =  0  ,      p^  =  cos  (x^ )  =  0 , 
p  =  cos  (2,y')  =  0  ,        p,  =  cos  (y^y)  =  1  ; 

et  les  d6riv£es  de  ces  cinq  cosinus  par  rappoii  k  s  sont  nulles.  Par 
cons^uent  aussi,  d'apr^s  les  doubles  valeurs  trindmes  (185)  de  r^  r,,  r, 
page  420,  on  a  : 

r=0,        ri  =  0. 

Si  on  d^igne  par  9  Tangle  des  axes  des  z  et  des  z'  ou  Tangle  des  x 
et  des  x',  et  par  consequent  par  (90*  —  9)  Tangle  que  fait  Taxe  des  x' 
avec  celui  des  z,  on  a  : 

«(  =  cos  (a:,a/)  =  co8f  ,       a=: cos («,a/)  =  sinf  , 
Yj  =  cos  (.r,3')  =  —  sin  9  ,      y  =  cos  (2,2')  =  cos  <p  ; 

d'ou,  d'apr^s  les  mfimes  formules  (185)  : 


(204)  r,  =  _(sin«9  +  cos V)  ^  =  -% 


Comme  le  montrent  les  Equations  (187)  page  422,  et  comme  on  pent 
s'en  rendre  compte  par  ce  qui  precede,  les  moments  de  rotation 
s^^vanouissent  tons  k  Texception  de  celul  qui  est  pris  par  rapport  k 
Taxe  des  y  et  qui  est  : 

B'  =  — E<rX*r,=|E<rX«^. 

Les  six  equations  d'^quilibre  ext^rieur  se  r6duisent,  d'apr^s  cela,  aux 
deux  suivantes  qui  ne  sont  autre  chose  que  la  premiere  et  la  troisi^me 
(193  a)  du  g  51,  page  431,  d^duites  de  la  premiere  et  de  la  troisiSme 
(193) : 

A  =  Kco87 — Tsiny  , 

C  =  Ksinf +  TcoSf  ; 

equations  ou  K  et  T  sont  des  forces  constantes  agissant  sur  chacune 
des  sections  transversales  paralieiement  aux  axes  fixes  des  x'  et  des  z'. 
D'aprfes  Thypolhese  que  nous  avons  faite,  une  seule  force  devait  agir 
k  Textremite  paralieiement  k  Taxe  z';  en  general,  fc  doit  done  dispa- 
raitre,  en  sorle  qu*on  a  simplement : 

A  =  — Tsiny,      C=:Tcosf , 
T  designant  une  tension  longitudinale  positive,  qui  est  donnte. 
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Les  Equations  (191)  du  §  50,  dans  lesquclles  il  faut  fairenulles,  en 
consfequencc  de  ce  qui  pr6c4de,  lesquantit6s  A',  C,  B,  U,,  W^,  l^W,. 
^r  ^^  ?»  Pi>  ^j  ^'  Y»  se  rfeduiscnt  k  la  seconde  d'entre  elles  qui  devicnt  sim- 

plement  -j — hA=0,  ou  bien,  a\cc  Ics  valeurs  ci-dessus  de  B'  el 
de  A  : 


E(r>»  %^=  T  sin  7 


Cette  Equation  determine  la  courbure  de  la  tige.  11  est  a  remarquer 

que  les  Equations  (187  b)  page  423,  qui  exigent  dcs  considerations  par- 

ticuli^res  pour  les  points  ou  la  courbure  peut  changer  iris  rapi- 

dement,  sont  satisfaites  identiquement. 

do 
Si  Ton  multiplie  I'cquation  ci-dessus  par  2^  et  si  Ton  int^re  le> 

deux  membresy  on  peut  lui  donner  la  forme  : 


m= 


E(rX« 


Je  rappellc  que  -j-  est  Tinvcrse  du  rayon  de  courbure  de  la  ligne 

des  centres  de  gravity  dcs  sections  transversales  de  la  tige,  puisque  ? 
d^signe  Tangle  de  la  tangente  a  cette  ligne  avec  Taxe  des  %\  A  Tcitre- 
init6  de  la  tige,  ou  n'agit  aucun  moment  de  rotation,  Ic  rayon  de 

courbure  est  infini,  et  par  consequent  -r?  =  0 ;  si  done  on  desipne 

par  9^  Tangle  que  la  tangente  h  rextr6mit6  de  la  tige  fait  avec  Taxe 
dcs  z\  on  a,  d'aprfes  r6quation  pr6cedcnte  : 


2T 


0  =  (i  —  TT-z-.  cos  y, 


ce  qui  determine  la  valeur  de  la  constante  C.  En  poriant  cette  valeur 
dans  requation  gen^rale,  celle-ci  devient : 

/d(p\2      2T 
d'oii  Ton  tire  : 


V  E-jX*  V 2 (cosy I — cosy) 


et,  en  integrant  depuis  un  point  indetermin^  s,  9,  jusqu'a  rexti^niilo 
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libre  oil  «=/,  9=?i, 


V  E«TA*      J^     Va  (cos  fi  — 


cos  ^  j 


Celte  equation  ne  renferme  qu'une  seule  constante  arbilraire  9^. 
Pour  la  determiner,  supposons  que  la  direction  de  la  tangente  k  Textr^- 
ini!6  fixe  de  la  tige  soit  donn^e  par  la  valeur  9=^01  laquelle,  pour 

que  v^cos94  —  C0S9  nc  devienne  pas  rmaginaire,  doit  filre  telle  que 
cos9o<cos94.  Alors,  si  Ton  fait  k  la  fois,  dans  Ptiqualion  ci-dessus, 
«  =  0,  et  9  =  9o,  on  a  : 

(205)  '^  /   "^^   ^''  -^^ 


i/JL=  p- 


iJ  (cos  9|  —  cos  9) 


Au  moyen  de  cette  Equation,  on  pent  dtiterminer  9^  qui  s'y  trouve  seule 
inconnue. 

Texaminerai  avec  plus  de  detail  le  cas  particulier  ou  9^  =  7:,  c'esl- 
a-dire  ou  la  direction  initiale  de  la  tige  est  exactement  oppos^e  h  cello 
de  la  force  qui  agit  sur  elle  (*).  Dans  ce  cas,  Tangle  9  diminue  con- 
stamment  de  9o  a  9i ;  6t,  pour  que  la  quantite  sous  le  signe  /  dans 
Tcquation  (205)  soit  constamment  positive,  il  faut  prendre  le  signe 
n^atif  du  num^rateur;  el  par  suite  I'^quation  (205)  se  transforme  en 
la  suivante  : 

.        VEa«-J     ^2(cos9.-cos9)-j^   0^^^^,|,_^^^,|>^^ 
Comrae  cos^  est  n^cessairement  plus  grand  que  cos|,  on  peut,  k  la 


(*)  C'est  le  cas  de  la  piice  debout^  ou  solUdtte  debout  comme  si  elle  4talt  verticate, 
appuyte  en  bas  sur  le  sol  et  chargee  en  haul  par  un  poids.  C'est  aussi  le  cas  de  la  premise 
des  huit  esptees  de  courbew  ilastiqucB  d'Euler  [Additamentum  de  eurvU  elasticiSf  k  son  bel 
ouTrage  Mithodtu  inveniendi,  etc.,  1744)donnant  lieu  au  problime  </e /a  force  des  cotonnes, 
m^me  ouvrage  de  1744,  ou  Acaddmie  de  Berlin,  1757]^ 

Lagrange  aussi  8*en  est  occupy  (Sur  la  force  des  ressorts  pli^,  Acad^mte  de  Berlin  1769, 
et  Acadimie  de  Turin,  Tolume  de  177Q-1773),  et  remarquait  ddji  que  la  solution  exacte  du* 
probltae  des  couiiies  ^lastiques  planes  depend  de  la  rectification  des  sections  coniques  ou 
deceqn'on  appelle  aiyourd'hui  I'int^gration  des  fonclions  eUiptiques.  —  Voyez  aussi  Vhisto- 
rique  en  t^te  de  T^dition  de  1804  des  Lefons  de  Navier,  n*'  XHI  et  XIY.  —  Voir  aussi 
le  g  89  d-aprte. 
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place  de  f,  introduire  un  angle  ^  d^fini  par  la  relation 

cos  I  =  COS  ^  sin  + . 

Ce  nouvel  angle  augmente  de  0  &  ^  tandis  que  9  diminue  de  x  a  Sp  et, 

vu  que  -j^  = cos  ^  cos  (|;  d  ^ ,  T^quation  pr6c6denle  devienl : 

s,n-| 

iJ—=  p^^Jt^   r'-=i  ^^ 

'''   X.  ''"i   i-o  \/ •-«>«•  I  «'"** 

Cette  formule  donnc  lieu  k  une  observation  remarquable.  Comme 
le  d^nominateur  est  toujours  plus  petit  que  I'unite,  Tint^grale  est  plus 
grande  que  celle  qui  serait  obtennue  en  remplaQant  le  d^nomioaleur 
par  1 .  Mats,  par  cette  substitution,  rint6grale  devient : 


X 


*<'^=i 


On  a  done  toujours  n^cessairemenl  : 


V  E(r)l« 


ou,  en  d'autres  termes,  si  la  longueur  /,  ou  la  force  T  ne  d^passent  poi 
la  limite  indiqude  par  cette  ^quation^  il  ne  se  produit^  en  general^ 
aucune  flexion  de  la  tige  (*).  Mais  si  /  et  T  sont  assez  gi*andes  pour 
que  cette  in6galit6  soit  satisfaite,  la  thiorie  des  fonctions  elliptiques  ('^i 
donne  la  r^gle  suivante  pour  r6soudre  le  probl6me.  On  ditcrmioe 
d'abord  une  grandeur  p  qui  est,  en  g^n£ral,tr^s  petite  ct  qui  satisfasse 


(*)  Cette  remarque  avail  6t6  faite  dte  1744  par  Ealer  (Additanunhtm  cit£);  la  force  d€  U 
colonne  n'est  autre  chose  qae  la  valeur  qn'on  tire  pour  T  de  r^uation  qn'oo  a  en  itai- 
plagant  >  par  s=. 

(**)  G'ett  plutdt  ce  qu'oo  appelle  la  thterie  des  fonctions  inverses  des  traasoeDdantes  ellip- 
tiques,  d'Abel  et  de  Jacobi.  La  solution  id  donnte  par  I'auteur  en  ofrre  one  application  qoi 
est  aurtout  curieuse. 

Lagrange  en  avail  donnS  une  en  d^veloppant  la  puissance  — :  de  ce  que  reooavre  K 

radical  du  d^nominateur  de  la  quantity  k  int<^grer. 
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a  r^uation  : 


\/ 


W^'=*-^"p'-^p'^^''^ 


ce  qui,  si  /  et  T  nc  sont  pas  tr^s  grands,  s*op6re  facilement.  On  a  alors 
imm^diatement : 


v/ 


?,  _  2v/f>-t-2v/p»  +  2v/^+.  . 
2  "   1  +  "Ip  +  2/>»  +  2p'  +  .  .  . 

et  on  a  en  m^me  temps  le  d^yeloppement  : 

,  v>sin-_2vVsin-5^  + 


C08  ^-= 


?_»/       »■  2/      "'  2< 

,-_  y  cos  2  — -        „  ^ 

1  — 2p  cos  -V-  +  2p*  cos  -T- 


•       • 


ce  qui  determine  la  direction  de  la  tangentc  en  chaque  point.  La  coor- 
donnie  ^  s'obtient  au  moyen  de  la  formule  : 

5=  J^  sin ffds  =  (v^2  (cos  f,  —  cos y) — ^2  (cos yj  -f  1 ))  v/ "Y" ' 


n(ii_H-l) 
2 


tandis  que  la  coordonn^e  ^  s*exprime  par  : 
-__lEaM7r«s  i— 9/>— 25;r— (!2it-hl)' (— p) 

T/*  J  4  '  w(n-»-l) 

(  1— p— p-— (_p)       4        

4p  sin  Y  —  8/;*  sin  -j-  H-  12p'sm  —. j 

i — 2f>cos-j-l-2p*cos-T ip^cos—, — h ^1 

Lorsque  /  el  Tsont  assez  grandes  pour  quep,  ainsi  d^fini,  ait  une 
valeur  Voisine  de  I'unit^,  ces  d^veloppemcnts  nc  sont  plus  applicables. 
Alors,  on  introduit,  k  la  place  dep,  une  autre  grandeur  p'  d^finie  par 
la  formule  : 

^Ve^""^"*^'  (i  +2/>'-+-2p'*4-2/;'»-+-. . .)  . 

Cette  quantity  p'  est  toujours  tres  petite  lorsque  p  devient  voisin  de 
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runit6,  et  Ton  a  alors  les  dfeveloppcraenls  suivanls,  qui  sont  trfes  con- 

h 
Tergents,  et  ou  Ton  a  pose,  pour  abrtger,  /'  =  —  |— ^■ : 


s/ 


rJt  Ttx.  ,   2r«  2?:<, 


COS 


COS  ^  =  — ^  — ^-  2r«  ZEr 

y/  sin  1 1  -+- p'  (c''  +e  '• )  H-/»'»  (e ''  +e    ''  ) 
5  =  W2 (cosyi— cos5»)— v^2  (cosy,  -+-  I)  ( y  "Y"  ' 
,_Ea-i,Hogi>')    I  .   ,  logp'l— V— 25/>'^'...(2n+l)'(— /)~"*~'-- 

(    \  l-//-p'^.. (-/>')    « 


i:»  -#  or*  or* 


g  54.   —  Rapprochement  avec  la  tMorie  ordinaire   dei  petftM 
deformations  dee  tiges  primitivement  droites. 

Je  compl^terai  Titude  pr6c6dente  par  quelques  remarques  destinto 
i  6tablir  un  rapprochement  des  formulc^  qui  vicnnent  d'etre  donnees 
avee  la  th^orie  ordinaire,  et  aussi,  a  donner  plus  de  g6n^ralit^  aux 
r6sultats  obtenus. 

Pour  la  comparaison  k  la  th6orie  ordinaire,  je  vais,  dans  les  equa- 
tions (188),  (189),  pages  425-428,  remplacer  les  grandeurs  A',  B',  C  par 
leurs  valours  tir6es  de  (187),  page  422  et  introduire  au  lieu  de  r,,  r,  /, 
trois  nouvelles  quantit6s  p  qui  sont  leurs  inverses,  savoir  : 


1 

i 

1 

r,— -  , 

»*i=-  » 

r 

Pi 

Pt 

P 

D'apris  ce  qui  precede,  p^  etp,  sont  les  rayons  de  courbure  des  pro- 
jections de  la  courbe  des  centres  de  gravity  sur  les  plans  principaui 
li6s  invariablement  k  T^l^ment,  plans  qui  passent  par  Taie  de  YkV^ 
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inent  etpar  les  axes  principaux  de  la  section  transversale ;  et  —  indique 

P 
une  torsion.  Les  6quations  (188)  et  (189)  entre  les  composantes  de  forces 

ou  de  moments  suivant  les  x\  \j\  s'  peuvent  6tre  6criles,  en  mettant 

dans  ces  derniires,  podr  A',  B',  C  leurs  valeurs  tir6es  de  (187), 

rj= — TT-T"....,  modifi6es  par  ces  nouvellcs  notations, 

~(A«,  +  B«,-^-Ca)  =  -U, 
5(A?l  +  Bp.-^-G?)  =  -V, 


(206) 


^(AYiH-BY.4-CY)  =  -W; 


ou  nous  rappellcrons  que  [g  28,  p.  171]  A,  B,  C  sont  les  sommes  de 
composantes  suivant  x^  j/,  %y  des  tensions  qui  agissent  sur  les  divers 
elements  da  d'une  section  a,  et  que  (g  50,  p.  425),  U,  V,  W  sont  les 
sommes  de  composantes,  aussi  suivant  Xy  i/,  2,  des  forces  ext^rieures 
agissant  k  Tint^rieur  d*un  ^l^ment  de  tige,  divisees  par  sa  longueur  d% 
oudz;  enfin  que  (m6meg'50,  page  427)  U^  V^  W^  sont  les  sommes 
des  moments,  aussi  divisees  par  d«,  des  m£mes  forces  autour  de  Taxe 
des  y  trac6  sur  la  base  de  ce  trongon  par  son  centre  de  gravity; 
U,,  V„  W,  6tant  de  mfime  leurs  moments  autour  de  celui  des  x. 

Les  Equations  (187)  permettent  de  poser  imm6diatement  des  condi- 
tions aux  limites ;  car,  appliqu6es  &  Textrimitg  de  la  tige,  elies  font 
connaitre  la  courbure  et  la  torsion  &  cette  extr^mite,  d'apr^s  les 
moments  des  couples  qui  y  agissent.  Ces  Equations  donnent  en  effet : 

1207)1  = -^.(flexion);   1  =  _  gL  (flexion)  ;   1  =  --^,  (torsion)  . 

Remarquons  ici,  en  passant,  ce  qui  a  deja  et6  dit  plus  haut,  que  dans 
le  cas  d'une  flexion  plane  sans  torsion,  ces  six  Equations,  vu  (page  441) 
»t=0^  Yt=0*  Pi=0,  P  =  0,  ^,=1,  aj=Y=COS?»,  a==  — Y4  =  sin9, 
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1*1 

r=-  =  0,  r,  =  -  =  0,  se  r^duiscnt  aux  Irois  suivantes  : 

P  Pi 

j-(Acosy-hCsinf)= — U, 
(208)  {  ^.(-Asin,+Cc«s,)=-W. 

Mais,  mfime  les  Equations  g6n6rales  (206)  ou  Ton  conserve  les  -,  -, 

P   Pi 

se  simpliiient  notablcment  et  se  ram^nent  en  partie  aux  formes  usitees. 
lorsqii'on  suppose  que  les  d6placements  de  la  tige  sont  tr^s  petits  pai^ 
tout.  Alors,  les  deux  syst^mes  de  coordonn6es  k  axes  variables  x.  y,  s, 
et  k  axes  fixes  a/^  i/y  z'  ne  different,  en  chaque  point,  que  iris  peu 
Tun  de  Tautre  quant  aux  directions.  Les  trois  cosinus  a^,  p,,  ^  des 
angles  de  x'  avec  x,  \J  avec  t/,  tI  avcc  z  different  tres  peu  de  1,  et  les 
six  autres  tr^s  peu  de  z^ro.  Les  Equations  (206)  deviennent  alors  : 


dk 


di 


.    =  — U   ,        E(nc*--j^+B— W,=0 
ds  d«    '  ' 


(208  a)        {       r/B 


rfi 


'^=— V  ,       EaX«-/?— A+W,  =  0 
ds  ds 


dC 


di 


\ 


^'=— W,      E^^«-/-— V4+U,=0 
ds  ds         1  •     « 


Dans  les  expressions  de  U,  Y....,  les  coordonn6es  par  rapport  aux 
axes  variables  des  a?,  y,  z  pourront  6tre  remplac^es  par  celles  qui 
seraient  prises  par  rapport  aux  axes  fixes  des  x\  y\  z\  de  sorle  que 
COS  grandeurs  ne  sout  plus  que  des  fonctions  de  la  distance  $  dc 
chaque  section  de  la  tige  a  Tune  de  ses  extr6mit£s. 

Nous  laisserons  de  cdl6,  provisoirement,  les  deux  Equations  du  bas 
de  ce  tableau ;  dies  nous  serviront  plus  tard  k  determiner  TextensioQ 
longitudinale  ainsi  que  la  torsion ;  et  nous  ne  consid^rerons  d'abord 
que  les  deux  premieres  de  chaque  colonne. 

Si  nous  integrons  celles  de  la  premiere  colonne  de  a  i  /,  et  si  nous 
d6signons  par  A/,  B^  les  valeurs  de  A  et  B  ji  Textrimite  de  la  tige,  nous 
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d6lerrainerons  les  valeurs  de  A  et  B  relalives  a  ses  aulres  parlies;  ct 
en  les  portant  dans  les  equations  de  la  seconde  colonne,  nous  aurons 
les  qualre  suivantes  : 

(208  b){ 

Voyons  maintenant  comment  se  simplifient  les  expressions  dcs 
Pj,  p,.  Si  le  syslfime  des  coordonn6es  a:,  i/,  z  reste  toujours  tr6s  voisin, 
en  direction,  du  syst6me  fixe  a/,  y\  z\  les  cosinus  ax,  p,,  y  sont  tou- 
jours tr6s  voisins  dc  1,  et  les  autres  tr6s  voisins  de  z6ro.  On  voit 
mfirae,  d'apris  les  trois  relations  (1 81 )  entre  les  carr6s  des  neuf  cosinus, 
que  a^,  p,,  Y  ne  peuvent  diffferer  de  Tunite  que  de  quantity  tres 
petitcs  du  second  ordre,  tandis  que  les  relations  (182)  entre  leurs  pro- 
duits  deux  a  deux,  en  nfegligcant  les  quantity  tr6s  petiles  d*ordre 
sup6rieur,  se  transforment  en  : 

p-|-Y,  =  0  ,       Y,H-a  =  0  ,        flr,4-Pi  =  0  . 

En  mdme  temps,  les  6qualions(183)  p.  419  deviennent,  lorsqu'on 
niglige  toujours  les  quantites  tres  petites  d'ordre  superieur  : 

ds  '  '^       ds' 

Mais  on  peut  aussi,  avec  la  mSme  approximation,  remplacer  s  par 
la  coordonn6e  z  mesur6e  parall^lement  k  Taxe  de  la  tige  deplac6e,  et 
ix^mplacer  de  mfime  q,  y;  par  les  pctits  d6placements  u,  v  d'un  point  de 

la  ligne  des  centres  de  gravite,  perpendiculairement  a  celle-ci.  La 
coordonn^e  ^  pcut  6tre  remplac6e  parz+ti;,  de  sorte  que  w  reprfisenlc 
les  d6placements  longitudinaux  de  chacun  des  points  de  la  tige.  Les 
deux  premieres  ^galit^s  ci-dessus  deviennent  alors  : 

du       ^  dv 

Les  quantites  a,,  p^  qui  eutrent  dans  la  troisi^me  6galite  ne  peuveiit 
s'expriraer  en  fonction  de  m,  v,  w.  Ces  quantil^s  correspondent  en 
effet  a  une  cspScc  particuli^re  de  d^placement,  savoir  d  la  torsion, 

2d 
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dans  laquellc  le  centre  de  gravity  de  la  section  transversale  n'est  pas 
deplac6.  Posons  : 

(208  c)  —  a,=:Pj  =  >p, 

de  sortc  que  Tangle  ^  designe  la  rotation  de  la  section  Iransvei'salc  par 
rapport  k  sa  position  initiate.  Les  Equations  (1S5)  page  420  nous  don- 
ncront,  en  y  attribuant  a  a,  Yii  P»  —  Yi*  —  «j»  ?i  leurs  valeui's  que  nous 
venons  d'6crire,  et  a  a^,  ?,,  y  ^^  valeur  1,  eteneffagant  les  produilsdo 
quantit6s  tres  petites,  les  valeurs  suivantes  des  r  ou  des  p : 

Ces  Equations  confirment  ce  qui  a  et6  dit  au  commencement  de 

ce  g  54,  savoir  que  p^,  p,  sont  les  rayons  de  courbure  des  projections 

1 

de  la  courbe  des  centres  de  gravity,  et  que  -  mesure  la  torsion  de  i^i 

P 
tige.  La  signification  de  p^  et  de  p^  sc  simpliiie  en  ce  que  la  projection 

de  la  courbe  des  centres  de  gravity,  dont  ils  sont  les  rayons  de  cour- 
bure, ne  doit  plus  (^tre  faite  sur  des  plans  successivement  variable> 
pour  chaque  616ment;  mais,  en  nt^gligeant  de  trSs  petites  quanlite^, 
on  pent  admetlre  que  cetle  projection  est  faite  sur  des  plans  fixes,  a 
savoir  ceux  qui,  dans  la  position  initiate  de  la  tige,  passent  par  la 
iigne  des  centres  de  gravite  et  par  les  axes  principaux  des  section 
transversa  les. 
En  diffi6rentiant  par  rapport  a  «  ou  a  2  les  Equations  (208  6)  de  la 

deuxi^me  colonne,  et  mettant  pour  — »  — ,  leurs  valeui's ,  -» -j-;*  Ton 

P.  Pi  '^-*  <^-- 

obtient  les  Equations  diff^rentielles  : 

(209)  E.).^  _=  u  ^  -g^  ,        E.x«  _=  \  +  -  -  , 

avec  les  conditions  limites  ci-apr6s,  tiroes  des  mfimes  (208  fr),  mais  noa 
differentites,  et  qui  doivent  avoir  lieu  pour  a  =  /  («  =  /). 


(209 


a)     E.v(g)=-A,+  (W,)„    E«*(g)=-B,-h(W.),: 


expi^ssions  donnanl  la  valeur  de  ce  qu'on  appelle  aujourd'hui  le> 
efforts  tranchants. 
On  peut  encore  tirer  des  Equations  (207),  page  4i7,  founiissani  les 
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i       i 

valeurs  de  -»  -  en  fonction  des  moments  composanls  A',  B',  si  Tori 

1     1 

met  pour  -»  -  leurs  autres  valeurs  donnSes  tout  a  I'heure,  les  con- 

ditions-limites  suivantes : 
(209  ft)  Ea.(g)  =  (A'),         E«.(^-^)=-(B',, 

ou  (A')p  (B')^  reprisentent  les  couples  ou  moments  de  forces  agissanl 
sur  rexlr6mil6  de  la  tige ;  et  Ton  a  ainsi  reconstitu6  complfetement  le 
systAme  de  formules  ordinairement  appliqu6,  et  qui  se  trouve  donn6, 
par  exemple,  dans  le  Traitd  de  Mdcanique  de  Poisson  (*).  Mais  il  est 
bien  Evident  qu'ici  on  a  appris  a  connaitre  exactement  la  port6e  de  ces 
Equations  qui  sont  d^duites  d'autres  plus  g6n6rales  se  rapportant  A 
des  fleocions  finies. 

On  peut  Irouver  imm^diatemeut  les  formules  precfidentes  en  6cri- 

vanl  qu€,  pour  chaque  section  transversale,  le  rapport  est  6gal 

Pi 
au  moment  de  rotation  des  forces  ext6rieures  qui  agissent  sur  la  tige, 

depuis  la  section  transversale  consid6rte  jusqu'i  Textrimit^,  du  cdt6 
des  s  croissants.  Une  formule  de  cette  esp^ce  a  d6j6  k\&  trouv6e  et  d6- 
mon'r6e  au  §  38,  sous  le  numSro  117,  page  286,  pour  le  cas  de  sec- 
tions transvcrsales  finies,  et  dans  Thypothfese  ou  les  extr6mitis  seules 
de  la  tige  sont  soumises  i  des  forces  extirieures.  Les  considt^rations 
qui  viennent  d'etre  pr^scnt^s  montrent  que  Tapplication  de  ces  for- 
mules serait  justifi^e,  alors  m6me  que  la  tige  se  trouverait  soumise 
a  Taction  de  forces  quclconques  :  mais  seulement,  dans  ce  cas,  les 
formules  dont  il  s*agit  ne  donnent  plus  que  des  r^sultats  approxima^ 
tifs,  et  ne  deviennent  tout  a  fait  rigoureuses  que  quand  les  dimensions 


(*)  Clebflch  aurait  sans  doute  aussi,  s'il  en  avait  eu  connaissance,  cit^,  en  ce  qui  regarde 
La  flexion  plane,  Navier  (RitumS  desLegons  A  r£cole  desponts  et  chausaiet^  1826),  qui,  le 
premier,  donna  sa  veritable  expression  au  moment  total  des  resistances  ^lastiques  des  fibres 
tant  itendaea  que  comprim^,  pour  une  section  de  forme  quelconque,  etc. ;  et  peut-dtre 
aussi,  en  ce  qui  regarde  la  flexion  k  double  courbure,  ainsi  que  la  flexion  dSvi^e,  ce  que  j'ai 
donne  en  1843  (Comptes  rendut,  30  octobre  et  6  novembre),  principalement  en  ce  qui 
regarde  le  troi$ihne  moment  (celui  des  forces  autour  du  rayon  de  courbure),  dont  il  taut 
tenir  compte  lorsque  la  tige  6tait  primitivement  courbe,  ou  seulement  lorsque  ses  sections 
n'ont  pas  dea  moments  d'inertie  ^aux  autour  de  toutes  les  droites  tirtes  dans  leur  plan 
par  leur  centre  de  gravity.  La  consideration  du  troisidme  moment  en  question,  omise  par 
Poisson,  comme  Lagrange  avait  omis  le  moment  autour  de  la  tangente,  met  en  dtfaut  dans 
les  cas  indiqu^s  le  theorime  de  conatance  de  ce  dernier  moment,  entre  deux  points  d'appU- 
cation  de  force,  que  Poisson  avait  cru  aperce?oir  et  constater.  (Voir  surtout  les  n"'  XX  et 
XXI  de  Vhi$torique  mis  en  tftte  de  la  3"  edition  des  LegoM  de  Navier,  1864.) 
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de  la  section  transversale  deviennent  tr^s  petites;  rapproximatioa 
qu'elies  fournissent  est  d'autant  plus  grande  que  las  dimensions  trans- 
versales  de  la  tige  sont  plus  petites.  On  a  ainsi,  pour  les  applications, 
une  base  certaihe  et  solide. 

Les  formules  (209)  et  (209a)  peuvent  avoir  besoin  d'une  modifica- 
tion qui  devient  esscntielle  lorsque  I'extension  longitudinale  de  la  tige 
est  tr6s  grande.  Dans  ce  cas,  il  n'est  plus  permis  de  n^liger,  dans 
les  Equations  (206),  page  447,  les  termes  Ca,  C0.  Et  alors,  au  lieu 
des  Equations  (208a)  de  la  premiere  colonne,  on  obtient,  des  trois  pre- 
miferes  (206),  (toujourscn  faisantaj=cos9=l,(x,=0,  ?,=  !,  gi=0, 
Y=cos9=  1,  Yi= —  sin  9  tr6s  petit,  y,  =  0),  si  on  les  int&gre,  les 
suivantes  ou 

K,        L,        T, 

repr^senlent,  comme  dans  lecas  des  Equations  (193)  du  §  51,  page  ioO, 
les  composantes  totales  de  forces  agissant  sur  Textrimit^  de  la  tige, 
et  dont  la  troisi&me  est  une  traction  longitudinale. 

(209c)     AH-Ca=K+    rUrfjp,  B-t-C?  =  L-h  Tvcfe.  C=H-  /'  Wds, 

Dans  le  cas  actuel,  la  composante  T  est  suppos^e  trds  grande,  el  on 
pent  alors,  dans  les  deux  premieres  de  ces  Equations,  remplacer  C 

par  T  en  n6gligeantj    Wd«  qui  est  petit  par  rapport  a  T.  Mais  on  a 

aussi,  avec  la  m^me  approximation : 

du  .         _     dv 

de  sorte  que  Ton  pent  poser : 

Mettons  les  valours  de  A  et  B,  ainsi  trouvtes,  dans  les  deux  Ra- 
tions de  la  deuxiemc  colonne  de  (208a),  [ou  nous  avions  mis  simple- 
ment  les  valours  de  A  et  B  donn^es  par  la  premiere  colonne  de  r208^)  |. 
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Nous  aurons,  au  lieu  de  celles  de  la  deuxi^me  colonne  de  (2086). 


di 


Pj  ^r  «,  dU 


EfT\^-P  =  K  —  T 


ds  dz 

.1 


g^»j;'ue/,-W,, 


E(rV-^=— L-hT'^— rVrf«-hW,  • 
d$  dz     Js  ' 


d^u  1        d^v  1 

Si  Ton  met  —  ji  pour  —  et  t-;  pour  —  comme  ci-dessus,  Ton  a : 

(tZ  Pi         dz  Pi' 

V  en  diffi^rentiant  ensuite  les  deux  membres  par  rapport  &  «  ou  &  2f, 
les  deux  premieres  des  suivantes  qui  remplacent  celles  (206) ;  2*"  en  les 

particularisant  pour  «=/,  les  deux  dcrni&i*es  qui,  ainsi,  remplacent 
celles  (209a) : 


(209(f) 


^«'S=^S+v  +  ^, 


n  est  remarquablc  qu'ici,  comme  pr6c6demment,  u  et  v  sont  com- 
pl&tement  si&par6s  Tun  de  I'autre  et  peuvent  6tre  d^terminis  isoliment. 

De  la  derni^re  Equation  (209c)  ressort  une  autre  consequence,  c'est 
la  loi  de  Textension  des  divers  elements  de  la  tige.  Si  Ton  repr6sente 
comme  ci-dessus  par  Z  I'extension  de  Tunitg  de  longueur,  ou  I'exlension 
de  longueur  proportionnelle,  dans  chaque  £16ment,  TSquation  (187a) 
qui  est  (p.  422) 

3=-, 
Eo* 

s'explique  d*ell&-m6me;  car  du  moment  que  Ton  suppose  la  traction  C 
uniform6ment  r^partie  sur  la  section  transversale  oil  elle  agit,  un  tl&r 
ment  ds  ou  dz  acquiert,  apr6s  le  d^placement,  la  longueur  dz  (1  +3). 
La  coordonnte  (=2+u;,  d'une  section  transversale  z,  aprto  le  dipla- 
cement,  est  done 

z-\-w=  j    (i-hd)dz  , 


454  CHAP.  IV.  — TIGES  MU9CES. 

c'est-i-dire  que  Ton  a : 

11  en  r^sulte  que  la  derni^re  Equation  (209c)  se  ti*ansforine  en  lasui- 
vante: 

(209 e)  EfT~=T-^  fSvr/s, 

ou  bien  en  diffiferentiant  une  seconde  fois 

avec  la  condition-limite,  pour  z  =  l: 
(209/1  Ea(^)^=T. 

Ces  formules  d6lerminent  la  loi  de  i'extension  longitudinale,^  et 
cette  determination  est,  comme  on  le  voit,  ind^pendante  de  celie  des 
d^placements  transversauxu  et  v. 

On  trouve  de  m6me,  ind^pendamment  de  ti,  v,  w,  ^'angle  de  tor- 
sion (];  (208  c).  Si  en  effet,  dans  la  derni^re  Equation  (208  a)  p.  448,  on 

introduit,  au  lieu  de  -»  Texpression  (208  d),  —  -p»  trouvfee  ci-dessus 

« 

p.  450,  on  pent  transformer  cette  Equation  en  la  suivante 
(209^)  Ea^'g  =  V,-U.; 

et  la  troisi^me  Equation  (207)  donnela  condition-limite  suivante,  ap- 
plicable k  rextr6mit6  de  la  tige,  C  d6signant  le  moment  de  torsion 
agissant  sur  cette  extr^mit^ : 

(209  h)  Efrsr^  '^  =-  C; 

ou  ^^  a  la  valeur,  variable  avec  la  forme  du  contour  des  sections, 
qui  a  6t6  difinie  par  la  formule  (177)  du  §  48,  et  iXkjk  par  la  notedu 
8  31.* 

§  55.  —  Flexion  d'niM  tlge'primitlYemeiit  oourbe* 

Reprenons  les  formules  g^n^rales.  Kirchhoff  leur  a  donn^  une  grande 
extension,  par  un  artifice  permettant  de  les  appliquer,  avec  de  16g6res 
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modifications,  k  des  tiges  courbes,  et  m6me  torses  ou  naturellement 
tordues.  On  arrive  k  celte  generalisation  par  la  consideration  sui- 
vante  : 

11  est  un  principe  fondamental  applicable  a  tons  les  deplacements 
trds  pclits  que  subissent  les  elements  des  corps ;  c'est  que  les  eiTets 
des  diverses  forces  exterieures  sur  ces  tr6s  petits  elements  s'addition- 
nent  simplement  les  uns  aux  autres.  U  en  r^snlte  que  si  nous  voulons 
etudier  Taction,  sur  un  element,  d'un  syst6me  de  forces,  il  est  indif- 
ferent de  considerer  la  forme  primitive  et  donnee  de  cet  element 
comme  etant  celle  qu'il  afrecte  lorsqull  n'est  soumis  k  aucune  force, 
ou  bien  comme  etant  celle  qui  aurait  pu  lui  eire  imprimee  par  Paction 
deja  subie  d'autres  forces. 

Definissons  une  tige  primitivement  courbe,  une  tige  ayant  partout 
une  courbure  finie,  et  dont  la  section  transversale  tres  petite  soit  par- 
tout  egale  tout  en  n'etant  pas  necessairement  orientee  partout  de  la 
meme  maniere  :  en  sorte  que  nous  puissions  toujours  dire  qu'il  existe 
un  systeme  de  forces  qui,  en  agissant  k  Tinterieur  sur  chacun  des  ele- 
ments de  cette  tige,  scrait  capable  de  Tamener  &  etre  droite,  etcylindri- 
que  ou  prismatique.  Representons-nous  done  ce  systeme  de  forces  sous 
Taction  dcsquelles  la  tige  aurait  pris  une  forme  droite  et  cylindrique, 
et  appliquons,  k  la  tige  ainsi  rectifiee,  un  systeme  de  forces  egales  et 
opposees ;  la  lige  sera  ramenee  k  son  etat  primitif.  Or  cet  etat  de  la  tige 
peut  etre  calcuie  comme  si  la  forme  droite  et  non  tor^eetait  sa  forme 
naturelle.  On  a  ainsi,  pour  chaque  section  transversale,  certaines  com- 

posantes  et  certains  moments  de  relation,  A,  B,  C,  A',  B\  C'  qui  son! 

exactement  contraires  a  ceux  qui  ameneraient  la  tige  k  avoir  une  forme 

droite.  De  ces  six  quantites,  les  trois  demieres  peuvent  etre  immedia- 

A' 
Cement  obtenues  au  moyen  des  equations  (187),  r^  =  -~  p — --,  r^=... 

{p.  422) ;  car  comme,  sous  Tihfluence  de  ces  trois  moments,  A',  B',  C' 
la  tige  supposee  droite  revient  k  sa  forme  naturelle  ou  primitive,  elic 
acquiert  les  rayons  de  courbure  pi ,  p^  et  la  torsion  p  qu'elle  possede 
originairement  d'apres  sa  forme  geometrique  donnee.  On  peut  done 
poser 

r=_l^\  B'=-?^.  c^=-^. 

x*(j,  X*c  exprimant  toujours  les  moments  d'inertie  principaux  de  la  sec 
tion,  d'une  superficie  a,  de  la  tige;  et  ^'  ayant  Texpression  (177)  don- 
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n^e  vers  le  commencement  du  §  48,  expression  qui  se  rediiiraila 

r 

?^  2y.%  si  la  section  etait  circulaire  (*). 

Ce  seraient,  disons  nous,  les  moments  de  rotation  exactement  oppo- 
ses a  ceux-li,  qu'il  faudrait  appliquer  a  la  tige,  pour  qu'elle  devint 
prismatique. 

Si  maintenant,  on  am6ne  la  tige  a  un  6tatnouveau  quelconque,  dif- 
ferent de  son  6lat  naturel,  ct  si  Ton  imagine  qu'elle  passe  d^abord 
par  la  forme  droite  prismatique,  puis,  de  la  seuleroent,  qu'elle  par- 
vienne  k  sa  forme  nouvelle  et  definitive,  on  dcvra  d'abord,  pour  amc- 
ner  la  tige  i  c^tre  droite,  appliquer  a  cliaque  section  transversale  les 
moments  de  rotation 

E^  \ia^  Earj 

et  ensuite,  pour  I'amener  de  la  forme  droite  a  sa  forme  definitive,  on 
devra  lui appliquer  ces  moments  diff6rents  d*intensite,  comme  de  sens: 

Ecrx^  E(7X«  E(r2^ 


Pi 


f  I^      » 


de  sorte  que  dans  les  equations  (189)  (t  (191),  p.  i28-9,  ondem 
attribucr  aux  moments  de  rotation  A',  B',  C  des  valeurs,  sommes  al- 
g6briques  de  celles-ci,  ou  y  faire  : 

A'  =  Eerx^  (i")  ;      B'  =  EcTA'  fi  — i^  ;      (7  =  Ea^*  (L~] : 

\9i      PJ  \Pi      Pi/  \p      ?.' 

Et  ces  equations  subsistent  apres  comme  avant  la  substitution,  car, 
pour  les  etablir,  on  n'a  en  aucunc  mani^re  fait  usage  de  rhypothesc 
que  la  tige  fiit  primitivement  droite.  Par  suite  on  a,  pour  les  tigt^ 
primitivement  courbes,  les  six  equations  suivantes  d'equilibrc  dc 
translation  et  de  rotation  qui  ne  sont  autre  chose  que  les  six  equations 
(188)  et  (191)  du  g  50,  pp.  425,  429  en  rcmplagant  dans  ces  trois  der- 

111 

niercs,  r,,  r„  r  par  -,  -»  -,  et  les  moments  ou  couples  A',  B',  C  par  b 

Pi  Pi  P 


(*)  Ainsi,  il  ne  faut  pos  oublier  que  3.^  est  nnc  expression  geom^trique  aoalogne  i  x^  el  a 
}*,  mais  muUipli^e  par  ie  rapport  ^  des  deux  coefficients  d*^lasticit6,  et  qui  a  une  eiprc- 
sion  variant  avec  la  iorme  du  contour  des  sections.  (Note  du  g  48.) 
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trois  expressions  a  parentheses  bindmes  que  nous  venons  d'terire  : 


jj- (A«i -H  Ba,  4- Cot)  =  —  U 

j^  (ATi  -^  By.  4-  Cy)  =  -  W        C) 


(210) 


=  ^(_B+,U, 


&V,  +  tW,); 


rf«L, 


/>«/       Pi  V       P  /        P  \P«       Pi/ 


=  ^(A-aU.-gV,-YW.); 


_iUiY--=')--Y--=W 

Pj       P^\Pi       pi  J        Pi\Pt       Pi  J 

=  ^  («.Ui  H- |S.V,  +  Y.W.  -«,U. - P.V,- Y,W,); 


ou  P ,  Pi ,  Pa  sont  des  fonctions  de  s  connues  et  d^termin^es  par  la 
forme  primitive  de  la  tige  donn^e. 

§  56.  —  Flexion  d'lme  tige  ayaiit  primitivemeiit  la  forme  d'lme 
conrbe  plane,  Bani  torsion  (on  non  torse). 

Conime  exemple,  j'examinerai  lecas  simple  d'une  tige  qui  est  pri- 
mitivement  sans  torsion  et  ou  la  ligne  des  centres  de  gravity  des 
sections  trans versales  so  trouve  dans  un  plan  parall^Ie  aux  a/,  t/, 
plan  qui  contient  aussi  I'un  des  axes  principaux  de  ces  sections.  Je 
suppose,  en  outre,  qu'aucune  force  n'agisse  sur  Tint^rieui  de  la  tige 
qui  est  soumise  seulement,  a  ses  extr6mil6s,  k  Taction  de  moments 


(*)  U  est  bon  de  rappeler  que  les  (rois  premieres  Equations  (210)  sont  posto  entre  les 
composantes  de  forces  paralliles  aux  axes  fixes  des  a<,  y',  i\  car  elles  ue  sont  autres  que  oeUes 
(188)  du  g  50,  p.  425,  qui,  lorsqu*OD  ne  veut  avoir  que  des  composantes  parallMes  aux  coor- 
donn^  X,  y,  %  des  points  d'un  ^l^ment,  doivent  6tre  remplac^es  par  les  Equations  (190), 
p.  670;  tandis  que  les  trois  derniires  des  six  Equations  (210)  expriment  T^uilibre  de  rota- 
tion autour  de  paralldles  aux  axes  de  ces  coordonnto  «,  2(,  %  des  points  des  616ineDt8. 
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de  rotation  dont  les  axes  sonl  perpendiculaires  au  plan  de  son  aie  ou 
dc  sa  fibre  moyenne,  et  qui,  par  consequent,  laissent  celle  ci  dans  ce 
plan.  On  a  d^ja  vu,  §  53,  formulc  (204)  page  441 ,  que  si  t^^  alors,  de- 
signe  Tangle  fait  avec  Taxc  fixe  des  x^  par  la  tangente  menfe  a  la  tige 
courb6e  en  un  quelconque  de  ses  points,  on  a  : 


*  — -—     (h 


Sif  de  mSme,  on  d^signe  par  9  Tangle  fait,  avant  la  flexion  a\K 
€et  axe,  par  la  tangente  men6e  k  la  tige  au  mSme  point,  on  a  : 


Les  autres  grandeurs  r,  les  composantes  A,  B,  C  et  les  momenb 
A',  C  disparaissent ;  et  des  (Equations  (210)  il  ne  reste  que  la  cin- 

<jui6me,  dont  le  premier  mcmbre,  divis6  par  X%  est  y  ( -1    el 

dont  le  second  membre  est  nul,  de  sorle  qu'on  a  : 


^\Pt       Pt)  d^' 


ce  qui  donnepar  une  double  integration,  a  et  6  6tant  deux  coristaate^ 
arbitraires : 

©  =  y  -I-  rt.s  -+-  h. 

L'une  deces  constanles,  6,  pent  fitreposie  legale  k  z6ro  si  Ton  ad- 
met  que  la  tige,  k  son  extr^mit^  (s  =:  0),  soit  fix<^e,  ou,  comma  ondil 
cncastree,  de  manifire  qu  elle  ne  puisse  changer  de  direction.  Pour 
«  =  0,  on  a  alors  9=;=  ^  et  par  suite  fe  =  0. 

Pour  determiner  Taulrc  conslante,  il  suffit  de  remarquer  que  dans 
la  formation  des  Equations  (210),  on  a,  au  moment  de  rotation  B' 
agissant  sur  une  section  quelconque,  substituS  la  valeur 

\Pi     PtJ 
laquelle  devient  alors  ; 
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ce  qui  ddnne 


EdX*' 


a  peul  done  fttre  d6teriniii6  en  parlicularisant  Texpression  pr6c6dente 
pour  une  dcs  exlr^mit^s  de  la  tige,  et  en  donnant  a  B'  la  yaleur  du 
moment  qui  s'y  trouve  appliqu6. 

Pour  Irouver  la  forme  m£mc  de  la  tige,  il  faut  se  rappcler  que  Ton 
a,  d'apr6s  les  formules  (183}  du  g  49,  en  cffa^ant  3  devant  l, 

€6  qui  donnc,  par  integration,  et  en  subtstituant  pour  9  sa  valcur 


;=  /    cos(?-+ 


as 


Si  Ton  se  repr^senle  la  forme  primilive  de  la  tige  donn6e  par  cette 

consideration,  que  les  coordonnees  f,  ^,  de  cliaque  dement,  soient 
des  functions  connues  de  «,  on  aura  aussi 


-   =  sm  ?  ,  -7-  =  cos  ? ; 

as  us 


ct  Ton  peut  par  consequent  ecrire  : 


f  •  (dl       B'k       d\  .     B's  \  , 


%  57.  —  Petites  deformations  d'une  tige  prlraitivement  courbe. 

II  est  exiremement  important,  pour  les  applications,  d'avoir  des 
formules  reprisentant  les  tr^s  pelils  cliangements  de  forme  des  tiges 
primitiyement  courbes.  Pour  6tablir  ces  formules,  je  rcmarquc  que 

les  coefficients  ou  cosinus  a,  p ,  qui  d^lerminent  la  position  d^un 

mdme  element  apr^s  les  d^placements,  different  alors  Ires  peu  des 
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coefficienis  correspondants  a,  ^, determinant  la  position  da  mime 

element  avant  les  d^placements.  On  pent  done  poser  : 

a  =  a  +  a',  p  =  p-|-p',     etc.  .   .   . 

a\  p' etant  des  quaniit^s  tres  petites  dont  on  pourra  n^liger  les 

carres  et  les  produits,  Si  Ton  introduit  ces  valeurs  dans  les  Equations 
(181),  (182)  de  relation  entre  les  neuf  a,  p.....  et  si  Ton  obsenre  que 
ces  Equations  doivent  egalement  6(re  satisfaites  pour  les  x,  p,....oQ 
obtient,  entre  a',  p' les  6quations  : 

K«; + ?  ,p;  -^  Y  ji) + ( v; + ?;?; + v,) = o. 
'  (« «; + ?  ?; + Y  yD  4-  («,«'  -4-1,?'  -4-  7,t') = 0. 

Toutes  ces  Equations  sont  salisFaites  a  la  fois  si,  au  lieu  des  neiif 

petites  quantitSs  a',  p' on  en  introduit  trois  nouvelles,  />, />i.  ftco 

fonction  desquelles  les  premieres  seront  exprim^es  au  moyen  des 
formules  : 


a. 


t,  =p^a  —pa^  ,  a,  =pcL^  —  P^^^  «  =Pi«,  — /^,«t» 

(210a)  {  ?\=p^^-p\,     K=J^-pJ^     P'=;>7?.-/^?P 

y',  =  7V  —  n, '         Y;  =  ;> Y| — P, Y  .         Y'  =  ;>, Y,  —  Pfft . 

Si  maintenant  dans  les  Equations  (185)  page  420,  qui d^finissent  les 

quantit^s  r,  on  introduit  les  valeurs  a  =  a  +  a ,  etc.,  en  n^Iigeani 

de  m£me  les  carres  ou  les  produits  des  a' ou  des  p....,  et  si,  en 

outre,  on  d6signe  par  r  les  grandeurs  formtes  des  a  comme  sont 
les  r  des  a,  on  obtiendra  : 

—  dp,        — 

ri  =  ri+-^-4-ftr— |}r,, 

—  rfp,         —         - 
rt  =  r^-^'^-hpr,^p^r  , 

dp  •-         -- 

r  =  r    ^^^p^r^  —  p^r,\ 
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ou,  si  au  lieu  des  r,  on  met  les  inverses  des  rayons  de  courbure, 

11  1 

-  >  —  ct  la  torsion  - » 

Pi  Pf  P 


(2i0  b) 


i 

Pi 

Pi       ds        p 

Pt 

1 

Pi 

Pi        ^        Pi 

P 

i 

P 

P        ^«        Pt 

Pi 

Ces  differences  sont  tr&s  petites.  On  pourra  done,  dans  les  Equa- 
tions (210),  parlout  ou  p,  p^  p,  se  i*encontrent  isol^ment,  lesremplacer 
respectivement  par  p,  pi,  pij ;  on  pourra  de  mSme,  dans  les  trois  pre- 
mieres de  ces  Equations  (210)  remplacer  les  a  par  les  a.  Enfin  on 
pourra  encore  considerer  comme  connus  les  forces  et  les  moments 
C»  V,  W,  Uj,....,  car  si  ces  forces  non  rEciproques,  telles  que  la  pesan- 
teur  et  I'inertie,  agissant  sur  les  points  intErieurs  des  Elements,  sont 
exprimEes  en  fonction  des  coordonnEes  S,  v],  C  de  leur  point  d'applica- 
tion  dEplacE,  on  pent,  en  nEgligeant  les  petites  quantitEs  d*ordre  sup6- 

rieur,  substituer  a  ces  coordonnEes  celles  ^,  v],  ^,  du  mEme  Element 
avant  le  dEplacement,  de  la  mEme  maniEre  que  Ton  a  substitu6  aux 
cosinus  a,  p, par  lesquels  elles  sont  multipliEes,  leurs  valeurs 

primitives,  a,  ^, qui  en  sont  tr6s  voisines.  On  pent  alors,  sans 

autre  modification,  intEgrer  les  trois  pi*emiEres  equations  (210), 
page  457,  ce  qui  donne,  K,  L,  T  Etant  des  constantes  dont  nous  con- 
naitrons  tout  h  I'heure  la  signification  : 

A^i  -f.  b7,  ^-  ci  =  r  Ud«^-  K, 

A7i+B7f+-Cy=    r  Wrf«-M. 

Imaginons  que  Tune  des  extr6mitEs  de  la  tige  («  =  0)  soit  fixe,  et 
que  Tautre  («  =  0  ^^^^  soumise  k  Taction  des  forces  extErieures;  les 
composantes  de  ces  forces  ne  sont  autre  chose  que  les  valeurs  des 
premiers  mcmbres  des  Equations  ci-dessus,  pour  /  =  ^;  elles  sont 
done  egales  a  K,  L^  T  puisque ,  pour  «  =  /  les  intEgrales  qui  figurent 
dans  les  seconds  membres  s'annulent.  Les  constantes  K,  L,  T,  intro- 
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(luites  par  I'integralion,  irouvent  done  ainsi  ieur  signification  meca- 
nique. 
En  mullipliant  ces  Equations  respeclivement  par  a^,  p^  v^.  puis  p?r 

a,,  ?,,  Y«»  P^'s  par  a,  ?,  y  6'  ^^  additionnant  chaque  fois,  on  obtient 
les  expressions  suivantes  de  A,  B,  C  : 

/    A=^  r  Ur/s-hp;   r  Yr/«  -hVif  \\(h-h  K7, -\- L% -h  T^, : 
(2li){    Bz=^  f  U^/s-h?i    f  Vr/s-f-^   r  Wr/s -f- K7, -h  L?; -h  T^  ; 

J  S  J  it  J  % 

Les  A,  B,  C  6lanl  d6termin6cs  de  cetle  manifere  peuvenl  filre  consi- 
d6r6es  comme  des  grandeurs  connues,  et  les  trois  demi^res  Equa- 
tions (210),  §  55,  page  457,  prcnnenl  la  fDrme  suivante  lorsqu'on  y 
introduil  les  quantitis  p  que  les  (210  a)  dfefinissenl : 

^  ds\ds       P      P,/       p\ih      p,      pj      p^yd,i      p,     I,) 


(212) 


dsyd:i       Pi       9  J      Pi  V^'   >    P*      pJ       P\'^^        ?       'V 


Ces  Equations  difTErentielles  sont  linEaires  par  rapport  k  p,  p^.  p,; 
mais  les  coefficients  sont  dependants  de  s  puisque  p,  p[y  p^  sont  des 
fonclions  quelconques  de  s,  Les  Equations  (189)  el  (191)  trouvees  au 
g  50,  et  toutes  cclles  qu'on  en  a  dEduites  jusques  et  y  compris  le  g  54* 
pour  de  petits  dEplacements  de  tiges  primitivement  rectilignes,  sont 
comprises  dans  les  prEcEdentes  dont  elles  sont  des  cas  parliculiers;  a 
la  condition,  toulefois,  que  ces  prEcEdentes  Equations  (212)  nes*ap- 
pliquent  pas  au  cas  ou  la  tige  aurait  subi  une  trEs  grande  extension 
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longitudinale,  cas  auquel  ne  peuvent  ^videmment  convenir  les  equa- 
tions dont  on  parle. 

En  integrant  les^quations  (212),  on  Irouve  les  expressions  dep,/>j,p„ 
ct,  par  suite,  on  arrive  facilement  k  determiner  la  forme  de  la  tige 
courbte.  Pour  cela,  en  se  rappelant  (g  49,  page  416)  que  5,  tq,  2;  ont  616 
pris  pour  designer  les  coordonn^es,  par  rapport  aux  axes  fixes  des 
x',  y\  z'  dans  I'espace,  d'un  point  de  Taxe  ou  de  la  fibre  moyenne  de 
la  tige,  c'est-a-dire  du  centre  de  gravity  de  celle  des  deux  bases  d*un 
element  ou  tron^on  de  tige,  la  plus  proche  de  Textr^mile  ou  Ton  place 
Torigine  des  longueurs  «,  nous  poserons  : 

« 

?,  y;'»  XI  6tant  les  pelits  d6placements  6prouv6s  par  ce  mdme  centre,  ct 

;,  Yj,  ^,  ses  coordonntes  primitives.  Rappelons-nous  aussi  que  nous 
avons  d6sign6  (au  m(>me  §  49,  page  419),  par  ?  la  proportion  tres 
petite  de  I'augmentation  6prouv6e  par  la  longueur  de  cet  616ment,  et 
pose,  pour  les  projections  de  sa  longueur  nouvelle  sur  les  x\  xf^  z\ 
(183)d5  =  ad«{l4-J)),  dr,  =  ?d«(l-f-3),  dC  =  Yd5  (1 -+-»).  Nous 
aurons  : 

5=    ra(l-|-r»)f/.s=    r(i4-«')(l4-?j,/,, 

,=  rfi(t-f-3)ds=  r(^-hp')(i+?),/s, 

Jo  */o 

t/o  Jo 

Mais  on  a  aussi : 

Jo  Jo  Jo 

par  consequent,  en  negligeant  les  petites  quantit^s  d^cH'dre  superieur , 
et  en  ayant  ^gard  aux  (210a),  Ton  a  : 

5'  =  5  — 5=  f  («'-+-a?)r/s=   r(A^— 7Vi  +  «^)'^«» 

Jo  Jo 

Jo  Jo 

Jo  Jo 

On  nc  pent  pas  ici,  comme  dans  ce  qui  precede,  negliger  les  tennes 
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mulUpli^s  par  9,  attendu  qu'ils  peuvcnt  Mre  de  m£me  ordre  que  le^ 

a',  p' ,  qui  sonl  conserves.  Au  contraire,  on  determine  8  d'aprv^ 

r^quation  (187  a)  dum6me  §49,  page  422,  au  moyen  de  la  formule 

En  introduisant  ceKe  valeur  ainsi  que  les  valeurs  dc  p,  p^ ,  p,  daiis 
les  expressions  ci-dessus,  on  aura  la  solution  complete  du  probleme. 


§68.  —  Int^gratloii  de«  6<iiiatioiui  concemant  les  p«titM  Mor- 

mations  d'une  tige  primitivement  oonrbe. 

Les  Equations  (212)  du  §  pric^dent  sont  toujours  integrables,  si  hn 

suppose  toutefois  que  les  quanlit6s  p,  a,  p,  Y'  relatives  a  la  positi*>n 
naiurelle  de  la  tige,  sont  donnies  en  fonction  de  s. 
Posons  pour  abr^ger  : 

u,  =  ^-  (-B  -haU,  4- ?V.  +  tW,)  , 

U,=l(A-aU,-?V,-TW.), 

ou  A  et  B  doivent  avoir  leurs  valeurs  donn6es  par  les  cquatious  i3ll 
Introduisons  en  m£aie  temps  de  nouvelles  fonclions  v^,  v,,  v,  tellr 
qu'on  ait : 


P      pi      **        dx      fi      p      i*'      d*      pi     f^    -' 
Par  leur  moyen,  les  Equations  (212)  deviennent : 

/ajK\        ^^1    .    V,       V  <^v,   .    V       V,  dv      ▼,      V, 


Pt     «i 


Ces  deux  systimes  (214)  et  (215)  sont  manifestemcnt  de  m^me  forme 
et  ne  se  distinguent  que  par  leurs  seconds  membres.  Dans  \e  sy- 
lime  (215)  les  seconds  membres  sont  des  quantit^s  imniMlatement 
connues,  tandis  que  dans  Ic  syst6me  (214)  les  seconds  membres  ne  Mi 
d6termin6s  que  lorsqu'on  a  trouvi,  au  moyca  des  Equations  (2i5i,  \^ 
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grandeurs  v^,  v,,  v  qui  nc  sont  autre  chose,  d'aprc^s  les  £qua* 
lions  (210.  b)  que  les  produils  par  xS  X%  ^'des  chan^ements  survenus 

_      1 
dans  les  grandeurs  r =— .  Ces  deux  systemcs  sont  d'ailleurs  lin6aires, 

P 

ct  on  connait  les  m^lhodes  d'int6gralion  qui  leur  sont  applicablcs. 

Examinons  le  syst^me  (215);  nous  n6gIigerons  d'abord  les  seconds 

membres  Up  u,,  u,  c'est-i-dire  que  nous  intcgrcrons  les  Equations 

(2^6)      $1  +  ^-1=0,     ^«+-^_-ri  =  o,     ^V^«^  =  0.   . 

Lorsque  nous  aurons  la  solution  pour  ce  systSme,  nous  obliendrons 
les  int^rales  completes  du  syst&nie(2 1 5)  en  faisanl  varier  les  constantes. 
¥A  rint&gration  du  syst&nne  (214)  se  fera  de  mfirne  en  irlt^grant  le  sys- 
teme  (216)  et  en  faisanl  subir  aux  constantes  une  nouvelle  variatioa. 
Tout  le  probleme  se  rMuit  done  h  Tint^gralion  du  systeme  (216). 

Si  Ton  consid^re  que  les  grandeurs  p  sont  les  inverses  des  r,  et  que 

les  neurcoefficienls  ou  cosinus  a,  ^  ...  satisfont,  d'api6s  la  definition 

qui  est  faite  des  r  par  les  (185),  p,  420,  au  systeme  des  neuf  Equations 

da 
difrerentielles(196),(197),(197.a)dela  forino  T-  =  rja, — T^a^,.... 

(page  434),  mais  ou  Ton  aurait,  seulement,  remplace  les  r,  9\,  r,  par 

111 

r,  Tj,  r,  ou  3,  -,  -  (§  54,  p.  446);  on  voit  que^  les  inlegrales  com- 

P   Pi  Pi 
pl6tes  des  Equations  (216)  sont  les  suivantes  : 

(2i7)      y^=zaaL[-hbf^-hc7if  '^t  =  a^+hf^-hc7i^  v  =aQ^^-6^^-CT; 

ou  a,  6,  c  sont  des  constantes  arbitraires.  En  efTet,  en  substituant  ces 
expressions  dans  les  Equations  (216),  elles  sonl  satisfaites,  vu  que  ce  qui 
multiplio  s^par^ment  les  constantes  a,  b,  c  est  nul  en  vertu  des  neuf 

Equations  (196),  (197),  (197. a)  supposees  satisfaites  elles-memes  par 

1 

les  a,  ^ et  ou  Ton  aurait  mis,  comme  on  vient  de  dire,  les  -=  pour 

P 
les  r. 

Appliquons  maintenant  k  cette  solution  la  m^lhode  de  la  variation 

des  constantes,  c*est-2i-dire  motions,  non  plus  dans  les  Equations  (216) 

mais  dans  les  ^nations  (215)  les  expressions  (217)  de  v^,  y,,  y,  en  fat- 

sant  varier  a,  6,  c,  aussi  bien  que  a,  ^ lors  de  leur  difTiirenliation 

par  rapport  a  s.  En  effagant  tout  ce  qui  multiplie  les  a,  6,  c  e(  qui 

30 
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doit  £ti*c  nul  cominc  on  vient  de  Ic  dire,  Ton  oblicnt 

—  da     7-  (lb      —  (Ic 

—  da      ^db      —dc 
'^ds-^^^di'^'^di  =  'l^) 

^  da      -  db  dc 

a«       ^  d9  di 

Ces  Equations  du  premier  degr6  6tant  r6solues  comme  a  l^oixlinairc,  el 
en  se  servant,  pour  siinplifier,  des  relations  (192)  du  §  50,  page  it'A 
ou,  plus  simplement  encore,  en  lesajoutant  apres  les  avoir  multiplies 
par  «!,  Pi,  Yi»  puis  par  a,,  p,,  y«»  ^"fi"  P^^^  *»  P»  T'  donnent : 

rfa      —      .  —         -        db     —         —         r      dc      ^         — 

—  =  .^0, +o,u,H-ou,     —  =p,Ui-Hp,u,H-pu,  ^  =  T,u,-hT,u,-HT"- 

D'oii,  par  integration,  o^,  t^,  c^  6tant  des  constantes  arbitraires, 

a  =  —  /   (a;U|  -h  «iu«  -I- «u)  ^^«  -H  «o  • 

(217  rt)  I        b  =  —  C  (piu,  ^-p,u,-+-pll)<f«^-fco. 

^  =  —J  (f^"l  +  fiu,-f-TU)rf«^-ro. 

Ces  demi&res  consi  antes  se  d6lerminent  facilement.  Adracttons  quo 
Tune  des  exlrimil<is  de  la  tige  (»  =  0)  soil  fiie,  ct  que,  par  conse- 
quent, en  cet  endroit,  Ton  ait  a'  =  0,  p'=0,  etc ,  ou  bien  p=0, 

p^=0,  p,=0.  SoientN,  P,  Q  les  moments  des  forces  extericures  qui 
agissenta  Tautre  extr6mit6  («  =  /),  decompos^es  suivant  les  axes  fixes 
des  x\  y\  z\  Les  mdmes  forces,  d6composees  suivant  les  axes  de$ 
0-,  y,  z,  relatifs  k  rexlr^mit6(«^/),  donnent,  par  rapport  a  ces  axes. 
les  moments  de  rotation 

M,=(N;;-hPp;-^u7,)p  M,=(N^-^-pp;^-o7,v  m=(n;-^p>-^«t'. 

Nous  avons  dit  au  g  55  (p.  456),  pour  preparer  r^tublisscmcnt  Aes 
trois  derni^res  Equations  (210),  que  ces  m£mes  moments  onl,  pour  an 

point  quelconquc  de  la  tige,  le?  valeurs  EaxM  = )...,  ...;  ct.  |»3r 

\Pi      Pi/ 
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consequenl,  eu  ^gard  6  (210.6)  puis  a  (214)  les  valcurs  suivanlcs  : 

\(is         p,        pj 

On  a  done,  en  paWicularisanl  pour  «  =  /,  el  substituanl  a  v,,  v^,  v 
leur6  valcurs  (217), 

—  M,  =  (^flo  -f-  pi*o  -f- Vo)/  •  Et  , 

—  M,  =  i^a^  -hjA  -+-7,'-o)/  •  Ecr  , 

—  M  =(aao  +?*•  -f-rro),  •  Ecr; 

equations  qui  donncnlen  les  r^soWant,  re  qui  sc  fail  toujours  simplc- 
ment  au  moyen  de  trois  additions  pr6cod6es  de  multiplicalions  par 
a^  a,,  a....t  Ics  valeurs  suivantes  des  conslanlcs: 

ao  =  —  g-  («iMt  -*-  «iMi  -H  «M)^ , 

fro  =  -g;(?iMi-Hp.-4-pM)^. 
^o  =— ^(^M,-hTA-h7M),.^*^ 

On  voit  done  que  les  quantit6s  v  se  trouvcnt  compl6tement  de:er- 
mindes. 

Passons  maintcnant  au  syst^me  (214)des  Equations  dirr^renticlles 
ou  les  inconnues  sont  p^y  p,,  p.  Nous  pourrons  ^videminent  poser, 
tout  k  fait  de  la  m6me  mani^re  que  pour  les  v^  v,,  v : 


(218)     Pi  =  /'«t-+-flfP,-f-ATi,  P,  =  /*a, ■+-»?.  + At,,  p=fa-hgP'hh; 

{*)  Dans  le  livre  de  Clebsch,  les  trois  termes  de  chacune  des  parentheses  de  ces  expres- 
sions des  constanles  Oq,  ^q*  ^o  sout  arfectte  respecliveroent  de  d^nomina tears  x*,  X*,  d*; 
les  valeors  de  —  Hi,  —  lft*~~''>^  trouvent  multiplito  aussi  respect  ivement  par  k',  X*,  ^, 
aflectant  de  mdme  les  seconds  membres  —  E  9  V| ,  —  E  9  v« ,  —  E  9  v  des,  U  ois  6quations  qui 
prudent.  II  nous  a  sembl^  que  c'^tait  une  erreur,  provenant  sans  doute  de  ce  que  I'auteur 
n'aora  pas  fait  attention,  en  posant  celles-ci,  que  les  seconds  membres  de  celles  (214)  out 
«*,  X*^  3*  pour  d^nominateur. 

En  tout  cas,  notrc  changement  n'a  pas  d'influence  sur  ce  qui  suit. 


468  CHAP.    IV.   —  TIGES   MIKCES. 

ou  fj  9,  h  sont  des  constantes  par  la  varialioii  dcsquellcs  on  trouve. 
au  moycn  dcs  Equations  (214)  les  \aleurs  suivantes  corrcspoiidantes 
A  (217  a): 


sculemcnt,  les  limitcs  dc  I'intrgralion  sont  difl%renlcs.  Cellcs-ci  ofTreot 
cct  avantage,  qu*avec  la  supposition  d6ja  faile,  et  maintcnue  ici,  3 
savoir  que  les  p  doivenl  s^annuler  a^ec  «,  on  doit  avoir : 

La  question  dc  la  determination  (1e  ces  constantes  d^integration  sf 
trouvc  done  imm^diatement  r^solue, 

Les  formules  prec6dentes  se  simplifient  notablement  lorsque  la  tige 
pr^sente  certaines  formes  sp6ciales.  Par  exemple,  si  la  ligne  des  ccq- 
tres  de  graviUi  des  sections  trans versales  est  un  arc  de  cercle  dc 
rayon  a,  ct  si  le  plan  x',z'  qui  contient  cet  arc  de  cercle  contient  en 
rnkmc  temps  Tun  des  axes  principaux  de  cliarune  des  sections  trans- 
versales;  si,  de  plus,  on  prend  pour  origine  Ic  point  s  =  0  et  si  on 
choisit  pour  axe  dcs  z'  la  tangente  en  ce  point  a  la  ligne  dcs  centres 
de  gravity,  de  mani^re  que  Tare  de  cercle  donni  se  trouve  dans  Tangle 
form6  par  les  z'  posilifs  et  par  les  of  n^gatifs,  on  a  alors: 

^i=Yt  =  P=fi  =  0,   pr=i, 

-      -  s  -  -        .   « 

«!  =  Y  =■  cos-,  Ti= — a  =  sm-; 

el  par  consequent 

On  voit  que  ces  valeurs  entralnent  r^vanouissement  d'une  mulli- 
tudc  de  termes  des  formules  qui  pr6c6dent. 


g  69.  —  Equations  de  moavement  de«  tlge«  AlastiqvM. 

Les  considerations  qui  precedent  peuvent  acqu^rir  un  developpe 
mcnt  beaucoup  plus  important  si  on  les  applique  a  Teludc  du  mouve- 
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rncnt  int^riour  des  corps,  au  lieu  dc  les  restreindre  h  celle  dc  leur 
cquilibre.  On  sail  qu'il  sulfit  pour  cela,  d'aprte  le  principc  de  d'Alcm- 
beri,  d'ajouter  aux  forces  agissant  sur  riQt6rieur  du  corps,  et  qui 
figurent  duns  Ics  Equations  d'6quilibre,  les  forces  n^cessaires  pour 
d^truire  a  chaque  inslani  les  acc6I6rations  des  divers  616menls ;  et  nk- 
rcssaircs,  pnr  consequent,  pour  mainlcrtir  en  6quilibre  toutes  les  par- 
ties du  corps;  ou,  qu'il  suffit  (ce  qui  revient  au  m^me,  et  est  plus 
simple),  d'cxpriraer  I'fequilibre  dil  dynamique  entre  les  forces  motrices 
et  ce  qu'on  appelle  les  forces  d'iiiertie  de  ces  parties.  Les  accelerations 
que  poss^de  au  temps  t  un  element  quclconque  du  corps,  cslimces 
suivant  les  axes  fixes  des  coordonndcs  x\  y\  z\  iic  sont  autre  chose 
que  les  seconds  quotients  differentiels  dc  ses  coordonn6e»  par  rapport 
au  temps  i.  Si  done  n  dcsigne  le  poids  de  Tuniti  de  volume,  le  poids 
d'un  prisme  infinimcnt  petit  dxdydz  sera  Udxdydz;  et  si  x\y\  t!  d^- 
signent  les  coordonn^es,  par  rapport  aux  axes  fixes,  d*un  tcl  element 
quclconque  de  la  tige,  les  forces  Xineviie,  ou  les  forces  capables  de 
detniire,  a  Tinstant  ^  les  accelerations  dc  cet  eiemenl,  seront 

(218  fl)        —  ^dxdydz  j^,     —^dxdydz-^,     —  ^dxdydz  j^- 

Or,  on  pent,  en  se  servant  des  equations  (179.c'),  §  49,  page  417, 
x'= 5 +  ai(^  +  ^) +  >••••  exprimer,  en  fonction  dq  5,  y),  ?;,  a,  p....  les 
coordonnees  de  chacun  des  points  de  la  tige.  On  pent  alors  considerer 
comme  d'ordre  superieur  de  petitesse  les  quantites  lineaircs.K,  v,  ti;, 
et  poser  2  =  0  puisqu*il  s'agit  seulement  de  points  situes  dans  une 
memo  section  transversale  qui  correspond  a  une  valcur  determinee 
de  8;  section  ou  se  trouve  I'origine  des  coordonnees  locales  z;  ce  qui 
r6duil  ces  equations  (179. c)  a : 

On  a  done,  en  different iant  deux  fois  : 

^__^        ^      ^«p. 

Inlroduisons  ces  valeurs  dans  les  expressions  (218. a)  qu'on  vicnt 
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(1  ecrirc  pour  rcprdscnter  les  forces  d*incrlie  de  T^l^ment  dont  la  masse 

est  -  dxdydz;  ct  calculous  les  sommes  des  composantcs  et  les  somine< 

des  momcnls  de  rotation  de  ces  forces  par  rapport  a  chacun  des  axes 
Jixcs  des  a/,  y\  z'. 

Nous  aurons  d*abord  les  expressions  suivanles  des  sommes  de  lours 
composantcs,  pour  un  trongon  de  tige  de  longueur  ds  mesutde  dans 
]e  sens  2: 

Et  comme  les  $, );»  C«  a<  ^ sont  ind^pendanls  des  coordoniiees 

transvcrsal(*s  x,  y,  qui  sont  celles  des  points  de  la  base  du  Irontoo, 
ccs  expressions,  en  ayant  6gard  aux  d*quations  suivanles  provenant  de 
cc  que  les  01  igines  des  coordonnees  mobiles  x,  y  sont  aux  centres  de 
gravile  d(  s  buses  ou  sections, 

jjxdxdy  =  0 ,         Jjydxdy  =  0 , 

acquiercnt  les  valeurs  simples  : 

II    ,  ^?  n    .  g*i9  n    ,  ^»c 

g      6)t*  g       ot*  g      It^ 

Quant  aux  trois  moments  composants  totaux  de  ccs  mfimfs  forces 
d'incrtic  (218.aj  aulour  d*axcs  men6s  parall6Iement  aux  axes  fixes  d'es- 
pacc,  des  x\tj,z\  par  Ic  point  a:'=5,  ^'=73,  a'^C»  nousverrons, 
comme  il  a  k\k  dit  au  §  50,  a  propos  des  forces  X\  Y',  Z'  agissant  a 
rinl6ricur  des  tro  iQons  (p.  426),  que  Ton  pout  prendre  x' — 5,  y'— t,, 
-•' — C  pour  lours  lirjs  de  levier,  en  sorte  que  les  trois  moments  sont:* 

-  -y  ''  SI  W  ^^'  -  ">  -  ^  <''  -  '^  ''"'^' 


uu  bicn : 


§    59.  • EQUATIONS    DE    I.EUnS    M0UVEME2STS.  471 


vt'  •     ^«* 


2^-^*)(^Pi+2/Pt)]^'^'y- 


El  si  l*on  a  6gard  anx  equations  suivantes,  cxprimant  que  Torigine 
(l(*s  coonionn^es  mobiles  est  au  centre  de  gravile  de  la  section  trans- 
vcrsale  ct  que  les  axes  des  x^  y  sonl  ses  axos  principaux  d'inerlie : 

I  xdxdy  =  0  ,  I  ydxdy  =  0  ,  /  xydxdy  =  0 , 

/  xWxdy  =  X*(r ,  I  y^dxdy  =  x'o- , 

on  a  simplement^  pour  ces  trois  sonimes  de  moments,  les  valeurs 


r 


Cc  son!  ces  composantes  totales  el  ces  moments  totaux  des  inerties 
des  Iron^ons  de  tige,  de  Imgueur  ds,  qui  doivent,  dans  les  equations 
d'equilibre,  6trc  ajout6s  aux  forces  et  aux  moments  donnes. 

Si  on  compare  les  expressions — —^ds  —  , des  composantes 

des  inerties,  h  celles  Uds,  Vd«,  \Vd«  (g  50,  p.  425)  des  forces  motrices, 
ct  les  expressions  des  moments  composants,  que  nous  venous  d*6crire, 

a  celles  (^.W^  —  Yi^t  +  Pi^, — Ti^il^** q»i  onl  6t6  donn<ies  (m6me 

ji^  50,  p.  427)  des  moments  composants  des  m6mes  forces  motrices, 
on  verra  que  Taddition  de  ces  forces  et  de  ces  moments  composants 
(les  inerties  s'obtiendra  en  substituant  aux  neuf  U,  V,....W,  des  ex- 
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pressions  citecs,  du  §  50,  les  quan(il6s  suivantes,  savoir : 
k    U, 

a    V. 


4  U,. 

i   U,. 

i.- 

j'^'^t.' 

V     "/''• 

a  Y,. 

ft  V,. 

V.- 

aw.. 

^'9       Dt'  ' 

aw,, 

w,- 

Par  cette  simple  substitution,  on  pourra  trouver  les  Equations  de 
mouvemcnt  qui  correspondent  k  (ous  les  cas  de  simple  ^quilibrc  sta- 
tiquc  examines  aux  g§  pr^.c6dents. 

Je  ne  m'occuperai  particuli6rement  que  du  cas  ou  la  tige  est  primi- 
ti Yemen t  droite,  et  ou  elle  s'6carte  tres  peu  de  sa  position  naturelle. 
On  pent  alors  remplacer  ai=cos  [Xyx'),  p,=cos(y,  y'),  Y  =  cos(s,i'), 
par  runit6,  tandis  que  les  six  aulres  cosinus  sont  ou  nuls  ou  tres  pelits; 
et,  on  pent,  comme  on  Ta  dej^  dit  aux  ^  53,  page  441,  ct  54,  pages 
449,  450,  ou  u,  v,  w  sonl  les  petits  d6placemeiits  d*un  centre  de  sec- 
tion, fairc : 

Les  trois  composantes  totales  et  les  six  moments  totaux  de  rotation 
ci-dessus  deviennent  alors  respectivement : 


^--gUv' 

«., 

^'«->-S^ 

^  ret" 

V  -  i'  <tV  ^'-^ 

v.. 

g      it'lz 

Si  Ton  met  ces  expressions  des  composantes  et  des  moments  des 
forces  tant  molrices  que  d'inerlie  agi^^sant  i  Tinterieur  de  la  tige  en 
mou Yemeni,  i  la  place  de  celles  U,  Up  U,,  des  composantes  et  V,  V,,  Y,, 
VV,  Wp  W,  des  moments  des  seules  forces  motrices,  dans  les  6quations 
(209d),  (209p),  (209^),  (p.  453, 454)  de  I'iquilibrede  la  tige  en  rcpos, 
Equations  qui  onl  el6d6du:tes  de  celles  (206),  p.  447  ou  (188)  p.  425, 
el  (189)  p.  428  en  supposant  les  deplacemenls  des  points  partout  tit's 
pelits,  el  les  directions  des  x,  j/,  z  peu  differentes  de  celles  desx',  tj\ :', 
I'on  oblienf,  en  y  joignant  cellos  (209/*),  (209A),  p.  454,  les  neufckjua- 
tions  suiYantes  ou  Ton  se  rappellera  que  K,  L,  T  repr6sentent  |§5I, 
p.  450  6qualion  (193),  el  g  54,  p.  452,  Equation  (209r)],  les  compo- 
santes totales  des  forces  agissant  sur  rextrcmile  de  la  tige,  A',  B',  t* 
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(§50,  p.  424  oij  g  28,  p.  170)  Icurs  momrnts  tolaux;  cnfin,  U,  V, 
W,  Uj, (g  50,  p.  425,  427)  les  composantcs  tolalcs  el  Ics  mo- 
ments composanls  totaux  divisos  par  la  longueur  ds  d'un  (ronton  dc 
tigc,  des  forces  ext6ricurcs  qui  agissent,  comme  la  pesanfeur,  sur  les 
points  de  rint6rieur  de  ce  IronQon : 


S}'v      „  S)'v 


9    <^t'       9 
^W,     n    i)'v     u 


.<rx-  ^_T  ^+V+  ^— -  (T  ^,, 


avec  les  conditions-limites 


_»* 


x'a 


3 'a'  '  g^tz^m 


9;\  snn 


.t     E.X.(g)=(A'),.     •      E«'{g)=-(B'),. 


('218  c) 


Oscillations  loiiffiditunales  Ea-r- r  = — W  +--a  -rrr  > 


avec  la  condition-limite       Ea 


©r^  • 


S*^ 


(218^/) 


Oscillalions  de  torsion  E(7&*  ^  =  V, — U,  +  "  a  ^X'  4-  x')  ^r. 


n 


«  ^ . 


aveclacondition-limite  E^^' 


©,-■  • 


On  peut  voir  imm6dialement  que  la  propri6l6  remarquable  ofTeiie 
par  les  Equations  de  Tiquilibre,  d*avoir  Icurs  variables  inconnues  s6- 
parecs,  subsiste  dans  les  Equations  du  mouvement.  Les  oscillations 
transversales  autour  des  axes  principaux  des  sections,  les  oscillations 
longitudinales,  et  les  oscillations  tournantesou  de  torsion  peuvent  61rc 
dclcrmin^es  ind6pendamment  les  unes  des  autres  f ). 


('}  U  faut  faire  attention  aussi  que,  dans  les  deux  derniires,  E^J^*  doit  avoir  la  valeur 
ll77)  du  coinmenceoient  du  g  48,  p.  412,  savoir  : 

expression  proTenant  de  la  formule  (87)  du  g  30,  p.  200,  qui  a  M  reduito  de  celle  (86)  du 
§  29,  p.  194,  en  supposant  les  sections  9  symdtriqucs,  et  ou  ilb*  foQction  de  x  et  y,  est  ^ale 

[n*  3  de  la  Note  du  g  31,  form.  («),  p.  2I3J  A  ^  ou  '^ ,  ^o  ou  6=  ^  diant  I'angte  de  torsion 

On  U  » 
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Lcs  consideialions  gcn£rales  concernant  di'S  oscillalions  dc  celU' 
naliire  ont  dcja  cl6  developp6es  aux  gg  19  cl  20.  En  chcrciiant  les  solu- 
tions gi^nci  ales  dcs  equations  de  mouvcment  qui  precedent,  lesquelles 
solutions  so  prescntcnt  sous  la  forme  de  produils  de 

cos  {kjt)  ou  de  sin  (kj)  , 

par  une  fonction  des  coordonnees,  ici  de  ia  coordonntes.  Ton  deter- 
mine les  oscillations  isolees  qui  peuvent  se  produire  dans  la  tige,  eu 
cgard  aux  ciroonslances  donnfees.  Lcs  coefficients  k^  sonl  les  racines 

(Kune  Equation  transcendunte,  toutes  r^elles  et  positives.  Ces  racines 

determinent  la  hautrur  des  sons  produits  par  les  vibrations  de  la  tigc, 

k 
car  les  differentes  valeurs  de  -^  rcpresentent  les  nombres  de  ccs  vi- 

Ji'tZ 

brations  qui  sont  execulees  en  une  seconde  (*). 


(*)  NOTE  FINALE  DU  §  59. 


i .  —  Observations  sur  les  termes  ttiv*  »     ,  ,  ,,, »    -i — m  »    -, — r;  '^ '' 

dz^dt^      dz^al*      dzdt*      dzdt^ 

equations  (218  h)  et  de  celles  (222)  qu*on  aura  au  g  61.  —  Ces  termes  pMv- 

viennent  dcs  inerties  dues  aux  petites  rotations  alternatives  (pi*^prouvei!(, 

autour  d*axes  traces  sur  el  les  par  leurs  centres  de  gravite,  les  seclio!t^ 

ttansversales  de  la  tige  vibrant  transversalement,  et  dont  Taxe,  en  se  cour- 

bant,  incline  ses  divers  Elements  en  des  sens  nlternativement  opposes. 

Comnie  toutes  les  equations  posees  sont  fondles  sur  ia  supposition  que 


ou  rnrc  de  rotation  relative  des  sections  pour  I'liiiitd  de  rayon  ct  I'nnitd  de  lotipitour  i^ 
f i^e,  ft  w  6tant  le  dcplacement  lon;:itudinal  ou  dans  la  direction  s,  du  puiui  (x,  y)  do  la  r^rt:- 
lion,  que  le  fait  de  la  torsion  gauchU  ou  courbe  g^n^alement ;  dcplacement  dont  la  detcnsi- 

nation  depend  de  Tintcgration  de  i'dquation  [{f)  mdme  Note,  p.  214]  ^—i-  + 7^-^  =  0  avec 
la  condition  (^)  (  ?^-|-ri/j  cosp+ (-7- jir  J  sin  p  =  0  aux  points  du  contour  dc  la 

l»A^  I)  /'  V 

section  od  la  nonnale  fait  avcc  Taxe  dcs  x  langlo p,  en  torte  que r^- =  >-•  eociiicieiit 

di(rorcntieltir6de  reqiistion  en  x,  y  de  co  contour. 

On  a  aussi,  pour  dofliiir  ^*  ou  E^jr*  Tejuation  M,ou  — C'  =  Eff.5*"^,  31,  olanl  oe  qui 

est  appel6  — C  par  Glebsch,  savoir  le  moment,  autour  de  I'axe  des  s  ou  dc  la  ligne  i^ 

centres  de  graviid  dcs  sections,  des  forces  qui  font  tordre,  en  sorte  que  Evj^'peut  ^\ti 

determine  p«r  rexporiencc  pour  dcs  prismcs  &  section  de  toute  forme. 

Nous  avons  dit,  au  resle,  a  la  Note  du  g  4S  qui  ^uil  I'eiiualion  (177),  p.  4i5,etdoji  aa  nkioe 

G    1        ff*  • 

n"  9  de  la  Note  du  §  31,  quon  a  5*=  rr  r-^-; ;  cxactemcnt  pour  toutc  scclioo  ellipuqtie 

L  4  ;x'  *'  -+•  a' 

Ct  approximulivement  (Kiur  ccllcs  d'autrcs  formes. 
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§  GO.  —  Vibrations  lon^^itadlnales  d*ane  tige  droita. 

Pciur  Ic8  vibrations  longitudinaies^rcquation  tran^cendanteesl  facile 
a  etablir.  Posons,  pour  lo  diplaccment  longitudinal  w  d'une  section, 

w^  etant  simplcmcnt  fonction  de  z.  Si  nous  supposons  que  les  forces 

oxt6ricurcs  soient  nullcs,  ou  que 

W  =  0  , 

la  preini6re  equation  (!2l8.c)  n'lative  aiix  vibrations  longitudinales  de- 
vicndra 

donl  rintegra!e  la  plus  generate  est : 
(220)  ,«„ = A,.  cos(*„.  y/|)  +  B,  sin  (k„,  y/il)  . 

I'epaisseur  de  la  tige,  parall^lement  aux  plans  des  vibrations  composantes, 
est  assez  petite  par  rapport  k  sa  longueur  pour  qu*on  puisse  n^liger,  dc- 
vant  Tunit^,  le  carre  de  leur  rapport,  les  inerties  de  rotation,  dont  on 
vient  de  parler,  sont  de  in/^me  ordre  que  les  quanlit^s  qui  ont  et^  negligees 
dans  le  calcul ;  et  les  quatre  termes  diff^renliels  du  quatri^me  ordre  ou  du 
Itoisieme  ordre  de  ti  ct  de  v  par  rapport  k  t  ei  kz,  n*ajoutcnt  rien  k  Tap- 
proximation  qu'on  anrait  d^j^  en  les  elTagant. 

Aussi,  on  verra,  au  §  61,  que  lorsqu*il  s*agit  de  calculer  les  vibrations 
transversales,  Clcbsch  supprime  h^it^  >'  dans  le  denominateur  de  (227  e)  k^  ^ 

comme  si  Ton  avait  r^uit  les  equations  (218  b)  et  (222)  k  ce  qu*el(es  sont 
lursqu*on  neglige  les  termes  dilTerentiels  en  question,  ou,  ce  qui  revient  au 
rneme,  lorsqu  on  ^tablit  les  equations  des  vibrations  transversales  comme  si 
les  sections  restaient  parall^les  k  elles-m^mcs,  ainsi  qu*ont  fait  tous  les  au- 
teurs  a  Texceplion  de  M.  Bresse  (Cours  de  Mec,  appL^  n°  145  de  1859  ou  HO 
dc  1866  ou  35  de  1880)  qui,  pour  Texactitude  et  comme  on  voit,  avant 
Clebsch,  a  cru  devoir  faire  accessoirement  un  calcul  a  part  et  rigoureux,  de 
ce  qui  vient  des  couples  d'ineriie  dus  aui  vibrations  rotatoires  des  sections. 
2.  Observations  surles  termes  affectes  de  la  tension  ou  traction  longitudi- 
nale  T.  —  Ces  termes  sont  la  seule  partie  reellement  influente  que  Clebscli 
ail  ajoutee  aux  Equations  connues  de  vibration  transversalc.  11  les  fait  nuls 
aussi,  k  partir  de  T^qualion  (227/*)  du  mdme  §  61.  Mais,  auparavant,  en 
supposant  forte  cette  traction  T,  il  en  avait  montr^  Tinfluence  qui  se  repro- 
duit,  k  deux  dimensions,  dans  les  questions  de  la  plaque  et  k  plus  forte  rai- 
sou  de  la  membrane,  trait^es  gg  78  et  79.  (Voir  ci-apri^s,  5  notre  grande  Note 
(lu  'i  75  sur  les  plat/ues,  les  m"*  10  et  20.) 


476  CHAP.    IV.    —   TIGES   H1?(GES. 

Admcttons  maintenanl  que  rexlr6mil6  2  =  0  de  la  tige  soil  fixe.  Alois v 
et  par  suite  w^  doit  6tre  nul  pour  ccttc  cxtr^mild  qui  nc  peut  prendre 

part  aux  oscillations.  Cela  cxige  qu*on  ait 


A  =0  ; 


II  restc  done 


n 


(221)  ti;  =  B„sin^MY/^)cos(y)  . 


Si  Tautrc  extr6mit6  do  la  tige  est  aussi  maintcnuc  fixe,  w  doit  cja- 
lement  disparaitre  pour  z=l;  ei  cela  n'esl  possible  que  si 


""(*-Ve^)='- 


Telle  est,  dans  ce  cas,  T^quation  transcendante  dont  il  elait  ques- 
tion ci-dcssus.  Lcs  r.icincs  sonl  faciles  a  ohtenir  :  Ic  sinus  ne  peut 
s'annuler  qu*aulant  que  son  argument  esl  iin  niulliple  de  -.  Lcs  racrnes 
de  r6quation  son!  done : 


\/l'  ^v- 


3it 


cl  lcs  nombres  correspondanls  d'osciilations  par  scconde  sont : 


/Eg  5     /Eg  3 ,  /Eff 


Le  premier  de  ces  nombres  donne  le  son  iondamental  de  la  tigo; 
les  aulres,  les  sons  sup^rieurs  dits  harmoniques.  Ces  derniers  ayant 
un  nombre  de  vibralions  double,  Iriplf",  etc.,  sont  Toclave,  la  quitile 
de  Toctave,  etc.,  du  son  fondamental,  et  ils  se  rapprochent  les  uns 
des  aulres  d*autant  plus  qu*ils  deviennent  plus  61ev6s,  car  le  rap- 
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port 7  des  nombres  de  vibrations  de  deux  sons  voisins  se  rap- 

proche  d*aulant  plus  de  Tunite  que  n  est  plus  grand. 

Le  son  fondamental  determine  done  compl^tement  les  sons  harmo- 
niques qui  Taccompagnent.  Le  nombre  de  vibrations  qui  lui  correy 
pond  est,  comme  on  le  voit,  en  raison  inverse  de  la  longueur  de  la  tige. 
en  raison  inverse  de  la  rai  ino  carr6e  du  poids  sp^cifique,  et,  au 
contraire,  dircclemeiit  proportionnel  k  la  racine  carrec  du  module 
d'elaslicit^  de  la  matiere  dont  la  tige  est  formce.  Ce  module  peut  done 
6trc  d6termin6  par  la  hauteur  du  son  fondamental.  * 

Le  son  fondamental.  et  avec  lui  la  s6rie  enti^re  des  harmoniques, 
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s*abaisse  lorsque  la  longueur  dc  la  tige  augmenle,  el  lorsquc  le  poids 
specifique  devientplns  grand;  il  s'61eve,  au  coniraire,  lorsque  le  mo- 
dule d*elasticit6  s'accroit  (*). 

il  convient  de  remarqucr  que  c'est  pour  le  seul  son  fondamental 
que  la  lige  entre  en  vibration  dans  son  en  tier.  L*amplilude  des  vibrations 

de  chacun  de  ses  points  depend  du  factcur  p^riodique  sin  (  fc„2  i  /i-  ) 

qui  enlre  dans  Tcxprossion  de  w.  En  y  introduisant  pour  k   sa  valeur 


=  TVt 


ri'jzz 


cc  facleur  devient  sin  —j—  Pour  n  =  I ,  on  voil  que  cc  mfme  facteur, 

ct  parsuilc  ramplitudcde  roscilialion,  croltdcpuisrexh6mil6delatige 

jusqu*au  milieu  oil  ille  altcint  son  maximum;  en  cffet,  pour  2  =  o» 

il  acquiert  sa  plus  gronde  valeur  qui  est  runil6.  Mais,  en  gen6ral,  ce 
facteur  s'evanouil  pour 

kl 

z=i  —  • 
n 

k  elant  un  nombre  inlier  quelconque;  c*est-a-dire  que  pour  le  n'  *"* 
son  harmonique  de  la  tige,  il  y  a  n  —  1  de  ces  points  que  Ton  appelle 
nceuds  qui  ne  prennent  pas  part  au  mouvement  et  qui,  6galement  es- 
pac^,  divisent  la  tige  en  n  parties  vibrantes  d*egale  longueur.  Pour  le 
premier  harmonique,  la  tige  oscille  done  comme  si  elle  61ait  compo- 
s6e  de  deux  tiges  ayant  chacune  la  moi(i6  de  sa  longueur;  pour  le  se- 
cond  harmonique,  comme  si  elle  6(ait  form6e  de  trois  tiges  ayant  cha* 
cune  le  tiers  de  la  longueur,  et  ainsi  de  suite. 

L'intensit6  de  chaque  son  harmonique,  en  parliculier,  depend  du 
mode  d'excitation  ou  d'6branlement  de  la  tige. 

Comme  les  considerations  qui  pr6c6dent  subsistent  tout  cnti^res 
lorsque,  dans  Texpression  de  ti;,  Ton  remplace  le  facteur  cos  (kj)  par 

sin  (kj)^  on  obtient  I'expression  la  plus  g6n6rale  de  w,  en  faisant 

la  somme  de  tons  les  lermes  obtenus  par  cette  substitution,  et  en 


(*)  Le  son  fondamental  est,  oomme  on  loit,  pour  les  vibrations  longitudinales,  inddpen- 
<lint  de  la  grandeur  de  la  seclion  transvcrsale  :  cela  s*explique  en  consid^rant  que  chacune 
des  fibres  oscille  comme  si  elle  ^(ait  Isolde.  II  en  est  autrement,  comme  on  verra,  pour  les 
vibrations  transyersales. 
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inlroduisant,  u  ia  place  de  A-   hsvalcurs  (rouv6cs  ci-dessus.  On  a  ainn 


w 


•      ^2  /«  f^T't         n      •      OT:t\ 

=  siii  y  (  Bicos-j-  H-CiSin-y-  1 


sin 


T-IBjCos—^ — hCjSin— y— I 


sin-y/BsCOs— J — hC-sin  -j-j     -[-...., 


oil  les  B,  C  (I6signenl  dcs  constantcs  arbitraires  et  ou  i*oii  a  pose, 
pour  abiigcr 


-\/^ 


Lc&  conslanfcs  B,  C  pcuvcnl  toujours  se  determiner  dc  luaniere  que 
la  tige  ait  cu  un  6tat  initial  arbitrairement  donn6;  c'est-a-dire  que  les 
deplacemenls  et  les  vitesses  des  616ments,  a  Torigine  du  mouvemenl, 
soil  pour  /=0,  aie&t  cu  dcs  valeui^  representees  par  des  fonctions 
donn6es  de  z.  Soient  f{z)^  ¥(z)  ces  fonctions,  rexpression  ci-dcssus 
donne,  pour  /  =  0, 

\^)t,:^o=f(^)  =  ^1  s*"7  -*-  ^«  s*"  -y  4-B5  Sin  -J 


On  a  dtjh  vu,  k  plusieurs  reprises,  dans  ce  qui  pr^de,  comment 
on  doit  determiner  les  constantcs  B,  C,  au  moyen  d'equations  de  ccKc 
espece.  En  effet,  h  represcntant  un  noinbre  eiitier  quelconquc^  multi- 

plions  ces  equations  par  sin— ^d^  et  integrons  sur  toute  reiciidue  de 

la  tige,  c'est-i-dire  de  0  i  /.  Tous  les  termes  du  second  mcmbre  dis- 
paraissent  a  chaque  iniegration,  a  Texception  d'un  seul,  le  tcrnic  q«i 
contient  B^  ou  C^ ;  et  nous  obtenons 

j    /'(s)sin-y-rf5==gn^;  J^\(z)^in-j-dz  =  —  Ci^; 

ce  qui  determine  tres  simplement  les  coerficicnts  B^,  C^,  si  les  fonc- 
tions f  c[  F  sent  connues  et  donnees.  De  cette  manieic  on  voit  que 
le  probleme  se  trouve  entierement  determine.  Ces  fonctions  n'ont  d'ail- 
leurs  d'induence  que  sur  Tintensite  relative  des  divers  sons  rcndus 
par  la  tige;  tandis  que  TohHation  dc  cos  sons  est,  pour  unc  meine 
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ligc,  dclennincc  exciusivoment  par  les  condilions-limiles,  c'csl-a-dirc 
par  l*^lat  de  Iibert6  ou  d'assujeltisscmcnt  de  ses  extr6mil^s. 

Si  on  change  cct  6tat,  Ics  series  de  sons  produits  sont  diffd^renles. 
Par  cxeinple,  n'adnicttons  plus,  comme  nous  I'avoiis  fait  dans  ce  qui 
precede,  que  Textrcimite  z  =  l  soil  fixe;  an  contraire,  supposons-la 
libre.  Alore  w  ne  doit  plus  s*6vanouir  pour  2=/;  mais,  a  celle  extr6- 
mil6f  la  tension  doit  toujoars  6trc  absolument  nullc,  puisque  aucunc 
force  de  traction  quelconque  n^y  agit  sur  la  tige. 

Revenons  aux  6quations  de  la  fin  du  g  59,  p.  473.  La  noavdlc 

liypothfese  correspond  i  T  =  0,  c'cst-a-dire  a  (-7-)         =  0  .     En 

prenant  loujours  pour  w  Texpression  (221)  el  en  igalant  a  z6ro  son 
quotient  difTercnlicl  par  rapporl  a  z,  specialise  pour  2  =  /,  on  oMicnt 
dans  ce  cas  : 


cos 


{'■"v%)=''- 


Les  racines  de  celle  Equation  s*obtiennent  en  egalanl  rargument  du 
cosinus  a  un  multiple  impair  de  ^.  On  a  ilonc 

_^  jrg  7^n     /Eg        .    5rr     /i^ 

^»  -"  2/  V  n"  '        Y/  V  "n  '         2/  V  "S  '  *  '  *  ' 

La  s6ric  de  sons  d^termin^e  par  ces  nombix3S  est  pareille  a  la  pr6- 
cedente ;  mais  le  son  fondamental  est  d*une  octave  plus  bas  que  dans 
le  premier  cas,  attendu  que  le  nombre  des  oscillations  est  muitie 
moindre.  Le  premier  son  liarmoniquc  est  ici  la  quinte  de  Toctave  du 
son  fondamental,  et  ainsi  de  suite.  La  position  des  noeuds  correspon- 
dant  k  chaque  vibration  consid6r6e  isolSment  n'est  pas  non  plus  la 
m6me;  car,  comme  on  a  en  g^n^ral 


_2M-i  IT     /K7 


le  factcur  dependant  de  z  dans  I'^quation  (221)  dexii'ut 

.      /in  —  i  7r5\ 

^^"(-2-7)' 

et  ce  facleur  s*6vanouit  lorsque  Ton  pose 

2hl 


z  = 


2n  — 1 


Pour  trouver  les  noeuds,  il  faut  done  alors  diviscr  la  tige  en  un 
nombre  impair  de  parties  6gales,  ce  nombre  etant  donne  par  le  rap- 
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port  du  nombre  dcs  vibrations  correspondant  au  son  harmoniqae  que 
Ton  consid^re,  au  nombre  dc  vibrations  du  son  fondamental.  Les 
ncBuds  sont  aiors  lous  Ics  points  pairs  dc  division,  en  parlant  deTex- 
tr6mil6  fixe  de  la  tige,  supposes  6tre  ie  point  zero. 

L'introduction  des  conditions  dues  a  I'etat  initial  se  fait  absolumeot 
de  la  mcinie  mani^re  que  dans  le  cas  pr6cedenL  L'exprcssion  la  plu$ 
gdn^rale  de  iv,  forni6e  do  Taddilion  des  solutions  particUes  est  ici 


IV  =  Sin  Y  (  R,  cos  -iw-  -f-  Ci  sin  — ^- j 
-f-sm-^  (B,cos  -^-hCjSin  -^j 


ou  a  a  loujours  la  valour  y—  •  D6signons  encore  par  /"(t),  F  {z}  les 

fonctions  donnant  les  d^placemonts  initiaux  et  les  vitesses  iniliales 
dcs  elements;  nous  aurons,  pour  1  =  0  : 

(u>)^^,,  =  /-(s)  =  B,sin2^-|-B,siti-^-+-  .  .  ,  ; 

Pour  d6terniiner,  au  moyen  de  ces  Equations,  les  conslantcs  B,  C 
en    fonction    de   T^tat  initial,    on    les   multiplie  toutes  deux  par 

/2A ^)'7:z 

sin ^ — —dz,  et  on  integre  pour  loule  la  longueur  dc  la  lige,ou 

de  2  =  0,  a  2  =  /.  Alors  tous  les  termes  du  second  mcmbre  dispa- 
raissent,  except6  le  terme  B^  ou  C^,  cl  Ton  a  : 

/•',..    (2^  —  4)  7r«,         halt  f, 
j^F(.)s»n^       2/         ^"  =  — ^^' 

de  sorle  que  les  B,  C  se  determinent  imm6diatement  lorsque  les  fonc- 
tions /"et  F  sont  donn6es. 
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NOTE  FINALE  DU  §  60, 

Thterie  de  rimpuliion  longitadinale  d'una  barre  ^lastiqne  par 
an  corps  massif  qui  yient  heorter  une  de  ses  devz  extr6mMs ;  et 
de  la  resistance  de  la  matidre  de  la  barre  k  un  pareil  choc. 

\ .  Probleme  general  des  resistances  vives  ou  dynamiques. — Les  pieces  solides 
qui  entrent  dans  les  constructions  et  les  macliines  y  eprouvent  non  seulement 
des  actions  statiqiies  ou  constantes,  mais,  encore,  dos  actions  ou  impulsions 
variables  qui  tendent,  commc  les  autres,  k  changer  les  distances  mutuelles 
de  leurs  molecules,  k  alterer  leur  contexture  et  k  les  rompre,  soil  immcdia- 
tement,  soil  apres  les  avoir  graduellement  enervees.  Longtemps  le  probleme 
de  la  cornparaison  des  effeis  des  chocs  et  des  pressions  a  etc  une  pure  enigme ; 
son  mot  ne  pouvait  pas  6tre  trouve  en  envisageant  abstractivement,  ainsi  qu*on 
faisait,  les  solides  comme  incompressibles  et  inextensibles.  Mais,  aujour- 
d*hui,la  consideration  et  la  mise  en  compte  de  leur  elasticite  permet  d'aborder 
celle  question,  ou  de  trailer  analyliquement  ce  que  Thomas  Young  a  appele 
la  resilience,  et,  Poncelet,  la  resistance  vive  ou  dynamique  des  pieces. 
L'etude  que  nous  allons  faire  de  leur  impulsion  longitudinale  a  une  impor- 
tance pratique  reelle,  puisque  (comme  on  verra  au  §  90)  la  plupart  des 
constructions  sont  aujourdinii  disposees  de  maniere  que  leurs  pieces  ne 
supportent  que  des  actions  dans  le  sens  de  leur  longueur. 

Nous  ne  pourrons  nous  y  servir  de  Tintegrale  qui  vient  d'etre  donnee  par 
G]ebsch,g60,  deTequationdumouvementvibratoire  longitudinal.  II  y  est  en 
cffet  suppose  que  la  barre  vibre  seule ;  il  nous  faudra  une  autre  analyse  pour 
notre  probleme  actuel,  ou  le  mouvement  est  suppose  produit  par  Timpulsion 
d'un  corps  etranger  qui,  tout  d*abord,  se  meut  en  union  avec  la  barre ;  ce 
qui  change  essentiellcment  les  conditions  k  remplir  pour  obtenir  la  solution. 

2.  Sa  solution  presentee  elementairement  quand  on  neglige  Vinertle  des 
pieces  heurtees.  —  Deux  the'oremes  de  Young.  —  Deuxieme  approximation 
]H)ur  une  partie  de  cette  solution.  —  Le  probleme  des  mouv(?menls  et  defor- 
mations d'une  barre  ou  meme  d'un  sysieme  quelconque  de  barres  eiastiques, 
determines  par  le  choc  d*une  masse  eirangere  sur  un  de  ses  points,  tandis 
que  certains  autres  points  sont  fixes,  se  resout  aussi  facilemenl  que  le  pro- 
bleme de  retat  d*equi]ibre  qui  est  pris  sous  une  action  statiquc,  lorsqu*on 
neglige  Vinertiedu  systeme.  En  effet,  ce  qui  retarde  la  transmission,  k  ses  dif- 
ferentes  parties,  du  mouvement  imprime  k  Tune  d*elles,  ou  ce  qui  exige  pour 
sa  propagation  un  certain  temps  fini,  c'est  Tinertie,  entrant  successivement 
en  jeu,  des  divers  elements  de  la  masse.  Si  on  la  neglige,  ce  qui  est  possible 
comme  approximation  quand  la  masse  du  systeme  est  iort  petite  par  rapport 
a  celle  du  corps  heurtant,  le  systeme  pent  etre  considere,  pour  chaque 
instant,  comme  deforme  de  la  meme  maniere  qu*il  serait,  au  repos,  par  des 
forces  d'intensite  graduellement  variable,  convenablement  appliquees  k  Ten- 
droit  heurte.  La  loi  de  leurs  intensites  successives  est  connue,  car  elles  sont 
constammont  egales  et  contraires  aux  reactions  eiastiques  du  sysieme ;  et 
ces  reactions  restent  dans  un  rapport  constant  avec  le  deplacement,  suppos6 
rester  tres  petit,  du  point  qui  a  supporie  le  lieurt. 

30  hit. 
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On  peuttirerde  1^  presque  immediatement  (commenous  ferons  aussi  a  I. 
Note  du  g  suivant,  6i ,  relative  aux  chocs  transversauz  qui  prodaiseat  li*  < 
flexions)  une  6quation  simplement  diff^rentiellefournissant  la  loipendalair 
des  vibrations  des  pieces  avec  le  corps  qui  les  a  heurtees.  Mais  nous  pouToib 
obtenir  mSme  ^l^mentairement,  sans  Equation  ni  integration,  les  resaltats 
esseutiels  de  I'hypoth^se  ainsi  faite.  Soit  en  effet,  pour  fixer  les  id^es,  une 
barre  prismalique  ayant  une  longueur  a,  une  section  transversale  c,  ul 
poids  P  et  un  coefficient  E  d'^lasticit^  longitudinale,  fix^  a  un  bout  e; 
heurt^e  h  Tautre  bout  par  un  corps  rigide  d*un  poids  Q  anim^  d*oxi 
Vitesse  V.  Ce  choc  diminuera  ou  augmentera  la  longueur  a  d'une  petite  quaih 
tit6  u  selon  que  le  corps  Q,  d*une  forme  quelconque,  viendra  heurter  la 
barre,  ou  selon  que,  d*une  forme  de  manchon  ou  de  collier  embrassani 
librement  cclle-ci,  il  viendra  exercer  son  impulsion  sur  un  bourrelet  oc 
arr^t  saillant  dont  la  barre  est  munie  tout  autour  k  son  extremite  libre.  L^ 
reaction  ^lastique  de  la  barre  centre  le  corps  Q  a  pour  intensite,  alor^. 

Ev  -  ;  et  comme  cette  intensity,  nulle  au  premier  instant  du  contact,  a  cru 
a 

i       u 
uniformement,  elle  a  eu  ^  Eo-  -  pour  moyenne.  Multipliant  cette  reaction, 

6gale  et  oppos^e  k  Teffort  qu*aexerc6  le  corps  Q^par  Tespace  u  qu^aparcooru 

u' 
le  point  d*application  de  cet  effort,  on  a  un  travail  total  Eo*  ~.  II  doit  etre 

6gal^,  puisqu*on  neglige  le  travail  de  Tinertie  de  la  barre,  k  la  demi-forct 
vive  primitive  du  corps  Q  si  la  barre  est  horizontale ;  et,  si  elle  est  verticals. 
k  cette  m^me  demi-force  vive  poss^d^e  au  premier  instant  du  contact,  plus 
le  travail  Qu  de  la  descente  du  poids  Q  depuis  cet  instant.  II  en  resullc 

u*      Q  ¥•  /"I 

Barre  horizontale    Ec  ^—  =  -  -7  >        d'oii       u  =  V 1  /  — 

la)  I  2a       sf  2  \  g 

'  Q 

si  u^ = ^  a  d^signe  Tallongement  ou  raccourcissement  purement  statique ; 

Equation  dont  nous  aurons  k  nous  servir  au  n**  15  sous  cette  forme: 

V    /o  /e  p 

(b)  \x=a  -  i/  ^,  ou  M= W  ->  si  p= —  dSsigne  la  density  de  la  matitode  Ubarrt 


{c) 


V' 


Cesi  de  raisonnements  de  ce  genre,  appliques  sp^cialement  par  lui  aoi 
efTets  de  Timpulsion  transversale,  que  le  docteur  Thomas  Young,  en  1807  ('). 
a  deduit  diverses  consequences,  crues  approch^es,  enlre  autresque: 

1<*  L*extension  (ou  contraction)  de  mise  en  charge,  produite  quand  le  poids  Q 


n  A  coyne  of  Lectures  on  natural  Phiiosophy  and  the  mechanical  art%  in  two  volume*, 
puticuliirement  toL  I*%  pp.  135  A  i44. 
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est  pos^  sans  vitesse  k  Textr^mit^  libre  de  la  barre,  est  double  de  Texten- 

sion  statique ;  en  effet,  la  formula  (c),  quand  on  fait  y=0,  donne  u=2u.. 

2''  La  resilience  de  la  barrc  heurtee,  en  nommant  ainsi  la  demi-force 

vive^du  corps  Q  capable,  eri  tombant  sur  elle  d*une  hauteur^,  de  la 

rompre  ou  d*alt^rer  sa  contexture,  est  proportionTieUe  h  son  volume^  quels 

que  soient  les  rapports  mutuels  de  ses  dimensions.  En  effet,  si  nous  appelons, 

p 

comme  au  n°  7  (page  264)  de  la  Note  ci-dessus  du  g  37,  -^  la  plus  grande 

dcs  dilatations  longitudinales  non  dangereuses  que  la  barre  puisse  ^prouver 

R  u 

sans  desagr^gation,  nous  obtenons,  en  mettant  -^  pour  -  dans  T^ation  (a) : 


QV* 
monlrant  que  la  resilience  -—  est  6gale  &  la  moi^tV  du  volume  av  de  la  barre, 

multipli^e  par  une  constante  -^  ne  dependant  que  de  la  nature  de  sa  mati^rc, 

et  que  Tredgold  a  appel^e  son  module  de  resilience^  de  mSme  que  E  et  R^ 
designent  son  module  d'^lasticit^  et  son  module  de  r^istance  statique  per- 
manente.  On  verra  d  la  note  du  §61,  n<^  54,  page  560,  que  la  m^me  loi  s'ap- 
plique  aux  impulsions  transversales  avec  d*autres  diviseurs  num^riques  que  2 
du  volume  des  barres  lorsqu*elles  sont  flSchies  au  lieu  d'etre  simplement 
elendues  ou  comprim^es  dans  le  sens  de  la  longueur. 

On  peut  m^me,  quand  on  ne  veut  avoir  que  T'allongement  ou  accourcis- 
sement  maximum  total  u  de  la  barre,  I'pbtenir,  encore  ^lementairement, 
par  une  deuxihne  approximation^  g^n^ralement  grande  (voyez  n^  4  et  sur- 
toul  n*'  11  ci-apr^s),  enprenant,  au  lieu  de  (a), 


W) 


u=:V4  /- r    ouTona     k=  I     (-)  —  =  =  ; 

V   ^1  +  ^5  J«   W    a      3 


expression  etablie  (comme  on  Texpliquera  aux  n**'  4i,  47  et  50,  pages  581, 
585,  594,  de  la  Note  du  g  61  relative  au  choc  transversal)  en  attribuant  k 
la  barre,  au  moment  ou  le  choc  commence  k  la  comprimer  ou  k  T^tendre, 
une  inertie  resultant  d*un  certain  partage,  op^r6  avec  elle,  de  la  quantit^ 
de  mouvement  initiale  du  corps  heurtant. 

3.  Ne'cessite'  d'un  calcul  exact  des  effets  de  V inertie  de  la  barre  heurtee,  — 
Autre  iheartme  de  Young  pour  V effet  de  premier  instant.  —  Sa  demonstra- 
tion et  celle  de  la  formule  de  la  celerite  de  la  propagation  des  ebranlernents 
(m  du  son.  —  Mais,  comme  Tobserve  Young  lui-m6me,  Tinertie,  cette  cause 
que  rimpulsion  se  transmet  le  long  de  la  barre  dans  un  temps  toujours 
fmi,  a  besoin  d'etre  prise  en  consid6ratfon  d'une  mani^re  rationnelle,  no- 
tamment  pour  T^tablissement  des  conditions  de  resistance.  Par  exemple. 
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diUil,  au  premier  instant  du  choCy  si  la  vilesse  re'elle  Y,  imprimte  a  la 

Y 

tranche  mSme  qui  le  regoit,  est  assez  grandepour  que  son  rapport  -  &  ce  que 

nous  appelons  (pour  ^viter  la  confusion)  la  celerite  &>  de  la  propagation  de 
son  effet,  surpasse  la  proportion  3  de  Textension  ou  de  la  compression  que 
la  mati^re  peut  supporter  sans  se  d^sagr^ger,  la  d^sagr^gation  se  produira; 
et,  comme  Young  Texprime,  la  resilience  de  la  matiere  sera  vaincue;  c*esl- 
&-dire  que  le  corps  heurlant,  quelque  petite  qu*en  soit  la  masse,  brisera  li 
pi^ce,  ou  bien  y  fera  quelque  impression  permanente,  alterant  sa  contexture 
au  moins  k  l*endroit  soumis  au  choc. 

II  n'est  pas  difficile  de  justifier  cette  condition  ou  relation  n^cessaire 
V=  ou  >>cj3  fournic  k  Young  plutdt  par  une  intuition  que  par  un  calcul, 
et  de  demontrer,  du  m^me  coup,  d*une  maniere  ^l^mentaire,  la  formule 


"=V7^ 


connue  ur=  w  -,  p  6tant  la  density  de  la  matiere,  et  u  la  celerite'  ou  vitesse 

apparenie  de  propagation  des^branlements  ou  duson  dans  labarre.  En  effet: 
l^  Si,  3  6tant  une  tr6s  petite  fraction  quelconque,  deux  forces  d*intensit6  E^ 
agissent  en  sens  contraire  aux  deux  extr^mites  d^une  barre  de  section  9, 
elles  lui  feront  prendre,  d*un  bout  k  Tautre,  dans  T^tat  de  repos«  quand 
r^lasticit^  s*est  conservSe,  une  dilatation  (ou  contraction)  dont  la  proportion 
est  3.  Si  Tune  de  ces  deux  forces  seulement  a  6te  appliquee  sur  une  des 
deux  extremit^s,  Taulre  ^tant  6Ioign^e,  la  meme  dilatation  d  sera  prise  de  ce 
premier  cdte  sur  une  longueur  d'abord  infiniment  petite,  apr^  quoi  la 
tranche  ainsi  etendue  ou  comprim^e  exercera  sur  la  tranche  suivante  la 
mdme  action  qu^elle  aura  regue,  et  ainsi  de  suite;  en  sorte  que  la  barre 
^prouvera  cette  dilatation  positive  ou  negative  3  sur  des  longueurs  unifo^ 
moment  croissantes.  Et  si  Ton  appelle  tat  la  longueur  primitive  de  la  parlie 
de  la  barre  qui  l*aura  subie  au  bout  du  temps  ^  Textr^mit^  sollicitee  aura 
chemin^  de  U.  3,  et  aura  pris,  en  consequence,  avec  toute  la  partie  etendue 
ou  comprim^e^  une  vitesse  uS,  ce  qui  donne  bien,  si  Ton  appelle  V  cette 
vitesse  imprim^e : 

(e)  V=«3. 

2°  Comme  la  masse  qui  aura  re^u  cette  vitesse  est  p9u>f,  la  quantity  de 
mouvemenl  acquise  par  elle  est  /}9o>^<u3.  En  legalant  au  produit,  par  le 
temps  ty  de  la  force  E<ri  qui  Taura  engendree,  on  tire  bien  pu*=E,  dou 

formule  qui  repr^senterait  ^galement  la  c^I^rit^  de  propagation  d*unc  dila- 
tation, due  k  la  soustraction  brusque  de  la  force  comprimante,  et  par  con- 
sequent aussi  celle  de  la  transmission  du  son  ou  de  petits  ibranlemenls  sa 
composant  de  compressions  suivies  de  dilatations  ou  r^ciproquement  (*). 


(*)  Celte  demonstration  simple  de  la  formule  de  la  vitesse  du  son  peut  Aire  atthboer  a 
Dabinet,  qui  m*a  dit  Tavoir  profess^e  yen  i829.  Elle  est«  certcs,  bien  pi^<&rable  4  eelie  dc 
Newton,  que  sa  puissante  intuition  seule  a  oomprise  et  que  ni  Lagrange,  ni  aucuo  pbjudca 


Si 
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4.  Solution^  par  Navier^  en  se'rie  trigonometrique  d'un  nombre  infini  de 
termes,  du  probleme  du  choc  longitudinaL  Necessite  de  recourir  a  nn  autre 
genre  de  wlution,  —  Navier,  en  18:23,  ainsi  auteur  de  la  premiere  formule 
exacte  de  resistance  vive  qui  ait  6t6  donn^e,  a  tenu  analytiquement  un 
compte  complct  de  Tinertie  de  la  pi^ce  heurt^e,  dans  sa  solution  du  pro- 
bleme du  choc  longitudinal  d'une  barre,  telle  que  sont  les  liges  verticales  de 
support  des  ponts  suspendus. 

i  a,  E,  ff,  p,  ?  =  pga(T,  Q,  V,  w=i/-  onl  les  mfimes    significations 

qu'aux  deux  num^ros  precedents,  mais  u  d^signant  ici  le  petit  d^placement, 
au  temps  t,  du  point  ou  de  la  section  dont  Tabscisse  z  est  compt^e  k  partir 
de  rextr6raite  fixe,  tandis  queTautre  extr6mit6  a=a  est  celle  que  heurte  le 
corps  Q  dans  un  sens  ou  il  tend  k  la  dilater,  une  tranche  de  la  barre, 
comprise  entre  les  deux  sections  <r  d'abscisses  z  et  z-hdzj  est  sollicit^e  en 

i)u 
sens  opposes,  sur  ces  sections,  par  les  tractions —  ^^W^  et  Ea 

jZi  ^^)*  ®"  sorte  que,  comme  son  inerlie  est  —  P^^^^>  ^^^  equiiiDre 
dynamique  est  exprime   par  Eer  -^-j — fxx -^  =  0,  d'ou  T^quation 

(fl)  -r: =  «•  •;r—    ,         OU        W*  =  - » 

indefinie  ou  applicable  k  tons  les  points  de  la  barre  et  k  tons  les  temps ; 
tandis  que  les  Equations  de'finies  ou  particuli^res,  vu  que  T^quilibre  dyna- 
mique du    corps  heurlant  press^  par  la  reaction  dlastique   de  la  barre 

exiffe  —  —  -7r--f-E(j-^=0  pour  3=  a,  et,  vu  <r=  — t  seront  : 
^         g  St*  Sz         ^  pga 

ii\  t  \  n  /n^*«        J  P  ^"\       —A    /^"\      —  i  ^  au  point  a:  =  a. 

W  H  =  o  =  "'\^^^-"  ^W,=a""      \^A  =  o""i  0  en  tout  autre  point; 

equation  et  conditions  qui  sont  toules  salisfaites  par  la  solution  de  Navier  : 

V  v^  2cosm  .    TR«   .    mtatC) 

11  =fl  -    >     — ; ; : r  Sm  —  Sm  ---       ; 

fo  ^^  m(m-hsmm  cosm)        a  a 

(1)     {        le  2  s'itendant  k  toules  les  valeurs  de  m .  racines  r^elles  et  positives 

p 
de  Tequation  transcend  ante  m  sin  m  =  ^r  cosm- 


n*a  jug^  acceptable.  J'ai  montrd  dans  uue  note  du  Compte  rendu,  18  juillet  1870,  p.  156, 
qu'onpourrait  Tappliquep  aussi  pour  la  propagation  des  ondes  lumineuses  Iransversales  de 
I'^ther,  ct  m6me  pour  celle  des  ondes  ou  intumescences  liquides  dans  un  canal;  etqu'cllc 
s'applique  encore  lorsque,  pour  une  colonne  d'air  surlout,  Ton  donne  h  E  une  valeur  sup^ 
rieure  h  la  valeur  slatique,  de  maniire  k  obtenir,  en  tenant  compte  de  la  cbaleur  d^g6e 
comme  a  fait  Laplace,  la  vitesse  r6elle  du  son.au  lieu  de  la  vitesse  moindre  dite  newtonienne. 

(•)  C'est  bien.  en  effet,  I'expression  (11)  du  n«  226,  page  151.  du  Rapport  el  M(fmoire  $ur 
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Comme  ces  racines  sont  en  nombre  infini,  le  mouvement  resulte  de  U 
superposition  d*une   infinite  d*osciIlations  pendulaires  ou  isochrones  de 

diverses  p^iodes  2n — . 

tnta 

Nayier  ne  d^veloppe  sa  formule  et  n'en  tire  une  r^le  pratique  que  pour  le 

p 
cas  extreme  ou  le  rapport r:  est  extr^mement  petit.  Alors,  T^quation  transcen- 

dante  donne  m=  V/^  pour  sa  racine  la  plus  petite,  foumissant  un  terror 

de  la  s^rie  devant  lequel  les  autres  sont  ordinairement  n^ligeables:  tt 
Texpression  ainsi  obtenue  du  d^placement  u,  ainsi  que  de  la  dilaUtioo 

3 z=  -y  la  m6me  alors  k  chaque  instant  d'un bout k Tautre  de  la  barre,  nasi 

autre  chose  que  celle  (a)  qui  a  6t^  stabile  616roentaireinent  ci-dessusen  ne- 
gligeant  son  inertie. 

1  —  5-=:+. -I 

P  /        m*  \  P  /        m*      m*  \ 

=  g  (1  — 5--+-  ....j,  d'oijim«  =  g(i  — Y^-25-+--vlf  donnant,  sift* 

est  petit  devant  m',  pour  la  valeur  approchie  de  la  plus  petite  racine : 


(0  ^=\/l 


S/^+'^k 


i  p 

3Q 


qui,  substitute  dans  le  premier  et  le  plus  influent  terme  de  la  s£rie  S  ptr- 

ticularis^e  pour  2  =  a,  sin =1,  donne,  pour  le  diplacement   maih 

mum  u  du  point  heurt^,  pricis^ment  cette  deuxihne  approximation  (V)  qiH 
nous  avons  obtenue  autrement  et  61^mentairement  au  n^  2,  p.  480  c. 

Nous  avons  ^tendu  cette  ^tude  analytique  k  des  cas  varite  de  condi- 
tions limites  {Comptes  rendtu^  3  juillet  i865,  p.  33)  et  aussi  (il  mai  18S\ 
p.  877)  k  des  barres  compos^es  de  troncs  de  cdne  ou  de  pyramide.  Mik 
surtout,  nous  nous  sommes  eflbrce  de  tirer  de  la  formule  trigonometric 
(i)  de  Navier  ses  consequences  exactes  pour  les  valeurs  suppose  les  plus 
usuelles  du  rapport  des  poids  de  la  barre  heurt^e  et  du  corps  heurtaiit. 


les  ponts  8u$pettdu$,  Edition  de  1823,  lorsqu'on  y  rempUce  ^  —  ^,  B,  A,  p,  m,  ptr  Kt  Er. «, 

->  — t  et  »'  4tant  =-=  -^• 
a    a  p        P 

Poncelet  Ta  compldtee  (Introduction  ft  la  m^canique  industrieUe,  1859,  n*  Sltj  m  ffv- 

nant  en  consideration  [comme  il  Ta  fait  aussi  par  la  formule  (c)  d-dessus]  la  deaeeated. 

poids  Q  pendant  que  s'opire  celle  de  Textr^mitd  heurtte,  ainsi  que  les  dilatatioos  intaaia 

dues  au  poids  de  la  barre  verticale  et  ft  Taction  staUque  do  poids  Q  sappos^  hu  £trr 

sutpendu  ayant  de  la  beurter. 
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P         i     1 

savoirpour  7^  =  7,  5,  1,  2,  4.  Nous  nous  sommes  pour  cela  livre  k  iin 

travail  circonstanci6  tant  nuni^rique  que  graphique,  analogue  k  celui  qui 
sera  d^crit  aux  n"*  32  k  35  de  la  Note  du  §  61  pour  le  choc  transversal ;  et 
nous  en  avons  rapport^  les  r^sultats  principauz  au  n^  LV,  p.  ccxxxv,  de 
Vhiitorique  mis  en  t^te  de  TMition  posthume  (i864)  des  Lemons  de  Navier. 

lis  donnent  ajssez  r^guli^rement  la  suite  des  displacements  du  point  heurte. 
Mais  quant  k  ceux  que  nous  avons  calcules  de  quatre  autres  points  de  la 
barre,  et,  surtout»  quant  k  la  connaissance  la  plus  essentielle,  celle  des 
dilatations  dangereuses  ou  les  plus  grandes,  lorsque  Ton  examine  les  courbes 
nombreuses  et  fort  sinueuses  ayant  pour  abscisses  les  temps,  et  pour  ordon- 
nSes  les  dSplacements  u  des  points  de  la  barre,  courbes  qui  doivent  foumir 
ces  dilatations  par  les  plus  grandes  inclinaisons  de  leurs  tangentes,  on  ne 
pcut  y  dSraSler  aucune  loi  manifesto ,  ni  y  entrevoir  TespSrance  d*en  con- 
stater  aucune  en  triplant  ou  quadruplant  le  nombre  des  resultats  particuliers 
de  ce  travail  d^\k  extrSmement  long.  Cette  difficult^,  cette  sorte  de  relative 
impossibility  tient  sans  doute  k  la  nScessaire  discontinuity  aflectant,  conune 
nous  verrons,  la  suite  des  valours  des  dilatations  dans  le  choc  longitudinal. 

Une  autre  solution  du  probUme  de  ce  genre  de  choc  Staitdonc&chercher. 

5.  Sol-ution  en  termes  finis,  —  Heureusement  que  cette  solution  desirable 
est  possible  (*). 

On  sait  depuis  longtemps  int^rer,  au  moyen  de  la  somme  de  deux  fonc- 
tions  arbitraires  de  2  -f-  w  ^  «  —  w «,  TSquation  diffSrentielle  {g)  des  vibra- 
tions longitudinales  d*une  barre  qui  vibre  seule. 

Cauchy  et  Poisson  Tout  appliquSe  au  choc  mutuel  de  deux  barres  libres; 
et,  dans  un  memoire  ou  je  discutais  et  modifiais  quelques-unes  de  leurs 
conclusions  (**),  j*ai  6tendu  celle  solution  k  des  barres  de  grosseurs  et  de 
matieres  differentes,  dans  le  but,  comme  eux,  de  rSpondre  k  la  question 
posSe  par  Coriolis,  celle  de  la  quaniite  generalement  perdue  de  la  force  vive 
translatoire  lors  de  cette  collision  de  deux  corps  mfime  parfaitement  61as- 
tiques.  La  suite  des  mouvements  de  leurs  parties  est  fort  compliqu6e,  k 
cause  des  nombreuses  reflexions  des  Sbranlements  aux  extr6mit6s  de  Tune 
comme  de  I'autre  des  deux  barres. 

Mais  bienl6t  j'ai  vu  que  cette  grande  complication  disparait,  et  que  la 
solution  trouvee  devient  celle,  en  termes  finis  et  simples,  du  probl^e  qui 
nous  occupe  ici,  si  Ton  suppose  {Compte  rendu  du  30  mars  1868,  p.  650) 
Vune  des  deux  barres  elastiques  extrhnement  courte  ou  raide  par  rapport 
a  Cautre;  car  celle-ci  peut  6tre  regard6e  comme  la  barre  heurtSe,  et  la 


(*)  Heureusement  aussi,  hfttons-BOUS  de  le  dire  en  attendant  la  Note  da  g  61,  que  pour  le 
problime  du  choc  traruversal  ou  tendant  k  fl^chir  lea  pieces,  la  solution  donnte  par  nous 
<i857)  en  s^rie  trigonom^trique,  est  d'une  application  bien  plus  simple  et  plus  satiafaisante 
que  celle  du  m^me  genre  essay6e,  comme  on  vient  de  dire,pour  le  choc  longitudinal. 

(")  Memoire  lu  le  24  dtombre  1866  (Extrait  au  compte  rendu,  p.  1108)  imprimd  en  1867 
au  Journal  de  Liouville,  p.  257  k  576. 
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premiere,  commc  6tani  le  corps  ramasse  et  aussi  rigidc  qu*on  veut  qui  la 
heurte  et  qui  lui  reste  quelques  instants  uni.  En  cffet,  cette  supposition  rend 
extr^mement  petit  le  rapport  r  des  masses  ^branl^es  en  un  m^me  temps 
dans  la  barre  heuiHante  et  dans  la  barre  heurtee ,  en  sorte  que  les  termes 

.         J     entrant  dans  nos  forraules  de  1866,  ou  le  nombre  Ires  grand  i 

est  celui  des  reflexions  du  son  dans  la  barre  heurtante,  reviennent  alors 

k    e    ^     ^    J  yu  que  Texposant  i  pent  dtre   tir^   d*6quations  telles  que 

1 

Q  /l rV  -1 

&)(  —  z  =  ir^  t,  et  que  ( J  est  =z  c  lorsque  r  tend  vers  z^ro;  trans- 
formation d*ou  nous  avons  pu  d^duire,  tant6ten  un,  tantdt  en  deux,  tant6t  en 
trois  termes  arfect^s  d*exponentielles,  la  solution  simple  d^sir^  du  pro- 
bl^me  du  choc,  par  un  corps  rigide  ou  ramassS  Q,  d'une  barre  libre  P.  Et  nous 
avons  ajoute  finalement  qu*il  en  sera  de  mdme  quand  cette  barre  heurtee  P, 
au  lieu  d*etre  libre,  sera  assujettie  au  bout  non  heurte ;  ce  que  nous  avons 
alors  v^rific  ct  r^cemment  reproduit  avec  calculs  dans  deux  articles  des 
Comptes  rendus  (21  aout  et  4  septembre  1882,  p.  559  et  423).  Cette  possibi- 
lity de  changement  de  formulcs  compliqu^es  et  comme  incalculables  en  for- 
mules  d'un  usage  facile  nous  a  tellement  6tonne,  dans  le  premier  moment 
ou  elle  s*est  offerte,  que  nous  lui  avons  fait  subir  (&  notre  Note  de  roars 
1868)  trois  sortes  de  verifications  dont  Tune  etablit  leur  identity  avec  les 
expressions  en  serie  trigonometrique  qui  y  repondent;  ce  qui  a  conQnne 
leur  exactitude  et  la  l^gitimite  des  transformations  qui  y  ont  conduit. 

Les  formules  nouvelles  ont  sur  la  formule  en  serie,  outre  Tavantage  de 

p 
la  facilite  des  calculs  pour  toutes  les  valeur^  de  tt  ainsi  que  de  Tabscisse : 

et  du  temps  t,  celui  d'embrasser,  pour  le  premier  instant  du  choc 
qui  precede  toute  propagation  d'^branlement,  cette  expression  (e)  ?=± 

(rp)  =-  que  la  s6rie  trigonometrique  (i)  parait  impuissante  i 

fournir,  vu  qu*elle  n*a  plus  ni  convergence  ni  signification,  surtout  diffe- 
rentiae en  Zy  lorsque  zei  t  tendent  vers  zero. 

6.  Cos  particulier  ou  extreme  de  cette  solution  par  exponentielies,  — 
Par  une  tout  autre  methodc,  dont  il  avait  expose  et  developpe  le  principo 
dans  des  communications  a  TAcademie,  les  2,9  et  16  Janvier  1882  (Comptes 
rendus,  p.  33,  71,  127),  M.  Boussinesq  est  arrive  le  10  avril  (Cemptet 
rendus^  p.  1046)  k  une  expression  revenant  A 


.=o?!(,_r5n 


du  d6placcment  u  qu'6prouve  Ic  point  d*abscisse  z  do  la  barre  de  longueur 
a  et  de  poids  P  heurt6e  longitudinalemcnl  avec  une  vitessc  V  par  un  corps 
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Qk  son  exlrdmile  2  =  0,  pour  tout  temps  t  moindre  que  celui  -ouTebran- 

lement  parvient  a  son  extremity  z  =  a;  expression  qui  a  6t6  ensuite  reconnuc 

s'^tendre  jusqu*au  temps  f  =  2-  du  retour  de  T^branlement  au    point 

hcurt^,  et  former  ainsi  le  premier  tcrme  des  forraules  applicables  k  des  temps 
quclconques.  Dans  cette  mSme  note  d*avril  ou  son  auteur  commence  par 
supposer  le  corps  stranger  Q  uni  d  la  barre  et  soumis  k  une  action  F(t)  va- 
riant rapidement  avec  le  temps,  il  rend  compte  analytiquement  de  la  loi 

V 

3=-  de  premier  inslant  d'un  choc  brusque,  aper^ue  par  Young.  11  en 
III 

elend  m^me  la  formule  k  un  choc  transversal  moyennant  sa  simple  multi- 
plication par  un  certain  coefficient  numerique  variable  avec  la  forme  de  la 
section.  11  a  trouve  mSme  depuis,  pour  le  choc  brusque  des  plaques  avec 
une  grande  vitesse,  quelque  chose  d'analogue  qui  explique  certains  effets 
connus. 

7.  Vraie  raison  et  introduction  la  plus  directe  des  termes  exponenliels, 
Irouvees  par  MM.  Sebert  et  Hugonioty  comme  resultant  de  Vintegration  de 
lequation  diffe'rentielle  qui  exprime  la  jonction  du  corps  heurtant  et  de  la 
barre  heurtee.  —  Cette  introduction  s'est  trouv^e  op6r6e,  un  peu  apr^s,  dans  la 
troisi^mc  des  quatre  remarquables  communications  faites  k  TAcadSmie  par 
ces  deux  savants,  Tun  colonel,  Tautre  capitaine  de  I'Artillerie  de  marine  (*), 
comme  extraits,  pr^sent^s  d'avance,  d*un  m6moire  annonc6  et  dcvant  offrir 
une  suite  th^orique  k  leurs  ingenieuses  et  importantes  experiences  sur  le  tir 
des  canons,  ainsi  que  surles  effets  qu*en  ^prouventles  pieces  de  leurs  affAls. 

Prenant  comme  Navier  pour  origine  des  coordonn^es  Textremit^  fixe  de  la 

barre  heurtee,  et  supposant  d*abord,  comme  a  fait  M.  Phillips  dans  un  beau 

m^moire  de  1864(**),  que  rextr6mit6  opposee  z==a  eprouve,  au  lieu  d'un 

choc,  une  action  ¥(t)  fonction  connue  du  temps,  ils  font  usage,  comme  lui, 

de  la    solution    ii  =  y{5  4- wO  +  + (^ — **0   ^®   T^quation    ci-dessus   {g) 

c^u  i)*u 

J-  =  w*  .^  en  astreignant  les  deux  fonclions  arbitraires  y,  >f»  ft  satisfaire 

k(u)  _    =  0,  F  (t)=  (E(ttp)        .  Puis,  designant  comme   Poisson   et 

H.  Phillips,  par  C  la  variable  quelconque  de  ces  fonctions  k  toute  ^poque, 
lis  obtienuent  d'abord ,  d'une  mani6re  simple,  pour  exprimer  la  suite  de 


(*)  Sar  les  vibrations  loogitadinales  des  barres  ^lastiques  dont  les  eitr^mit^s  sont  soumises 
h  des  efforts  quelconques  (Comptes  rendus>  31  juillet,  7,  14,  21  aoOt  1883^  pa^es  213,  278, 
558,  382). 

(**)  SolutioQ  de  divers  problSmes  de  m^caniquc,  ou  les  condiUons  Impos^es  aux  extrS- 
mites  des  corps  sont  donn^es  par  des  fonctions  du  temps  (Compte  rendu,  15  fdvrier  1864, 
p.  317,  et  Journal  de  Liouville,  1864). 
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leurs  d^riv^es  7,  4^,  Tequation 

(')  'W=*'(-«=^['C-^")-'(^)+'(^)-] 

dont  le  dernier  membre  contient,  entre  crochets,  non  pas  une  terie  tndefadty 
inais  un  po]yn6me  que  Ton  convient  de  borner  aux  termes  pour  lesquels 
les  quanUtes  decroissantes  C — a»  Z — 3a....ii*oiit  pas  cess6  d*dtre  positives; 
ce  qui  doiine  dej&  un  type  simple  et  clair  des  formules  successiies  de 

yitesses  ou  de  dilatations  comma  celles  (2)  k  {z")  qu*on  verra  ci-aprte,  doDl 
chacune  se  compose  de  la  pr^cedente  et  de  termes  additifs  provenant  de 
doubles  reflexions  nouvelles,  aux  extremit^s  de  la  barre*  des  ^branlements 
propag^s  avec  la  c^l^rite  u. 

Ensuite,  r^tablissant  le  corps  Q  resti  uni  k  la  barre,  ou  prenant  pour  la 
condition  k  remplir  au  point  2  =  0,  eu  ^gard  k  son  inertie, 

oil  ils  mettent  pour  u  sa  valeur  f(a  +  u/)  +  >(>(a+ w^  ils  obtiennent : 

|9'(a  -f  foO  -f-  r9'(a  +  t^t)  =  f  (0  —  f  (a  ^  ^)  —  r+'(a  —  e^), 

C*est  de  cettc  Equation,  consider^e  comme  difiSrentieile  lineaire  du  pre- 
mier ordre  en  ^'  eiU,  que  ressortent  le  plus  naturellement  les  termes  expo- 
nentiels ;  car  elle  a  pour  integrale,  C  ^tant  une  constante  : 

(n)    <p'(a  H-  «0  =  Ce-"**  +  e^^'Je'^  (f(0  -  Y{a  - 1^  -  </(a  -  ut)]m  di , 

qu*ils  transforment,  au  moyen  des  autres  conditions  limites  ou  initiates,  en 
celle-ci,  ou  nous  d^signons»  k  pen  pr6s  comme  a  fait  M.  Phillips,  par 

9'  K=     y  les  valeurs de  lafonction  9'  pour  celles  de  sa  yariable compriM*> 

entre  a  et  3a  ; 

Us  partent  de  Ik  pour  obtenir  une  lot  de  recurrence  d^duisant  les  valeurs  de 
9%  pour  1;  entre  na  et  (n  +  i)a  des  detix  valeurs  dej&  calcul^es  de  la  m^roe 
fonction  pour  C  entre  des  limites  respectivement  moindres  dc  2a  et  de  k,  ce 
qui  donne  Tassurance  d*une  solution  complete  en  executant  les  quadratures 

I  e*^  t( h  qui  s'effectuent  d'elles-mfimes  quand  f  est  constant;  en 

sorte  que  Tanalyse  des  deux  savants  officiers  permettra,  par  exemple,  d*em- 
brasser  les  cas  ou  il  conviendra  de  tenir  compte  de  Taction  continuie  du 
poids  du  corps  heurlant,  comme  a  fait  Poncelel  par  son  complement  6  la 
solution  en  s6rie  de  Navier. 
Ajoutons  que  M.  Hugoniot  nous  a  dit  de  vivc  voix  Aire  d^ji  parveoo  & 
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quelques  consequences  g^n^rales,  telles  que  :  1®  la  fin  du  choc  ou  la  s^pa- 

2a 
ration  des  deux  corps,  qui  a  lieu  constamment  au  temps  t=  —  lorsque  la 

barre  heurt^e  est  libre,  ne  s*op^re,  lorsqu'elle  est  assujettie  k  un  bout,  que 
plus  tard,  k  un  instant  qui  varie  suivant  le  rapport  ^  et  dont  la  determi- 
nation lui  parait  demander  encore  quelques  rechercbes;  2°  la  plus  grande 

dilatation  ou  contraction  s*op6re  g^n^ralement  au  point  fixe  d*attache  de  la 

V 
barre,  et  a  une  grandeur  plus  que  double  de  celle  -  assignee  par  Young  pour 

le  premier  instant. 

8.  Solution  compute  duproblhne  du  choc  longitudinal^  par  M.Boussinesq. 
—  Reduction  simple  des  deux  fonctions  arbitraires  d  une  seule.  —  FormtUe 
propre  h  en  determiner  les  paleurs  successives.  —  Inform^  par  un  simple 
oul-dire  que  les  deux  savants  ofTiciers  avaient  avanc6  sur  cette  voie  ou 
Ton  vient  de  voir  (n""  6)  qu'il  avait  fait  plusieurs  pas,  M.  Boussinesq  nous 
a  envoys  d'une  petite  locality  du  Vivarais,  oi!i  il  ^tait  en  septembre  1882, 
un  travail  qui  nous  a  paru  si  direct  et  si  complet,  sur  le  choc  longitudinal, 
que  nous  regardons  comme  opportun  d*en  rapporter,  dans  cette  Note,  une 
analyse  ^tendue. 

Plagant  Torigine  3  =  0  des  coordonn^es  longitudinales  z  au  point  oh  le 
corps  Q  a  frapp6  la  barre  k  I'instant  t  =  0,ei  par  consequent,  mettant  au 
point  z=a  Tautre  extremity  soit  fixe,  soit  libre,  de  celle-ci,  il  prend  de 

^u         ^u 
suite  pour  Tintegrale  de  TSquation  (j)  ^  ==  w*  ^,  ou  pour  I'expression  gene- 
rate, au  temps  quelconque  ^  du  petit  deplacement  u  de  la  section  d'abscisse  z : 

(p)  tt=  /•(««  —  «)  H=  /"H  +  «  —  2a); 

le  signe  superieur  eiant  attribue  au  second  terme  lorsque  la  barre  est  fixee 
au  bout  ;3=a,  ou  lorsqu*on  a  {u)  ^^^  =  0,  et  le  signe  inferieur  lui  etant 

donnS.  quand  ce  bout  est  libre,  afin  que  (p)  donne  (^j        =0  quel  que 

soit  ty  et  f  ayant  la  meme  signification  dans  les  deux  termes,  en  sorte  que 

Ton  n*a,  ensuite,  dans  tout  le  cours  du  calcul,  qu*une  seule  fonction  ar- 

bitraire  fdoni  on  ait  besoin  de  determiner  les  valeurs  successives. 

EUe  doit  satisfaire  k  la  condition  de  jonction  avec  la  barre,  au  point  z  =  0 

du  corps  Q,c'est-4-dire  k  une  equation  posee,  comme  on  a  fait  pour  celle  (/), 

en  mettant  en  equilibre  la  reaction  eiastique  de  la  barre  avec  Tinertie  de 

ce  corps,  ajoutee  k  une  force  que  nous  appellerons  F'(()  par  unite  de  sa 

Q  P  Pw* 

masse  -;  ce  qui  donne,  vu  E  =  pw*  et  p  =  —  >  d'ou  E^  =  — : 
9  "^  ^      gatr  ga 
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Cetie  condition,  il  faut  le  remarquer,  n*est  k  satisfaire   que  jusqa*aa 
moment  ou,  par  suite  de  ce  que  -^  s'annulera  et  changera  de  signe,  I'ac- 


cu 


tion  Ettt-  cessera  de  s'exercer  entre  le  corps  et  la  barre.  lis  se  separeront 

alors  et  le  choc  sera  tennine. 

Jusque-lS,  pour  determiner  ti,  substituons-en  Texpression  (p)  dans  cette 
Equation  de  jonction  (q);  nous  aurons,  en  diTisant  tout  par  u' : 

w      r(»o + r(«<  -  2a)  -  ^  [~  n«o  =p  n^  -  ^a); = i  f'(/). 

On  prouve  facilement  que  la  fonction  f,  ainsi  que  sa  d^rivee  f\  est  nttUe 
pour  toute  valeur  nulle  ou  negative  de  $a  variable  (*) ;  et  comme  il  en  est  de 
mSme  de  la  fonction  qu*on  a  appel^e  ¥\  une  integration  immediate  de  tou$ 
Ics  termes  de  cette  equation  (s)multiplieeparr/(u/)  est  possible  §partirde&»t 
ou  /=0,  sans  ajouter  de  constante.  Et  si  nous  designons,  en  general,  k 
I'instar  de  Poisson  et  de  M.  Phillips,  par  C  la  variable,  quelle  qu*elle  soit,  de 
la  fonction  f  dont  nous  cherchons  k  determiner  les  formes  successives,  ce 
qui  rcvienty  pour  ici,  k  faire  oit=^,  nous  avons  : 

C*est  une  Equation  difKrentielle  en  f(^  ei^  qui,  en  regardant  le  deuxieme 
membre  comme  une  fonction  dej^  connue  de  C,  est  lindaire  du  premier 
ordre  et  donne,  6tant  int6gr6e  : 

{u)    Pour^>0,    m  =  e~'^'^  f^e^'^^^U(^-^^ 

Or,  on  pent  bien  supposer  connaitre  ce  qui  est  dans  le  second  membre. 
car  :  i«  en  ce  qui  regarde  les  fonctions  /*'  (C  —  2a),  f(i^ — 2a),  dont  les  va- 
leurs  sont  conmios  pour  C  =  ou<2a,  puisqu*alors  elies  sont  nulles,  il  suf- 
fira,  k  chacune  dcs  applications  successives  de  cette  Equation,  de  ne  pns 


(*)  En  effet  comme,  au  temps  t=0  el  k  tout  temps  ant^rieur,  le  repos  n'estpas  encore  tron- 
bid,  on  a,  pour  touie  valeur  negative  de  tat — s,  t<=0;  d'oii,  d'aprte  (P)*  A[^  —  -  —  S  (« — : ) 
=  d=  /*((.>£  —  z);  Equation  prouvant  que  la  fooclion  f  ne  pent  dire  qu'une  constante  pour 
toute  valeur  negative  de  sa  variable,  puisqu'on  ne  change  rien,  comme  on  voit,  k  laTaleur 
absolue  de  cette  fonction  en  ajoutant  k  sa  variable  ojf  —  s  une  autre  quantite  native 
—  2  (a  —  a).  En  appelant  c  celte  constante,  Tdgalitd  qu'on  vient  d*6crire  revient  4  c  =  it «;  ce 
qui  prouve  que  dans  le  cas  du  sl^ne  infdrieur,  qui  est  le  cas  de  la  barre  libre.  on  t  oi^ 
cessairement  <r  =  0 ;  et,  quant  au  cas  du  signe  sup&rieur  ou  de  la  barre  fiite,  comme  1( 
signe  est  —  dans  rexpres:fion  gdndrale  {p)  du  deplacement,  si  on  ajoutait  cette  conslantp  <* 
k  chacun  des  deux  f  comme  dtant  arbitrairement  prise  pour  leur  valeur  initiale,  elle  s'i'>~ 
minerait  d'elle-mfime;  d'oii  il  suit  bien  qu*il  y  a  lieu  de  faire  nulles  toutes  les  valeors  de  b 
fonction  ^  et  par  suite  de  sa  d^riv^  /*,  pour  toutes  les  valours  negatives  ou  nulles  de  » 
variable. 
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faire  croltre  C  de  plus  de  2a  pour  que  ces  deux  fonctions  continuent  inddfi^ 
niment  a  Stre  connues. 

2<>  En  ce  qui  regarde  le  terme  -  F  {  -  ) ,  si  nous  appelons 


tt 


le  IrSs  petit  intervalle  de  temps,  d*une  duree  inconnue  et  gen^ralement 
inappreciable  pendant  lequcl  se  produit,  k  partir  de  (  =  0,  Timpulsion  to- 

tale  -  V,  la  fonction  F  f  - )  nulle  pour  ^=0,mais,aussil4tapr6s»tresrapide- 

ment variable,  toujours  dansun  mdme  sens,  atteindra  et  conservera  dteormais 

la  valeur  V  quand  C  ^galera  et  depassera  c.  Alors  cette  fonction  F  (-jsous 

le  bigne  f  pourra  ^tre  r^duite  k  V,  sauf  dans  quclques  elements  de  temps 
n^gligeables,  voisins  de  la  limitc  inf^rieure  de  Tintdgrale.  La  formule  (u) 

devient  done,  en  effectuant  Tintegration  de  0  i  C  pour  ce  terme  -F  (- ): 

(p  ^  \  PC    /»r  p  ^ 

9.  Application  de  cette  equation  fondamentale  et  promotrice  (v).  Tableau 
de  formules  donnant  le$  valeurs  successives  de  la  fonction  f  el  de  sa  de'- 
rivee  f\  —  Pour  fixer  les  idees  en  faisant  cette  application,  nous  suppose- 
rons,  dans  tout  ce  qui  suivra,  la  vitesse  V  du  corps  heurtant  positive  ou 
le  choc  tendant  h  la  compression.  11  suffira,  pour  passer  de  ce  cas  k  celui 
d'un  choc  tendant  a  rextension^  de  changer  de  signe  F,  V,  /*ct  u,  ainsi  que 

les  deriv^es  premieres  de  u,  savoir  ^  et  j7-»  exprimant  les  dilatations  et  les 

vitesses  des  divers  trongons  de  la  barre. 

Ceci  entendu,  comme,  pour  C  ou  (>>t  compris  entre  0  et  2a,  les  fonctions 
/*'  (C — 2a),  f(^ — 2a)  ont  leur  variable  negative  et  sont  nuUes  ainsi  qu*on  vient 
de  dire,  Texpression  (v)  de  /*(()  se  r^duit  k  son  premier  terme.  Seulement, 
vu  que  cette  expression  ne  represente  pas  tout  k  fait  ce  qui  se  passe  dans  le 
laps  inappreciable  de  temps  qui  s'^coule  entre  (at=0  et  &>/=«,  temps 
pendant  iequel  s'engendre  avec  rapidite  la  vitesse  V,  si  Ton  deduit  par  dif- 
ferentiation, de  ce  premier  terme  de  (v),  une  expression  de  la  d6riv6e 
/*'((),  on  ne  devra  la  regarder  comme  applicable  qu'enlre  les  limites  eet2a 
de  (at.  Nous  aurons  done  : 

M  ,(<=^)=^y(.-.-5S);  ».u,(==^)=!ra 

Pour  pousser  plus  loin,  metlons  C  —  2a  ^  la  place  de  C  dans  ces  expres- 
sions (x)  de  /*(()  et  de  /"'(C)-   EUes    nous   donneront   ainsi  les  valeurs 

de /"K — ^^ ^^  0  )  •  ^'  ( ^ — 2a  = ""   )  •  Si  nous  regardons  la  seconde  comme 
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sensiblement  applicable  pour  tout  rintervalle  deO  k  2a,  en  n^ligeant  ainsi 
ce  en  quoi  ce  qu'elle  donne  pour  f  (^)  entre  0  et  c  peut  differer  de  la  valeur 
meoimue  de  la  fonction  f  dans  cette  ^tendue  imperceptible,  nous  aurons, 
en  les  mettant  dans  le  second  membre  de  T^quation  (v),  une  formole  qui 
donnera  f{^)  pour  les  valeurs  de  C — 2a  comprises  entre  0  et  2a,  ou,  ceqoi 
revient  au  m^me,  pour  les  valeurs  de  C  comprises  entre  2a  et  4a.  Nous  aurons, 
par  consequent,  promu  ou  fait  progresser  de  2a  Tetendue  des  valeurs  de  (, 
pour  lesquelles  nous  cherchons  k  connaitre  celles  de  f(^. 

Mais  il  ne  faudra  pas  oublier,  en  efTectuant  I'int^gration  apres  cette 
substitution,  que  les  lermes  sous  le  signe  /,  exprimant  ainsi  /*(( — ia]  et 
/*'(C — 2a),  rC existent  qu'h  partir  de  C=2a,  parce  que  ceux  (x)  de  f(l}  et 
/*'(![),  d'oii  ils  viennent,  n  existent  qu'd  partir  de  5=0;  de  sorte  que  lant 
que  t;  n*atteint  pas  2a,  ces  termes  doivent  dtre  remplaces  par  z6ro.  La  limiie 
inferieure  de  Vintegration  sera  done  2d.  Effectuant,  en  cons^uence,  entre 
2a  et  c,  ces  integrations  dans  la  deuxi^me  partie  de  I'expression  gdn^rale  ou 
fondamentale  (v),  nous  obtenons,  vu  que  la  premiere  partie  ne  change  pa$, 

« ^(<=J:)=¥i('-«-'')^^^[-  +('+«s^-^)--''^1- 

En  differentiant  par  rapport  k  c,  nous  aurons,  pour  le  f  (C)  correspondanl : 


u  M\  Q      a    y 


Or,  on  peut  remarquer  qu*en  y  faisant  ;  =  2aqui  est  la  limite  iaTericure 

V 

de  la  variable.  Ton  aura,  pour  /''(2a),  db-  de  plus  qu*en  faisant  de  m^me 


a> 


;  :=  2a  dans  Texpression  (^)  de  /*'  K  =     ]  •  Cette  difT^rence  tient  k  ce  que, 

tandis  que  les  fonctions  /*(<;)  varient  constamment  avec  continuity,  sans 
aucun  bond  ou  saut,  leurs  deriv6es  f  (Q  changent  comme  brusquement  de 
valeur  toutes  les  fois  que  Icur  variable  t  vient  de  passer  par  une  grandeur 
multiple  exacte  de  2a.  C*est  ce  que  nous  marquerons  au  tableau  ei-apres 

de  formules  (z)  k  (2*^),  en  ecrivant  2a  + 1  au  lieu  de  2a  pour  la  limite  infe- 
rieure de  f'  (;)  dans  la  formule  (z")y  et  faisant  de  m^me  pour  celles  qui 
suivront.  Cela  ^vitera  toute  meprise  dans  Tapplication  de  ces  formules  i  leurs 
jonctions  les  unes  avec  les  autres. 

Pour  nous  61ever  de/'f5  =  ^  )*/^(^=a  )»  ^^^^  op6rerons  comme  nous 
avons  fait  de  fU=^  ^)  &  K^~2  )*  ^^"^  mettronsC — 2a  au  lieu  deC 

dans  les  expressions  {z")  de  /"(ga)  ®^ '' (aa-i-e)  ^^*^*''^^®*'  ^*  seconde 
aussi  bien  que  la  premiere,  comme  donnant  d*une  manidre  suflisamment 
approchee  f*  (Q  dans  Vetendue  enti^re  de  2a  k  4a.  II  resultera,  de  cette 
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substitution,  des  valeurs  de  /*(? — 2a =g  )  et/*'K  —  ia  =  a  _,     )i  V^^* 

^tant  substitutes  k  leur  tour  dans  la  seconde  paitie  du  deuxi&me  membre 
de  la  promotrice  (v),  donneront,  pour  le  premier  membre,  la  valeur  de  /*(() 
pour  C — 2a  entre  2a  et  4a,  et,  par  consequent,  pour  X  entre  4a  et  6a,  ou  ce 

que  nous  appeIons/'f;=  .   j.  11  faudra,  encore  ici,  ne  pas  oublier  que  les 

quantit^s  /*'(; — 2a),  f{K  —  2a)  sous  le  signe  /,  n*existent  que  depuis 
? — 2a  =  2a  et,  par  consequent,  depuis  5  =  4a.  Les  integrations  par  rap- 
port kK  ne  devront  done  etre  efTectu^es  qu*entre  4a  et  ;. 

Nuus  obtiendrons  ainsi  Texpression  (2'")  de  f[^=iJ)i  ^*ou,  en  diff6- 

rentiant,  celle  de  /*'  (;),  que  nous  exprimerons  ne  convenir  exactement  que 

de  4a  +  c  &  6a,  ou  n'Stre  point  applicable  pour  5  =  4a;  vu  qu'elle  exc6de- 

V 
rait  de  d:  -  9  d'apr^s  ce  que  nous  yenons  de  dire  et  comme  on  le  T^rifierait 

immediatement,  la  vraie  valeur  de  f  (id)  obtenue  en  faisant  i;=4a  dans 

celle  f'l  )  qui  pr^cide. 

Nous  obtiendrons  de  la  mfime  maniire /*((;=.  j  et  sa  deriyie,  ce  qui 

nous  suffira  gen^ralement,  comme  on  Terra,  sans  pousser  plus  loin.  D'oii 
ce  tableau,  en  t6te  duquel  nous  mettons  les  valeurs  de  f(0)  et  /*'  (s)  pour 
embrasser  ce  que  Young  a  trouv^  et  que  nous  avons  d^montr^  ci-dessus 
pour  TefTet  produit  dans  le  premier  element  du  temps  qui  suit  le  choc, 
et  qui  s*applique  aussi  bien  A  la  barre  libre  qu*&  la  barre  assujettie  : 

A^=Oou<0)=0,    rP  =  «)=J; 


1  '('=0)  ='?':('-'"'•)•    K^^)=^"'• 


Qa. 

PC-la" 


^{^t)     =  P*«P"»«<>n  W. en?, defl ±^ X [_1 + ^1 +2  J LiS j  <,  I  .."J , 


Q    • 


P':-*?_.o?/?=:*?^•Vl^. 


p;-<a 
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Ces  formulcS;  cny  faisant  ^  =  &j/,  fournissent,  par  leur  substitution  dans 
u  =  f((at — 3)z^f((at-hz — 2a),  la  solution  du  probl^me  des  6lals  suc€e^^ 
de  la  barre  tant  qu'elle  reste  unie  au  corps   qui  Ta  heurtee. 

iO.  Dilatations  on  contractions.  Instants ou  elles  deviennentnuUes at er^^ 
mite  heurtee  et  oil,  par  consequent,  le  choc  se  termine,  —  Nous  avu. 
k  determiner,  au  moyende  ccs  formules  :  1^  quels  sont  les  instants,  vari:- 

bles,  comme  on  va  voir,  avec  Ic  rapport  p  des  poids  beurtant  et  heurle.  i  i 

cessera  Tunion  de  la  bane  avec  le  corps  beurtant,  et  ou  le  choc,  corm 
on  dit,  finira;  2°  quels  auront  ete  les  plus  grands  d^placemeuts  du  pt:'- 

heurte ;  3"  quelles  auront  6le,  surtout,  les  plus  grandes  valeurs  de  la  coc 

8u 
traction  ou  de  la  dilatation  ^,  jusqu*&  cet  instant  ct  mSme  un  peuapn-^: 

et,  par  consequent,  quelles  seronl  les  conditions,  aussi  variables  avec  l^ 
rapport  de  Q  A  P,  h  poser  pour  assurer  la  conservation  de  la  contcxlun^  e: 
de  la  cobesion  de  la  matiere,  qui  exige  que  cette  deformation  ne  depassepi> 
unc  certaine  limite  dependant  de  sa  nature  propre. 

La  r^ponse  k  la  premiere  de  ces  trois  questions,  celle  de  la  s^paralit 
des  deux  corps  beurtant  et  beurte,  se  trouvera  dans  une  determination  i 
rinstant  du  changement  de  signe,  k  leur  point  de  jonction  s  =  0,  de  la  deri^* 

T-,  ou  ce  qui  revient  au  merae,  de  Taction  mutuelle  ( Ec-t^  )        des  dtc 

corps;  car  si  le  corps  Q,  ayant  prcss6  ou  tir6  la  barre,  cesse  de  le  faiK.:- 
n'y  a  plus  de  raison  pour  qu'il  lui  reste  uni,  ne  lui  ayant  6t6  que  juitapi^ 
et  non  soud6 ;  en  sorte  que  Tinstant  de  la  fm  du  choc  sera  donne  yi' 

—  ^0  =  —  (-rp)       =0.  Tirons  done  des  (z),  (i'), (j'^)  les  valeurs  ct- 

respondantes  de  la  dilatation 

expression  ou  nous  ne  conservons  que  le  signe  supe'nenr  du  second  term^- 
vu  que  nous  nous  occupons  sp^cialement  du  cas  ou  la  barre  est  (ix^  ^^^ 
assujettie  au  bout  non  beurtA  (*) ;  nous  aurons  ces  ^nations  ou  s  pourrau 
6tre  convenablemcnt  remplace  par  W,  et  dont  les  premiei*s  membres  soiH. 
comme  les  derniers,  des  quantit6s  positives  : 

(*)  Dans  le  cas  de  liberty  des  deux  bouts  de  la  barre  heurtte,  il  faut  prendre  les  itr* 
itifdrieurs  dans  les  expressions  &  double  signe,  et  on  a,  par  consequent,  —  Oa/^i;  - 

/"(5— 2a).  Les  expressions  (a|),  (fl,),....  de  —  ^q  seront  les  mfimes  que  dans  lecas  eiamc 

d'assujetlissement  du  bout  non  heurte ;  et  comme  elles  sont  toutes  deux  de  m^oaesip^^^ 
voit  que  la  separation  n'aura  toujours  pas  lieu  entre  le  debut m/  =  0  et  Tinstaat  mt^i^'^ 

rebranlement  aura  parcouru  la  barre  aller  ct  i*etour.  Mais  on  aura  pour  (aj)  particatan^c 

en  i'aisant  ^  =  wl  zn  2a  -f  <  et  dounant  le   signe  —  au  second   ferme,  qui  sera  i^'^ 


V     ~ " —  < 

-  -     ^    *    f  puis  en  negligeant  -  dcvant  1  : 


e 


I; 
—  3o(pour«<  =  2a  +  €)=Ve    ~^ 


\1— 2c      «| 
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..)     Au  debut.— 3o=(|^)       =r(C=.)=J 

*  '      «  —  A 


«  =  0 


j-'.=K'=S..)+K-^=J:+.)  " 

■      =[,.»p^(.r)]+?.-"^[.-,.|!=«?+85(==Sf)'-^(5=??)-].1. 

1^  L*expression  (aj  n'offre  autre  chose  ,qu*une  nouvelle  confirmalion  du 
theorSme  ou  de  rintuition  de  Th.  Young  relative  k  Teffet  de  d^but,  ou  du 
premier  instant  du  choc. 

On  voit  du  reste  que  :  2«  Dans  le  premier  intervalle,  d  savoir  de  i  =  0 

2a 
k  t=  — ,  le  signede  — Zq  reste  constamment  le  mSme,  et  ce  signe  est  celui 

de  Y.  Aucune  separation  n*a  done  lieu  dans  cet  intervalle-U,  ou  pendant  le 
temps  qui  s*ecouie  entre  le  premier  instant  du  choc  et  Tinstant  ou  Tebran- 
lement,  c'est-a-dire  la  tdle  de  son  onde  ^iastique,  est  revenu  k  Textr^mite 
hcurtee  2  =  0  apr^s  s*etre  r^flechi  k  Textr^mit^  non  heurt^e  z  =  a. 

S'^Bien  que  le  facteur  entre  crochets  de  la  3^  expresssion,  ( a^ ),  d^croisse 
constamment  de  sa  premifefe  valeur  qui  est  1  -f-  2  f  1  —  i.  -  j  g  '  Q ,  repon- 

dant  ft  ?  =  2a  + 1,  ft  la  derniire  l-f-2M— 2jr|c    ^,ilne  s'annule  et  nc 


Comme  le  signe  de  cette  quantity  est  toujours  contraire  h  celui  de  la^  que  —'^q  avail 

doQs  tout  riDterTuUe  prdcMent,  tof  de  0  ou  c  i2a,  on  voit  que,  si  la  barre  heurtte  ett  libre^ 

2a 
la  s6paration  a  toujours  lieu  imm^diatemeot  aprte  Vinttant  I  =  —  oii  I'dbranlement  a  par- 

couru  une  fois  aller  et  relour  la  loDg:ueur  de  la  barre ;  r^sultat  auquel  dous  6tions  arrive 
d*one  autre  mani^reen  1866  dans  notremSmoire  sur  le  choc  de  deux  barres,  n**  11,  page  333. 

(*)  Ces  valeurs  de  —  \^  multipli^es  par  -^9  salisfont,  en  les  retranchant  des  jr^  tir6s 

de  (p)  et  des  (s)  i  (2>*]i  &  la  condition  {q)  d'eztr^mit^  3  =s  0,  avec  z^ro  pour  second  membre. 

30^. 


CHAP  IV.    —    TIGES   MINCES.    —   NOTE    DO   g   60. 


change  de  signe  avant  que  (  atteigne  sa  deuxi^me  liinite  4a  quautac 
que  Ton  a 


(K)  l4-2(l~2?)e'«"<0. 

ficrivons  2(2^  — lie   ^>1  cette  inegalite;  prenons  les  logarithnKs 

(vulgaires)  des  deux  merabres  et  traitons-U,  en  mettant  =  au  lieu  de  >. 

f 
comme  une  Equation  k  r^soudre  num^riquement.   Nous  en  tirerons  ^ 


0 


2fl 


=  1,15719;  d*ou  la  condition  suivanle  de  separation, enlre les  temps  f=-. 

/  =  -^,  ou  le  son  a  parcouru  deux  fois  et  quatrefois  la  longueur  de  labarri' 

K)  ^  =  0,578595,        d'ou        5=1,7283. 

4*»  Si,  au  contraire,  la  masse  heurtante  Q  est  >  1 ,7283  P,  ou  si  P  <0,5786 1}. 
le  choc  ne  se  termine  qu'apr6s  le  temps  /  =4-.  Consid^rons  done  Texpre^ 

sionsuivante(a^'),  qui  est  celle  de  la  dilatation — c^odansTintervalle  de&)/=^ 

4a  +  2  tiU^=^a;  nous  aurons  la  condition  pour  qu*elle  change  de  sigr 
dans  ce  laps  de  temps,  ou  pour  que  le  choc  se  termine  avant  le  \m\^ 

^  =  — ,  si  nous  exprimons  que  cette  expression  devienne  negative  en  y  faisant 

V      — 
ft)^  =  6a ;  ce  qui  donne,  en  divisant  par  -  e-Q  «  ,  facteur  toujours  posilif: 

op 
En  remplagant  <  par  =,  elle  donne  Tr-=  0,4818;  d*ou  la  condition 

W  J  =0,2409,        5=4,1511, 

pour  que  la  fin  du  choc  ait  bien  lieu  entrc  les  instants  /  =:  —  et  — • 

Celte  conclusion  est  exacte,  bien  que  T^quation  transcendante  qui  donr-* 

SP 

(rf,)  avec  =au  lieu  de  <  puisse  avoir  d'autres  racines  que  — =  0,48I8. 

En  efTet,   comme  Tobserve  H.   Boussinesq  dans  une  discussion  circon- 

stanci^e,  la  premiere  partie  l-h2f  1  — ^  ^JJLA  c  ^  de  I'expression  (n\)f  ^ 

V 

barrasseedu  facteur  -t^^  diminue  evidemment  sans  cesse  quand  l^-^ 
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croit  deiak  6a,  et  il  n*est  pas  difficile  de  voir  qifii  en  est  de  mdme  de  la 

seconde  partie,  vu  qu'il  ne  s'agit  ici  (comme  on  a  vu  au  2")  que  des  cas 

p 
nouveaux  oA  ^  est  inferieur  &  0,5786.  Le  premier  membre  de  (d^),  change 

p 
de  signe,  grandit  avec  Tinconnue  2  ^  tant  (^u'elle  ne  d^passe  pas  la  limite 

sup^rieure  1 ,15719  qui  lui  a  6te  assignee  par  ia  discussion  de  (a^);  car,  raenie 

p 

jusqu*&  2  -  =  2,  sa  d^rivee  par  rapport  k  cette  variable  est  positive ;  d'ou 

P  P 

il  suit  bien  qvCelle  ne  sannulera  quune  fois  entre  ^^=0  el  t:  =  0,5786, 

comme  nous  Tavons  implicitement  suppose  en  posant  les  (ej. 
5°  Au  delA  de  la  valeur  (c,)  4,15110  du  rapport  ^,  Taction  deQsurP  pent, 

se  prolonger  apres  le  temps  /  =  — ;  et  la  separation  aura  lieu  entre  tat  =  6a 

et  o)/  =  8a  si  ce  m^me  rapport  i^-  a  des  valeurs  telles  que  Texpression  (a^"), 

specifiie  pour  ut=8a,  s*annuleou  passe  du  positif  au  n^galif.  On  a  ainsi 

p 
k  resoudre  en  2  -  I'^quation 

.  +  ,(.-5^).?..[.-.f  +  .(f)'].r: 

+'[<-4'+<!)'-l(f)>^'=«. 

qui  donne 

ij  =0,272,  d'oii   p=7,35. 

Done,  pour  la  barre  fixee  au  bout  s  =  a,  lorsque 

P  < i,7285,  le  choc  se  terminera  entre  les  instants  1  =  2^    el  ( =r 4 ^, 
ta  CO 

W{b>1»7283    et    <4,151i 4?    el        6-. 

1   P  U  CO 

[5>4,1511    et    <7,35.... 0-    et        8?. 

I  r  '  u  CO 

En  consequence^  poUr  determiner,  le  rapport  p  6lant  donne,  le  moment 

ofi  le  choc  se  terminera,   c*est-&-dire  la  valeur  de  ;  =  «/  pour  laquelle 
—2^=0*  il  faudra  : 

1"  Si  ^esl  <  1»7283,  6galer  k  zero  Texpression  (  a  I)  de  —  ?o  relative  au 

lemps  qui  s'^coule  entre  ;  =2a  ou  2a-f-«  et  ?=4a,  ce  qui  donne,  en  effa* 
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V    -^^ 

gant  le  facteur    e    ^  '^  (ne  pouvant  fournir,  6tant  6gal^  k  z^ro,  que  ;=x , 
solution  hors  de  ces  limites),  Tiquation 

2'>  Si  p  est  entre  4,7283et4,15H,6galer^  z6ro  Texpression  (ai")  de— ?, 
relative  k  ;  entre  Aa  et  6a,  d'ou  Tequation 

En  rempla^ant,  dans  le  second  terme, par 1-  2,  Ton  a  one 

equation  du  second  degi*6  en  -—  4,  dont  on  tire 


«)  ha'='+lh'-'V(^+'"''')-<'-|) 

p 

3»  Si  Q  est  entre  4,15H  et  7,35,  6galer  k  zero  Texpression  (a^*)de— J,t 

resoudre  numeriquement  F^quation  du  Iroisi^me  degr6  qui  en  rdsultera  ei 

r  t 

6     afm  d*^valuer  -9  donnant,  entre  6  et  8, 1'instant  de  la  fin  du  choc. 

a  a 

11.  Plus  grands  accourcissements  (ou  aUongements)  de  la  barre,  (» 
tuaxima  des  de'placements  (m)  s=o  d^  ^on  extrcmiie  heuriee. —  Pour  repondre 
k  cettc  deuxi^nie  question  du  n*"  10,  faisons,  pour  abr^ger, 

(«),^o="»'      Max.  detto=tio^;     ^=r;     -=— =  ij. 
Nous  avons,  pour  tout  le  temps  du  choc  : 

(?)  tto  =  /lu)0-A^'  — 2a); 

en  sorte  que  I'^quation  k  resoudre  en  C =<*><,  pour  determiner  le  temps  du 
maximum  de  Uq,  sera 

(t)  ^=0      ou      n;)-/^'(?-2a)  =  0. 

Mais  pour  pouvoir  en  tirer  la  valeur  de  ([  ou  tt»t  &  substituer  dans  iP'u  it 
faut  d'abord  savoir  lesquelles  des  expressions  (V)  k  (2»^)  devront  filre  mises 
dans  cclte  equation  pour  les  fonctions  f',  ou,  ce  qui  revient  au  mtoe,  il 

faut  connaitre  pendant  laquelle  des  periodes  —  du  temps  t,  ou  2a  de  C,  k 

maximum  cherche  de  u^  tonibcra  suivant  le  plus  ou  moins  de  grandeur  da 

rapport  donne  -. 
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On  y  arrivera  si  Ton  consid^re  qu*au  commencement  de  cet  intervalle  !2a, 
le  d^placement  positif  u^  croitra,  et  qu*&  la  fin,  apr^s  avoir  passe  par  son 
maximum,  il  d^croitra.  La  dSriv^e  (y)  /*(?) — f'(K — 2a),  positive  d*abord, 
finira  done  par  6tre  negative.  Si,  par  exemple,  le  maximum  de  Uq  se  trouve 
6tre  dans  Fintervalle  C =2a  &  4a,  /'(2a)  —  r(0)  sera  positif,  et  /*'(4a) — /"(2a) 
sera  n^gatif.  Or  ces  deux  f  ont  entre  eux  la  m^me  difference  que 
/*'(4aH-f)  et  /''(2a-f-e),  puisque  ceux-ci  sont  justement  egaux  k  ceux-li 

V 
4--,  ainsi  que  le  montrent  les  expressions  {z)  (z^^)  desf  et  ainsi  que  nous  le 

remarquerons  plus  particuli^rement  au  n^  suivant  [Equations  (i^i)].  Le  maxi- 
mum de  f/o  se  trouvera  done  dans  I'intervaile  C  =  2a  d  4a  si  Ton  a  : 


(5)  r(2a  +  6)-A^fl  +  s)>0. 

I 
P 
De  m6me,  il  se  trouvera  entre  4a  et  6a  si  --  est  tel  qu'on  ait 

(8')  f\ia  4-  e)  —  ['{Qa  H-  e)  >  0,  et  ainsi  de  suite. 

Or,  au  n**  12  ci-apr^s,  se  trouve  d^termin^  (pour  un  autre  et  tr^s  impor- 
tant objet)  entre  quelles  limites  de  grandeur  le  rapport  de  P  ^  Q  doit  se 
tenir  pour  que  les  conditions  telles  que  ($),  (<^)  soient  remplies.  On  y  voit 
que : 

/  Pour  ceile  (8),  f'(^a  +  e)  >  f  (4fl  -f  e),  il  faut  qu'on  ait  Q  <  5,686P 
(e)     !  Poiu-  celle  (6')  fi^  +  e)  >  r(6a  -f  e),  il  faut  Q  >  5,686P  et  <  13,82P 
(  Pour  que         fi^a  +  e) >  f'lsa  +  s),  ii  faut  Q  >  13,82P  et  < 25,i6P. 

Supposons  done,  en  premier  lieu,  que  p  soit  entre  0  et  5,686  ou  qu'on 

ait  ?>  0,17587. 

Comme  dans  Tintervalle  de  (;  =  0  ^  C  =  2a,  Texpression  (p)  de  v^  se  reduit 

k  son  premier  terme  /f  C  ==  ^  j  >  sa  valeur,  donn^e  par  (z'),  croit  constam- 

ment  avee  C  jusqu*^  la  derniere  limite  2a.  Le  maximum  de  i/q  ne  peut  done 
pas  se  trouver  dans  cet  intervalle.  Consid^rons  le  suivant;  nous  aurons  h 
chercher  le  maximum  de 


"•=/0=5:)-K^-*-=«)' 


OU,  d*apr&s  les  expressions  (z")  et  (s')  dcs  /",  en  rMuisant  et  en  faisant  usage 
de  nos  abr^viations,  le  maximum  de 

(Q       „^(deC=2ak4fl)  =  ^^j-l-e-^  +  [2  +  2r(i,-2)]e-'^'>-')j- 
La  valeur  de  (;  ou  de  i)  relative  au  maximum  chereh6  sera  obtcnuc  soif  en 


CO 
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egalant  a  zero  la  deriv6e  de  cette  expression  par  rapport  k  ij,  soil  firedr 
ment.  en  prenant  l*equation  (r)  qui  est,  ainsi  particularis^e, 

Substiluant  aux  f  leurs  expressions  donnees  par  {z")  et  W)f  il  vient : 

EfTaQons  le  facteur  -e"'^  qui,  6gale^zero,  donnerait  yi  ou  l=mt  =  :^,»- 

lution  hors  dcs  limites  2a  k  4a,  nous  avons  cette  equation  pour  deCennioff 
1)  ou  le  temps  du  maximum  de  u^ : 

* 

Substituant  dans  I'expression  (C)  de  u^^  I'on  obtient: 

(6)      ttom(nia3[.  det/o  de  cu<  =  2o  k  w<  =  4a)=-j2  -{  — i  -f  2^~i'~*y 

P  -.H 

Loi-sque  ^^  est  un  tr^s  grand  nombre,  e   Q  est  extr^mement  petit;  rexpre^- 

sion  (r,)  donne  oit  =  tres  peu  au-dessus  de  2a,  limite  qui  s^pare  les  deux  prr* 
miers  intervalles.  En  mt^me  temps,  comme  le  second  terme  de  la  paraitbe<<: 

(J  p\  f\^m  V  * 

1 — ^e~*QJrona4  peupresii^=-p--M — e~  •»;. 

QaV      P 
expression  qui  se  r^duirait  a  -v;  -  si  ^  6tait  extrdmement  grand. 

0  P 

Soit.  en  second  lieu,p>5,G8Gel<i3,8i,ou^entre  0,17587  etO,0:2^> 

Alors,  d'apres  les  conditions  (e),  Ton  a 

ce  qui,  en  substituant  les  (z'^,  (z')^  donne,  avec  nos  notations  (a), 
dont  le  maximum  aura  lieu  pour  la  valeur  de  ti  tir^e  de  r^quation 


"=0      ou 


^^r. 


K<=^':.)-'('-«'=^+.)=«' 


V  - 

qui  est,  en  6tant  le  facteur  commun  -e   "^ 


01 


Si  Ton  remplace  son  second  terme  par — 2r(r, —  \)e^ — 4re  ,  el  si  oo  BuH- 
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tiplie  tout  par  2e  *',  on  a  une  Equation  du  second  degre  en  2r(>i  —  4)  dont 
on  lire 


—  4r 


Avant  de  substituer  dans  (t)  les  valeurs  de  y)  qu*on  en  deduira,  simplifions 
cetle  expression  (t)  de  w^  en  y  mettant  pour  2r*(Tfi — 4)*  ce  qu'on  peut  tirer 
de  {'equation  (x),  elle  deviendra 

et  elle  fournira  facilement  les  valeurs  du  premier  membre  r^pondant  k 
celles  de  t),  tiroes  de  (a),  qu*on  y  substituera  et  qui  seront  relatives  aux  valeurs 

de  ^  entre  0,17587  et  0.07258. 

Nous  avons  calcule  les  valeurs  du  d^placement  maximum  Uom  de  Textr^- 
rail6  heurtee,  ou  plut6t  celles  de  ^ ,—  par  les  formules  (6)  et  (/x) ;  et  nous 
avons  aussi  calculi,  coniparativement,  pour  les  mSmes  valeurs  du  rap- 
port TZf  celles  de  ^  -^  par  les  deux  formules  approxiraatives  (b)  et  (c')  du 

n»  2  ci-dessus,  pages  480  fr  et  480  e,  dont  la  premiere,  reduite  ^  \/b'  ^^^ 

ce  qu*on  a  par  la  th^orie  ^Idmentaire  usit^e,  n^gligeant  tout  k  fait  I'inertie 
de  la  barre,  et  dont  la  seconde  est  ce  qui  est  obtenu,  comme  nous  avons 
dit  k  la  fin  du  n^  1  en  en  tenant  compte,  aussi  ^l^mentairement,  par  une 
certaine  hypoth^se  qui  sera  plus  particuli^rement  expliqu^e  pages  577 
a  585  pour  le  choc  transversal,  et  qui  donne 

^'  \   a  /iP  ^'YaVP 

V  ,  J  wtiofl,         P  _735,3i51 

Yal.de^— pour^=         i        -        -         -        i         .        .         .         _ 

0  1424,4,8. 

'»''?=        8         7         5        5^         5^3* 

d'oi:t)>=       i.0(U6    2,0086  2,0186  S,03j»    3,0677  2,1488    2,3679  2,6306  3,1213 
Par  (0)  et(|*)=      0,i909   0,S513  0.6339   0,7357    0,869'l  1,U$19    1,3298  1,5418  1,9072 

Par(ft),  v/k=      0,imi    0,7560  0,8165  0,8944  1,0000   1,1547    1,1142  1,6330  2,0000 


w.\/h 


Par(c')=   0.5185  0,6007  0,6667  0,7515  0,8660  1,0528  l,30a>  1,5396  1,9316 

0,1759         I        g        1  0,07238 

5,686  6        8         12  13,816 

4,0000  4,0627  4,4930  5.5151    6,0000 

2,3142  2,3552  2,8183  3,4114    3,6720 

2,3843  2,4495  2,8284  3,4641    3,7175 

2,3175  2,3827  2,7713  3,4170  3,6723 
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On  voit,  par  la  ligne  (b)  con]par^.e  k  la  ligne  (0)  et  {^)  que  la  formula  Tulgalre 

^=l\/¥='^\/^='^\/gL'  ^'^'^'  "'^  n^gligeant  Tincrtie  de  I. 

p 
barre,  donne,  excepts  pour  les  tr^s  petites  valeurs  de  ^r,  des  rteultats  Uvs 

diff^rents  de  ceux  que  donnent  les  formules  (0)  et  (ft) ;  et  que,  excepte  pour  les 

P  II         V       /O       I 

rares  valeurs  de  77  exc^daiit  2,  la  formule  ((/)  -2?  =  «      /^ ^(^nne 


/Q       i 
V  ^5Q 


des  r^sultats  fort  approch^s  de  ceux  (8)  et  (fx)  de  la  ih^orie  exacie  de  M .  Boos- 
sinesq ;  en  sorle  que  lorsqu'il  ne  8*agit  d' avoir  que  le  plus  grand  dtpiaet- 
ment  t/om  du  point  heurt6,  on  peuty  dam  la  pratique^  se  servir  de  celte  for- 
mule (c'),  dite  de  deuxieme  approximation^  amsi  simple  que  cMe  {h)  de  pre- 
mitre, 

Mais  quand  il  s*agira  d*avoir  les  plus  grandes  dilatations  ou  de  poser 
Ve'quation  de  resistance  au  choc,  la  formule  (e')  ^loignerait  encore  plus  des 
vraies  valeurs  que  ne  ferait  celle  (fr),  comme  on  verra  k  une  sous-note  de  h 
fin  du  n^  13,  p.  480  ee,  C*est  une  singularity  qu*ofjrira  aussi  le  choc  trans- 
versal (Voir  aux  Ghangements  et  Additions,  p.  895).  11  faut  done,  sar  cr 
point  essentiel,  recourir  k  Tanalyse  exacte,  comme  nous  allons  faire. 

12.  Loi  des  valeurs  successives  de  la  derivee  f  dont  dependent  les  dila- 
tations ou  contractions  prises  par  les  elements  de  la  barre  pendant  la  dxm 
du  choc,  ainsi  que  dans  le  commencement  de  la  detente  libre  qui  le  suirrs. 
— Nous  pouvonsmaintenant  passer  kla  troisi^nieet  plus  essentiel lequestioD. 
celle  de  la  determination  des  plus  grandes  valeurs  numeriques  qu*atteigneiit 

les  dilatations  <)  =  ^.  Elles  dependent  des  deriv6es/^(c)  de  la  fonction/  > 

qui  d^finit  les  d^placements  u. 

Etudions  done  tout  d*abord  la  loi  de  ces  ddriv^es.  EUe  nous  sera  rev^ee 
en  retournant  k  requation(f)  n^  8,  obtenue  par  une  premiere  et  simple  inte- 
gration des  divers  termes  de  celle  (s)  de  condition  de  jonction  de  la  banr 

et  du  corps Q.  Cette  Equation  (0  pent  s'terire,  si  on  rempla^  -  F  f -]  pr  U 

V 

valeur  —  que  nous  lui  avons  reconnue  attribuable,  en  ^crivant  celle  (r) : 

(A)  r(Q=r(!:-2«)  +  ji  -^[/'W  +  /•(!:-  2«)]  j- 

p 

Or  la  d6riv6e  f  (x)  •+-  f  (^— 2a)  du  bindme  affects  de  ^  dans  le  second 

membre,   represente,  si  on  la  multiplie  par  Eo*  et  si  c  =  b»l,  la  pression 
Eff  /_  ^\       =  E<r  \f{tAt)  -hf  M— 2a)]  que  le  contact  et  raction  du  corps 

heurtant  fait  ^prouver  k  la  base  0-  ou  section  2=0  de  la  barre  Cette  actioo 
est  positive  lant  que  le  contact  dure;  done  le  bin6me/'(c)-h/'(C — ia]ai 
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une  quantite  croissante  avec  z;  tant  qu*il  n'y  a  pas  separation  du  corps  heur- 
tant  Q.  Done  la  quantite  entre  accolades  du  mdme  second  membre  de  (f^) 
est  constamment  decroissanteXsLtii  que  qette  separation  n*estpas  encore  faite. 

Or,  dans  le  temps  ou  t;  =  ut  ne  varie  que  de  0  ou  s  ^  2a,  le  premier 
terme  f  {^  —  2a)  du  mSme  second  membre  est  nul  d'apr^s  ce  que  nous 
avonsdit,  au  n*>  8,  de  la  nullil6de  la  fonction  fde  toute  grandeur  negative. 

Done  l^la  deriv^e  /*'((),  qui  occupe  le  premier  membre,  d^croil  du  com* 

mencement  k  la  fin  de  cette  premiere  p^riode,  ou  elle  est  f  (i:=  j .  II 
suit  de  14,  2<*  que  pour  c  =  de  2a  +  e  ^  4a,  le  premier  terme  du  second 
membre  de  (/i),  qui  est  alors  /^  f  ?  —  2a=  j  ,  dteroil  constamment  lors- 
que  c  crott ;  or  il  en  est  toiijours  de  mAme,  avons-nous  dit,  du  deuxi^me  terme, 

compris  entre  accolades.  Done  la  plus  grandc  valeur  de  f  [^  =  q  ^,    ) 

p 

dontrexpressionen?  =(ateijise  trouve  donnfeeparla  deuxifeme formule  («") 

ci-dessus,  a  sa  plus  grande  valeur  pour  K  =  8a  limite  inferieure  2a  -h  •• 

•V,  4^*,  ....  Par  une  raison  tout  k  fait  semblable,  lorsque  c  variera  de 
4a  + 1  &  6ay  sa  plus  grande  valeur  sera  celle  qu*elle  a  ;>oiir  sa  limite  infe- 
rieure c  =  4a  -f-  8 ;  et  ainsi  de  suite.  Done  jusqu*^  Tinstant  ou  il  y  aura  se- 
paration, 

les  foncUons  r(,  =  ^).  r{^=^*l .).    ,(,= J^  .) 

^^* '  ^  ont  pour  leurs maxima :  /"  («),  f  (2a  +  t),  / '  (4a  4. ,) 

el  pour  leurs  minima :  /'  (2a),  /"'  (4a),  /'(M» 

Or,d'apres  les  (z!)k  (z^)  Ton  a,  en  ne  negligeant  que  des  termes  en  e, 
(A.)        r(t)=l,  f'iia)  +  I  =r(2a  +.),  /'(*«)  +  ^  =/"(*<'+•),  etc. 

wo)  10 

La  marche  des  valours  de  /^(;)  se  compose  done,  i^  entre  ses  minima  et 

V 
ses  maxima,  d*une  suite  de  bonds  ou  d*aeeroissements  rapides  -  d*une  du- 

ree  imperceptible  telle  qu*est-,  et  2<^  entre  ses  maxima  et  ses  minima,  de  de- 

2a  — «  2a 

croissements  eontinus  ayant  des  dur^es ,  ou  sensiblement  — . 

&>  tt 

Cette  consideration  conduit  aussi  h  prouver  que  le  choc  se  terminera 

n^cessairement.  En  effet,  quelque  discontinue  que  soit  analytiquement  la 

marche  de  sa  derivee  f  (C),  la  fonction  f  (;)  ne  cesse  pas  de  varier  continue- 

p 

nient.  Le  hin6mef(x)+f(i  —  2a)  qui  entre  negativement,  multiplie  pa^'/t-* 

dans  le  second  membre  de  (/*|),  ne  cesse  pas  de  s*aecrottre,  meme  dans  le 
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passage  d*un  intervalle  2a  au  suivaiU ;  la  difference  f(x)  —  f  (C  —  2a)  liree 
de  (fi)  finira  par  s*annuler ;  puis  elle  deviendra  negative,  et  croitra  negati- 
Yemeni  d*une  mani^rc  de  plus  en  plus  rapide;  et,  m^me,  il  finira  par  y 
avoir  annulation  de  chacun  de  ses  deux  termes  /*'(::)  et  /*'(;  — 2a);  d'ou  aussi 

celle  de  leursomme  qui  est  7^ ,  et  par  consequent ,  annulation  de  TaclioD 

mutuelle  de  la  barre  et  du  corps  Q,  et  leur  separation  nScessaire. 

On  verra  aussi  que  les  maxima  successifs  f  (i),  f  (2a  -h  1),  f  (4a-i-f),... 
forment  une  s6rie  d*abord  croissante,  mais  qui  eusuite  est  decroissante,  ei 

de  plus  en  plus  jusqu'^  la  fin  du  choc;  que  la  vitesse  (7- J      =r=oj|/'(w<— 

f  (tAi  —  2a)],  positive  dans  le  temps  de  leurs  accroissements  qui  est  aussi 
le  temps  de  la  compression  grandissante  de  la  barre,  deviendra  negative  dam 
un  temps  qui  sera  celui  de  la  detente  de  la  barre  contre  le  corps  Q,  en  atten- 
dant sa  detente  libre  qui  aura  lieu  lorsque  ce  corps  aura  cesse  de  lui  Streuni. 

Et  que  deviendra  la  barre  apres  Tinstant,  soit  t  =  t^^  de  cette  desunioa, 
ou  dans  Tetat,  dit  de  detente  lihrey  qui  la  suit? 

Les  d^placements  de  ses  points  seront  toujoura  r^gis  par  une  expression 
de  la  forme  (/^),  u  =  f((at — z)  —  f((ut-hz — 2a),  qui  n'est,  en  effel,  que  la 
traduction  de  T^quation  aux  deriv^es  partielles  (g)  jointe  k  la  conditioD 
(m),  __  ^  =  0  de  fixite  de  son  extr^mite  non  heurt^e  x  =  a. 

La  fonction  arbitraire  devra  desormais  remplir  une  condition  nouvelle 
pour  Tautre  extr^mite,  puisqu*elle  est  devenue  libre.  Ce  sera,  ^i  etant  la  ti- 
leur,  pour  <= /|,  de  sa  variable  quelconque  ;=  ou  >  Ci, 

(».)  (|j),,  =0»  d'«^  r(q=-n^-2fl),  donnant  f{i:)=f(l,)^\f{K^^a)^f,{l^^^ 

Sans  nous  attactier  k  determiner  ici  cette  forme  nouvelle  de  f  qui,  comine 
on  voit,  sera  ou  deviendra  bientdt  p^riodique  de  pcriode  4a,  avec  alteraatif 
changement  de  signe  des  f  de  chaque  demi-periode  k  la  suivante,  il  suHit 
k  notre  essentiel  objet  de  remarquer  que  la  barre  sera,  pendant  cette 
detente,  dans  le  cas  d*eprouver  des  dilatations  6gales  aux  contractions  pre- 
cedemment  subies,  et  r6ciproquement. 

Or,  k  egalite  de  valeur  num^rique,  les  dilatations  sont  plus  dangereu:>e>. 
comme  on  a  vu  au  n"^  11  de  la  Note  finale  du  g  57,  page  270. 

II  conviendra  done,  en  posant  Tequation  de  resistance  (ce  que  nous  con- 
sidererons  k  la  fin  du  n<»  suivant,  13),  d  y  introduire  les  ]4u8  grandes  ccntrat- 
tionSf  produites  vers  la  fin  du  ckoc^  sur  le  meme  pied  que  si  cetaient  des  dila- 
tations, 

13.  Plus  grandes  dilatations  ou  contractions.  —  Les  considerations  pr^ 
denies  sur  la  suite  des  valeurs  prises  par  f  (;)  vont  nous  6clairer  dans  la 
determination  des  plus  grandes  valeurs  de  la  dilatation  d,  dont  Texpressioii 
generate  est  fournie  par  : 

y,)  -i)=-|^=nu)<-*)+/^'H  +  «-2fl). 

On  ne  pent  pas  se  servir  du  procede  analyiique  ordinaire  pour  diHer- 
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miner  les  maxima,  en  t  ou  en  «,  de  cette  somme  de  deux  fonctions  /^,  qu*on 
a  vu  dtre  fort  discontinues.  Mais  nous  avons  vu  que  par  rapport  k  sa  variable 
totale ;,  ayant  ici  les  valeurs  tat^z  et|a>f  -hz  —  2a,  la  fonction  f  pr^sente,  dans 

V 

sa  course,  divers  maxima  quisont  T  W=  "»  /*'  (2a4-  «)>  T  (^^+0»--«'  Parmi 

eux,  il  y  en  a  un  plus  grand  que  tons  les  autres.  S*il  est  possible  de  faire 
chacun  des  deux  termes  de  f  de  0\)  6gal  k  ce  maximum  particulier,  son 
double  offrira  la  plus  grande  valeur  cherch^e  de  ieur  somme.  Or  cette  pos- 
sibility de  rendre  les  deux  termes  6gaux  existe  toujours;  il  suflira  pour 
i  obtenir  de  faire  z  =  a,  ce  qui  donne 

G'est  done  k  I'extr^mit^  fixe  s  =  a  de  la  barre  que  se  produira  la  dila- 
tation ou  contraction  la  plus  grande  ou  la  plus  dangereuse,  qui  est  ainsi  : 

Max.de— <)  ou  de — ^  ==  le  plus  grand  des  2/*(»),  2^'(2a+t),  2^'(4a4-«).  2/''(6fl+0.  •  . 
ayant  ueu  aux  temps  respectifs  <= >     1     ,      • 

Reste  ainsi  k  determiner  pour  quelles  valeurs  successives  du  rapport  p 

du  poids  heurtant  au  poids  heurte,  chacun  de  ces  maxima  relatifs  (/|)  se 
trouve  6tre  plus  grand  que  les  autres. 
Calculons-en  done  d*abord  les  valeurs  en  P  et  Q.  Les  formules  /*'(C)  de  {z) 

k  (z^)  nous  les  fourniront  en  n*y  conservant  que  le  signe  superieur  -f-  du 
±  et  en  mettant  successivement  s,  2a  -f-  c,  4a  +  >,  6a  +  c  au  lieu  de  (,  non 
seulement  dans  leurs  secondes  parties,  mais  aussi  dans  les  premieres  parties 
qui  sont,  pour  chacune,  empinint^es  aux  formules  prec^dentes.  La  derni^re 
seule  des  formules  ci-apres,  celle  f  (8a  -f-  «)>  a  et6  obtenue  autrement,  de 
maniere  k  nous   dispenser  d*etablir,  comme  les  autres,  une  expression 

/*'(!;  =  «     ,     )  qui  serait  fort  compliquee,  Comme  noussavons  (n»  12)  que 

V  V 

/■'  (8a  4-1)  =  /*'  (8a)  -h  - ,  nous  avons  simplement  igout^  -  A   la  valeur  de 

f'(ia)  tiree  de(5*') ,  en  y  faisant  C  =  8a  pour  avoir  /*'  (8a  H- 1) .  On  a  ainsi,  pour 

ces  divers  maxima,  en  n^gligeant,  apr^s  les  calculs  faits,  les  -  devantrunite, 

et  en  les  doublant,  pour  avoir,  comme  on  vient  de  dire,  ks  deformatipm 
maxima : 

V 

(m|)     Dilatation  (sauf  le  signe)  2f*  (t)=2  -  ; 

(m\)    DilataUon       (Idem) .       2/^  (2a  +  •) = 2  ^  A  +  c  "*«) ; 

P  4  P 

K,)   2/'(44;  +  .)=2lji+A-4j)«  "*«  +  «"«  j; 
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(m"'.)2n6a  +  .)=2Xji+^l_8?  +  8?])e   '«+^l_8?)e     « +e 


4p         ir 

I 


n    .     "q' 


K.)2r{8«+.)=2j|l+(l-12?+24|;-|^5)r«+(l-16j+38j) 


Parmi  ces  expressions  de  maxima  des  dilatations  operees  pendant  Facte  do 
choc,  on  prendra  d*abord,  et  sans  hesitation  ni  incertitude,   la  seconde 

(m)  si  Ton  a  Q<;  1,7283  P;  car  alors,  d'apr^s  ie  tableau  {e)  de  resultab 

num^riques,  le  choc  se  termine  entre  w/  =  2a  +  c  et  <!<><  =  4a ;  il  n*y  a  ainsi 

de  choix  k  faire,  pour  le  maximum,  qu*entre  celles  (mj  et  (m').  Orla seconde 

SP 


(n.)  -2n2a+.)=:2^(l  +  e'     «) 


^videmment  supSrieure  k  Tautre,  doit  dtre  prise  pour  la  proportion  de  la 
plus  grande  dilatation  longitudinale  ^prouv^e,  lorsqu*onaQ<^l,7283P. 

Mais  cette  mdme  expression  (m|)  ou  {rn)  ne  peut-elle  pas  servir  encore  si 
^est  plus  grand  que  1,7283?  C*^st  cc  qu'on  saura  en  consid^rant,  outre 

le  maximum  particulier  (m')  2/*'(2a -+- «) ,  les  suivants  {rn)  if  (4a 4- s). 
(m")  if  {6a  -f  «)  qu'on  aura,  d'apr6s  le mSme  tableau  num^rique,  si  Q  est  entr«» 
1,7283  P  et  4,1511  P,  entre  4,1511  P  et  7,35  P,  car  alors  le  choc  ne  flnirj 

t    *     I     •    *    .   4     4a  4- «    -6a             ^              6aH-«    .8a       ^. 
qu  entre  les  mstants  t= et  — ,  ou  entre  ceux et  —  ••••  Orle 

0)  U  W  Oil 

,  t,         p 

maximum  particulier  (m )  sera  plus  grand  que  celui  (m  )  si  ^  est  tel  que 

Texc^s  du  premier  sur  le  second  soitune  quantity  positive,  ousi,enfaisantabs- 

— £  — ?£       -«*£ 

traction  du  facteur  positif  commun  -  e     ^ ,  Ton  a  4-  e     ^  — e     ^  >  0,  oo 

9P    ^  P  0 

(o,)        2 .  ^  e  ^  —  1  >  0    d'ou      ^  >  0,1 7587 ,      ou     ^  <  5,686. 

Si  cette  condition  est  remplie,  (m')  surpassera  (m");  et  par  cela  seul  (m^ 

surpassera  (wi"'),  (»»/)... ;  car,  d'apr^s  ce  qu'on  a  dit  au  n»  12,  les  maximi 
f  (t),  /*'  (2a  -f- 1),...  qui  forment  d'abord  une  s6rie  croissante,  en  font  en- 
suite  une  qui  est,  de  plus  en  plus  rapidement,  d^croissante ;  en  sorte  que 
d^s  qu'un  (m)  a  d^pass^  celui  qui  vient  apr^s,  il  surpasse  k  plus  forte  raison 
ceux  qui  suivent. 

Done,  et  sans  plus  avoir  k  tenir  compte  de  la  premiere  limite  trouvee 
Q  <  1 ,7283  P,  il  mffit  qu'on  ait  Q  <  5,686  P  pour  que  la  plus  forte  cxunpres- 
sion  ou  dilatation  soit  exprim^e  par  (m")  if  (2a-f-i), 

Quand  Q  d^passe  cette  limite  5,686  P,  le  choc  ne  se  termine  qu*apr^$ 
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(u/=r6a  +  e.  II  y  a  lieu  de  co^sid^rer  et  de  comparer  les  trois  maxima 
(ot^,  (m'),  frn')  et  mfime le  suivant,  (m")  2/"'  (8a +  t),  si, d'apr^s  lemdme 

tableau  ci-dessus  (ej,  ^  va  jusqu'A  exc6der  7,35.  Or  le  maximum  (m'J 

2/"' (4a -hi)  y  est  plus  fort  que  (m'J  2/"'  (2aH-«),  et  il  suffit  que  ce  m^me 
2/''(4a-+-c)  d^passe  (m^)  2/*'  (Ba-f-i)  pour  qu*il  depasse  les  suivants  comme 
onvient  dc  dire,  et  qu*il  soit  le  plus  grand  de  torn.  L'expression  de  cette  con- 

V  -~ 
dition  donne,  en  divisant  tous  les  termes  par  -  «    ^  * 

fill 

2P 
in^galite  dont  le  premier  membre,  pour-^  plus  petit  que  lenombre  0,351 74 

trouve  par  (oj  comme  limite  inferieure,  grandit  visiblement  dans  chacune 

de  ses  deux  parties  en  mdme  temps  que  j: ;  et,  6gal  k  —  1  pour  -^  ^  0, 

2P  Q 

devient  positif  d^s  que  -jr-  depasse  0,14476,  c*est  d-dire  quand  p  est  moindre 

que  13,82. 
Ainsi,  la  plus  forte  compression  est  (m"')  if  (4a  + 1)  quand  le  rapport  p 

se  trouve  compris  entre  5,686  et  13,816. 

0 

Enfin,  si  p  depasse  13,816,  csLSoik^r  (6a  +  ()  depasse  if  (4a +  f),  et  oA, 

d*ailleurs,  le  choc  ne  se  termine  qu*apr^s  U  ==  8a,  le  maximum  particulier 
2/*'  (6a-l-«)  est  leplus  grand  de  toils,  pourvu  qu'il  depasse  if  (8a-|-«).  La 

condition  pour  qu'il  le  ddpasse  est  que  Texcis  de  (m'")  sur  (m*J)  surpasse 

z^ro.  Cela  donne 

/xo2Pr,       o2P  .  2/2P\n  »^.  ,  2P/,      «2P\   •^^^2P    ^      ,^^ 

ini^galit^  dont  le  premier  membre,  n^gatif  quand  on  fait  =  0  son  inconnue 

2P  2P 

-^ymais  croissant  dans  chacundeses  trois  termes  variables,  avec-rr  pour  les 

2P 
petites  valeurs  de  -^  dont onais*occuper(oumoindresque0,14476), devient 

2P 
positif  d^s  qu'on  arrive  &  -t-=:0,  07949,  racine  de  cette  inigalit^  resolue 

numeriquement  comme  une  equation ;  ou,  ce  qui  revieut  au  m^me,  quand 
5  reste  au-dessous  de  25,16. 

Ainsi,  la  plus  forte  compression  a  pour  formule 

(ij)    —  3 = 2/"' (6a  -f- «)  lorsque  Q  est  compris  entre  13,82  P    et    25,16  P. 
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Lorsqae  ^  devkat  extrSmement  grand,  le  choc,  d*apr^  ce  qu*on  vient  d' 

voir,  ne  se  terrajne»ou  le  corps  heiirtant  ne  quitte  la  barre  hcurtte  qu'dpiv^ 

un  temps  t  comprenant  mr  grand  nombre  de  fois  celui  ~  de  Taller  et  (h 

retour  de  T^branlement  provoqui  au  premier  instant  de  leur  joncUon.  l> 
sorte  de  continuite  approch^e  s*etablit;  les  mouveraents  se  reglent  bienK>l 
comme  si  Tinertie  de  la  barre  etait  k  peu  pres  sans  influence  devant  ceUe(ir 
la  masse  considerablement  plus  grande  qui  I'a  heurtee ;  ou  comme  si,  an 
cours  des  nombreuses  reflexions  de  Tebranlement,  la  proportion  —  ?  de  I- 
contraction  devenait  sensiblement  la  mdme  d*un  bout  k  Tautre  de  la  barre. 
Aiors,  les  formules  obtenues  elementairement  au  n"*  2  d*apr6s  Young,  Tred- 
gold,  Poncelet,  etc.,  en  n^gligeant  Tinertie  de  la  barre  heurtee,  peu  vent  ^Ire 
appliquees  avec  une  approximation  suffisante,  en  sorte  qu*on  peut  prendre 
pour  la  plus  grande  contraction  ou  dilatation,  la  formule  (h)  du  n®  3, 

Appliquons-la,  comparativement  a  celle  (r^)',  quand  p  =  25,16  ou  la  pit 
grande  valeur  a  laquelle  s*applique  cette  formule ;  nous  obtenons  : 

(«')  Par  (rj)  ou  (m';),  -  <)  =r  2^'  (6a  -f- 1)  =  6,023!  2  - 


9 


(,")  ParW,  -<)  =  Jv'25,t6    =5,01925^  C)- 

Ainsi  applique  dans  la  limite  ou  nous  poss^dons  la  vraie  formule  (r^ . 

1 
celle  (S|)  ne  fait  erreur  que  de  r  dans  revaluation  de  la  plus  grande  dibli* 

tion  eprouv6e. 
Sile  rapportdeQaPexcMe25,16,rerreur  sera  encore  moindre,  puisquVOe 

se  r^duit  k  z^ro  pourpinflni.  Hais,  m6me,  il  sera  rare  que  ^atteigne23J6; 

il  n*est  done  point  necessaire  de  pousser  plus  loin,  ou  jusqu*au  calcul  ie 

/"'  K=  «  ^     )»  dans  une  vue  de  plus  grande  exactitude,  une  analj-se  qui. 

sans  offrir  plus  de  difficult^,  se  complique  de  plus  en  plus ;  et  on  peat  sen 
lenir  k  ce  qui  vient  d'etre  donne. 
II  reste  toutefoiS)  pour  6claircr  cette  mati^re^  A  prouver  que  la  soluti<>o 


n  Ainsi  qu'on  a  dit  a  la  fin  du  uMl,  p.  480  y,  Tou  nc  gagnerait  rien,  car  on  IrouTcnil 
4,088  au  lieu  de  5,01925  si,  au  lieu  dc  {b)  ou  («|),  *on  sUbstituait  la  rormule  (O  dein*  • 
et  11,  p.  480  c  et  480  t,  Cctte  formule  (cO,  qui  suppose  la  dilatation  uni/amte^  ne  donoc  ooe 
deuxihne  approt(malion  que  pour  le  calcul  dds  ddplaoementa  dlYers  du  point  heurt^. 
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Yulgaire,  susceptible  d*^lre  oblenue  ^lemenlairement  quand  on  suppose  ne- 
gligeable  Tinerlie  de  la  barre,  at  se  tirant  encore  de  la  s6rie  («)  de  Navier 
(n°  i),  peut  dire  ddduite  aussi  de  Fanalyse  qui  vient  de  nous  donner  la  solu- 
tion en  termes  finis. 

Pour  y  arriver,  supposons,  de  prime  abord,  que  la  separation  ne  se  fasse 
que  lorsque  6)^  =  x.  atteint  un  nonibre  de  fois  extremement  grand  la  longueur 
2a.  Alors,  ainsi  quenousavonsdit,  la  fonction  /*(;)  peut  etreregardee  comma 
graduellement  variable,  c'est-^-dire  comme  ayant  ses  petits  accroissements 
proportionnels  a  ceux  de  sa  variable  qui  y  repondent.  Si  done  nous  ecrivons 
sous  la  forme  suivante  Tequalion  fondamentale  [t)  du  n**  8,  immddiatement 
deduite  de  celle  (.s)  de  jonction  du  corps  lieurtant  avec  la  barre,  en  y  rem^ 

plagant  c  ou  tai  par  ;  -H  a  d'ou  w/  —  2a  par  ;  —  a,  el  mettant  pour  -  F  (- ) 

V 
sa  valeur  reconnue  egale  a  - » 

f'(l+a)-{'(l-a)      _P_  /-(!:  +  a)  +  /-(i:-«i)  _  _V_ 
^''  -la  ■'"Qa  2a  "~2au' 

nous  pouvons  y  regarder  '-^ ^)      comma  egal  sk  /^(Q ;  el  puis, 

toujours  en  vertu  de  cctte  marche  supposde  continue  de  /*,  d*oi!i  sa  variation 
lineaire  dans  le  petit  intervalle  2a,  nous  pouvons  regarder 

f'{z  +  a)-r{K-a) 
2a 

comme  6gal  i  la  d6rivee  f"  (K)  de  f  (^).  II  en  resulte  une  equalion  differen- 
tielle  du  second  ordre 

dont  Tintdgrale  bien  connue  est,  A  at  B  reprdsenlant  deux  constantes 

Sans  donner  ici  le  detail  des  considerations  par  lesquelles  H.  Boussinesq 
determine  les  deux  constantes  et  rdduit  cette  Equation  a 


<•■)  ny-mi'-^'ils/t)} 


ilpoulsuffirederemarquerquelemouvement  est  ainsi,  dans  ca  casextrdme« 
soiisiblament  pendulaire,  ce  qui  a  pour  consequence  les  rdsultats  de  la 
Iheorie  dlementaire^  au  nombre  desquels  est  la  formule  (b)  du  n^  1,  ou 


(•.) 


-»=:-\/P 


be  tout  cela  M.  Boussinesq  coiiclut  que  dans  la  pratique^  ii  faut  prend^ej 
pour  les  proportions  — d  des  plus  grandes  contractions  ou  dilatations  de  la 
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g  61.  —  Vibrations  transversales. 

Je  passe  au  probl^me  des  vibrations  transversales,  qui  est  de : 
plus  grande  importance,  principalement  en  ce  qui  concerne  les  vik: 
lions  des  cordes.  Le  probleme  des  cordes  vibrantes  a  6te  traile,  dcpi 

barre  prismatique  d*un  poids  P,  heurt^e  longitudinalement  avec  unc  vitess' > 
par  un  corps  d*un  poids  Q  k  una  de  ses  deux  extr^mit^s,  Tautre  etant  ^. 
les  valeurs  suivantes,  qui  sent  respectivement  celles  de  if  («),  if(^ari 
2/''(4a-|-t),  if  {6a -he)  ci-dessus  : 

Au  point  hearts,  k  Tinstant  du  commencement  du  choc 

(x ){  V 

*  —  <)=  -  quels  que  soient  P  et  Q ; 

A  Textr^mit^  assujettie,  ou  opposee  k  celle  qui  a  re^u  le  choc  : 

Pour  ^  <5,686  :  -i)=:2  ^  A  +c"  Q  V  donnanl  — <^^  si  p  estlrfe 


^^J  Pou^3>5,686el<i3,816:-^=2J^l+(l-4?^e  *«+e    «]; 

Pour?>13,816et<25,16:-3=2^[l-h(l-8j+8^*)e"'  Q  +  ^i-8?)r  V 

Pour^>25,16  :  -<)=  (sensiblement)  ^  \/f  =  ^  v/'^' 

D*oi!k  il  tire  la  conclusion  que  quand  un  corps  massif  heurte  longitv^^'' 

lemenU  hun  houty  une  barre  de  longueur  finie  doni  r autre  bout  est  /ix^  -^ 

plus  grande  deformation  qui  en  resulte  se  produit  d  Textremite  fixe^  ' 

y 
sa  proportion  vaut  le  produit  de  celle  de  debut,  -.  par  un  nombre  difcnl- 

du  rapport  du  poids  Q  du  corps  au  poids  P  de  la  barre,  et  qui,  e'gal  A  ^V^ 
ce  rapport  est  nul,  grandit  indefiniment  avec  lui  en  restant  superieur  (i  ^ 
racine  carree  vers  laquelle  U  tend. 

Ce  seront  ces  deformations,  quel  que  soit  leur  signe,  c*est-a-diredilaUili  '^ 
ou  contractions,  dont  la  valeur  numerique  devra,  d*apr^  ce  qu*on  a  dii  - 
ce  qui  peut  se  passer  pendant  la  detente  (fin  du  n^  12,  p.  480  M),  dtree^' 

A  la  limite  -r?  des  dilatations  non  dangereuses  pour  ctablir  (n***  10  et  il  ^ 

la  Note  du  §  37,  p.  267  k  270)  la  condition  de  cohesion  permanente,  c  ef  * 
Wire  de  non-rupture,  m^me  eloignee,  ou  de  non-^nervement  de  la  malu' 
de  la  barre. 

(Et  nous  renvoyons,  au  reste,  a  la  fin  du  n«  H,  pages  480 y  et  i,  pour^^ 
solution  de  la  partie  du  probleme  consistant  simplement  dans  la  dilenu'* 
nation  du  plus  grand  d^placement  de  Textrt^mite  heurtte.) 
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d*Aleinbert,  de  bien  des  mani^res  diffSrentes ;  on  d6duil  ordinaire- 
ment  sa  solution  de  la  th^orie  des  corps  parraitement  flexibles,  c'est- 
a-dire  d'une  Ih^orie  tout  autre  que  celle  qui  vient  d'etre  exposie.  Cela 
rcvicnt  a  n^gliger,  dans  les  Equations  (218  b)  de  la  fin  du  §  59, 
page  475,  Ics  termes  d6pendant  du  module  d*6Iaslicit6  E  et  des  rayons 
d'inerlie  x,  X  de  la  section  transversale.  Mais,  d'une  part,  on  ne  pent, 
en  aucune  manidre,  consid6rer  des  cordes,  et  surtout  des  cordcs 
d*acier,  comme  des  corps  parfaitement  flexibles;  et,  d'autre  part,  il 
semblc  peu  justifi^  de  n^gligcr,  tout  d'abord,  les  termes  de  ces  equa- 
tions qui  contiennent  les  quotients  diffi^rentiels  de  Tordre  le  plus 
6Iev6;  ce  proc6d6  pent  6tre  juslifi6  par  le  r^sultat,  mais  il  ne  Test 
jamais  a  priori  (*). 

Admettons  done  que  les  deux  cxtr^mitSs  de  la  corde  soient  main- 
tenues  fixes,  mais  sans  61re  d6termin6es  en  direction,  ou,  comme  on 
dit,  encastr^cs.  Les  conditions  limitcs  seront  d'abord,  pour  ces  deux 
extremit^s,  que  les  d6placements  u,  v  soient  (oujours  nuls.  En  second 
lieu,  de  ce  que  les  tangentes  k  la  ligne  des  centres  de  gravity  des  sec- 
tions peuYcnt  y  avoir  des  directions  quelconques,  il  r^sulte  qu'^  ces 
m^mes  deux  extremites  les  moments  de  rotation  doivent  6tre  nuls.  Ces 
moments  (A')^  (B')^,  s'6vanouissant,  on  a  aux  extrSmit^s,  avec  les  con- 
ditions u==0,  v  =  0,  les  suivantes  quir^sultent  des  Equations  (218 b) 
du  §  59  :  .         • 


(-)=0 

ce  qui  determine  compl^tement  le  probleme. 

En  examinant  les  deux  premieres  des  equations  g^n^rales  (218  6),  Ton 
voit  qu'elles  sont  absolument  les  m6mes,  sauf  que  la  premiere,  qui 
doit  determiner  u,  contient  le  rayon  d'inertie  X*,  tnndis  que  la  seconde, 


(*)  D^  1741-1743,  D.  Bernoulli  (t.  XIII  des  M^moiret  de  Saint-P^tcnhourg],  ct  en  1744 
Euler  {Addilamentum  de  CurvU  ilatticia)^  enseignaient  que  la  determination  de  I'ordonn^e 
de  la  courbe  qu'afTeclef  dans  une  de  ses  oscillations  timplet,  une  lame  dlastique  vibrante, 
(l^pendait  de  rint^gralion  d'une  Equation  simplement  difT^rentielle  du  quatri^me  ordre,  et 
que  les  ^ualioos  des  courbes  r^pondant  aux  diverses  oscillations  simples  contenaient  des 
parara&tres,  tons  racines  d'une  mdme  Equation  transcendante.  lis  d^terminaient  done  les 
dur^es  diverses  de  ces  oscillations  simullan^es  qui  se  superposent.  Mais  la  determination 
de  leuTi  amplitudes^  pour  un  etat  initial  suppose  connu,  ou  la  solution  complete  du  pro- 
bleme des  oscillations  d'une  lame  qui  vibre  teule,  fut  donnee  seulement  en  1827  p&r  Cauchy 
{Exercices  de  mathimatiquet)^  et  en  1828  par  Poisson  (M^moires  de  rinttitut,  ct  ensuite 
TraiU  de  micanique^  2*  edition,  1833).  J'y  ai  ajoute  en  1853-1857  la  determination  des  oscil- 
lations qui  sont  prises  lorsqu'une  masse  itrangb'e  et  censee  rigide  est  uniVquelque  part, 
oe  filt-ce  que  pendant  la  premiere  demi-oscillation,  e  la  tige  ou  baiTe;  ce  qui  m*a  permis 
deresoudre  le  probleme  des  chocs  transversaux,  etc.,  comme  on  verra  &  la  note  flnale  du 
present  %  ^U 

SI 
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qui  devra  dgterminer  v,  conlient  le  rayon  d'inertie  x*.  Cette  circon- 
stance  a  une  signification  evidenle  :  si  les  deux  moments  d'inertie 
principaux  de'  la  section  transversale  ne  sont  pas  les  mSmes,  les  moii- 
vements  vibraloires  effectifs  se  parlageroni  en  deux  mouvements  vibra- 
toires  composants,  diriges  chacun  parallelement  a  Tun  des  axes  prin- 
cipaux de  cctle  section ;  de  sorle  que  les  series  de  sons  correspondant 
a  chacune  de  ces  composanfes  seront  diflerentes,  et  differeront  d'au- 
tant  plus  que  les  moments  d'inerlie  eux-mfimes  auront  des  gi'andeun 
plus  inegales. 

Imaginons  les  d6placements  initiaux  et  les  \itesses  initiates  de  chaque 
6I£ment  d6compos6s  parallelement  k  ces  deux  axes ;  chacune  de  ce> 
deux  series  de  d^placemenls  composants  et  de  vitesscs  composantcs 
donnera  lieu  sculcment  k  des  vibrations  parall^les  a  son  axe  special- 
Les  deux  parties  du  probl6me  peuvent  fitre  trait^es  tout  h  Tait  sipare- 
ment,  et,  vu  Tidentit^  dc  forme  des  equations  qui  contiennent  u  et  p. 
il  suf fira  de  considerer  celles  qui  d6terminen(  les  vibrations  depen- 
dant  des  valours  de  Uj  par  exemple. 

Ces  vibrations  sont  d6finies  par  les  equations  suivantes  :  pour  lous 
les  points  de  la  tige,  par  la  premiere  Equation  (218  b)  dont  nous  retran 

chons  les  termes  U  et  -^ ,  parce  que  nous  ne  supposons  aucuno 

force  s'pxergant  sur  les  points  de  Tintfirieur  de  la  tige,  ce  qui  r^dnit 
cette  Equation  a 

avec  la  condition  qu'on  ait,  pour  les  extr6mit6s  : 

(222a)  («),=„  =  0.         (S\^^  =  «' 

(222  i)  K=,-0.         (g)        =0. 

Enfin,  pour  satisfaire  a  I'^lat  initial  doun6,  il  faut  qu'on  ail 


(222  c) 


(«),=  o=    (')•     in)        =f(,); 


f{z)  repr^sentant  les  d^placements  initiaux,  F  {z)  les  vitesses  initiales. 
decompos6s  parallelement  a  Taxe  des  x  ou  des  u. 
Pour  trouver  les  vibrations  simples  ou  isolees,  posons  d'abord,  v, 

6tant  une  fonction  de  z  seul, 


u  :=  w„  cos  kj. 

n  n 
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I'orlant  cet(e  expression  dans  T^quation  (222),  nous  obtenons  I'^qua- 
tion  suivante  en  ti.  : 

^*"«        ^"n     n  n         ^'«„ 

« 

Celte  Equation  simplement  diffi^rentielle ,  lineaire  du  qualri^me 
ordrc,  possSde,  en  gSn^ral,  qualre  int^grales  particuliftres  de  la  forme 

e*"^ ,  qui,  par  leiir  composition  /tiw^aiVe,  c'esl-i-dirc  au  moyen  de  leur 
addilion  apr&s  mulliplicalion  par  qualre  constantes,  formeronl  rint6- 
grain  gSncrale.  Si  Ton  pose 

"ii  —  ^     » 
et  si  Ton  introduit  cette  valeur  dans  I'^quation  pr£c6dente,  on  obtieni, 
en  supprimant  le  facteur  commun  e'"',  T^quation  suivante  en  a^  : 


1 1 

I 


n  n    '    Q       n         q  nn' 


d'ou  Ton  tire 


0? 


V   V2EeTX« 


et  si  Ton  pose,  pour  abreger  : 


on  a  : 


< 


^ 


Lc  coefticicnt  b  ne  depend  que  de  la  forme  et  de  la  masse  de  la  tige, 
tandis  que  a  depend  en  outre  de  la  tension  longitudinale  T  de  cette 
mfime  tige.  Si  &^,  coefficient  du  temps  dans  w  =  w„  cos  k^  tj  est  r6el, 

la  premiere  des  deux  valours  de  a^ , 


(224)  a* 


fi 


W" 


est  positive,  et  a„  est  r6el.  Mais  la  seconde  valeur  est  negative  et  donne 
par  suite  a,  imaginaire.Je  remplace  cette  valeur  de  a]^  par  — p*  en 
posant : 


(235) 
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Les  deux  int^ales  exponentielles  de  la  forme  e^^^^^ ,  e"^'^  cor- 
respondantes  k  cetle  valeur  se  transforment  en  sinus  et  en  cosinus.  el 
au  lieu  des  quatre  integrates  parliculidres 

on  pent  introduire  les  quatre  suivantes  : 

eV,  e""V,  cosp^2,  sin^^s; 

de  sorte  que  Tint^grale  gin6rale  de  u^  est 

(226)  M„  =  A„  cos  p„«  +  B„  sin  ^„z  +  C„eV  h-  D^e""  «.^  ; 

oil  A^ ,  B^ ,  C^ ,  D^  d6signent  des  constantes  arbilraires. 

Introduisons  cette  valeur  dans  les  Equations  (222.a),  (222.6)  nous 
aurons,  pour  determiner  les  constantes,  les  Equations  suivantes : 

A„  cos  pj  4-  B„  sin  pj  -f  C„e%'  -+-  D„<?~-  *«'  =  0  , 
-  P'n  (K  cos  ?„/  -f-  B„  sin  p„/)  -H  ■«;  (C„e%' -h  D„^-  %')  =  0. 

Laissons  un  moment  de  cdt6  le  cas  particulier  ou  cl\  =  — &^,  qui 
sera  examine  tout  k  Theure  ;  ces  equations  donnent  imra&dialement 

^«  =  0'    C„-hD„=:0,     B„8inp„/=:0,    C^e%'-hD„e-V  =  0. 

II  n'y  a  que  deux  solutions  possibles ;  ou  bien  que  Ton  ait 

C„==0,  I>„  =  0»  avec  sinp^/=0, 

et,  alors,  p^/  doit  avoir  Tune  des  valours 

(227)  M^'^'  2t:,  3n,    .    .   .    .    ; 

OU  bien  que  Ton  ait  B„  =  0 ,  et  C^  =  —  U^ ;  el  alors  on  doit  avoir 
ce  qui  exige,  pour  a^  /  I'une  des  valours  suivantes  : 

Cette  s^rie  est  la  m6me  que  cclle  qui  vient  d'etre  ecrite  pour  ?,'• 
mais  multipliee  par  ^  —  1 .  Cela  montre  que  Ton  reproduit  la  solutioo 

pi^6cedente  dans  laquelle  on  remplacerait  ^  par  T== ;  par  consequeol. 
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les  grandeurs  ezponentielles  qui,  pour  cette  seconde  solution,  restent 
dans  I'expression  de  u^,  reproduisent,  h  cause  de  Texposant  imagi- 

naire,  pr6cis6nient  les  mftmes  termes  Irigonom^triques  que  Ton  obte- 
nait  avec  ^^  dans  la  premiere  solution.  Ainsi  celte  seconde  solution  ne 

donne  rien  de  nouveau,  et  11  n'est  pas  nicessaire  de  la  prendre  en 
consideration. 
Mais  ce  dont  il  conviont  maintenant  de  dire  quelques  mots,  c'csl 

le  cas  ou  a  *^  et  p*  seraient  igaux  et  de  signe  contraire.  Cela  se  pro- 
duit  d'apr&s  les  valeurs  (224),  (225)  de  cl\,  ^)^,  lorsque 


(227 a)  la' ^j  -h b%  =  0  • 


Dans  ce  cas,  Texpression  (226)  n*est  pas  Tintdgrale  compl6tc  de 
r^quation  (223),  qui  prend  la  forme 


(227*) 


ou  Ton  a  pos6 


0% 

.     i  T       nA-i 

~  2E(rX>      2^E  • 

L^int^grale  complete  de  cette  Equation  devient  alors 


(227  c)  «^  =  (A„-f-B„a)^«-h(C„-hD„.)e--, 

ce  que  Ton  pent  verifier  facilement  par  diHlSrentiation.  Les  equations 
de  condition  (222.a),  (222.6),  donnent : 

^•MA„4-BJ-f-2c(B„-D„)  =  0, 
(A„-hB„/)e^V(C„-+-D„/)e-^'  =  0, 
c'(A„H-B„/)e^'-f.c'(C„H-D„/)e-^'4-2c(B„^^'-f-D,e-^')=0. 

On  conclut  facilement  de  ces  Equations  que  Ton  doit  avoir 
A^==B^=C,^=D^=0;  par  consequent  il  ne  peul  y  avoir  de  vibra- 
lions  isolees  qui  correspondent  a  rhypolhSse  consideree. 
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U  ne  rcste  done  que  la  solution  (227) ,  d'aprSs  laquelle  p^  doUa\oir 
les  valeurs 

It  2ir  3tr  nit 

1'       T'       T T' 

et,  par  consdquent,  en  se  reporlanl  k  Tdquation  (225)  ct  en  la  resolvant 
par  rapport  h  fc^,  on  trouve  pour  k^  les  valeurs  suivantes : 

Ces  valeurs  sont  toutes  r6eHes.  Cela  confirme  riiypolhose  qu't:» 
g6n6ral  il  ne  sc  produil  que  des  oscillations  r6elles,  c'est-adirc dt^ 
mouvements  v6ritablement  p6riodiques.  Mais  la  serie  des  sons  (lui»  :• 
dcs  vibrations  donl  les  nombres  s'obtiennent  en  divisant  par  2z  le^ 
nombres  ci-dessus,  n'a  pas,  en  general,  le  caract6re  simple  dcs  scric> 
trouvdes  dans  les  cas  dc  vibrations  longitudinales ;  les  nombres  k 
vibrations,  dans  Tunitfi  de  temps,  qui  constituent  ces  divers  sons,nW 
pas  entre  eux  des  rapports  num6riques  simples. 

Cepondant,  lorsque  la  tension  est  tr6s  grande,  et  que  la  section  trans- 
versale  est  tr6s  petite,  cetle  simplicit6  des  rapports  est  encore  oblonui 
avec  une  tr6s  grande  approximation.  En  effel  introduisons,  dan>l» 
terme  g6n6ral  de  la  serie  ci-  dessus,  les  valeurs  de  a  et  6 ;  nous  obtenons 


^227  e\  A-   -  "^  A(T/»  +  nVE^A^) 

(227  e)  k^  -  jy  -—^j^-^-^-^  . 


Si  X  devient  assez  petit  pour  que,  malgr6  la  grandeur  habiluclii 
de  E,  on  puisse,  sous  le  radical,  n6gligcr  les  seconds  tcrmcs  par  rap- 
port aux  premiers,  on  obtient  alors  la  s6rie  arithm6tique  suivanic 


^,  h9       2ir    jig       3^    Jig 
l\ui'    Tyu^''      /yncr' 


(*)  let  I'auleur  suppose  la  tige  parfaitement  flexible,  au  moins  dans  la  direction  ou  tl 
fl^chitf  mais  soumise  k  une  traction  longitudinale  mesur^  par  T  (ainsi  d^ignee  depuis  le  .^  ^'* 
troisi^me  formule  209  c). 

Tout  k  rbeure,  en  r^duisant  (227  e)  k  (227  /*).  il  r6tablii*a  relasticit^  de  flexion,  mestn^ 
par  le  terme  n*  tt*  Ev  X*  du  num^rateur  sous  le  radical,  en  supposant  la  tension  oo  trsv- 
tion  longitudinale  T,  nulle  ou  n^gligeable. 

Mais  on  pcut  observer  que  dans  I'un  comme  dans  Tautre  de  ces  deux  cas,  il  eflace  ib  ^ 

nominateur  le  terme  +  n*  ic*  X*  provenant ,  comme  nous  avons  dit  dans  la  note  ^* 

n  </*w 

du  §  50,  des  termes  dilTc^rentiels  tels  que  -  X'q  v ,  »^  »  n^gUgeables  absolamest  i' 

m6me  tilre  que  d'aulrcs  quantitds  qu'on  n'a  pas  m6me  cberchc  k  faire  entrer  en  Ugae  ^' 

compte.  , , 

II  est  vrai  que  lorsque  n  devient  extr^meroent  grand,  fi*ii*X*peut  ii*Mre  plus  in^^'^"'  *-' 
devant  <*.  Mais  alorj  kn  n'est  plus  relatif  qu*i  des  vibrations  partielles  que  leur  U^  ^ 
pUtude,  et  leur  p6riode  excessirement  courtc,  rendent  ndgligeables. 
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On  voit  d*aillcurs  que  rapproximation  sera  d'autant  plus  grande  que 
n  sera  plus  petil ;  elle  sera  done  aussi  grande  que  possible  pour  les  pre- 
miers (ermes  de  la  s6rie.  Celte  s^rie  est  la  m6me  que  celle  qui  a  &1& 
oblenue  pour  les  vibrations  longitudinales;  elle  comprend  le  son  fon* 
damenlal,  Toclave,  et  ainsi  de  suite.  C'est  cette  mfime  s6rie  que  Ton 
obtient  aussi  dans  la  th^orie  ordinaire  pour  les  cordes  vibrant  trans- 
versalcmenl  el  suppos6cs  parfaitemcnt  flexibles.  Lc  nombrc  des  vibra- 
tions du  son  fondamental  est  proportionncl  ^  -jK/tt'  Ce  son,  avec 

loute  la  serie  des  harmoniques,  s'el6ve  lorsquc  la  tension  T  s'accroit ; 
iis'abaisselorsque  la  longueur,  lc  poids  spScifiquc  ou  la  superficie  de 
la  section  transversale  augmentent.  II  est,  en  outre,  fr^s  remarquable 
que  X  a  disparu  de  cetle  serie,  de  sorie  que  Tindgalit^,  signal^e  plus 
haut,  entre  les  series  de  sons  correspondants  aux  vibrations  paralleles 
a  chacun  des  deux  axes  principaux  n'existe  plus  dans  cette  nouveire 
hypoth^se. 

11  en  est  tout  autrement  quand,  au  contraire,  la  tension  longitudi- 
uale  T  est  tr^s  faible  ou  tout  a  fait  nuUe,  commc  cela  pent  avoir  lieu 
pour  un  resiort  ou  une  lame  ilaslique  (feder)  dont  les  extr^mit6s  sont 
simplcment  posies  sur  des  appuis.  Faisons  alors,  dans  le  terme  g£n6ral 
ci-dessus,  T=0;  et,  vu  que  Tipaisseur  de  la  lame,  par  consequent  X, 
est  une  quantite  fort  petite  vis-a-vis  de  la  longueur  /,n6gligcons  aussi, 
au  denominateur,  le  terme  nVX*  devant  /*,  cc  qui  peut  se  faire  pour 
les  plus  petites  valeurs  du  nombre  n,  nous  aurons  : 


(227  n  *»=¥v/^ 


Dans  ce  cas  nous  obtenons  une  siric  de  sons  dont  les  nombres  de 
vibrations  sont  en  rapports  simples ;  mais  ces  nombres  croissent 
comme  la  suite  des  carr6s  des  nombres  entiers  successifs  ;  au  son 
fondamental  succide  immidiatement  sa  scconde  octave. 

Dans  le  cas  le  plus  g6n6ral,  on  n'obtient  pas  une  s6rie  simple  de 
sons,  puisque  n  se  trouve  encore  sous  le  radical.  On  ne  peut  diter^ 
miner  num^riquement  la  serie  entiere  que  par  les  nombres  de  vibra- 
tions, supposes  connus,  de  deux  sons.  Ce  risultat  est  d*autant  plus 
remarquable  que  la  position  des  noeuds,  est  la  mime  dans  tons  les 

cas,  et  est  tout  a  fait  simple.  En  effet,  puisque^,,  =  -j^,  on  a,  pour  lc 
facteur  qui  depend  de  z,  dans  Texpression  de  t/^, 

sin    -J-     y 
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quantity  qui  s'annule  pour  z  =  tout  nombre  entier  dc  fois-  •    Done  , 

dans  tous  les  cas,  les  noeuds  du  ni^me  son  partagent  la  longueur  /  en  n 
parties  6gales;  en  sorte  que  la  tige,  lorsqu'elle  rend  le  n^^oae  son,  se 

comporte  comme  si  elle^tait  formic  de  n  tiges  d'egale  longueur- ,  qui 

donneraient  toutes  ensemble  leur  son  fondamental. 
Les  valours  de  k^  pcuvent  scrvir  a  exprimer  Tfelat  initial.  I>'apl^'^ 

CO  qu'on  a  dit  de  I'exclusion  necessaire  dcs  termes  eiponenticls  a  expi- 
sanis  r6els,  et  de  la  r^alitS  necessaire  des  coefiicients  A*    aflcctant  Ic 

temps  t  dans  les  series  de  sinus  et  de  cosinus  en  lesquclles  se  sent  na- 
turellement  transformees  les  exponentielles  k  exposants  imaginaires. 
Texpression  la  plus  g^nerale  de  u  est  : 

«  =   y]  (B„  COS  k^t  -h  C„  sin  k^i)  sin  -p  . 
On  a  done,  pour  I'instant  initial  t=Of  [conditions  (222.  c)  | 

u  =  f[z)  =  2  8»  s»n^  ;      ^=F(5)=  2  ^A  sin  X  ' 

n=0  n=0 

tout  ii  fait  comme  dans  le  cas  des  vibrations  longitudinales  ;el  Ic  mime 
proc6d6  qui  a  6(6  employ^  pourcelles-ci  (§  60,  p.  478)  donnera  : 

fj(z)  sin  !^dz  =  Lli^;       £f  {z)  sin  '^dz  =  k^  ^  C,  . 

J'appliquerai  ce  qui  pr^cide  a  un  cas  particulier.  Je  suppose  que  b 
tige  tout  enti^re  se  trouve ,  originairement ,  dans  Tctat  naturel. 
Les  points  compris  sur  une  tr^s  polite  longueur  de  la  tige,  entir 
s=A  4-  e  et  z=:h —  6,  ont  regu  la  vitesse  initiale  m^  ;  lous  los  auti\*> 
points  dc  la  tige  ne  poss^dent  aucune  vitesse  initiale.  Dans  ce  cas/  o 
est  nul  en  tous  les  points,  eU  par  suite,  tous  les  coefficients  B  disparais- 
sent.  F  (2)  n'est  different  de  z6ro  quenire  z=h  — e  cl  s  =  /n-s,  el, 
dans  toule  cette  ^tendue,  il  a  la  valeur  constante  u^.  Puisque  cetle 
fonction  F  s'^vanouil  en  dehors  dc  ces  limites  il  y  a  lieu,  dans  Tinte- 
gration,  de  n'avoir  6gard  qu'a  leur  intervalle ;  on  a,  par  cons^u^t : 

Ik^Jk-.  I  nizk^l  I  /J 

4i/a     .    nnh    .    Itirt 

—      "  8m  — p  sm 


nnk^         I  I 

n 

Si,  comme  je  I'ai  admis,  s  est  trte  petit  par  rapport  a  /,  on  peul 
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flm         ttitt 


reinplacersin-y  par-T-,  et  il  reste,  en  definitive  : 

L'6tat  vibratoire  tout  entier  est  done  i^cpresenli  par  la  s6rie  : 

iu^ /i    .   izh  ,   nz  .    ,  ^      1    .   2icA  .   Sirs  .   ,  ,  .  \ 

M=—T^(  r-8in  -y-sin  y  sm  A:,<-|-T-sm— T-sm-r-sinA'j^-+- j  . 

Les  termes  de  celle  s6rie  d6croissent  manifestement  puisque  Ics 

nombres  k^,  t, croissenl,  d'aprfes  leiir  expression  (227./),  comme 

les  carr6s  des  nombres  nalurels.  Le  son  fondamenlal  prddomine  done, 
et  les  sons  harmoniques  deviennent  de  plus  en  plus  faiblcs  a  mesure 
que  leur  hauteur  augmente.  II  pent  in6me  y  avoir  un  ou  plusienrs  de 
ce$  sons  harmoniques  qui  manquenl  compl^tement,  ce  qui  arrive  si  le 
point  d'ebranlement  de  la  corde  coincide  avec  le  point  nodal  d'un  son, 
I>ar  exemple  du  n*^«  son.  Alors,  d'apres  la  definition  des  points  no- 

daux,  on  a  sin  -y-  =  0;  el,  en  m6me  temps  que  ce  facteur,  le  terme 

correspondant  de  la  serie  s'annule  (*). 

Je  n'entrerai  pas  dans  Texamen  d'autres  cas  particuliers ;  j'ai 
eu  surtout  pour  but  Tcxposition  [de  la  m^thodc  g^n^rale  qui  est 
(leveloppfee  plus  haut.  On  Irouvera,  dans  Poisson,  Traiie  de  tndca- 
nique,  2*  Edition,  1833,  tome  11,  page  368  et  suivantes  (**),  I'etude 

(')  Par  exemple  si  A  =  x  »coiume  sin  -j-  prend,  pour  n  s  1,2, 3,  i»  5....,  les  valeurs  al- 

icrnalives  1,0,  — 1,0,1,0,-1...,  les  termes  ou  n  est  pair  manquent,  etles  autres  sont 
allernativemeut  positifs  et  n^gatifs. 
(")  Poisson  apr^B  avoir  doon^  (n"*  519,  p.  371  de  son  livre)  I'&iuation 

W^    n     da*  ""    ' 

qui  est  celle  (223)  ci-dessus,  r^duile  dans  son  second  merabre  au  deuii^me  terme,  ajoutc 
qu'ii  y  a,  en  outre,  des  ^uations  k  satisfaire  auz  deux  extr6mit6s3=-0,  3=:/dela  tigc. 
II  observe  qu'li  cet  ^gard  il  poiirra  se  presenter  six  cas  diff^rents  selon  qu'&  cbacune  d'elles 
la  tige  sera  encastrde,  ou  simplement  appuy^e,  ou  cnti^rement  libre.  Gomme  ces  six  cas  se 
raitent,  continne-Uil,  de  la  m6me  roanidre,  il  en  prend  un  seul;  non  pas,  comme  Glebscli, 
cclui  de  Tappui  aux  deux  bouts,  qui  se  traite,  ainsi  qu'on  voit,  avec  des  series  ne  cQntc- 
mm  que  des  sinus  circuiaires  oA  les  paramdlres  k  proc^dent  simplement  dans  la  propor- 
tion des  nombres  natnrels  1, 2, 3 ... ,  mais  le  cas  plus  complexe  de  litferie  aux  deux  bouts, 

ou  Ics  conditions  sont  -r-=  =  0 ,  -r-i  =  0  pour  ;  =  0  et  pour  3  =  /.  Ce  cas  exige  que  Tin- 

rfa*  da* 

connne  u  ait  une  expression  en  s^rie  de  termes  afreets  &  la  (bis  de  sinus  circuiaires  et  de 

Hims  ou  cosinus  byperboliques  de  multiples  de  z  dont  les  coefficients  k  ou  m  sont  foumis 

par  les  racines,  en  nombres  infinis  d'une  Equation  transoendante 

cos  mL  cos  hyp  m/  =  1. 

Ces  racines  iigurent  au  carrd  dans  les  multiples  du  temps  t  dont  le  sinus  et  le  cosinus 
^otrcnt  dam  la  mdme  ezpi'ession  du  diplacemeut  transveisai  u  des  points  de  la  tige. 


490  CHAP.  IV.    —   NOTE  DU   g   61 .  —    DfPOLSiOK  TRAKSVERSAU. 

dcs  cas  ou  la  tension  T  disparait,  et  il  me  suffira  de  renvoyer  a  ch 
ouvrage  (***). 


D  NOTE  FINALE  DU  g  6 1 


De  rimpalsioii  transversale  des  Barres  ^lasttqaas,  at  d«  Itir  li- 
bratlon  avec  le  corps  qui  lea  aura  miitas  an  moavemeal.  Wtn- 
mination  de  lear  flexion  ainsi  que  des  conditiona  de  lenr  rMi- 
lance  vive  on  dynamiqne. 

1 .  —  Vibrations  d'une  tige  produites  par  V impulsion  d'un  corpt  ttran^- 
et  sa  resistance  dites'we  eu  dynamique.  —  Le  calcul  des  mouvements  vibn 
toires  des  pieces  de  cliarpente  ou  de  macliJines  n*int6resse  le  problemede  h 
stability  deleur  cohesion,  oude  cequcThomasYoungaappel^leiurrm/iVMr. 
et  Poncelet,  leur  resistance  vive^  qu'autant  que  ces  pi^es  sent  suppo^e^ 
vibrer  non  pas  seules  comme  le  supposent  les  solutions  donates  pr 
Clebsch,  mais  unies  avec  le  corps  e'tranger  dont  Timpulsion,  ou  brusque,  "i 
gradu^e,  les  a  fait  sortir  de  leur  ^tat  d'^quilibre;  car  c'est  pendant  ct' 
union,  ne  durdl-elle  que  le  temps  d*une  demi-periode  oscillatoire,  que  1'^ 
deplacements  relatifs  des  parties  de  ces  pieces  atteignent  leur  maxiroum 
qu*elles  courent  le  plus  grand  danger  de  rupture  ou  d'^ncrvation  dont  > 
calculs  de  resistance  ont  pour  objet  de  les  sauver. 

C'est  dans  cette  pens^e  que  Navier,  par  une  habile  integration,  idoi:* 
une  formule  des  vibrations  longitudinales  faites  par  une  barre  avec  un  con^ 
pesant  qui  Ta  heurt^e  &  une  extremity,  tandis  qu*elle  est  fii^e  k  Tautre ' 
solution  que  Poncelet  a  reproduite  en  la  compl^tant  sur  un  .point  (*Y  et  qu 
int^resse,  par  exeinple,  le  calcul  des  dimensions  k  donner  aux  \\p^^* 
support  des  ponls  suspendus. 

Le  probltme  de  Vimpuhion  transversale  est  d*une  importance  plus  grar  i 


(*)  H^moire  snr  les  ponts  suspendus,  1823,  n«*  220  —  226,  pages  148  — 151. 

(**)  Introduction  d  la  micnnique  induttnelle,  1839,  note  dun*  322.  Une  note sufeeriat' 
celle  du  n"  325,  n'esi  relative  qu'au  cas  ou  le  corps  heurlant,  animi  d'line  certatoe  i  '<nf 
Tiendrait  heurter  un  autre  corps  Stranger,  d^j&  joint  k  la  barre. 

Ces  solutions  sent  en  s^rie  trigonom6trique.  J'ai  reconnu  (Compte  rendu  de  h  »«*'«'• 
VAcadifmie  du  30  mart  1868,  t.  LXVI.  p.  650)  que  ce  probleme  de  rimpuisioo  loo^t  «»' 
peut  6tre  exactement  r^solu  en  termes  finis  si  on  le  regarde  coinme  un  cas  particobrr 
extreme  de  celui  da  cboc  de  deux  barres  dlastiques  (prte^demment  traits  au  Compte  rr  . 
24  dtombre  1866.  p.  1108  ou  au  Journal  de  Uouville,  t  IX,  1867,  p.  237  &  376);  i  ^ 
le  cas  ou  la   barre  heurtanie  est  d'une  section  bien  plus  grande  en   wttme  temps  f>  '*" 
trimenient  courte  ou  extrimement  raide  par  rapport  d  la  barre  keurtee. 

Pour  en  tirer  des  conclu»ions  pouvant  modifier  ccUes  de  Javier,  il  faudra  reprrfti'^  >' 
tbterie  du  choc  longitudinal  dc  deux  barres  en  termes  finis,  pr£aentte  et  Uwite  avec  ^- 
au  mimoire  cit^  de  1866-67,  mais  en  supposant  que  I'une  des  deux  aoit  fiite  aa  M^^ 
lieu  d'^re  libra  comme  I'autre.  Ce  tratail  commeiio4  donne  lieu  de  prteanir  q«'tl 
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et  plus  g^n^rale,  car  il  iiit^ressc  r^tablissement  des  poutres  de  ponts,  des 
planchers  de  bdtiments,  etc. 

Je  vais  done  exposer,  en  les  ^tendant,  les  solutions  que  j*en  ai  donn^es 
dans  di'S  ni^moires  <lonl  il  n*a  encore  ^t^  public  que  de  courts  extrait^. 
Puis,  je  donnerai  plusieurs  considerations  ou  solutions  parliculi^res  de  cas 
d'irapulsions  gradiiees  ou  non  brusques  s* operant  tantot  seulcs,  tantdt  simul* 
tan^ment  au  choc  ou  imm^diatement  apr^s,  et  dont  les  effets,  pour  mettre 
la  cohesion  enp^ril,  m^ritent  aussi  d*6tre  pris  en  consideration. 

Dans  cos  solutions,  Tinconnuc,  qui  est  le  d^placemcnt  transversal  de  cha- 
que  point,  est  gen^ralement  cxprim^e  par  une  eerie  oCi  le  temps  et  Tabscissc 
se  ti*ouvent  engages  dans  des  sinus  ou  cosinus  tant  circulaires  qu'hyperboli- 
ques,  el  oi!i  ils  sont  multiplies  par  des  nombres  que  fournissent  les  racines 
d'une  equation  transcendante.  Les  mouvements  resultent  done  de  la 
superposition  d'un  nombre  infini  de  vibrations  simples  ou  pendulaire$; 
ct  les  courbures  prises,  auxqucUes  il  faut  imposer  un  maximum  pour 
assurer  la  stability  de  la  cohesion,  ne  peuvenr  etre  obtenues  que  par  un 
calcul  tant  numerique  que  graphique  d*un  certain  nombre  de  termcs  de 
ces  series. 

Mais  lorsqu*il  ne  s*agit  d'avoir  que  la  fl^he  de  flexion  dynamique^  ou  le 
plus  grand  des  deplacements  des  points,  on  pent  les  poser,  generalement,  d'une 
maniere  presque  exacte,  el  dans  des  limites  Ires  etendues  du  rapport  des 
masses  heurtantes  et  hcurtees,  en  se  bornant  au  premier  terme  de  la  serie, 
susceptible,  par  un  developpemenl  facile,  d'etre  mis  sous  unc  forme  tres 
simple.  Or,  cette  expression  simple  de  la  fleche  dynamique  peut,  comme  je 
Tai  reconnu  dans  une  multitude  d'exemples,  etre  idcntiquement  obtenu  sans 
poser  d*equations  differentielles,  en  s*aidant  d'une  hypothese  plausible  sur 
les  rapports  mutuels  des  deplacements,  et  en  y  appliquant,  d*une  maniere 
tout  eiementaire,  le  theoreme  des  vitesses  virtuelles  ou  cclui  des  pertes 
brusques  de  force  vive;  en  sorte  que  rien  n'empechcra  d'introduire  dans  les 
cours,  meme  industriels,  cette  methode  que  j'appelle  de  deuxi^me  approxi- 
mation^ tenant  suffisamment  compte  de  Vineriie  des  systemes  heurtes,  et 
d*cn  substituer  Tenseignement  general  h  celui  qui  y  est  quelquefois  donne, 
pour  deux  cas  particulicrs,  de  la  methode  dans  laquelle,  en  abstrayant  tout 
a  fait  ou  en  supposant  infmiment  petite  la  masse  de  ces  systemes,  on  s*eioigne 
generalement  beaucoup  de  la  realite  ct  des  fails. 
Je  termine  cette  Note  par  une  comparaison  des  resultats,  soil  des  formulos 


inera,  k  quelques  dgards,  une  remarquable  intuition  de  Thomas  Young,  qui,  en  1807, 
(A  Cpune  of  Lecturer  on  natural  Philosophy  and  Mecanics  Arts,  vol.  1,  p.  14i)  avancait 
que  si  un  corps  heurte  longitudinalement  une  barre,  et  si  ta  vitesse  d'arrivee  se  trouve, 
a^ec  la  vitesse  de  propagation  du  son  ou  de  rebranlement  suivant  sa  longueur,  dans  un 
rapport  plus  grand  que  n'c5t  la  proportion  de  la  compression  ou  de  I'extension  susceptible 
d'etre  supports  sans  alteration  par  la  matiere  de  la  m6me  barre,  la  resilience  de  celte  ma- 
lidre  sera  in^vitablemenl  vaincue,  et  le  corps  heurtant,  quelque  petit  qu'en  soit  le  volume, 
briscra  la  pitee,  ou  bicn  il  y  fcra  quelque  impression  permanentc  alterant  sa  contexture  au 
moins  d-ins  Vendrott  soumis  au  choc. 
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transcendantes,  soil  des  formules  simples  nouYelies,  avec  ceux  des  exp^ 
riences  de  choc  des  barres,  faitcs  par  la  Gommission  anglaise  de  rempki 
des  fers,  de  1846  k  1849.  On  jugera  sans  doute  que  ce  rapprocheinenl  c^^^d- 
firnie  d*une  mani^re  desirable  les  formules  et  melbodes  ici  presentees. 
Nous  n'en  exprimons  pas  moins  le  voeu,  dans  notre  conclusion,  de  plu) 
nombreuses  applications  num^riques  des  formules  transcendantes,  «( 
d*experiences  nouvelles  dont  nous  indiquons  la  direction  desirable  a  noire 
avis. 

^.  —  Equation  differentidleindefime  de$  mouvementg  vibraioire*  tran$rfr- 
saujr  dune  harre  dont  les  sections^  et  autsi  rel(uticite\  peuvent  rarier  dm  bfik' 
a  Vautre^  dune  maniere  meme  ducontinue^  et  qui  $e  Iroure  unie  awe  da 
masses  etranyeres  dont  une  ou  plusieurs  peuvent  Vavoir  heurtee.  —  Prenoo? 
comme  Clebsch,  pour  axe  des  Zj  la  ligne  supposee  droite  unissant  ies  cen- 
tres de  grayite  des  sections  de  la  barre,  faites  perpendiculairement  k  ct^tti" 
ligne,  Torigine  ^tant  k  son  extr^mit^  de  gauche;  et  appelons,  pour  la  sec- 
tion transversale  appelee  9,  dont  Tabscisse  est  z,  la  barre  s'^endant  di* 

ti,  le  d^placement  subi  au  temps  t  par  le  centre  de  gravity  de  cette  sec- 
tion dans  le  sens  transversal  x,  ou  dans  le  plan  de  flexion  zx  suppose  coo- 
prendre  un  des  deux  axes  principaux  d*inertie  des  sections  9\ 

f  ou  simplement  I,  (ce  que  Clebsch  appelle  vV)  le  moment  d*inertiedef 

autour  de  son  autre  axe  principal ; 

E,  ou  simplement  E,  le  module  d*61asticite  d*extension  des  fibre$  ou  At- 

ments  longitudinaux  qui»  tons,  sont  supposes  peu  inclines  sur  Taxe  des :; 
p  le  poids'ou  ~  la  masse,  par  unite  de  longueur,  toujours  pourT^leffienl 

dont  Tabcisse  est  a,  de  la  barre,  et  de  la  matiere  qui  peut  lui  etre  unie  tne-' 
continuite\  telle  qu'un  plancher  ou  une  charge  permanente,  mati^  q«i 
contribue  k  Tinertie  du  sysl^me  sans  augmenter  ordinairement  sa  resistance* 
^lastique  ni  sa  cohesion  ; 

S  la  force,  de  gravite  ou  autre,  qui  peut  agir,  suivant  le  sens  transver- 
sal des  deplacements  u,  siir  Tunit^  de  la  masse  - ; 

Q,  le  poids  d*un  corps  cens6  rigide,  d*une  longueur  tres  petite  dans  i 
sens  z,  et  qui  est  uni  a  la  barre  en  un  endroit  determine  de  sa  longueur; 

(]=  /    pds-hQf  le  poids  total  dusyst^me;  rfq,  son^l^ment; 

M^  ou  simplement  H,  le  moment  statique,  autour  de  i*axe  du  moffit'ot 
d'inerlie  1  ou  1,  trace  sur  le  plan  de  v,  des  forces  elastiques  on  tensions  qvi 
sont  exercees  k  Iravers  cette  section,  par  la  matiere  qui  est  situ6e  an  M' 
de  cette  meme  soction,  c'est-i-dire  du  cdt^  droit  ou  des  z  positifs ; 

F,  la  r^ultante,  diieefforttranchantj  des  m^mes  forces  agissant  k  traversl^ 
section  9,  estim^es  dans  Ic  sens  de  x  ou  de  u,  qui  est  tangent  k  cette  section 
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Consid^rons  T^quilibre  de  rotation  d'une  tranche  frdz  de  la  barrc,  autour 
de  Taxe,  perpendiculaire  h  z  ei  k  x,  du  moment  d'inerlie  I  de  la  premiere 
des  deux  sections  voisines  <t  q{(t'  =  <r-|-  dd,  distantes  Tune  de  I'autre  de  dz, 
entre  lesquelles  cette  tranche  se  trouve  comprise.  On  a,  comme  on  sait 
(voir  ci-dessus) 


Pz 


•i 


II  s*exerce  k  travers  la  section  <t\  de  la  part  de  la  mati^re  au-deU,  un 
moment  ^gal  k  celui-ci  augments  de  sa  difKrentielle  par  rapport  k  z,  II 
pent  Hre  snppos6  s*exercer  autour  du  m^me  axe  que  M;  mais  comme  il  tend 
h  faire  tourner  I'^l^ment  dans  un  sens  oppose,  ils  fournissent  ensemble  un 
moment  resultant 


<'•  -<{"?S) 


dF 
LWfort  tranchantF  +  c/2-r-  exerc6  dans  le  sens  de^r  ou  de  ti  k  travers  la 

dz 

section  o\  produit,  avec  un  bras  levicr  dz,  autour  du  mdme  axe,  un  mo- 
ment que  nous  pouvons  reduire  a  Fdz  en  n^gligeant  ce  qui  serait  affects  de 
dz^.  En  n^gligeant  de  m^me  ce  qui,  dans  cet  ^quilibre  de  rotation,  r^sulte- 
rait  des  forces  motrices  et  d*inertie  pouvant  agir  transversalement  sur  la 
tranche  (Forces  proportionnellcs  k  son  volume  infiniment  petit  trdz  et  ayant 
des  bras  de  levier  moindres  que  dz),  T^qualion  d*6quilibre  donne,  pour 
rexpression  de  Teffort  tTHnchant  exerc^  k  travers  une  section  <t  par  la  ma- 
li^re  qui  est  au  deB,  c*est-^-dire  du  c6i^  des  z  positifs, 

expression  d^]k  connue  pour  le  cas  de  EI  constant  (Equations  (t)  de  la  Note 
finale  du  g  29). 

Ce  premier  r^sultat  nous  permet  de  poser  T^quation  de  Tequilibre  de 
translation,  dans  le  sens  transversal  de  x  ou  ti,  de  la  m^me  tranche  dont  la 

masse  esi-dz.  dontTinertie  est  —  -d^^r—  »  et  qui  est  sollicitte  transver- 
g  9     ^t*        ^ 

salement  par  la  force  -gdz,  outre  celles  F  et —  (^  '^jr^^)  ^"'  agissent 

sur  ses  deux  bases.  En  egalant  k  z^ro  la  somme  de  ces  forces  prises  avec  les 
signes  convenables,  on  a  T^quation 

Cette  Equation,  si  El  =:  E  a  X'  est  constant,  et  si  Ton  ccril  litr^  suppose 
constant  aussi,  k  la  place  dep,  coincide  avec  celle  (222)  de  Clebsch,  g  61, 
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p.  482,  en  effa^ant,  dans  celle-ci,  son  dernier  terme  qui  est  tres  petit  du 
m^me  ordre  que  des  quantites  d^j^  negligees  lorsqu'on  pose  de  pa^eill'^ 
Equations,  et,  aussi,  le  premier  terme  du  second  membre,  qui  n*in(lik\ 
avons-nous  dit,  que  lorsque  la  tension  longitudinale  appel^e  T  est  eitreme^ 
mcnt  considerable  par  rapport  h  la  force  ^lastique,  ainsi  qu*il  arrive  (iaii< 
les  probl^mes  tels  que  celui  des  cordes  vibrantes  dont  nous  ne  nous  ocn- 
pons  pas  ici. 
Dans  ce  qui  va  suivre  jusqu*au  n^  24  nous  reduirons  cetle  equation  a 

parce  que,  pour  simplifier  ces  commencements  d*eiposi(ion,  nous  negli^e- 
rons  ou  abstrairons  ces  forces  ^  (elles  que  la  pesanteur,  ce  qui  est  pennis 
en  tant  qu*approximation  lorsque  la  partie  yraduelle  ou  tranquiUe  des  impal- 
sions  est  negtigeable  devant  Fautre.  Et  ii  n*Y  a  d'ailleurs  aucun  effetdec« 
genre  si  la  barre  n*est  heurtee  qu'horizontalement. 

5.  — Equations  ou  conditions  de'finies,  cest-a-dire  it  satisfcurt  f(m  ff^- 
taines  sections,  —  Pour  les  extr^mit^s  z  =  0^  z  =  a^  de  la  barre,  les  pluj 
habituelles  de  ces  conditions  sont  de  trois  sortes,  selon  qu*^  ces  ex'ii'u * 
il  y  a  liberte,  appui  ou  encastrement.  On  a,  d*aprc's  les  formules  (a)  et  k  . 

A une  extremite libre  (ni  moment  M,  ni  effort  transversal  F);  El tt—  =:  0;  tt;  (  El  —  1  - 

flu 

A  une  exlr^mil^  appuyee  (deplacement  nul,  moment  nul) :  ii  =  0  ,  El  — =<>  • 

A  une  extremite  encastree  (deplacement  nul,  longitudinalit^  obligee  delatacM' 
a  la  fibre  moyenne  fl^chie)  :  «  =  0  >  77-  =  0 ; 


conditions  dont  il  faut  faire  attention  que  la  pre  mi^re  El^-^  =  ^  ne  petii 

c*u 
^tre  remplaceo  par  j-^  =  0  que  lorsque  EI  est  constant  (*). 

A  la  ionction  de  la  barre  a  avec  une  autre  barre  k  laquelle  elle  serait  soo* 
d^e,  la  mati^re  et  la  section  pouvant  varier  brusquement  en  passant  de 
Tune  h  Tautre,  mais  la  direction  des  ^l^ments  de  la  fibre  moyenne  et  ie 
moment  des  forces  elastiques  qui  font  ^quilibre  aux  forces  ext^rieures  deuiit 


(*)  On  verra,  vers  la  fin  de  la  pr<^sciilc  Note  {nr  49,  G"*,  tige  h  coupe  longUadioak  p^rt- 
bolique)  un  exemple  od  7^  =  0,  sans  son  multiplicateur  I,  eCti  amend  nne  abrardit^- 


(y) 
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6tre  les  iii^mes  de  pari  et  d^aulre  de  la  seciion  d*asseinblage  (u^^  E|,  I|  d^si* 
gnant  dans  la  seconde  barre  ce  que  sont  «,  E,  I  dans  la  premiere) : 

^f^         "  =  "•'     ¥z  =  J^'         ^*^.  =  ^»'*"^    au  point  .  =  a. 
Enfin,  au   point  de  jonction  de  la  barrc  avec  le  corps  Q  on  avec  la 
masse  concenlree  -  dent  nous  abstrayons  ici  la  pesanteur,  mais  ou  Tinertie 

0  ^hi 
— -  -  -^^  doit  Stre  conlinuellemcnt  en  ^quilibre  dynamique  avec  TefTort  ou 

avec  les  efforts  F  qu'exerce  sur  lui  transversalement  la  mali^re  disseminee 
de  la  barre  qui  est  au  del^  ou  en  de^^  selon  que  ce  corps  est  fix6  k  sa  pre- 
miere ou  h  sa  seconde  extr^mit^ ;  et  avec  la  matiere  des  deux  cdt^s  k  la 
fois  s'il  est  plac6  interm^diairement  (cas  oii  les  parties  de  barre  en  de^k  et 
au  dcl4  doivent  ^tre  trait^es  comme  deux  barres  differentes) : 

Si  le  corps  Q  est  k  la  premiere  extr^mit^  ^~^'"^"'~^(^'t^)^^^' 

S  il  est  k  la  deuxieme  z=a  ,  -7^77  —  n-(Ei7r-r)  — 0. 

g  t)t*       Pz  \     dz^j 

S'il  est  en  un  point  intermediaire,  ou  k  la  jonclion  des  deux  barres  sou- 
^^^^^'f  5-ft(*^^S)+  ;£(^»^»S)=^'^"*'*^  ^"^  troisconditions(/-). 

Et  il  faudra  satisfaire,  aussi,  aux  conditions  initiales  de  petits  d^place. 
ments  t/,  donnas,  s*il  y  a  lieu,  pour  i  ==  0,  et,  surtout,  de  vitesses  initiales 

r 

^T-  coniiues,  ce  qui  comprendra,  comme  on  vcrra,  la  condition  de  choc  de 
ii 

la  barre  par  le  corps  Q  avec  une  vitesse  donn^e. 

Avant  de  presenter  d'une  mani^re  g^n^rale  Tint^gration  de  T^quation 

indefinie  aux  d^rivees  partielles  {tV]  satisfaisant  aux  conditions  d^iinies  \e) 

ou  (/*)  et  (g)y  donnons,  pour  fixer  les  id^s,  la  solution  pour  un  cas  simple. 

4.  —  Solution  du  probleme,  pour  le  c<u  simple  d*une  barre  prismatique 
homogeney  appuySe  aux  deux  extre'mites  et  heurte'e  transversalement  au 
milieu.  —  Cette  solution  est  celle  que  j*ai  pr6sent6e  en  1855-1854  k  la 
Soci^t^  philomathique,  et  en  1857  k  TAcad^mie,  avec  de  nombreux  calculs 
num^riques  et  graphiques  k  Tappui  (Voir  ci-apr^s  n""*  32, 3**,  34). 

Soit  2a  la  longueur  de  la  barre,  ou  Tintervalle  de  sesappuis  qu*on  peut, 
avec  Euler,  supposer  6tre  deux  styles  p^n^trant  au  milieu  de  son  ^paisaeur 
et  autour  desquels  elle  puisse  toumer,  en  m^me  temps  qu*un  pen  glisser 
au  raoyen  de  petites  rainures,  afm  qu'on  puisse  abstraire  toute  resistance 
k  Textension  de  son  plan  moyen  fl^chi.  Soient  P  son  poids,  Q  cclui  du  corps 
dur  (sph^rique  si  Ton  veut)  qui  Ta  heurt^e  avec  une  vitesse  V. 

D*apr6s  ce  qu*on  a  dit  au  n^"  3,  les  deux  moities  de  la  barre  seraient  k 
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trailer  comme  deux  barres  differentes  qui  se  raccordenl;  et  on  sail  quf. 
m^roe  dans  les  probl^mes  de  flexion  purement  stalique  d'une  barre  2a  soih 
Taction  d'un  pareil  poids,  ses  deux  parties  a  se  changent  en  deux  coarU^ 
et  non  pas  en  uneseule. 

Mais,  vu  la  syme'trie,  au  lieu  de  consid^rer  deux  barres,  nous  pooTon^ 
tci  et  dans  tout  ce  qui  suivra,  ne  nous  occuper  que  tTune  seule  des  deux  ma. 
ties,  celle  qui  est  comprise  entre  les  points  s  =  0  et  .s  =  a,  en  impo>j.:: 
simplement  k  la  tangente  en  ce  dernier  point,  au  lieu  d'une  condition  /* 
de  raccordement,  de  rester  parall^le  k  la  ligne  des  appuis,  qui  est  I'axe  de& ;. 

Abstrayons,  comme  il  a  6t6  dit  k  la  fin  du  n^  2,  le  poids  de  la  barre,  c^ 
qui  est  mdme  rigoureux,  ainsi  qu*on  Ta  observe,  si,  verticals  ou  horixonUP. 
elle  n*est  heurtee  qu'horizontalemcnt.  En  faisant  pour  abr^er,  Tuqui^i 
I  et  E  sont  constants 

Pa' 

en  sorte  que  r  representera  un  temps  (*),  T^quation  aux  dMv^  partiell^? 

p 
(d'),  oii  on  a  /?  =  5-,  se  r^duit  k 

^'^  •  it*  +  "   iz*  ~  "  » 

a  int^grer  de  mani^re  a  satisfaire  aux  conditions  d^finies  suivantes  doni  )^ 
deux  premieres  sont  tiroes  de  la  seconde  (e) : 


(m) 


(«uo=«.  (SL,=o.  (SL.=«^ 


on  y  ajoutant,  comme  rempla^ant  la  derniere  condition  (g)  d*^ilibrf  6^ 
rinertie  du  poids  Q  avec  les  efforts  tranchants  exerces  tant  en  de^  qv  10 
del^  de  son  point  d'union  k  la  barre : 

On  y  satisfait  en  prenant,  Jb,  ^,  m  etant  des  constantes,  Z  une  fonctioii  > 
z  et  de  m,  et  ^  le  signe  somme  d'un  nombre  infini  de  termes  ou  d'oxprt*- 
sions  de  m^me  forme,  ne  differant  entre  elles  que  paries  valeurs  de  m,  .(^.  "* 

(0)  «=Vz(^.^jlsi„'^+jBcos!^j: 

moyennant  que  Z  satisfasse  k  ce  qui  r^aulte  de  la  substitution  de  charun  d^ 
ces  termes  dans  (/),  ainsi  que  dans  (m),  (n),  savoir  : 

(p)  ni*Z  =  a*  TTT  9  pour  toutes  les  raleurs  de  z  ; 

(*)  En  eflel,  a  est  unc  longueur,  I  est  le  produit  de  quatre  lon^enrs,  F  est  one  i*^* 
E  est  le  quotient  d*ane  force  par  une  aire  ou  par  le  produit  de  deux  kmgiieiin.  cofic  < 
est  le  quotient  d'une  vitesse  par  un  temps,  ou  d'une  longueur  par  le  carr^  d'mm  itm^ 
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cl  pour  ses  valeurs  particulieres  0  et  a,  & 
(rl  (Q».Z  +  P..i;)__  =0  . 


L*inl6grale  de  l*equation  simplement  diiTcrentielle  (p)  est  uue  somine  de 
quatre  expon^nlielles  £'"  multipli^es  par  des  coefficients  constants.  Or,  en 

y  faisant  Z=c"'  on  a 

.   .        J,  ,  m  mm    , m    . 

m*  =  a^n* ,     dou      n=— , »     —  »/ZrT  » J 4  • 

a  a        a  V       '  «  V       * 

Si  Ton  convertit  en  bindraes  trigonomStriques  les  e     ^  et  si  Ton 

groupe  les  parties  tant  r^elles  qu'imaginaires  des  coefficients  de  ces  deux 
exponentielles,  de  maniere  que  les  sinus  et  cosinus  ne  soient  affect^s  que  de 
coefficients  reels,  on  a,  sih,  coh,  d^signant  des  sinus  et  cosinus  hyperbo- 

liques  ^(e   —  e    ]y  i^i^   "+"^    )»  ^^^  expression  de  la  forme 

it)  Z  ^  C  sm h  C..  cos h  C-  sill h  C,  coli  —  • 

Pour  salisfaire  aux  Irois  conditions  [q)  il  faut  C,  -f-  Cs  =  0,  —  C^  -+-  C,  =  0, 
C  cos  m —  Cj  sin  m  -h  C,  coh  m  -f-  C,  sih  m  =  0,  d*ou  : 

*  ^  *  cohm 

On  a,  aussi,  S  =  0  pour  le  probl^ine  actuel,  dans  lequel  nous  supposons 
(m)  ^_q=0,  ou  qu'aucun  deplacement  des  points  de  la  barre  n'a  pr6c^d6 

I'instant  (=0  du  choc.  La  seule  constante  qui  reste,  C,  ou  plut6t  C^^f  ^ 

cohm 

se  fondra  avec  A>  pour  former  un  seul  coefficient  que  nous  pouvons  appeler 

A,  et  qui,  dans  chaqueterme,  d^pendra  de  m.  On  a  ainsi 

.    mz        ..  mz 
,.  sin —      sin  — 

u=  >  — :  A  A  sin  —  ,      oil      /  = ; —  ; 

Jmd  m*  T  cus  m        coll  m 

et  OU  les  valeurs  du  paranietre  m  doivent  dtre  tiroes  de  ce  qui  resulle  de  la 
substitution  de  cette  expression  de  Z  dans  la  derni^re  Equation  d^finie  (r), 
qui  reste  k  satisfaire ;  c'est-^-dire  doivent  6tre  tirees  de  Tequation 

(sin  m      sih  m\      ^  P  .  .  ,  2P 
— .)  =  25,      ou      tangm  — tahm  =  =r--; 
cosm      cohm/         Q                                             'M 

Equation  transcendante,  diie"caractemtiquef  que  nous  avons  d6barrassee,  en 

52 
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la  posant,  du  facteur  m^,  parce  que  la  racine  m  =  U  doDuerail  Z  = «  • 
u  =  0,  solution  ^trangere  k  notre  objet. 

L*int6grale  ainsi  obtenue  ne  sera  generate  qu'autant  que  le  V*  ^  eA-.-nr 

aux  termes  r^pondant  a  Unites  les  racines,  en  nombre  infiui.  de  cetu-  t. 
tion  (u).  Mais  si  m  en  esl  une  racine  r^elle  et  positive,  —  m,    r^  \~^ 
—  m  V — 1  en  sont  d*autres  qui  substitutes  a  m  dans 

mH      /       1      c*  —  c      '^ 


Lsm  —  =\     .         7= := 3—  I  sm 


T  \^_1     ^/-i  m/-i 


e    — c         / 


ne  feront  que  lui  attribuer  trois  autres  valeurs  ^ales  k  ceUe<i  mult.; 

par  —  1 ,  V — *»  —  V — *•  On  pent  r^unir  les  quatre  termes  du  V*  q^  ^    . 

sont  relatifs  en  ajoutant  leurs  coefficients ;  il  est  done  permis   comuif  \ .  i- 

serve  Poisson  pour  d* autres  questions)  de  se  contenter,  pour  la  serie  ^.  at  i 

des  termes  resultant  de$  setdes  racinet  re'elles  etpositit'es  de  Tequation  c^r  a.  *  - 
ristique,  sans  que  la  solution  {t)  cesse  de  repr^senter  Tintegrale  la  pia^  r- 
ne'raie  de  T^qualion  aux  differences  parlielles  (/),  satisfaisant  aux  condi..  •  ^ 
d^finies  (m)  et  (n). 

La  m6me  circonstance  se  produira  dans  toutes  les  autres  solutiou?  - 
apr^s  et  nous  n'y  reviendrons  gen^ralement  pas. 

5.  —  DetermincUionf  pour  le  mime  cos  simple^  des  coefficients  A  de  u  •- 
rie,  de  maniere  a  satisfaire  aux  conditions  iniliales,  —  L*expressioQ  :  -^ 
pr^sente  k  toute  ^poque  <,  ou  marquee  par  le  temps  ^  les  deph 

transversaux  des  points  du  syst^me  comprenant,  avec  la  barre»  ia 

car  les  d^placements  de  cette  masse  sont  ceux  du  point  milieu  3=:«  d-.  u 
barre. 

Supposons  d*abord  que  les  vitesses,  k  Tinstant  initial,  soient  une  fonctiv !  • 
de  Tabscisse  2,  ou  qu'on  ait : 


('»  ©,=„=*<*'• 


En  y  substituant  (/)  Ton  a,  comme  condition  k  remplir  : 

(X)  Zhl  =  ^(i). 

Pour  en  tirer  Texpression  de  A  en  m,  multiplions  les  deux  membnes  6' 
cette  Equation  par  Z'dq,  d(\  6tant  Telement  du  poids  q  =  p^-(j  du  5}=- 
temo,  ot  Z'  claiit  la  valeur  (t)  de  Z  relative  k  une  racine  de  Tequatioa   & 
({ui  soit,  ou  la  ineme  que  celle  m,  entrant  dans  le  Z  du  premier  menibrr  d.- 

(.»).  ou  flillcrente;  et  inlegix)iis,  en  representant  par  /   lesintcgrdes  jmim-^ 


)• 
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pour  le  syst^me  entier  dont  q  est  le  poids ;  nous  aurons 

(y)  2A  Tzz'rfq^  f  iHz)dq; 

«/q  «/q 

Oil,  ce  qui  revient  au  m^rae,  en  s^parant  les  parties  des  int^grales  relatives 

Vdz 
a  la  barre  P  pour  laquelle  on  a  les  ^l^ments  dCl  =  -^-^^  des  parties  relatives 

au  poids  Q,  et  en  appelant  Z^^,  T^  les  valeurs  de  Z,  Z'  pour  2  =  a » 

(*)         2 A  (2  ^  J'  Wdz  +  QZ^Z;^  =  2  L  £  Z'+  (z)  dz  +  QZ;+  (fl 

Nous  prouverons  plus  loin,  d'une  mani^re   generate,  sans  avoir  besoin 
d'effectuer  des  integrations  qui  pour  des  cas  plus  complexes  seraient  Ion- 

gues  et  p^oibles,  que  les  j  ZZ'dq  ou  les  parentheses  comme  celle  du  pre- 
mier membre  de  (2),  ont  toujours  une  valeur  nuUe  lorsque  m'  et  m  sont 
deux  racines  diiTerentes  de  T^quation  (u).  Bornons-nous  &  le  reconnaitre  ici 
en  voyant  d*abord  que  si  on  efTectue,  ce  qui  n'offre  aucune  difficulte,  I'in- 
tegration  par  rapport  k  z  indiqu^e  dans  le  premier  membre  de  (2),  en 
mettant  pour  Z  son  expression  (t),  et  pour  V  celle  en  laquelle  elle  se 
change  quand  on  met  m'  pour  m,  on  trouve 

Cette  egalite,  qui  r^sulte  identiquement  de  la  forme  de  la  fonction  appel^e  Z, 

a  lieu  quels  que  soient  les  nombres  m,  m\  Mais,  en  prenant  pour  ces  nom- 

bres,  supposes  diflerents,  deux  racines  de  T^quation  transcendante  (u),  la 

premiere  et  la  seconde  parenth^se  du  numerateur  de  (a^)  ont  les  valeurs 

2P    2P 
TwP*  rw>  ^  sortequ'on  pent  diviser  haut  et  bas  par  m^  —  m'^,  d'oii  resulte  : 


/. 


0  mm!  Q 


*  2P       ,         21* 

D'une  autre   part  si  on  substitue  Z^  =  tangm — t^^'i'wssg— ,  2^=  jf-7> 

dans  la  parenth^se  du  premier  membre  de  (2),  il  en  resulte  bien,  toujours 
quand  m  et  m'  sont  deux  racines  de  (u),  differentes  Tune  de  I'autre, 

Tous  les  termes  de  la  serie  y\  disparaissent  done  du  premier  membre  de 
I'equation  (y)^  hors  celui  pour  lequel  m'=tn;  et  cette  equation,  dont  le 

premier  membre  se  reduit  ainsi  &  A  /  Z'  dq^  donne  pour  la  valeur  desiree 

Jq 

du  coerflcient  A  qui  affecte  le  tcrme  general  de  I'expression  en  serie  trigo- 
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nom^trique  (t)  du  d^placement  u  : 

•/q  2a  Jo  • 


(c.)  .  A  = 


f'-'^  S-Jo"  ^"^^  +  «^J 


0.  —  Mepie  cos  simple  du  n?  4.  Particularuation  de$  vites$es  initiakf,  *: 
solution  complete,  —  D'apr^s  la  nature  de  noire  probl^me  de  choc  transfer- 
sal,  6nonce  au  n*  4,  toutes  les  vitesses  initiales  de  la  barre  sont  nuUes.  t\ 

V  est  celle  de  la  masse-,  en  sorte  qu*il  faut,  dans  la  valeur  (rj  de  A,  fair 

9 
^  (a)  =  V  et  toutes  les  autres  valeurs  de  ^  (i)  =  0,  d'ou 

QVZ. 

(rf.)  A  =  |— 1 (•). 


2P 
On  a,  dans  cette  m^rae  expression,  Z^  =.-  tang  m  —  tab  m  =  ^  d'apr 


(*)  Dans  la  r^Iit^,  k  I'iostant  qui  doit  £tre  regard^  comine  vraiment  initial,  ou  le  m* 
dd  gravity  de  la  section  beurlte  ^  =a  se  trouve  avoir  acquis  la  ro^me  Titesse,  lefero.' 
au-dessous  de  V,  que  le  corps  heurtant,  il  y  a  une  tr^s  petite  portion  de  la  barre,  ^h?- 
dant  dgaleinent  de  part  et  d*aulre  de  son  milieu,  qui  est  d^\k  Granite.  Mais  tq  sn.  p^ 
de  longueur,  Z  peut  y  6tre  regardd  comme  constant  et  ^gal  h  la ;  car,  m^me.  la  fonae 

de  la  foRCtion  Z  de  a  donne  t:  =  0  pour  ^  s=  a,  en  sorte  que  la  grandear  de  Z  oe  pei^ ! 
dprouver  que  des  variations  du  second  ordredepetite8se.Lcnamtaleur  /  Z'^(s)^l^  ' 

est  done  =  Z^  I  H^)di\^  Or,  vu  qu*aux  eitrfimit^  de  cette  petite  portico  la  vileMe  e?t  oi 

corarae  Test  encore  celle  du  resle,  les  parties  de  barre  resttes  imroobiles  soot  alor  ^  :- 
action  sur  elle,  en  sorte  que  cette  petile  portion  de  barre  a  dCi  entreren  partage  de  Ij  -r-  - 
M\k  de  mouvement  du  corps  Q,  comme  aurait  fait  un  corps  titn-e ;  d'ou  suit  que  b  v^"^ 

J^  (3)  --i  de  celles  qui  sont  alors  poss^tes  par  cette  petite  portion  et  par  le  ooqa; 
Q  9 

doit  6tre  ^le  k  la  quantity  de  mouvement  primitive  -  V  de  celui-ci.  Oo  a  dooc,  i  oeii  p'  - 

de  quantit^s  d'ordre  supirieur  de  petitesse  et  qui  sont  ndgligeables  (ainsi  que  je  Fu  </ 
eiprim^  le  0  Janvier  1805,  Compte  rendu ,  p.  43,  en  r6pons«  k  une  oljectjoo  qd  o'itl' 
faite);  on  a,  dis-je,  pour  le  num^rateur  de  (r|) : 


X 


z^(s)i/q=QVz«j 

■baolument  comme  si  le  corps  0  avait,  aeul,  une  vitetse  ^le  k  Y  dans  oeC  instaat  qn  >• 
t^lre  pris  pour  initial.  Et  on  a  cette  ^g»lit6  queiie  que  aoii  la  loi  ineooBue  qnVip '" 
^(s),  suivant  laquelle  se  distribuent  les  vitesses  des  centres  des  sections  daAS  U  ff-- 
portion  Granite,  depuis  le  milieu,  ou  la  vitesse  eat  celle  de  Q,  jusqu'aui  dtrtanite^  '* ' 
est  nulla. 
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(zi).  Enfln,  soil  qu'on  calcule  directement  j  I^  dz  par  une  ialegration, 

soil  qu*on  la  dMuise  de  Texpression  (aj)  qu*une  integration  a  donnte  pour 

/   Zl'  dz  en  determinant  la  irraie  valeur  qirelle  prend  pour  m  =  m\  par  ie 

procede  ordinaire  relatif  aux  fractions  offrant  d*abord  ?:;  proc^de  l^gitime- 

iiient  employable  ici  puisque  m  et  m'  ne  sont  encore,  dans  celte  expression 
(a^),  que  des  nombres  quelconques  susceptibles  d*etre  rapproch^s  autant 
qu*on  veut,  et  point  encore  des  racines  de  [u)  dont  les  valours  ne  varient 
qu*avec  disconlinuite  de  Tune  k  Tautre ;  soit,  enfin,  qu'on  se  serve  d'un  pro- 
cede  que  nous  indiquerons  plus  loin  pour  obtenir  sans  integration  les  va- 
leurs  des  denominateurs  des  expressions  telles  que  (C|)  des  coefficients  des 
series,  on  trouve 

Jo  2  \cos*m      coh*m/       ^m  \cosm      cohm/ 

,,   .        sinm       sihm      „    ,,       ,,  ,  .  *     i,        .    .  i  *  j 

d  ou,  vu —  — r —  =  Z  ,  1  on  deduitpour  le  denommateur  complet  de 

cosm      cohm       "  "^  '^ 

(r^)  ou  (Jj)  : 

2P 
et  si  Ton  a  egard  k  Tequation  (ii),  QZ„  =  — >  on  a  ce  denominateur  : 

m*P 
D*ou«  substituant,  et  divisant  haut  et  bas  par  — q-  » 

(tnz  .,  fnz\ 

sm  —  sin  —  \ 
a  a    \ 

cosm  cohm/  .    mH       ,  *  /Pa*  . 

u^i  *  7.  J-. rr r y J- 3 r-  Sm f    OU  T  =  \/  ^TTS  1 

\cosm       cohm/  \cos*m      coh'm/ 


m 

signe  2  s*etendant  a  toutes  les  valeurs,  en  nombre  infini,  de  m, 
reelles  et  positives  de  Tequation 


j  et  le  sif 
I  racines 


I 


/sinm       sihm\ 2P 

\cosm       cohm/        Q 


Le  mouvement  se  compose,  comme  on  voit,  de  la  superposition  d*une  in- 

^    T 

finite  de  vibrations  simples  ou  pendnlaires^  de  durees^periodiques  Sir  —  , 


[m^ 
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puisqiie  sm  —  U-hsTr— j  =sin ;  ou  de  penodes  de   plus   en    plu- 

courtes  k  mesure  que  1*00  consid^re  celles  qui  impendent  aux  valeurs  deplu? 
en  plus  grandes  du  param^tre  m. 

Nous  renvoyons  au  n^  52  pour  tirer  de  Ik  di  verses  consequences  numr- 
riques,  et  au  n°  40  pour  deduire,  des  solutions  rigoureuses  de  ce  srenre. 
des  solutions  simples  et  approch^es,  qui  sont  susceptibles  d*dtre  obtenik>^ 
ei^mentairement,  comme  on  verra  aux  n***  44  et  suivants. 

7.  —  Solution  generale,  applicable  a  une  barre  non  pri$maiique  librr  if 
a»sujettie,  heurtee  &  un  endroit  quelconque.  —  L*^uatien  aux    derivt^ 
partielles  (d')  est  resolue  par  une  expression 

(/;)  "= 2  (^  '*"  ™**  ^  *  ""^^  ""^O  ^  ' 

ou  y^  est  la  somnie  relative  k  toutes  les  valeurs  d'un  param^tre  niimeriqn 
m,  et  les  fonctions  Z  de  s  et  de  m  assujetties  k  satisfairea  T^uation  siii- 
vante,  resultant  de  la  substitution,  dans  (e),  de  chaque  terrae  des  V^ , 

Supposons  que  cette  equation  diiT^rentielle  du  quatri^me  ordrp«  r^sola^ 
soit  sous  forme  fmie  si  on  le  pent,  soit  par  des  series,  ait  foumi,  Z,,  Z,.  7 
Z^  designant  quatre  fonctions  de  z  et  de  m,  et  Cp  G,,  C„  C|,  quatn?  cmy- 
stantes,  Tint^grale  g^n^rale 

(K)  Z  =  G,Z.  4-  C,Z,  -f  C^Z,  -}-  C,Z,. 

Subslituons-Ia  dans  les  conditions  limites  ou  d^finies  [e)  du  n""  5,  k  chi*>  * 
selon  les  cas  de  liberte,  d'appui  ou  d*encastreraent  des  deux  extr^mit^ 
Nous  aurons  quatre  Equations  comme  celle  (A,)  que  nous  venons  d*^hr*. 
excepte  qu'il  y  aura  z6ro  dans  les  premiers  raembres,  et.  dans  les  socon4v 
quatre  termesou  les  constantes  inconnues  C|,  G„  C,,  C^,  afTecteront  d^s  ^^ 
leurs  de  Z^,  Z,,  Z,,  1^  ou  de  leurs  deriv^es  particularisees  pour  les  absci$<r-» 
z  des  extr^mit^s  de  la  barre  ou  tige.  Trois  de  ces  quatre  Equations  da  pr^ 

c  c  c 

mier  degrd  serviront  k  determiner  les  trois  rapports  -r»  -r«  -r  de  ces  inc40> 

C,   li|   C, 

nues  k  Tune  d'entre  elles.  Substituant  dans  [h^]^  la  valeur  de  la  fonction  / 

necontiendra  plus,  ainsi,  d*arbitraire  qu'un  seul  multiplicateur  constaft 

qui,  par  la  substitution  ulterieure  de  Z  dans  I'expression  (/j)  de  v,  se  tn^i- 

vera  fondu  dans  les  coefficients  ^o,  fB  des  sinus  et  cosinus  des  roultiplt*>  * 

temps,  coefficients  rest^s  ainsi  les  seuls  qui  soient  k  determiner  pour 

terme  general  de  la  serie  s. 

Mais,  ces  trois  mdmes  rapports  ^,  J^,  -^  etant  substitu^s  dans  la  qii>- 

In    ti,    L| 


BARRE   DR01TE   NON    PRISMATIQUE,     ASSUJETTIE   OU  LIBRE.  505 

tri^me  des  quatre  equations  du  premier  degr6  en  Cj,  Ct,  C,,  C4,  qui  ont  z^ro 
pour  un  de  leurs  membres,  Cj  lui-mdme  disparaitra,  car  tous  les  termes  se- 
ront  divisibles  par  Ci.  II  restera  I'^quation  caracferistique  en  m  [analogue  k 
{fi)]f  que  nous  appellerons 

toujours  transcendante  ou  affect^e  de  sinus  tant  circulaires  qu*hyperboli- 
ques,  en  sorte  que  ses  racines  sont  en  nombre  infini. 

8.  —  Relation  generals  propre  h  la  determination  des  coefficients  des 
nniLs  et  des  cosinus  des  multiples  du  temps^  de  manihre  h  satis faire  aux 
conditions  initiales.  —  Soient  k  remplir  les  conditions  initiates  de  petits 
d^placements  et  de  vitesses  des  points  du  syst^me  : 

9  et  !» 6tant  des  fonctions  de  z  compatibles  avec  les  conditions  limites  ou 
d'extr^mit^s  de  barre  ou  parties  de  barre  (e),  (/*),  (g)  du  n^5,  mais  du  reste 
quelconques,  continues  ou  discontinues.  Les  coefficients  jb,  5B,  devront  sa- 
tisfaire  k 

Pour  les  determiner  comme  il  a  6i^  fait  au  n**  5  pour  un  cas  particuHer, 
multiplions  par  Z'^C|,  V  6tant  la  valeur  de  Z  pour  une  valeur  particuli^re  m' 
lip  m,  et  int^grons  pour  le  poids  entier  (]  du  syst^me ;  nous  avons 

07)    235  /  72'dq = J  7/ff  (z)dq,    2  Jb  /  zMq = f  z'+  (z)  dq . 

Nous  aliens  prouver  qu'on  a  toujours   /  72'dq  nul  quand  il  entre  dans  Z 

Jq 

et  dans  V  deux  racines  diff^rentes  m,  m'  de  T^quation  caract^ristique  (t\) 
vi  (m)  =  0. 

A  cet  effel,  supposons  d*abord  que  les  sections  et  la  mati^re  de  la  barre 
ne  varient  que  d*une  mani^re  graduelle  et  continue  d  un  bout  k  Tautre  de  sa 
longueur  a,  et  qu*eUe  n*entraine  par  consequent  aucun  corps  Stranger  Q 
dans  son  mouvement  vibratoire.  Multiplions  par  Z^dz  T^quation  differentielle 
(g^) ;  ajoutons-Ia  k  une  Equation  toute  semblable  ou  Z',  m'  sont  mis  pour  Z, 
m,  et  multipliee  par  —  Zdz;  puis  int^grons  de  2=  0  fi  a  =  a,  nous  avons 

.*..--^/:->-=/:^'5(-s)--r^s«>- 

EfTectuons  par  parties,  deux  fois,  I'integration  indiqu^e  par  le  premier  terme 
du  second  membre  et  d^signons  par  0,  a  en  indices  inf^rieur  et  sup^rieur, 
Fexc^s  des  valeurs  pour  2  =  a,  sur  les  valeurs  pour  3=0,  des  quantit^s 
qui  en  sont  affect^es.  Ge  premier  terme  sera  transform^,  comme  il  est  facile 


504  CHAP.  IV.  —    NOTE  m:  §  6t.  IVPrLSION  transyersale, 


de  ie  verifier  par  difT^renliation,  en 

Transformons  de  la  m^me  maniere  le  second  terme  du  deuxi^me  memlr 
de  (A:,),  et  substituons  dans  ce  membre.  Les  deux  int^grales  €omnie  cf^i: 
qui  forme  le  dernier  terme  de  (k'^ )  se  detruiront,  et  il  restera 

Or  les  conditions  limites  (e)  du  n"*  o,  si  Ton  y  remplace  u  par  un  quelcoo- 
que  des  termes  de  la  serie  donnant  sa  valeur  (/*(),  comme  on  a  fail  pour  ^4^ 
tenir  (g^)  par  la  substitution  de  ce  terme  general  dans  T^quation  indetini.* 
(d'),  donnent 


/ 


(»«.) 


I 


A  une  extremite  libre        ■;—  =  0  ,  ~  |  EI  — -  J  =  0  , 

r*z 

A  une  extremite  appuyce     Z  =:  0  ,  -^r^  =  0  , 

A  une  extremite  encastree     Z  =  0  ,  — -'  =  0  ; 

f  z 

Et  des  equations  semblables  avec  Z'  au  lieu  de  Z. 


II  en  r^sultera,  pour  chacune  des  six  combinaisons  possibles  do  comji- 
lions  ou  pareilles  ou  difT^rentes  aux  deux  extremit^s  de  la  barre,  quo  [ml 
ou  Tautre  des  deux  facteurs  des  termes  entre  crochets  dans  le  second  m«*fn- 
hre  de  (/f)  sera  nul  soil  pour  ^  ^  0,  soil  pour  3= a. 

Ce  second  membre  est  done  nul. 

II  en  r^sulte  que  si  m  el  m'  sonl  deux  racines  difKrentes  de  I'^uation  i  / 
x;i  (ni)  =  0,  propre  k  fournir  toutes  les  valeurs  de  ce  parametre,  en  sorte  qu* 
m^ —  m'^  ne  soil  pas  nul,  on  a,  en  remettant  pour  pdz  Telement  d(\  du  poid^ 
q  de  la  barre  : 

(n.)  rzzv/q=o. 

9.  —  Preuve  quecettc  memr  relation  (w,)  a  lint  loraque^  dam  lesystrmf,  '• 
y  a  discontinuite\  a  savoir  variation  brusque  de  ia  grandeur  on  de  la  formt 
des  sections  d*une  partie  de  barre  a  fau/re,  mhne  quand,  h  leur  jonction  il  v 
a  une  masse  e'trangere  vibrant  arec  elles,  —  Posons,  pour  les  d^placemeiiK 
transversaux  dans  ces  deux  portions  envisagoos  comme  deux  barres  soudet> 
ensemble : 

(o^)    II  =  2  Z  (  -^  sin  m*t  -r  B  cos  ni*/  J  ,  n,  =2  Z,  ( -^  sin  m*l  -h  B  cos  in*/  j  , 
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ou  nous  donnons  au  temps  t  les  m^mes  multiplicateurs  m'  parce  que  les  di- 
verses  parties  du  sysl^me  doivcnt  vibrer  avec  les  m^mes  p^riodes  (ce  dent 
on  se  convaincrait  bient6t,  au  bcsoin,  si  on  laissait  d*abord  quelconques 
ces  multiplicateurs) ;  et  nous  y  donnons  les  m^mes  coefficients  A  et  fi,  soit 
aux  sinus,  soit  aux  cosinus,  afin  que  la  condition  n^cessaire  de  jonction 
(«) .^„  =  (lii).^^  des  deux  barres  se  trouve   remplie  quel  que  soit  i,  par 

exemple  quand  sin  mH=0  et  cos  m*/-^  1,  ou  r^ciproqueraent. 

En  substituant  ces  expressions  (o^)  dalis  la  troisieme  condition  d^Onie  (g) 
du  n*"  5  qui  est  relative  k  cette  sorte  de  jonction  de  deux  barres,  elle  donne, 
en  divisant  par  Ic  bin6me  trigonometrique  en  f,  la  valeur  : 

Ecrivons  une  Equation  senibiable  avec  m',  Z\  Ta,  'L\  au  lieu  de  m,  Z,  Za,  Z| ; 
ajoutons  celle-U  [c'est-4-dire  (/^i)]  muUipliee  par  Ta  k  celle-ci  multipli^e 
par — Za,  et  ajoutons  y  aussi  deux  equations  comme  celle  (/|),  Tune  pour 
I'etendue  ;?=0i  3  =  a  de  la  premiere  barre,  Tautre  pour  celle  3=a  \i 
vr=a+  aj  de  la  seconde.  Le  premier  membre  sera,  7>i  6tant  pour  la  deuxi^mo 
barre,  ce  qu'est/>  pour  la  premiere, 

(7.)  g         [j      «Z'W*  +  QV'i  +  J  ¥•>.''»)• 

Le  second  membre  auquel  cette  expression  doit  <itre  6gale  sera  : 

".'  [-"k(-  2)+ ^  l«l)+4.('.'.  S)-r.(M.3)L, 

plus  quatre  quadrinomes  comme  les  deux  qui  sont  implicitement  compris 
dans  le  second  membre  de  (/,),  savoir  deux  specifies  pour  le  point  de  jonc- 
tion 3  =  fl,  les  deux  autres  pour  les  extreniiles  ^  =  0  et  s  =a-|-a,.  Ces  deux 
demiersauront  tons  leurs  termes  nuls,  quelles  que  soient  les  conditions  de 
liberto,  appui  ou  encastrement  k  ces  extr^mit^s  de  la  double  barre,  d*apres 
ce  qu*on  a  vu,  vers  la  fin  du  n*'  pr^c^dcnt  8,  pour  le  second  membre  de  (/|). 
Quant  aux  deux  quadrin6mes  qui  r^pondent  k  la  jonction  2  =  a,  le  premier 
et  le  quatri^me  terme  de  cclui  qui  est  relatif  k  la  premiere  barre  seront 
^videmment  d^truits  par  les  deux  premiers  termes  de  (rj,  et  les  deux  autres 
d^truiront  de  m^me  le  premier  et  le  quatrieme  terme  du  quadrin6me  re- 
^alif  i  la  seconde  barre,  en  vertu  de  ce  que  la  condition  de  jonction  (/), 
'<  —  Uj,  exige,  pour  Stre  remplie  k  chaque  instant,  qu'on  ait  : 

<M  (Zi).=«=(Z),=a,  etdem^me  (Z;),  =„-(/,),  ^,,  . 

Quant  au  deuxieme  et  au  troisieme  terme  du  premier  des  quatre  quadri- 
uAmes  additifs,  ils  seront  respectiveroent  d^truits  par  les  termes  de  mdme 
rang  du  second  quadrindme,  en  vertu  de  ce  que  les  deux  demi^res  condi- 
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tions  de  raccordement  <y)  relatives  aux  directions  et  aux  moments,  exig^n' 
qu*on  ait : 


n- 


Toot  le  second  membre  de  Tequation  somme,  dont  (q^)  est  le  prerti 

membre,  a  done  zero  pour  raleur.La  parentbese  trin^me   que    multipl 

ml m^ 

et  qui,  quand  on  comprend  le  corps Q  dans  le  poids  total  Q  da  ^^?- 

t^me,  n'est  autre  chose  que  : 


f IVdq  , 


e%t  done  =  0  lorsque  m  et  m'  sont  deux  racines  differentes  de  T^qiiiation  i 
foumissant  les  valeurs  de  m. 

Or,  le  m^me  raisonnement  peut  Mre  fait  pour  un  nombre  quelconque  ii  Hi 
barres  a,  soudees  bout  k  bout,  avec  ou  sans  corps  etrangers  k  leurs  jonctions. 
pour  lesquelles  on  aura  pos^  un  pareil  nombre  d*expressions  (/'i^  de  «,  ay.trt 
toutes  la  m^me  parenthese  trigonometrique  bindme  en  f;  d'ou  autant  dV- 
quations  (^i)  donnant,  pour  les  Z,  des  integrates  comme  (h^)  k  quatre  c:n- 
slantes  C,  entre  lesquelles  les  conditions  aux  extr^mites  ou  aux  points  d 
jonction  foumissent  4n  equations  du  premier  degr^.  Cn  nombre  An  —  i  *: 
ces  ^nations  servira  k  determiner  les  An  —  i  rapports  de  constantes  C  k  I'w* 
d*entreelles,  qui,  elle-m^me,  disparaitra  non  seulement  des  expressions  dc  ^ 
cn  se  fondant  avec  les  cocfOcients  A),^,  mais  encore  de  la  \n}^"^^  ^uatioo  o 
on  aura  substitue  les  valeurs  tirees  pour  toutes  les  autres;  en  sorte  qii 
tons    les   termcs  seront  divisibles  par  la  c^onstante  G  subsistante.    C^iU 
derni^re  des  An  Equations  en  m  et  C  ne  contiendra  done  plus  d'inconirj" 
que  m.  Ce   sera  la  caract^ristique   (i^)  xi  (m)  =  0  propre  k   foumir  !*-> 
valeurs  de  ce  param^tre  numerique,  et  dont  le  premier  membre  se  trouvf  r 
6tre  necessairement  un  determinant  de  tous  les  coefOcients  des  C  des  >' 
equations. 

Dans  ce  m^me  cas,  aussi  complexe  qu'on  veut,  le  polyndrae  qui  renipi.^ 
cera  le  trindme  de  la  parenthese  de  (^J  sera,  comme  celui-ci,  rintoi^rnl- 


X 


iTi*- 


l7/d(l  etendue  aux  elements  du  poids  total  du  syst^me.  Done  on  a  en  <; 

q 

n^ral,  les  Z  et  7/  6tant  rclatifs  a  deux  racines  m,  m'  in^gales  de  vi  {m)  =^  *l 

(t,)  I  Z7/rfq=o. 

Jq 

10.  —  Consequence.  E.cpression  generale  des  coefficients  h  donner  aux  sinu- 
et  atLT  cosinus  des  mnltiides  du  temps  pour  satisfaire  aux  conditiofU  iniiialt^. 
<—  II  suit  de  la  relation  (t,)  qu'en  integrant  les  Equations  poa^  (;"J  malti- 
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pli^es  parZ'/iq,  tout  disparaitra  dans  les  premiers  membres  excepts  le  terme 
pour  lequel  m  est  le  mdme  que  dans  le  multiplicateur;  d'oA,  pour  les  coef- 
ficients cherch^s  de  I'expression  {f^)  du  deplacement  transversal  somme  ^ 
d*une  infinite  de  d^placements  variant  pendulairement : 


(II.)  B=-9 


les  ^ISments  d(l  du  poids  total  ^tant  aussi  bien  ceux  des  poids  concentrest  Q 
que  ceux  des  poids  dmefmtn^;^  pour  lesquels  on  a  d(|  =/></?  [*), 


(')  M.  Boussinesq,  dans  la  premiere  partie  d*un  remarquable  mdmoire  ina^r^  aux  Compies 
rendus,  7  et  14  d^cembre  1874  (pages  1324  et  1407)  sous  le  titre  :  Be  deux  lots  simpUs  de 
la  resistance  vive  des  solides,  a  donn^  une^^quation,  et  des  expressions,  de  A,  B,  plus  g^n^ 
rales  que  celles  (^i)  et  [U{),  car  elles  s'appliquent  aux  mouvements  vibratoires  de  corps  abso- 
lument  quelconques,  supposes,  k  volontS,  avoir  des  parties  dissSmin/es  et  d^formables,  telles 
que  des  tiges,  et  des  parties  concentries^  telles  que  les  corps  rigides  Q  ci-dessus.  A  cet  effet, 
dans  les  trois  ^nations  g^n^rales  d'dquilibre  dynamique  telles  que 

ou  p  est  la   density  au  point  (x,  y,  s),  et  ou  t^^, t^  sont  six  fonctions  connues  des 

(leriv6es  en  x,  y,  z  des  petits  deplacements,  u,  «,  w  paranoics  aux  trois  coordonnto,  il  fait 


(P) 


fu,  »,  w)  =  2]  { J  sin  A/  +  B  cos  kl\  (%,  Y,  z) 


X,  Y,  Z,  6tant  fonctions  des  trois  coordonn^es  a;,  j^,  s ;  ce  qui  change  les  Equations  d'^quilibre 
(i)  en  celles-ci  oi^  les  T  sont  les  t  dans  lesquels  on  a  mis  X,  Y,  Z  &  la  place  de  r,y,  z: 

DT  ^T  ^T 

cx  'Cy  v-* 

equations  simplement  difi'^renlielles  dont  celles  (pi),  (^i)  sont  des  cas  particuliers,  et  qui 
w>ut  propres  k  donner  les  trois  toactions  X,  Y,  Z  si  on  les  intigre  de  maniire  ft  satisf aire  aux 
diverses  conditions  analogues  &  (mj)  applicables  aux  points  de  la  surface  du  syst^me. 

Ensuite,  si  X',  Y',  Z^  k  sont  des  valeurs  de  X,  Y,  Z,  k  qui  correspondent  \  une  integrate 
simple  quelconque,  et  si  apr^s  avoir  ajout^  ces  trois  Equations  (y)  multipli^es  respective- 
ment  par  Vpdm,  YpdtOf  Vpdta,  Ton  intigre  pour  toute  I'^tendue  du  syst^me  dont  le 
volume  total  est  appel^  u,  en  transforroant,  par  le  proc^dd  souvent  employ^  ci-dessus,  I'intc- 
grale  pour  tout  ce  volume  en  une  integrate  pour  sa  surface  sur  les  ^^roents  de  laquelle  il  y  a 
de$  conditions  de  liberty  ou  d'assujettissement  h  remplir  (operation  dont  celle  qui  a  transfornie 

le  second  membre  de(A,)  a  M  une  particularisation).  Ton  obtient  k*  I     (XX'  +Y  Y'+ ZZ')  pdw 

J  <a 

=  une  fonctioD,  que  M.  Boussinesq  demontre  ne  pas  changer  de  grandeur  quand  on 
change  Ic  param^trc  A  qui  entre  dans  X,  Y,  Z,  en  celle  A'  de  ses  valeurs  qui  entre  dans  X',  Y',  /'. 
Hr,  conlinue-t-iU  le  triii6me  XX'  +  YY'  +  ZZ'  ne  change  ^videmment  pas  non  plus  de  grandeur 
par  une  pareille  permutation;  done  si  A'  est  different  de  A  on  doit  avoir  n^cessairement 


U) 
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i  i .  —  L  equation  enm  ne  peulpas  avoir  de  racines  imaginairen  binme*,f\ 
on  pent  abstraire  ses  racines  imaginaires  monomeSf  ainsi  que  tes  racinn  ne- 
gatives, —  En  effet,  d*abord,  k  chaque  racine  bindme  a  +  &\/  —  i  si  r^qualioc 

(I'l)  vi  (m)  =0  en  avail,  r^pondrait  sa  conjugu^e  « — 6  y/ —  !•  En  les  pr- 
nant  pour  m  et  m',  elles  donneraient  par  substitution,  pour  Z,  Z',  des  valeur 

aussi  conjuguees,  ou  de  la  forme  L  -4-  M  \/ — 1,  L  —  M )/ —  i ,  d*ou  ZZ' =L*-|-)I 
Or,  ainsi  que  l*a  remarque  Poisson  dans  des  questions  analogues,  cela  H 

impossible   d'apr^s   la  relation  gen^rale  ((')    /   ZZ'(/q=0;  carcomraelh 

^I^ments  dq  sonl  des  quantites  positives,  on  aurait  zero  pour  une  somme  (i> 

quantit^s  positives. 

En  second  lieu,  Tdquation  en  m  pent  avoir,  il  est  vrai,  des  racines  imagr 
naircs  mon^mes,  et»  m^me,  toujours  h  chaque  racine  r^elle  positive  m,  K- 

pondront  des  racines — m,  my^ — 1,  — my'  —  i-  Or  comme  on  a  vu  au 
au  n^  5  sur  un  exemple,  il  en  r^sultera  des  valeurs  de  u  qui  groupees  qui- 
trc  k  quatre,  feront  des  sommes  egales  J  celle  qui  r^pond  k  m  seul,  multi- 
pli6  par  un  certain  coefficient,  d*ou  le  inftme  illustre  geometre  coqcIuI. 
comme  il  a  ^t^  fait  k  ce  m^me  n°  5,  qu*on  pent  se  restreindre  aux  seuit>> 
racines  r^elles  et  positives  sans  alt^rer  la  g^n^ralit^  de  la  solution. 

12.  —  CalcuU  sans  integrations,  du  denominateur   I  Z*<fq  desfomiuh 

donnant  les  coefficients  A,  B  du  sinus  et  du  cosinus  de  multiples  du  tem})S.  - 

L*inlegration  qu*indique  1    Z*p  dz  ot  que  nous  avons  effeclu^e  au  n*"  6  pour 

un  cas  simple,  devient  longue  et  rebutanle  dans  les  cas  plus  complexes.  <M 
revile  et  Ton  n'a  k  faire  quune  differentiation  si  on  se  reporle  k  Texpre^u^n 
suivante(/)  du  n°  7  ou  Tint^gration  se  trouve,  en  quelque  sorte,  dejhfaiU: 

(".)    /^  ZZ>rf.= ^^^,,^, '- 

et  si  on  met  dans  le  second  mcmbre,  pour  la  fonction  Z,  son  expression 
d^j^  trouv^e  enz  et  m  (avec  m'  pour  m  dans  les  Z'),  puis  si  on  fait  lu'  -  R> 
apr^s  avoir  remplace  le  numerateur  et  le  denominateur  de  ce  second  mem- 

relation  qui,  comme  fait  celle  (/|)  /ZZ'f/q  =  0,  donne  le  moyen  de  delei  miner  le«  coelficitn:* 

A,  B  des  0) ;  car  si  Ton  dolt  avoir  initialcment  (11,  r,  w)  =  (y,  jr,  i^),  et*^  —  =(?!•  7.v  '-t 

lonclions  de  x,  y,  3,  d'ou  I  R  (X,  Y,  Z)  —  (;,  x.  +)  el  I  A  (X,  Y,  Z)  =  (?,,  •/ „  4.,).  nous  u  i"»n^ 
qn'k  multiplier  les  trois  premieres  de  ces  ^galites  par  X',  Y\  Z',  et  ajouter;  too*  les  ternM* 
des  I  s'^limineronL  hors  un  seul,  el  on  tirera  : 

j(X*H-Y«-fZ*)/5rf« '  /(x«-eY«H-z*;f'/« 

qui  substiUu^  dans  les  (^)  donneront  les  ddplacements  u,  «,  w.r 
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bre  par  leurs  d^riv^es  prises  par  rapport  k  m\  Ge  procM^  ordinaire  de  re- 
cherche de  la  valeur  d*une  fi  action  prenant  la  forme  ^peut-^tre,  en  effet, 

legitimement  employ^  ici  pour  Texpression  (V|)  ainsi  pr^par^e,  puisque  m 
ot  m'  n*y  son!  encore,  comme  ce  proc^d^  Texige,  que  des  nombres  quelcon- 
ques  pouvant  6tre  ind^finimeiU  rapproch^s  avant  d'etre  fails  ^gaux,  et  non 
pas  d^j^  des  racines  de  T^quation  transcendante  qui,  ensuite,  en  fournira 
les  yaleura  distinctes  et  distances  les  unes  des  autres. 
Comme,  aux  deux  extr^mit«^s  2  =  0,  2  =  a,  la  barre  sera,  ou  encastree, 

ce  qui  exige75-^=  0,  ou  libre,  ou  bien  simplement  pos^e,  ce  qui  exige 

7—,  =  0,  les  deux  termes  du  milieu  de  I'accolade  seront  le'plus  souvent  nuls, 
de  sorte  qu*on  n'aura  k  trailer  le  plus  ordinairement  de  cette  maniere  que 

/;-w.=,^i4.(-s)-i(-s')i:::> 

et  mdme,  tr^  souvent,  le  bindme  reslanl  sera  nul  k  Tune  des  deux  limitcs, 
soil  celle2  =  0. 

Des  suppressions  de  ce  genre,  propres  k  simplifier  Top^ration,  peuvenl 
^tre  faites  ainsi  d*avance,  en  y  employant  directement  les  diverses  condi- 
tions limites  auxquelles  Z  est  aslreinle  el  qui  ont  servi  k  constituer  son 
expression  en  2  et  m  (*) ;  et,  cela,  mdme  lorsque  le  syst^me  se  composera 
de  plusieurs  barres  a,  a^,....,  cas  g^n^ralou  dans  le  premier  membre  de(t'i) 

ZZ'pds -f-  /  lji\pidz+ d'int^grales, 

ot,  dans  le  second  membre,  une  somme  de  plusieurs  quadrinomes,  recou- 
vrant  tons  le  mdme  d^nominateur  m*  —  m'*. 
Le  calcul  de  la  vraie  valeur  du  premier  membre,  auquel  on  n'aura  plus 

a  ajouter  que  des  termes  tels  que  QZ^  pour  avoir   /   Z'cfq,  n*exigera  done 

que  iles  differentiations  par  rapport  k  m',  avec  remplacement  imm^diat  de 
m'  par  m  regards  comme  constant,  ce  qui  sera  facile. 

iS.  —  Exeniple  de  ce  calcul  du  denominateur  j  Z'riq  des  (t/|),  opere  sans 

faire  dHntegration,  —  Get  exemple  sera  celui  du  cas  simple  (n"*  4),  de  la 
barre  prismatique  homog^ne  P  de  longueur  2a,  appuyee  aux  extr^mit^s, 
avec  le  corps  Q  au  milieu.  Les  trois  conditions  limites  (q)  pour  2  =  0  et 

(*)  Bien  entendu  qu'en  faisant  ainsi  des  simplifications  prialables.  Von  n* y  emploiera  pa9 
la  demise  de  ces  conditiotu,  ou  celle  qui  ne  sert,  toutes  les  autrei  ayant  eotutitu^Zf  qu'A 
fournir,  comme  nous  avons  dit  au  n"  9, 1'^quation  x^  (m)  =  0  en  m  seul.  Son  introduction 
dans  le  second  membre  de  I'^quation  (Vi)  ne  servirait  qu'k  6ter  aux  m  leur  quality  de  n'£tre 
encore  que  des  nombres  queLconques,  et  q\x*k  faire  retomber  inutilement  dans  I'^uation  d^jft 


dimontrfe 


Cn/dq^Q, 
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s=a,  auxquelles  est  astreinte  la  fonction  Z  tir6e  de  T^quation  du  quatiieme 
ordre  (/>),  condUions  qui  ont  servi  h  determiner  la  forme  [t)  de  cette  fonclm, 
permettent  en  faisaiitp,  E,  I  constants,  et  en  rempIa^antd*aborddansl'6q\u^ 
tion  (v,)  suivant  les  notations  de  ce  n<^  et  des  suivants  : 

/>par^,     m'par-,     ou    —par^^m*— , 

permettent,  dis-je,  de  r^duire  cette  Equation  (r J  k  la  suivante  ou  il  n'y  i 
plus,  au  num^rateur,  que  deux  termes  particularisms  pour  la  seule  secoini^ 
limite  »  qui  est  2  =  a : 


M 


En  y  attribuant  ^  Z  sa  valeur  ou  son  expression  trouvee  (/)  Z  = 


.    mi       ..  mz 
sm  —      sin 
a 


—  I  nous  pouvons  remplacer  d'abord  les  (7-, )        par  icsva- 


cos  m       cohm 

leurs ^,  —  2  -y  qui  en  risultent;  ce  qui,  si  Ton  differenlie  ensuilehaul 

et  bas  par  rapport  k  m\  en  regardant  m  conune  constant,  et  si,  apres<  i« 
fait  m'  =^my  donne,  pour  la  moitie  de  la  barre : 


m»7— —  5m«Z,      p-^      5; 


D*ou  il  suit,  vu  que 

f-rm 

sin  m      sih  m  ^  ^n  1  1 


(*.)  z<.= 


cosm      cohm  '         ^m      cos'm      coh'm 


que  pour  tout  le  systeme  q=:P-f-Q  se  composant  des  deux  parlies  sjffl'?- 
triques  de  la  barre  ayant  la  longueur  a  chacune,  et  du  corps  Q  qui  lui  est  uni 

Ion  a,  vu  P=Q-» 


(^')  f'''^='fo''ra''^-^  <=l{z^-^)-T^-'^^ 


Cette  expression  est  la  m^me  chose  que  celle  (iF^)  page  501 : 


,\  Vr     \ 1  I  /  bin  III      sill  mVX 

J  a   '^i~-L^"^*"*      cuh*m      m  ycob  m      cohm/J  ' 
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que  nous  avons  ti'ouv^e  au  n**  6  par  des  integrations;  d*ou  la  solution  (^i), 
aulrcment  ^tablie,  du  probl^me  dc  la  brusque  impulsion  transversale,  par 
un  corps  Q  avec  une  vitesse  V,  de  la  barre  d'un  poids  P  et  de  longueur  2a, 
pos^e  sur  deux  appuis  aux  extr^mit^s,  et  dont  on  suppose  ici  (n<*  i5)  que  la 
pesanleur  propre  n'entre  pas  en  jeu,  non  plus  que  celle  du  corps  Q,  ce  qui 
peut  Stre  si  le  choc  se  fait  horizontalement. 

14.  dotations  abreviatives  diverges.  —  Dans  ce  qui  va  suivre,  nous  ferons 
liabituellement,  pour  abr^ger 

I  sin  m  = «  ,      cos  m  =  6-  ,      sih  m  =  /i  ,      coh  m  =  k  ; 


mz  rnz  ..  mz      ,  ,  ms      , 

.    ^    i         sin —  =  <    >      cos — '=f   ,      sih-^=:»   ,      coh  —  =  k   , 


a         -  a         ^  a         ^  a 


Pfl3         p<^,r» 

^  T*  =  ^-^7  ou  -y.  suivant  que  la  barre  aura  une  longueur  t2a  ou  une  longueur  a . 

io.  AiUres  exemples  de  chocs  de  barres  prismatiques.  —  Barre  encastree 
aiu  deux  bouU^  heurtee  au  milieu.  —  Soient  2a  sa  longueur,  P  son  poids, 
Q  celui  du  corps  qui  la  heurte  transversalement  avec  une  vitesse  V;  nous 
aurons,  vu  la  symkrie  des  deux  moities,  les  mdines  Equations  de  (k)  k  (s) 
qu*au  n'^  4  relatif  k  la  barre  appuy^e,  sauf 

-„s,.)«<.,,  (g)  =..  (g)=..  [...i»-.(g)=..  (S)=.]. 

i)*ou,  entre  les  quatre  coefficients  C  de  Tint^grale  [s) 

C|  -4-Cg  =  0,    C  -j-Cj  =  0,    Ccosm  — C,  sinm-fC,  cohm  +  Gssihm  =  0  ; 

r  r       r  —     r      r  _cosm  — cohm 

•  i»      ■  '      i      sinm  +  sihm 

Ce  qui  donne,  en  fondant  C(co8m — co^  m)  avecle  A>  de  (o)  en  un  coeffi- 
cient A : 

^AZsin— ,     ou    Z=  -i i_.^__ij 

le  y\  s'^tendant  k  toutes  les  racines  (il  sufflt,  conune  aux  n*"*  4  et  12,  de 

celles  qui  sont  reelles  et  positives)  de  T^quatiou  en  m  qu*on  obtienl  en  sub- 
slituant  la  valeur  (e,)  de  Z  dans  la  condition 


(r  reproduite)  Um*Z^  +  Pfl=  hj^j  --=  0  . 
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z=:=a,  auxquelles  est  astreinte  la  fonction  Z  tir^e  de  l*^uation  du  quatrieme 
ordre  (/>),  conditions  qui  oni  servi  h  determiner  la  forme  [t)  de  cette  {oncim. 
permettent  en  faisant/),  E,  I  constants,  et  en  rempIaQantd*aborddansl'^qut 
tion  (V|)  suivant  les  notations  de  ce  n^  et  des  suivants  : 

//par  2^,     m-par-,     ou    yParp  =  «*,i^. 

permettent,  dis-je,  de  rMuire  cette  equation  (rj  k  la  suivante  ou  il  n'y  i 
plus,  au  num^rateur,  que  deux  termes  particularisms  pour  la  seule  seconde 
limite  »  qui  est  2  =  a : 


frt*  —  m'* 


En  y  attribuant  &  Z  sa  valeur  ou  son  expression  trouvee  (t)  Z  = 


.    mz        .,  mz 
sm  —      sin 


i^oTm""" "coiim  '  "^"®  pouvons  remplacer  d^abord  les  (jlz)^  _   f^  ^^^^ 

leurs -J  —  2  —J  qui  en  r^sultcnt;  ce  qui,  si  Ton  diff^renlie  ensuilehaul 

et  bas  par  rapport  k  m\  en  regardant  m  comme  constant,  et  si,  apres,  oa 
fait  m'  =:^m^  donne,  pour  la  moitie  de  la  barre : 


ni»7-?  — 5m*Z. 


^1 


Voti  il  suit,  YU  que 

r  n 

sin  m      sih  m  '  ^w  I  1 


(*.)  z«= 


^      cosm      cohm  '         fin       cos*m      coh^m 

que  pour  tout  le  syst^me  q=:P-f-Q  se  composant  des  deux  parties  synw- 
triques  de  la  barre  ayant  la  longueur  a  chacune,  et  du  corps  Q  qui  lui  est  uni 

Ion  a,  vu  P=Q-» 

Cette  expression  est  la  ni^nie  chose  que  celle  (if^)  page  501  : 

i*  Pr     i \___       \  I  bill  m      sill  mV] 
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que  nous  avons  ti'ouv^e  au  n®  6  par  des  integrations;  d'ou  la  solution  (ej, 
aulrement  ^tablie,  du  probl^me  de  la  brusque  impulsion  transversale,  par 
un  corps  Q  avec  une  vitesse  V,  de  la  barre  d'un  poids  P  et  de  longueur  2a, 
pos^e  sur  deux  appuis  aux  extremit^s,  et  dont  on  suppose  ici  (n°  15)  que  la 
pesanteur  propre  n  entre  pas  en  jeu,  non  plus  que  celle  du  corps  Q,  ce  qui 
peut  etre  si  le  choc  se  fait  horizon talement. 

14.  Notations  abreviatives  diverges,  —  Dans  ce  qui  va  suivre,  nous  ferons 
habituellement,  pour  abreger 

sin  m  =  s  ,      cos  m  =  c  ,      sih  m  =  /i  ,      coh  m=-k  ; 


{'It) 


mz  mz  ..  ms      ,  ,  mz 

—  =  «    ,      cos  — 
a         <  a 


]         sin— =  <    ,      cos-— =:c    ,      sih — '=ih    ,      coh —  =  k    , 

5  a         ^  a         - 


\  t'*  =  --TTT  ou  -Yt  suivanlquela  barre  aura  une  longueur  t2aou  une  longueur  a. 

15.  Autres  exemples  de  chocs  de  barres  prismatiques.  —  Barre  encastree 
aiix  deux  bouts,  heurtee  au  mUieu.  —  Soient  2a  sa  longueur,  P  son  poids, 
Q  celui  du  corps  qui  la  heurte  transversalement  avec  une  vitesse  V;  nous 
aurons,  vu  la  symetrie  des  deux  moiti^s,  les  mdmes  Equations  de  {k)  k  (s) 
qu*au  n?  4  relatif  k  la  barre  appuy^e,  sauf 

d..M.,.„„,  (g)=.,  (1)=..  [..,.» ..(5)=.,  (S)=.]. 

i)*ou,  entre  les  quatre  coefficients  C  de  Tint^grale  (s) 

C,  -hCg=:0,    C  -f  Cj=:0,    Ccosm  — C,  sinm-f  C,cohm4-  Cssihm  =  0  ; 

_  r  _      r       r  _cosm  — cohm 

'  i»      ■  »      1      sinm-f- sihm 

Ce  qui  donne,  en  fondant  C[cosm — co^  m)  avecle  A>  de  (o)  en  un  coeffi- 
cient A : 

(ej  ii  =  y^AZ8in— ,     ou    Z=  -^ i^.^.^; 

^  "  Jmi  m*  T  k  —  c         h  -\-s 


le  2]|  s'^tendant  k  toutes  les  racines  (il  suffit,  comme  aux  n<**  4  et  12,  de 

celles  qui  sont  r^elles  et  positives)  de  T^quation  en  m  qu'on  obtient  en  sub- 
stituant  la  valeur  (e,)  de  Z  dans  la  condition 


(r  reproduite)  Um*Z„  -f-  Pfl'  U^J  -=  0  . 
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Comme  on  a,  toutes  reductions  faites, 


(/.) 


cette  Equation  en  m,  divis^e  par  m'  qui  doniierait  la  racine  m  =  0,  etrang-. 
a  la  question  puisqu'elle  rendrait  (e^)  Z  nul,  est 

p 
((7,)  m  (1  —  cos m coh m)=:  -^  (sin m coh m  -f  cos m sih m)  • 


On  a,  d*apres  (dj)  du  n®  6,  le  coefficient 

P   r« 

0 


A =QVZ„  divise  par  2  ^  ^Vdz  +  QZ*  ; 


P  «•" 


et  on  obtiendra  sans  integration,  comme  nous  avons  dit  au  n""  13,  -  I  Z->/: 

en  calculant  au  moyen  de  differentiation  par  rapport  a  w!  les  deuxtenih*^ 
de  la  fraction 


TLdz  =  Pa* 


'4(J,)^-z«(yr} 


p    ra 

etfaisant  ensuite  m'  =  m  dans  leur  quotient. 

Or,  on  aura  ainsi,  en  designant  pour  un  moment  par  s\  c\  //,  k'  de^  >i 
leurs  de  s,  c,  /t,  k  avec  m'  au  lieu  de  m, 

Le  d^nominateur,  differentia  par  rapport  k  m',  est 

-  km^^  (C  -  A-0  («'  4-  /i')  +  (m*  -  m'*)  ^^  [(c'  -  A-^  K  +  /O]  , 

qui,  quand  on  fait  fn'  =  my  se  reduit  k  — 4m'  (c — A)  (s4-A).  Si  Ton  dii' 
rentie  de  m^me  le  numerateur  par  rapport  h  m'  en  regardant  m  cuiniu 
constant,  et  si  Ton  fait  ensuite  m'  =  m,  en  ayant  ^gard  a  ce  que 

—  2 (<ik  —  cfc) (»A;  +  c/i)  -f  M(\  — cA)  =  -  5(ik  ~r)*. 

Ton  obtient,  en  ajoutaut  QZ^, 


fj'^-l£'''"^'''--(dw 


4Q(I  —ck)*  -  ^'(1  — f4)(»i+.-»! 
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Jusqu  a  present,  dans  cette  expression,  m  est,  comme  a  et^  m\  un  nombre 
quelcouque.  Si  maintenant  on  en  fait  une  des  racines  dc  I'^quation  (^,),  1*om 

pent  reniplacer (1 — ck)  sk-i-ch)  par — 30(1 — cky^  ce  qui  reduit 

Texpression  precMentc  a 


(/'.) 


Q^"^«         .    .  V«     '   .,,    .    ^nH 


D'ou  en  substiluant  dans  A  =  ^„. ,  >  puis  dansu=::  >    ^^  AZ  sin  — 

i6.  Barre  die  longueur  a,  encastree  a  une  exlremite  el  heurtee  Iransver- 
salemenl  &  Fautre.  —  L'equatioii  dilT^renlielle  a  loujoui's  la  foniic  (/) : 

Los  coiidi lions  sonl 

^"^^=«=''  w,=o=''  M,=«^''  re^-^T.^i=:,='^ 

qui  donnent,  en  faisant  encore  m  =  ^  .fb  —  Zsin  —  , 

(/';)  m*Z=  «*  g  parloul,  el  Z„  =  0 .  (g)  =  0 .  (g)^  =  0 ,  (o«.«Z  +  l'«^g)  =  « 

d*oii  une  solution 

.  mz  mz        .,  mz        .    mis 

^.  coll cos  —      sill sill  — 

^-1  T   .,.  .    mH         .  ,,  a  a  a a 

Os)      «  =  L,-;?^^""T'     ^"^^^    cohMi+cosm  ~   sihm  +  sinm    * 
Et,  comme  on  a  ainsi 

^(sk  —  ch)    '       /£!?\        t>r      —  2  4-  8<'^ 
^-  (^  4.  A)  (c  +  *) »     V^'^^Va"  «'  (*  +  '0   (^-  +  *) ' 

ia  derni^re  des  conditions  (t",),  la  seule  non  employee  pour  la  construction  do 
Texpression  de  Z,  donne,  en  Ty  subslituant,  Tequation  en  m 

siu  m  coll  m  —  cos  m  sili  i/i P 

^v  1  -f  cos  m  coll  971  U  ' 


ou 
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QVZ 

Le  denominateur  du  coefficient  A=rr s*obliendra  en  up 


rant'Comme  nous  avons  fait  pour  la  barre  cncastr6e  aux  deux  bouts;  no'j> 
aurons  ainsi 


iQ  («/:  —  f/,)*  —  -  ( 1  -^  rA )  i>/.  -  H. 

9ft 


expression  qui,  au  nioyeu  dc  I'equatiou  (j^  en  m,  pout  ^tre  reduile  a 


i/fi 


p  (J(sfc  — Wi)^ 


En  sorte  qu'oii  a  pour  la  solution  : 


17.  ^arre  appuyee  anx  deux  extranites  et  heurtee  ailleitrs  quau  mil  if  n.— 
(]e  probl(];me  oflfre  un  exemple  du  cas  ou  la  barre  doit  *itre  regardee  com"  • 
coinposee  de  deux  oulres  qui  so  raccordenl  au  point  recevanlle  choc.  Je  Li 
resolu  de  la  mani^re  suivante  en  18(55  (Comptc  rendn^  5  juillet,  p.  Tm,  Idi 
sieme  complement,  etc.). 

Soieiit  h  el  h^  Ics  longueurs  des  deux  parties  que  s^pare  le  point  heurt« . 
dans  cetle  barre  prismatique  appuyee  aux  deux  extremites  et  ayanl  un* 
longueur  2a  =  />-l-^i,  avec  un  poids  P;  Q  6lant  celui  du  corps  qui  viciU  !■ 
heurter  transversalement  avec  une  vitesse  V,  a  I'^poque  /^^  0. 

Soient  n  ct  }/p  au  bout  d'un  temps  quelconque  ty  les  d^placemeiits  trjn>- 
versaux  Ires  petils  de  points  ayant  des  abscisses  z  el  ^p  comptees  respeHi- 
Yemeni  k  partir  des  deux  appuis,  et  par  consequent  en  sens  opposes.  On  aiuri. 
pour  les  deux  parties  h.h^i 

(^  integrer  pour  les  conditions  d'exlr^mit^  et  de  raccordement  suivaute».  mi 
que  EI  est  le  mSme  pour  les  deux  parlies : 

Enfin,  toujours  au  point  dc  raccordement  :i^=b,  on  doit  avoir  pourroquh 


I 


CHOU  u'UiNE    UAUIil:;   A    liNECJALES  l)lSrAP<(;ES    l)K  SES  API'UiS.  eM5 

libre  [(g)  du  iv  3]  enire  Tinertie,  k  Trpoque  t,  du  poids  Q  ayant  frappe  uu 
element  de  barre  mi-partie  dans  les  deux  portions  b,  fcj ,  ct  les  reactions 
opposees  par  leur  mati^re,  en  de^a  et  au  del^,  aux  efforts  tranchants  mis 
continuellement  en  jeu  par  le  mouvement  de  ce  corps  avec  la  barre, 

gel*  ~      Jf  Pt*  ~"  f)z-  ^z\  * 

condition  pouvanl  dtre  6crite,  en  multipliant  par  —  ^p  =  —  —^. 

Les  equations  [1^]  scront  r^sokies  par  des  expressions  u  an  i(^=z(Z  ou 

mH 
li)  sin  — ,  Z  et  Z,  etant  des  expressions  Irigonometriques  quadrindnies  en  i 

T 

et  2(  comme  celle  (/tj  du  n°  7.  Sans  donner  ie  detail  de  la  determination 

facile  des  rapports  de  sept  de  leurs  huit  coefficients  constants  Cp  Q au 

huiti^me^  on  peut  reconnailrc  que  les  Equations  (/,)  et  les  conditions  (mj 
seront  satisfaites  en  prenant 


N 


.    mbi    .    WIS         ..  mb»   ..  mz 
sin — isin —       sih — ^sih  — 

—5  AZ  sm  —  >     SI  Z  =  — , :r i 

m*  T  sin  m  cos  m  sin  w  coh  m 

.    mb   .    mz.         ..  mb  .,  mz. 
sm  —  sill  — ■       sih  —  sih  — - 

2T  . ,.    .    mH         ...               a           a                a          a 
— tAA,  sin »         si/,—    : rr 
m*              T                        sm  m  cos  m            sili  m  coli  m 


En  efftt,  elles  salisfont  evidemment,  outre  les  deux  equations  (/,),  ies 
conditions   (m,)    1,   2,  r>,    i,   o,  7;    et,  quant  a  la    sixi^me  qui  donne 

(r-)  -f-  ( c— * )    ^^0,  elle  revienl,  divisee  par  — ,  vu  la  formule  connue  du 

sinus  circulaire  d'une  somme  et  la  formule  toute  semblable  pour  son  sinus 

(mb      mbA        .,  /mb  .  mbA 
1 J      sih  I 1 ^1 
iivucruuiique,  a  — : ^ :t r -=  0,  qui est  une  identile 

^  smmcosm  sih  m  con  m 

vu  que,  b-hbi  6tant  ^gaf  a  2rt,  chacun  des  deux  termes  est  egal  k  2. 

Et,  quant  k  la  condition  (n,),  elle  sera  satisfaite  si  les  m  sont  pris  tcls 
qu*on  ait 

(,.)        -„.(%=-».*(>'..),- 1  [(g), +(f|)J= 


m* 


equation  ou  le  bintoe  entre  crochets,  elanl  developp^,  se  reduit  k  — 

multiplie  par  la  somme  des  deux  m^mes  quotients  que  nous  venons  de 
Irouver  egaux  chacun  a  2.  En  sortc  qu'oii  a,  pour  determiner  les  vileurs 
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de  m,  Tequation  transcendante 

(.    wi^   .    mb.  .,  mb   ..  wi^,  \ 

sin  —  sin  — '  sih  —  sih  — -X  ^., 

a          a  a           a     I  2!' 

sm  m  cos  m  sih  m  culi  »i    /  U 

que  Ton  a  d^barrass^e   du  facteur  m\  car  la  racine  m=0  doonenii 

—  sin  —  --^t^  et  par  consequent  un  lernie  de  la  forme  CU,  ne  pouvanl 

exister  dans  les  solutions  de  problemes  de  barres  qui  soient  assujetties  de 

inaniSre  k  rester  immobiles  si  elles  ^taient  rigides  (Voy.  n"**  18  i  25). 

On  peut  remarquer  aussi  que  cette  Equation  (9,),  loi*sque  b=h^  =  a^^ 

2P 
confond  avec  celle  (u)  m  (tang  m  —  tab  m)  =  -jr-  du  n«  4. 

Reste  k  determiner  le  coefficient  A.  Sa  valeur  sera  celle  (q)  du  n""  r>uu 
(m,)  du  n"  9,  A  =  — ,y^.        applicable  k  un  syst^me  quelconque,  d'un  poit 

total  q,  de  barres  jointives  et  de  corps  strangers  Q  qu'elles  entrainent  daib 

leur  mouvenient;  ce  qui  rcviendra  ici,  la  vitesse  initiate^  etant  —V  poor 
le  poids  Q  et  =  0  pour  la  barre»  k 


oil  Zi^  pourrait  etre  mis  pour  Z^,  puisqu*ils  sont  ^gaux  d*apres  les  (o,). 

La  parenth^se  du  d^nominateur  peut  etre  calculee  par  deux  integrations. 
On  les  evite  en  se  servant  de  I'exprcssion  suivante  obtenue  comme  il  a  etc 
dit  au  n°  12,  et  oil  les  accents  designent  ce  que  deviennent,  pour  m!  mb  a 
la  place  de  m,  les  quantites  non  accentu^es: 

,..,/w./;w..=„-^K[(S).Hm.]-*S).-q'.. 

ou,  vu  que  nous  avons  trouve  que  les  termesdes  bin6mes  differenliels  enlir 

crochets,  comme  celui  de  (p^),  ont,  en  eflectuant  les  triples  difTereutialioib, 

,             4m=^        4m'» 
pour  valeurs :-, r-, 

w       I ( j« ''''''-'  +  Jo  w^'j  ^ ^'  -laHic^ ' 

d'ou,  en  faisant  m'^^tn  apres  avoir  dilTerentie  le  numerateur  et  ledenomi- 
iiateur  par  rapport  k  m\ 

C  V  (fL      3Z,\ 
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Or  on  a,  d'apr^s  (o,), 

.    mb   ,   mbi         .,mb  ..rnb, 
8111  —  Sin  — '       sin  —  sin  — - 

'  **  *       '**«  sin  m  cos  m  sih  m  coh  m    ' 

Si,  VII  ft-|-ij  =  2a,  Ton  remplace  les  d^nominateurs  respect ivement  par 

5  sin2m=:;;sin  ( '],    spsih  2m  =  5  sih  ( 1 ), 

2  2\«  rt/2  2\«  tf/ 

et  si  l*on  developpe  ces  deux  sinus  de  sommes,  on  obtient,  en  substituant 
dans  (vi)  et  divisant  par  les  num^rateurs,  Texpression 

U)  z  =  — — -? ^ 

col H  col  — '       coth h  colli  — - 

a  a  a  a 

qu*il  s*agit  de  difTi&rentier  pour  obtenir  --J.  La  difl%rentiation,  vu  qii'on  a, 
on  g^n^ral,  y—  cot  .r  r=  -r-r-'  r-  colli  .r  =  -rrr-  ,  donnera  facHemenl 

P7         ft.  sin* h  ft  sin*  — -       fti  sih* h  ft  sin*  — 

,    »  L'j  _  fl     «_  _  fl     «_ 

*  Pm  2a  sin' m  cos*  m  2fl  sih*  m  coh*  m 

Cette  valeur  de  — t  6tant  une  fois  obtenue,  nous  pouvons  maintenant  trai- 

op 
ler  m  connme  une  racine  de  I'^quation  (o.)  donnant  Z^^-^.  Si  Ton  met 

ips 

celle  valeur  de  Z^  dans  (w,),  il  s'y  op6re,  entre  le  terme  QZ^  =  Q el  le 

in*Q* 

5P  3pi 

(erme      '    Z^  =  — -— -,  une  reduction  semblable  h  celles  que  nous  avons 
2m  m*Q  ^ 

A^\k  eues  aux  n***  6,  H  et  15,  et  nous  avons  d^finitivement  ia  solution  tr^s 

simple 

/sin  — 


fi  =\t  7j— r  TTT, sir  ;  Wi  =  la  m^me  chose  avec  Z,  au  lieu  de  Z; 

^^  m'*  ^Z.        2P        * 


rz. 

06  Z,  Z,  el  75—  ont  les  valeurs  donn^es  par  (o,)  el  (yj). 


€^m 


Nous  y  reviendrons  au  n^  49  en  donnant  les  expressions  approcli^es  des 
filches  de  courbure,  etc.,  resultant  du  premier  terme  des  ^  d^velopp^s.  Be- 

marquons  seulement  ici  que  cette  expression  (;s,)  se  ram^ne  k  celle  {e^)  de 
la  fin  du  m  0  du  cas  de  heurt  au  milieu,  en  faisant  ft=&js=a. 
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d8.  —  Bane  libre  'on  pivolante,  —    Termes  algehrique%  a   ajauter  fi 

In    somme    V  de  termes  tramcendants  et  j)eriodique»,  —  Ce  n'est  pas  seul^- 

ment  par  des  expressions  transcendantes  en  zei  t  tellcs  que  les  series  d- 
dessus,  que  I'^quation  differentielle  g6nerale  (d)  ou  (rf')  du  quatrioiiie  ordp 
des  mouveraents  transversaux  u  d'une  barre  ^lastique  peut  etre  rosolue. 

Ces  series  2  suffisenl  lorsque  la  barre  est,  ou  pos6e  sur  deux  point 

fixes,  ou  encastree  quelque  part,  de  maniere  a  assurer  son  immohUite'  .«i  et." 
etait  rigide;  cAr  son  elaslicilfe,  si  on  la  lui  reslitue,  lui  fera  prendre  scuk- 
mcnt  des  raouvements  vibraloires  que  les  termes  transcendants  represen- 
tent. 

Mais  lorsque  la  barre  est  libre,  ou  lorsqu'elle  n  a  qu*un  point  fixe  aul-Jir 

duquel  ellc  puisse  libremoTit  pivot er,  la  solution  devra  offrir,  hore  du  ^^. 

des  termes  algebriques. 

Celte  partie  alge])rique  pourra  etre  lir^e,  quelquefois,  de  la  st^rie  tri^i>- 

nomelrique  V .  ce  sera  alors  son  lerme  repondant  k  la  racine  m  =r  n  ti?! 

r^quation  transcendante  fournissant  les  valeurs  en  nombre  infini  de  C'* 
param6lre  m  ou  m ;  et  celle  parlie  exceptionnelle  repr^sentera,  on  qui'lijut» 
sorte,  une  premiere  vibration  dont  la  p6riode  serait  infmie. 

Mais,  comme  nous  allons  voir,  il  n*en  sera  pas  toujours  ainsi.  11  n'v  a 
point  de  raison,  en  effet,  pour  qu'une  expression  de  forme  p^riodique  puis^ 
fournir  la  valeur  convenable  d*un  terme  qui  ne  Test  pas;  et  d'ailieurs. c<* 
passage  du  fnii  h  Tinfini  est  toujours  d^iicat  et  sujet  6  erreur. 

II  conviendra  done  de  calculcr  s^par^ment  ces  termes  algebriques.  an 
moyen  des  conditions  d'^quilibre  dynamique  de  translation  et  de  rotatU'C 
du  syst^me,  consid^re  comme  de  forme  invariable,  c'csl-^-dirc  en  j>osin.i. 
pour  ce  syst^me  suppose  rigide,  les  Equations  de  conservation  d»'s  (|uai:ti- 
tes  de  mouvemcnt  et  des  aires  et  en  en  tirant  les  valeurs  des  d^plaremer.u 
Uy  supposes  rester  tr^s  potits  ainsi  que  le  temps  t  pendant  lequel  ils  ^^)• 
perent  (car  ce  ne  sont  que  de  tr^s  petits  d^placements  qu*on  se  propose  ^ 
determiner  dans  cette  analyse). 

Ensuite,  la  partie  vibratoire,  exprimee  par  la  serie  2>  ^^^^  deterrairt" 

separ^ment  aussi;  car,  comme  on  va  le  voir,  son  paramMre  m  ou   >«,  ^ 
les   coefficients  A,  H  des  sinus  et  cosinus  des   multiples  des  temps  qui » 

entrent,  seront  les  monies  que  si  la  partie  enti^re,  ou  en  dehors  du  ^» 

n'existait  pas. 

(len'est  pas,  du  reste,  dans  les  seuls  cas  de  liberte  compU^le  el  de  V.\  •  * 
pivotement  qu'il  faudra  des  termes  algebriques  h  Texpression  de  w.  II  >  »« 
aura  encore  lorsqull  se  joindra,  aux  impulsions  brusques,  des  impulsi<v< 
graduclles  telles  que  celles  qu'imprime  la  pesanteur  pendant  le  mouvcnivi-' 
de  deformation;  mais  nous  verrons  que  ces  termes,  pouvant  alors  conu>n.' 
I'abscisse  z  k  des  degr6s  sup6rieurs  au  premier,  seront  en  z  senl,  au  Ik  i 
d'(^lre  en  z  e\  t. 
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i  9.  —  Barre  prismatique  libre  heurtee  trmnversaletneni  h  9e»  deux  erlre^ 
mite's,  —  Soicnta  sa  longueur,  P  sou  poids,  7  et  Qlcs  poids  qui  la  heurtent 
avec  des  vilesses  r  et  V  ^  ses  exlremiles  ^=^0,  z^=a,  dans  des  directions 
paralleles  entre  elles  et  k  un  des  deux  axes  principaux  d*inertie  de  toutes 
los  sections;  el  soient 

(a^)  _  ==  xS        fy  -}-  P  -f  Q  =  q ,  poids  du  syat^me. 

On  iategrera  [les  indices  0  et  a  repr^sentant  toujours  (n^  d4)  des  particu- 
larisations  pour zrz^O,  z^=a]: 


(«;.) 


(<o 


\    et  pour :  (u]f  _  ,j  ^  0,  ( TT   j  —  ^  (v),  ^  elant  une  fonclion  qui  est 

\  \     /  f  ^  0 

(        =  V  pour  s  iz.-  0,  =  V  poiH'  z  3^  r/;  et  ^=  0  pour  loule  autre  valeur  de  z. 


Prenons  pour  Finconnue  Uy  une  expression  comme  la  suivante  011 G,  C\  ni,  A 
ot  la  fonction  Z  do  ^  et  de  $n  aient  les  valeurs  conveuables, 


(M  M    --  (v.  -{-Ci]t+y\  1  \—^  sin  — . 


Delerminons  d'abord  C  et  C  de  raanierc  que  la  partie  f  Cn-f/- j  /   satis- 

fasse  a  Tegalite,  avanl  et  apres  le  choc,  soil  de  la  somnie  des  quantit^s  de 
mouvement,  soit  de  la  sommc  de  leurs  moments  ou  aires  autour  de  Torigine 
t.=iO,  nous  aureus 


fl'ou  resulte,  en  tirant  C,  C7  et  substiluant : 


En  second  lieu,  substitiions  (/;.)  a  u  dans  les  cinq  premieres  Equations  h 
^atisfaire  (r/-).  Le  terme  algehriqve  (  Gh-C/  -J  Uou  (r/5),  ny  foiDmira  rien. 
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en  sorte  qu*on  aura,  comme  si  ce  terme  rCexistait  pas,  pour  determiner  la 
fonction  Z, 


«. 


Si  en  r^solvant,  comme  (Jans  les  deux  questions  pr^cMentes,  r^quation 
(f  j)  en  Z  par  la  somme  de  quatre  produiis  des  deux  sinus  et  des  deux  cosi- 

nus  dc  —^  par  des  constantes.  Ton  dMerniine  les  rapports  de  trois  de  celles- 

ci  h  la  quatri^me  au  moyen  des  trois  premieres  conditions  (Z*,),  on  troiive. 
avec  les  notations  (</,)  du  n**  14, 

in  ayant  pour  valeurs  toutes  les  racines  de  T^quation  Iranscendante  qui 
suit,  resultant  de  la  substitution  de  {g^  pour  Z  dans  la  quatri^me  et  der- 
ni^re  condition  (Q  ;  Equation,  dont  il  sufflra  pour  les  m^mes  raisons  qu'au 
ir  Id,  de  prendre  les  racines  r^elles  et  positives ;  et  qui  a  ^t^  d^barrasse^ 
du  facteur  m'  donnant  la  racinc  m  =  0  que  nous  excluons  de  la  s^rie: 

Reste  k  determiner  les  coefficients  A  sous  le  V  de  mani^re  k  satisfaire 

aux  deux  conditions  initiates  (a^).  La  premiere,  (ii)^_^=0  est  dejirem- 
plic  par  cela  seul  que  la  partie  alg^brique  est  affectee  de  f,  et  que  noii> 

n*avons  point  mis,  sous  le  ^»  de  tenne  en  cos  — •  La  seconde  de  cesdnu 

conditions  (a!'^  le  sera  si  les  A  sont  tels  qu*on  ait 

Multiplions  cette  Equation  par  Zr/q  et  integrons  pour  la  tolalit^  dn  poiHN 
q  du  systeme.  On  a  d  abord 

et,  en  tenant  compte  des  relations  suivantes  entre  les  sinus  et  eosinus  lani 
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circulaires  qu'hyperboliques  : 


a  Ji\    *  m       a  J(\     ^         m    a  Jo     -  m        a  Jo     s         m 

C/r.)  {  -   /     «  -  (Iz  = r-  '   -   /     c  ^(h=z !-— »  -   /     h   -  flz= 

]  ajo     ^n  m*        a  Jo     -«  m*  f?c/o      -fl  w 


i    r,   z^        mh  —  k 

-   I     A*  -dzz= 

a  Jo     ^a  m* 


—  »       c*  +  «*  =  1,       A*  — ^«  =  1, 


on  Irouve,  en  efTectuant  les  calculs : 

I   Z  -  f/q  3^  la  m^mc  chose ; 

2P 
qiiantil^s  nulles  puisqu'elles  ne  sont  que  le  produit,  par — ^dii  premier 

membre  cle  T^quation  carncteristique  (h^)  k  second  membre  nul,  donnant 
toutes  les  valeurs  du  parara^tre  m  qui  sont  difT§rentes  dc  z^ro.  On  a  done 


(y  f  (c+c/l)7,iq  =  o.   0 


(*)  Cede    propridt^  des  fonctions  de  Tabscissc  s  appelte  Z,  de  donner  f  Z^q  =  0, 

j  Zzti(X=zO  n'est  qa'une  consequence  obligte  des  tbtorftmes  gSn^raux  de  conservation  des 

qaantit^  de  mouvement  et  d'aire,  dont  les  Equations  d'^uilibre  dynaniique  (e^)  et  (/*,)  he 
'Hmt,  par  le  fait,  que  des  applications. 

En  effet,  si  Ton  appelle  »'  la  s^rie  £  de  I'expression  (6,)  dc  u,  et  que  pour  plus  de  g^n^ 
ralite  nous  6crirons 


I  =  7 .  Z  I  A  — 3  sin 1-  B  cos  —  I 


cetle  somme  vf  de  termes  tous  p^riodiques  est  la  partie  vihraloire  de  u,  d^lenninte  par  les 
actions  niol^alaires  et  rteiproques.  Gomme  ces  actions  sont  ^gales  et  directement  oppo- 

s^s  deux  k  deux,  et  ont  leurs  composantes  transversales  Agates  aux  produits  -^  jqr'  ^^ 

doit  avoir,  en  vertn  des  deux  principes  cit6s  de  mtonique,  en  diff6renttant  deux  fois  u' 
par  rapport  It  f  et  en  faisant  la  somme  /  pour  tous  les  elements  i/Q  du  syst^e  : 

j^rfq  2^' (  -  A  -  sin  —  -  B -^co.  —  j  =  0. 

Or  les  vibrations  simples  ou  pendulaires,  dont  la  superposition  constitue  chaqiie  d^pla- 
cement,  sont  ind^pendaotes,  comme  on  sail,  les  uncs  des  autres  :  chacune  d'elles  est  due, 

dQ  dq  £)»«'      • 

pour  cbaque  H^ment  — ^  de  masse,  k  la  parlie  des  forces  r^iproquet  — *  -^  relative &un 

des  termes  de  la  sArie,  ou  k  one  valeur  particuliftre  du  paramMre  m.  Les  deux  ^nations 
qu*on  vient  d'terire  auront  done  lieu  encore  si  on  Ate  le  signe  1,  ou  si  on  les  applique  h 
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II   s*ensuii  que  la  parlie  alg^brique   ( C-l-C'  -  J/  de  m  est  conime  iwn 

avenue  dans  ccite  operation  ayanl  pour  objet  la  determination  des  co^il- 
cienls  A  de  la  s6rie,  el  qu'oii  a,  comme  aux  n^'"  5  el  0, 


fm       ^/'^J+Q^J-flf;^^'^ 


I'un  qiielconque  des  termes  des  series  qu'il  rcprdsente.  Aloi^,  on  pcut  diviser  ce«  Cf)- 
(ions  par  le  bin6ine  trigonom^trique,  et  il  rcste 

on  cc  qu'il  fallait  d^montrer, 

Mais  il  convient  de  contirmer  nutrement  ce  thtor^roe  iitilo  et  de  montrer  qu*il  s*ap; '  .  * 
gen^ralement  k  tout  syst^me  de  banes  et  de  corps  vibrant  avec  elles. 

Pour  ccla  reportons-nous  6  la  sous>note  du  n*  iO,  page  507,  ou  Ton  a  consid^n^  avec  M.  I  -  ^ 
sinesq,  suivant  ses  trois  dimensions,  unsystime  vibrant  qiielconque  Q  =/c^,  cmiiT'- 

ainsi  qu'il  Texprime,  dc  parties  ^lastiques  diis^mini^e$,  comme  nos  barrcs  P.  et  ile  (.'  " 
conrenlriet^  comme  nos  corps  heurtants  Q.  Appelons  toujours  ir,  y,  s  tea  coordoDi>^  f  - 
mitives  ou  dc  repos,  d'un  element  ou  une  nK)16cule  f/Q,  mais  x^^  yg.  sj  celles  du  {unai  i 

I'espace  qu'aurait  occupy  dQ  au  bout   d'un  petit  temps  t  si  le  syst^me  avait  eU  m". 

rigide  au  moment  du  choc  qui  s'y  est  op6r^;  enfin  x^  -{-  u,  i/i  +  r,  :|  +  tr  les  coori«i''i" 
r^elies  ou  effectives,  k  ce  mdme  temps  t,  du  mdme  ^16mcnt  dQ  du  syst^me  ^lastiq jr  ; 

a  &lii  (^branI6  ou  modifi^  par  ce  choc. 

En  vcrtu  dcs  thdordmes  des  quantit^s  dc  mouvement  et  des  aires,  appliqofe  k  oe  S}A* 
soit  enli^rcment  libre»  soit  librement  pivotant  autour  dun  point  ou  d'ua  aie  fiie.  o^  - 
verlu,  ce  qui  revient  au  mdme,  de  la  destruction  deux  h  deux  des  actions  muloHle^  dc  «- 
points,  les  six  sommes 

U^\<i   '<!■ ' it"-''7t-''  fi"'7r~''rt''>  fi -*'??/ 

seront  el  resteront  egales  k  six  constantes,  repr^ntant  les  trois  coniposantes  tofar«   •* 
quantitif's  initiates  de  mouvement,  et  leurs  trois  moments  de  rotation  autour  de<  a\e$  U 
des  .r,  Vi  «•  Et  Ton  aura  aussi  I'dgalit^,  respectivement  aux  six  mdmcs  constant!^,  (i*'^  " 
sommes 

et  de  trois  autres  dont  la  premi6re  os( 

Betranchant,  des  six  nouvelles  ^galit^s  qui  en  resultent,  les  s\\  preuiiiivs  pdsAe?.  r- 
flgurentque  les  X|,  Vn  «|i  ^ans  les  u,  v,  »f*|  les  six  constantes  dispai*ai<sent,  el  <«  a 
l**  les  trois  ^uations 

2**  trois  autres  6qualions  dont  la  premiere  est 

(k>mme  u,  r,  tr  repr6sent«nt  dvidemment  les  d^placements  d«  pure  d^formaiiM  ^a^  « 
vtbratoire  des  peiites  parties  dans  lesquelles  le  sysl^me  pent  ^tre  coniru  divrnV  I'm  f'  ■ 
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valeuf  qui  substiluee,  ainsi  que  celle  (.^5)  de  Z  el  celle  (d^)  de  ( C-hC*  -]  t 

dans  Texpression  (ft-)  de  m,  donnera  la  solution  complete  du  probl6me  des 
pctiu  deplacements  m,  h  parties  lant  p^riodiques  que  noii  periodiques,  dos 
divers  points  de  la  barre  heurl6e  par  les  deux  corps  q  et  Q. 


ces  ^uations   (()),   retranchcr,  comme  pcliis  du   second  ordre,  les  bin6mes    tcls  que 
{ V  V-T  —  ^'^  ^  I  contenant  des  produits  des  u,  v,  10,  par  leurs  dirivto.  Op,  on  pourra 

effacer  de  la  meme  raaniere  les  bindraes  tels  que  ''-77  —  »  Mr  •  En  effct  (comine  Ta  fail 

reinarquer  le  mdme  auteur),  dans  les  probldines  de  rteistance  vive  dont  la  solution  depend 
<lc  la  recherche  des  deplacements  ^lastiques,  les  vitesscs  d'ensemblc  ou  de  translation  ct  de 

relation,  —.*  >  vv  t  -ft  ne  sonl  iransmises,  k  partir  des  points  qui  se  sont  heurl6s,  que  dc 

proclie  en  prochc  par  reffet  des  mdmes  forces  ^lastiques  mises  en  jeu,  que  les  vitesses  rela- 

?u    fv    ftr 
lives  ou  vibratoires  oT » -^r  >  ttt  •  eHes  ne  sont  done  pas  d'un  ordre  de  grandeur  sup^rieur 

u  celles  ci,  engendrdes  par  les  m^mes  causes  ou  actions  mutuelles,  au  moins  tant  que  les 
forces  elastiques  restent  exprimables  lin^airement,  ou  que  les  limit eM  de  C^UuHeiti  (comuie 


r^ 

<--! 


on  dit)  ne  sont  point  d^pass^s.  Les  produits  tels  que  t;-Y>  ou  lenrs  differences  deux   A 


Vw 


deux,  stfnt  done  n^gligeables  au  ni6ine  litre  que  lea  produits  tels  que  v  -,^-  y  ou  leurs  diffe- 
rences. Done  comme  !r|,  y„  z^  sont  toujours  supposes  ne  difT^rer  que  tr6s  pcu  de  x,  y,  3,  on 
peut  ^crire,  au  lieu  des  (^), 

«/,(»rr-'S)^q=».j;(=g-4:)'q=«.j:('g-4,>q-- 

Ceci  pos6, 11  a  M  montrS,  k  la  sous-note  cit^du  n**  10,  p.  507,  que,  des  dqualious  g^n^ales 
d'equilibre  dynaroique  d'un  syst&me  quelconque,  lelles  que  -7s h --r^  + -rn  = /b  7^3- » 

'x  ^  If  'z  ^^ 

Ton  pouvait  d^duire  des  valeurs  des  deplacements  relatifs  ou  ?tbratoircs  ti,  \\  t/s  comptis  a 
pnrlir  des  situations  de  repos,  en  y  faisant 


{^) 


M,  r,  w  =  2  /^^ srn */ -h B cos kl\  {\,  Y,  z] 


fM« 


oil  X,  Y,  Z,sont  des  foactlons  des  coordonn^es  x,  y,  ;  et  du  param&tre  k  (le  m'  ou  —  des 

probldmes  des  barrcs)  dont  les  valeurs,  en  nombrc  inflni,  r6pondant,  chacune,  ft  un  des 
systimes  d'intigrales  simples,  ou  k  un  des  termes  de  la  s6rie  £,  sont  les  racines  de  T^qua- 
lion  qui  r^sulte  de  r^Iimination  des  constanles  d'int^gration  entre  les  ^nations  de  condition 
k  remplir  aux  limites  ou  aux  jonctions  des  diverses  parties. 


XT 


Or  il  est  facile  de  se  coovaincre  qn'on  aura  les  mSmes  ^uatioDS  -^p-  + sa  p  ^^7^,...  . 


■  /<« 


•t,  par  suite  les  m^mes  expressions  (d)  lorsquo,  coreme  dans  le  cas  actuel,  les  k,  v,  tr  sont 
compl^s  k  partir  des  points  (Xi,  j^i,  ^i)  ou  ee  sont  transport6es  les  situations  moyennes  des 
points  (T,  y,  z)  du  syst^me  libro ;  car  on  a,  pour  les  difTi§rences  .T|  —  ar,  y,  —  y,  5,  —  ;  repr6- 
scnlant  des  deplacements  d^cntcmhle^  c'est-&-dirc  des  translations  et  des  rotations,  trois 
pxpresslons  telles que  celles  (56)  a  +  yy  --  p3,  6  +  as  —  yj,  r  -f-  pjc  —  ay.  du  § 21 ,  page i3*. 
Or  les  six  petltes  fonctions  du  temps  a,  ^,  r,  a,  p.  y  ne  donnent  ^videmmcnt  rien  dans 
les  expressions  des  six  deformations  dl^mentaires  D^, g^^  dont  dependent  les  tensions 

<^^, t^y\  et  elles  nedonneront  rieh  non  plus  dans  les ^r^ — •  >  ear  il  est  facile  de 
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20.  —  Suite.  Yaleur  dudenominatmr    I   7j ^dqdes coefficients X^fonctiom 

duparametre  in,  —  II  fauf,  pour  obtenir  celte  valeur,  calculer  /  "  Z'J;. 
On  le  fera  sans  integration,  comme  nous  avons  d^j^  eu  occasion  de  le  dire, 
en  prenant  r^qualion  (/,)  du  n°  8,  page  504,  qui,  pour  EI  constant  =  —3, 

p  aussi  constant  =  -,  ra*  =  —  ,  et  en  suppriraant  du  second  membre  les  2* 

et  T)*  termes  entre  accolades  vu  {Q  j-^  nul  aux  deux  limites  0  eta,  deTienl: 


/       JJfdz  =  — (  Z'-TTT-  Zttt) 

dont  la  vraie  valeur,  pour  m  =  m\  obtenue  en  difT^rentiant  le  nam^raleor 
et  le  d^nominatour  par  rapport  a  m'  et  Taisant  ensuite  m'  =  wi.  est 


« 
En  d^veloppant  le  calcul  et  en  se  servant  du  resultat  pour  composer  U 


voir  qae  les  Equations  dont  on  tire  ies  valeurs  de  ces  six  fonctions  du  temps  seront  satisfaitf^ 

par  I'dgalit^  h  z6ro  de  leurs six  ddriv^  —   '    \,^^'         *  comme il arrive pMr la  ptrtie 

</• 

alg6brique  (//,)  de  notre  solution  du  n^*  19. 

On  peut  done  (ce  qui  est  da  reste  eu  harmonie  a?ec  un  th^r&me  dtoontr^  par  Clebsch  am 
$  14,  page  53)  prendre,  dans  le  cas  actuel,  pour  u,  o,  w,  les  mdmes  expressions  (o)  que 
iorsqu'ils  sont  compt^s  k  partir  de  I'^tat  de  repos. 

Or,  comme  les  Equations  (a),  (p)  s'appliquent  k  tout  mouvement  possible,  elles  dotvrat  £cre 
vSrifito  par  cheque  syst&me  d'inlegrales  simples  dont  Tensemble  forme  la  a^rie  £.  Substi- 
tuons  done  ces  expressions  (^),  sans  le  signe  I,  dans  celles  (a)  et  (y).  II  en  r^ulte,  en  diTisant 
tout  par  le  bin6me  (A  cos  kt  —  Hk  sin  Al),  les  six  suivantes  :  \  j 


(f) 


f  (x.  Y,  Z,  yZ  —  -Y,   z\  —  x7.,  tY  —  //X  )  rfq  =  0. 


Elles  oflVent,  dans  toute  leur  g^n^ralitd,  re  qui  ^lait  d  dfynontrer,  ou  oe  dont  les  ^KtM  ij'j 

I  Z//q=rO,    /  Z3</(|=0y  ofTrent  des  particularisations  pour  la  barre  libre  dont  le  oioit- 

vement  est  le  sujet  de  notre  n*"  10. 

On  peut  done,  dans  les  problimes  de  mouvement  des  harres  ou  tiges  ilastiques  librcs  oii 
pifotantes  autour  de  points  ou  d*axes  fixes,  ^tablir  *^par/meni  la  partie  alg^riqiie  ou  de  «w 
lidiflcation,  et  la  partie  transcendante  ou  vibratoire,  de  leur  mouvemenL  Et  m«4ne  on  pent 
g(^n6ralement,  ce  qui  est  encore  mieux,  ne  s'occuper  que  de  celle-ci,  qui  ^eule  int^rpsM  Ip 
prohl^me  de  la  resistance  de  la  mati^re,  sans  craindre  que  la  non-prise  en  oonsid^ratioa  6^ 
celle-U  Moit  unr  raune  tterreur,  . 
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valeur  de    f  Z«c/q  =-  /     I'dz  -\-  q  Z*-f-QZ^  on  Irouve 

(m^)  J  Z*e/q  =  P [£  (*^  -  ch)  (I  -  c*H-  (/I  - «)*]  +  7 [12«^(1  -cA)+4(/i -*)«+ 
-f  2m  (A  —  c)  (^  —  «)J  +  2!  [6m«/i  («A  —  ch)  +  2m«  (/i* — «»)]  +  W  («A  -  ch  +  ^^  «/t^ \ 

Tel  est  le  denominateur  de  la  valeur  (/,)  du  coefficient  A.  Son  numSra- 
(eur  est 

W  Jz4»(:5)rfq==7t'Z,  +  QVZ^  =  ~2(A~.«)^  +  2(*A-c/i  +  ?ipWi^^ 

Substituant  dans  (/,),  puis,  avec  (g^  Z,  dans  le  ^  faisant  la  seconde  parlie 

de  (6,)  dont  la  premiere  partie  est  donn^e  par  (J,),  (G+C'<),  on  a  la 
composition  complete  de  la  valeur,  k  un  instant  t  quelconque,  du  d^place- 
ment  de  tout  point  de  la  barre  libre  (ou  suspendue  par  un  bout  k  un  long 
fil)  etheurt^e  aux  deux  bouts.  La  seconde  partie  seule,  la  partie  vibratoire, 
interesse  la  resistance  de  la  matiere  de  Id  barre  k  de  pareils  cliocs. 

21.  — Cos  particuUers  du  probleme  de  la  barre  libre  rfii  n°  19.  Observa- 
Hong  sur  les  consequences  the'oriques  de  sa  solution  ci-dessus.  —  Nous  ne  de- 
velopperons  cclte  .solution  que  pour  deux  cas  particuliers  dont  Tun  (le  se- 
cond) celui  de  la  barre  pivotanle,  a  un  inl^r^t  pratique  reel,  mais  qui  tons 
deux  fouriiissent  des  consequences  Ih^oriques  k  remarquer,  pouvant  se  pre- 
senter dans  divers  autrcs  cas  et  les  ^clairer. 

l'^  cas.  —  Barre  libre  heurtee  h  un  seul  bout,  —  La  solution  en  sera  obf  e- 
nue  simplement  en  faisant  dans  les  formules  {g^),  (h^^  (d^)^  (m^),  (fr,), 

q  =  0,  d'oii : 

p 

i/'s)    Equation  en  m  :    m  (sin  m  coh  m  —  cos  m  sili  m)  -h  n  (t  —  cosm  coh  iw):=  0 ; 

•  >« 

/  \  mH 

5  -  —  1  i  sk  —  ch)  Isin  — 

avec  i  J"  Z«f/q  ^i(sk-  ch)*  +  ^  ^(h  -  «)*  +  ^  (**  -  <•/•)  (1  -  ^•*)]- 

<lette  valeur  du  denominateur  7:    l   l*d  €[  pent  etre  tr^s  siniplifiee  si 

^  t/q 

P 

pour—  (t  —  ck)  on  met  sa  valeur  —  («A  —  cA)  tir^e  de  Tequation  (p^)  en 
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m ;  CO  qui  donne 

r,  i— 1                        (»k— ch)  I  sin  — 
(r.J  „^2-^— 5-V<  +  2Vt2 p— ^ 

2'*  cas.  —  Barre  heurte'e  a  un  bout  el  pivotani  aniour  de  Vauire  oii  on  1 
suppose  travcrsee  par  une  goupille  fixe.  —  On  obticnt  la  solution  y  retain 
en  laisanl  dans  les  ((L),  (f/-),  (//-),  (m.^,  («-)» 


\\  —  0 ;    puis ,  (/  =  3c  •,  d'uu  : 

Equation  en  m,  obtcnue  en  divisant  celle  (/13)  par    ^   el  faisanl-      •». 

(^»M  J    ,  ii    Q  I.      A  cosm       coh  III      ^    Q 

P  sin  m       sih  m  v 

et  on  a  ia  valeur  de  {/  en  divisant  haul  et  bas  par  q  la  partie  algebriquo  l 

qvL  +  QVZ,     r 
de(//3),etpar7Meproduitde(^5)Zpar(/5)A=  i— -';    I  Z VU oUnl foun. 

*/q 
par  (mj) ;  puis  faisant  v  =  0,  -  =  0 ,  —  =  0.  On  a  aiusi 


h  \       mH 
sin  — 


"^  r>CJ  "^tJQL   /iV  III  \i      h)\ 

Le  second  ternie  du  denoniinateur  se  simpiifie  en  y  mettant  pour  le  ki- 
nonie  entre  parenlhese  sa  valeur p— tir^e  de  T^qualion  (9^  en  w,  (i«»: 


(">)        «  -  — ^  V<  +  iVr  2  iJi 


sin  —       jiih  — 

'L+ 'L 

sin  III         sill  III  .    m-l 

sin 


1  4-^, 


^  !2(J  \siu«in        sill*  III/ 


2'J.  —  Parlicularite's  curieuses.  Calcul  de  ce  qui  est  obtenu  si  foH  fw/*/"'^^ 
la  jHirtie  transcendante  V  applicable  a  la  racine  m^^O  doni  on  a  dryatft-  /<*^ 

equations  en  m,  (h.)y(p.),  (^5).  —  On  a  ce  premier  terme  du  ^  en  supposa»'> 
d*abord  que  m  est  seuleinenl  tros  pelit  et  mettant  pour  ses  sinus  el  ^;o^i^«^ 
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leui^s  d^veloppements 

et  /*  I ""'"■+■  T  ^  120 -*" 5040  "^ '     ei  k\~^  "^T  ~^  Ti^W^  40320 


d'oA 


*-*  =  T(*+8io  +  --j'       ft  +  ^^s-n^i+iao  +  .-.j, 

I  _,/,-^-- 1^1  __  +  ...  j,        ^,  =  „,.(^1  __+... J, 

— ,  sm  —  ---/. 

Substituani  dans  Ics  secondes  parties  2Vt^.  (q^)  el{tJ],  du  deplacenieiit 

Uy  et  divisant  haut  et  bas  par  m^,  puis  faisant  m^  =  0,  on  trouve  pour  ces 

barres  heurtecs  k  un  bout : 

♦ 

1"  Barre  Hbre  :  le       2Vt  22  =^  '^  — — r  ^^» 

4  4-- 

2  Barre  pivoiante  :        le       2Yt  ^  — —  \7  ; 

c  ost-a-dire  que  les  parties  transcendantes,  prises  sous  ieurs  premieres  formes 
dans  lesquelles  m  represente  un  nombre  encore  quelconque,  donaent,  si 

on  le  fait  nul  (ce  qui  revient  k  calculer  le  terme  de  la  s^rie^  ou  m  a  pour 

valeur  particuliere  la  racine  m=  0  des  equations  devant  fournir  toutes  les 
valeurs  de  m)  donnent^  dis-je,  pre'cisementy  pour  les  deplacements^  len  parties 
nigebriqnes  qui  existeraient  seiiles  pour  les  premiers  instants  si  la  barre 
etait  rigide. 

Ainsi  la  partie  alg^brique  est  comnie  ce  qui  vient,  aux  premiers  instants 
dune  vibration  dont  laperiode  serait  infinie, 

Mais  si  Ton  fait  ainsi  m  =  0  dans  les  expressions  de  u  sous  Ieurs  formes 
simplifiees  (r.)  et  (?/.),  onn'a  pas,  dbeaucoup  prSs^la  mi^me  chose.  On  trouve 

en  effet  pour  les  d^nominateurs  t?  j  Z^d(l  (toujours  apr^s  avoir  6te  le  fac 

teur  m*  existant  haut  et  bas),   des  nombrcs  quatre  fois  plus  petits^  et  par 

consequent,  pour  les  valeurs  du  terme  en  w  =  0  du  2\  r\, des  expressions 

quadruples  des  parties  alg^briques  k  quoi  se  r^duiraient  les  deplacements 
si  la  barre  ^tait  rigide  ou  nentrait  aucunement  en  vibration. 

Ccla  est  curieux,  mais  ne  doit  ni  6tonner,  ni  faire  soupgonner  aucune  er* 
rear.  En  offet,  les  transformations  des  expressions  (75)  et  ((-)  de  u  en  celles 


528  CHAP.  IV.   —  NOTK  1)U  g  61.   —  IMrULSlOiS  TKA^SVEUSALE. 

(7*3)  ct  (1/,)  sont  fondees  sur  des  Equations  (p.)  et  (»^)  en  m  excluant  la  radue 
m  =  0,  ou  applicables  seulement  aux  valeun  non  nuUet  de  ce  paramelre. 
Faire  m  =  0  dans  des  expressions  applicables  seulement  a  des  radnes  nun 
nulles  n*etait  done  aucunemenl  permis  (*). 

Mais  cette  concordance  de  la  partie  alg^brique  avcc  ce  que  devientla 
partie  transcendante  pour  m=:  0  n'est  point  generate. 

En  eflet,  si  nous  mettons  pour  les  sinus  ct  cosinus  de  m  leurs  d6velop{)^ 
ments  dans  la  partie  transcendante  de  Texpression  (b^)  du  cas  general  dt* 
deux  corps  heurtants  en  divisant  liaut  et  bas  par  m*,  et  faisant  ensuil* 

wi*=0,  Texpression  (ni^)  nous  donne  d*abord,  pour  —  /  Z*rf/*,  Ic  denoini- 

4 
nateur  de  (d^)  mulliplie  par-  (P  +  09);  puis,  en  sub^tituant,  on  a 

Or,  cette  expression  ne  se  confond  avec  celle  (e/3)  du  petit  deplacement  dr 
la  barre  rigide  i/ue  lonque  v  =  0,  c'est-a-dire  lorsque  sa  premiere  extK*iaite, 
pouvant  au  reste  etre  unie  ill  un  corps  7,  est,  ou  non  heurtee^  ou  fiwe. 

II  convient  done,  conime  nous  avons  dit  an  n"*  16,  de  nc  point  compter  sur 
la  racine  m  =  0  qui  s'offre  dans  les  solutions.  11  convient  m^me  de  labt- 
Iraire,  en  determinant  sAparcmenI,  par  la  ni^canique  des  syslemes  in^a- 
riables,  la  parlie  alg^brique;  et  cette  partie  pourrait  i^tre  abstraite  ell''- 
rnenie  comine  n'interessant  nullemont  le  probleme  de  la  resistance  vive  <K 
la  niatiere  de  la  barre  aux  chocs  qu'ellc  pent  cprouver. 

23.  —  Cas  de  barre  pirolante  heurleCj  traite  directemenl,  —  Celle  bam\ 
de  longueur  a,  de  poids  P,  ^lanlfixe  au  point  s^^O,  et  heurtee  au  point 
z=^a  par  un  poids  Q  avec  une  vitesse  V,  on  a 


'*  STT  -f-  «*  ^-.  —  0,     a  resoudre  pour 


(*)  On  trouve  une  autre  parlicuiaril6  siiiguli^re  en  subslituaot  aux  sinus  et  aux  Gusinr-: 


mun  m*  : 

y-^^I^^^^Y*)  "'"Hi20  +  ^Ia5T-^i5F5J-*- =*^' 

Equation  qui  a  pour  premier  terme  Ic  d^oorainateur  de  la  partie  algibrique  (</-,)  du  dep^'cif- 
inent  u,  en  sorie  qu'en  en  tirant  m^,  Ton  a  une  expression  donl  le  Dum^aleur  est  pr^c»^ 
liient  oe  d^noininaleur  d'uno  fonnule  fournic  par  Ic  thi^or^me  dc  la  iii^nique  ilewcnLitre 
pour  le  inouveiiient  des  coips  rigides. 
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l^a  soluliuii,  en  ne  s'occupant  que  de  la  partie  p^riodique  qui,  commo 
nous  avons  vu  au  n^  10,  peul  ^tre  traitee  en  abstrayanl  Tautre,  sera 


(y:,)  "^S;^*^^''^"''^  •     ^^ 


a  quoi  on  satisfait  en  prenant : 

Sni  sill  ,r..r,.  ,    /        u  \ 

:.)      /---: h  ~n »dou/  — 2,   {  ^^  ]    — -r(    -, -; I, 

sinni        silim  «  V'h/a       (i*\si\im      siii  m/ 

iji  m  estfourni  par  les  racinos  rcelles  el  positives  de  Tequation  suivante  qui 
resulle  de  la  substitution  des  {z',^)  dans  la  quatri^me  condition  definie  (s,), 

cos  in      coh  m      2Q/m 
^"''^  sin  m      sih  w         P    ' 

ct  si,  pour  satisfaire  a  la  cinqui^me  condition  (z^)  on  prend,  vu  queZ^=  2, 

QVZ„  m\ 


\  — 


oil  le    1     ZVk,  afin  d*6viler  une  integration  penible,  sera  calculi  par 


m  =  m 


77-r )    ainsi  que  ia 
relation  sih*  m  —  coh-  m  =  —  1 , 

rtjo  — 4m»  I  (mLa»\      Slum      sihm/JJ 

_       Pr      0  /c(»lim       cosm\        qf^ 1      \ 

^L      m  \sili  m       sill  m/  \sin'm      sih*w/* 

ot,  en  definitive 


t2Q\  sill  — 


pr     I  1  5  /cos m      cohm\  I' 

:2Lsiii*m      sili*m       m  \sin)»       sili  m/J 


expression  pareille  i  la  partie  aVT^de  (Q  obtenue  parla  pariicularisalion 
pour  r=0,  g=yc  des  expressions  conipliquees  des  ir*  lOettJU,  etuu  Ton 
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peul,  puisqu'il  n'est  plus  question  de  racines  m  =  0,  remplacer  -: —  — 

-^rj —  par  (zj)  -r^,  ce  qui  produira  la  meme  simplification  qui  s'est  offcrte 

auK  ir**  6,  I  i,  15  et  '21 ;  d*ou,en  abstrayant  la  partie  alg^briquc  precedantle 
V  ct  doniiee  au  n"  22, 


.    niz         .,  tnz 
sin  —       sin  — 
a               a 

2 

sin  m         sih  m 

.    mH 

"'\ 

,  .pv  ^       * 

\                  " 

\    .1'  ^aaiKZ 


deplacemenl  vibratoire  qui  est  zero  aussi  bien  au  bout  mobile  i=a  qunti 
bout  ri\e  z  =  0. 

24.  —  hnpuhionn graflueUes  ou  tranquilles.  —  J'appelle  ainsi  (dndutr  I 
celles  qui  iic  sent  point  brusquex  ou  qui  s'op^rentsans(fe«  choc$ei  qui  pour- 
tant  ne  laisscnt  pas  de  metlre  en  jeu  de  procbe  en  proche,  dans  un  temps 
fini,  r^lasticit6,  ainsi  que  l*inertic  des  diverges  parties  des  pieces  et  d'y 
provoquer  des  vibrations  ou  d'y  contribuer. 

(i'est  cc  que  produit,  par  exemple,  pendant  que  s'accomplit  ia  fleiion 
d'une  barrc  horizontale  appuy^e  aux  deux  bouts,  le  poids  du  corps  qui  li 
heurtee  verticalement  au  milieu  et  qui  continue  d'agir  verticalement  siir 
pile  apr^s  le  choc ;  c*est  k  qnoi  contribue  mdme  le  poids  propre  des  partie» 
de  la  pi^cc  pendant  qu'elles  descendent.  Un  effet  de  ce  genre  est  encore 
amend  si  une  force  de  direction  quelconque  agit  contini^ment  sur  un  point 
d*une  piece  elastique  avec  unc  intensity  ou  constante  ou  variable  en  fonc- 
tion  donnde  du  temps,  comme  celle  qui  est  exercde  sur  un  balancier  (ic 
machine  par  la  tige  d'un  piston.  Un  effet  analogue  s*op6re  si  une  extremite 
ou  toute  autre  partie  d*une  barre  est  astreinte  (par  exemple  k  cause  de  sj 
liaison  avec  une  manivelle)  k  un  mouvemcnt  obligatoire,  aussi  fonction  du 
temps  et  qui  est  transmis  aux  autres  parties  par  I'inertie  et  Ics  rossorls  mo- 
leculairos. 

Dans  les  solutions  ci-dessus  de  probldmes  d*impulsions  brusques,  nous 
avons  negligd  les  poids  des  pieces  ou  barres,  et  ceux  des  corps  heuHanb. 
('.ela  est  pcrmis  (avoiis-nous  dit  k  la  fin  du  n»  2),  tantdt  comme  approxinii- 
tion,  tant6t  parcc  que  labarre  n'est  heurtee  qu'horizontalemenl,  en  sortcquc 
la  pcsanteur  ne  contribue  en  rien  k  la  flexion  qui  hii  est  imprimde. 

Mais  si  une  barre  horizontale  est  heurtee  et  fldchie  veriicalemetU^  \\  faiif, 
pour  Texactilude,  ti'uir  compte  de  Teffet  contributif  des  poids,  ou  revenir  i 
IVqualion  differentielle  complete  (r/)  du  n*"  2,  en  mettant  dans  la  pareotbe<^ 
du  dernier  terme  la  gravity  g  au  lieu  de  la  force  transversaic  suppostv 
quelconque  k,  ce  qui  donne  au  lieu  de  (d),  on  mullipliant  par  g  : 
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25.  —  MouvemenU  (Tune  barre  l^rhotUale  Qppuyee  aux  deux  bQUtx  el 
heurtee  verticalement  au  milieu  par  un  corps  rigide,  calcules  en  tenant 
compte  de  Vaction  graduelle  de  son  poids  propre  ainsi  que  de  celui  Q  de  ce 
corps  et  aussi  de  celui  q'  f/'?m  autre  corps  que  (pour  plus  de  gendralite)  Von 
suppose  itre  uni  h  la  barre  et  recevoir  le  coup.  —  Nous  appelons,  comme  au 
n""  4,  P  le  poids  de  la  barre  prismatique  et  homog^ne  de  longueur  2a,  V  la 
Vitesse  du  choc,  ct  nous  faisons  encore,  pour  abr6ger  : 

en  sorte  que  q  est  le  poids  total  du  syst^me  dont  dq  sera  un  61^nient  quel- 

conque. 
L*equation  H'int^grer  est  aiqsi 

arec  le$  coii(liiians-Unutes,  semblables  ^  pcIl^s  (in)  du  ii"  4, 


W 


«■=«=••  (SL  =«•  m=" 


etavec  la  suivante  au  lieu  de  celle  (9),  p.  496,  vu  la  mise  en  compte  des  poids  Q 
et  q',  et  des  inertios  des  deux  corps  unis  k  une  tranche  dleraentaire  de  la 
bane,  pour  faire  ^quilibre  aui  ^iTprls  Iranphants  s*exergant  de  part  et  d'au* 
tre  sur  les  bases  dc  cet  Element  mince,  h  cbaque  instant  du  mouvement  si- 
multane  de  la  barre  et  de  ces  corps  : 

()n  fera  disparaiire  les  ternies  —  g  des  parentheses  de  cctte  equation  (fj 
el  de  celle  (aj  en  posnnt 

Ui  ^tant  une  incoimiie  auxiliaire,  qui  represenle  ce  que  seraient  les  depla- 
cements  u  des  points  de  la  barre  si  les  poids  n'y  agissaient  qu*au  repos.  On 
obtient  ce  deplacement  pureraent  statique  u^  en   6tant,  des  Equations  ci« 

dessus  {c^)y  (e^)  le  terme  dynamique  ttt;  c'est-^-dire  en  r^solvant  T^uation 
simplement  difKrenlielle 

-fif^'  +  «*-^  =  0'   «vec  la  condition -srt«=:jj-^^^^J^. 

Une  premiere  integration  f^iite  en  determinant  la  constante  dc  manierc 
que  pour  «r^  a  la  deriv^edu  troisieme  ordreait  la  valeur  — = — p— ; ,  donnc 
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d'ou,  en  integrant  de  nouveau,  eu  ^gard  aux  conditions-limites  ('^i»,  /^ 
memes  pour  m„  que  pour  Uj 

w   «.=i?(»';-»^'+i-:)+s-«+.')(|s-j^).. 

ou,  en  metlant  pour  gr-  sa  valeur^jTM  » 

ce  qui  offro  I'equation  connue  de  la  forme  que  prend  sous  son  poids  prop'- 
P  et  sous  une  charge  Q-hQ'  au  milieu,  une  piece  appuyec  de  longueur  t:. 
On  Taurait  oblenuc  directemenl  conime  a  Tordinaire  en  posant,  autour  •!• 


^^u 


Taxe  horizontal  du  moment —  El  77-7  des  forces  elastiques  s'exer^ant  a  Irj- 
vers  la  section  <t,  I'^qnilibre  de  rotation  entre  ces  forces  et  1®  la  reaction 

X de  Tappui  5  =  0,  agissant  avec  un  bras  de  leviers;  2"  K 

p 
poids  ^  2;  de  la  portion  de  la  barre  entre  cet  appui  et  0-,  pour  un  bras  titf 

levier  moyen  6gal  a  la  moiti^  ^  de  sa  longueur. 

[/expression  i/i-hU  de  »/,  substitute  avec  celte  valeur  (f^)  de  «,  dans  l> 
equations  (r^),  (f/^),  (e^)  du  probl^me  actuel,  les  r^(l\iit,  commc  on  se  le|»K»- 
posait,  a  la  forme  de  celles  du  probl^me  resolu  au  n^  4,  savoir  k 


Equations  dont  les  qualrc  premidres  sont  risolues  par 


.      »U  .-    IMS 

sm  —      sih  — 
a 


COSWI        cohw  * 


le  V  s'elcndant  k  toutes  les  valeurs  de  w,  racines  de  I  equation  qu  on  a  ca 

portantcette  expression  de  l*  dans  la  dernitVe  condition  (/y^K  equation  <|i 
est  : 


r  -  .J  < 


Si  Ton  y  mot  pour  Z  son  expression  (/rj  qui  deja  sntisfait,  par  sa  fornio,  3-^ 
aulrcs  conditions,  on  0,  pour  determiner  toutos  les  valeurs  do  co  parnmelr-  n 

/siniw      sill  m\  2P 

'•'*^  \  en-,  m      r.oli  ?»i  /  ~    0  -f-  ^. 
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bit  les  coefficients  du  sinus  cl  du  cosinus  doivent  6tre  determines  par  les  ex- 
pressions g^ncrules  (wj)  du  n°  10,  page  507  : 


4>  (2),  vateur  initiale  de  \\  devra  ^tre  la  valeur  iuitiale  de  u  diminu^e  de 
la  valeur  {f^)  de  u^  Or  la  valeur  initiale  de  i/,  ou  ce  qu*on  a  appel^  f  (z) 
dans  tout  ce  qui  precede,  est  ici  le  d^placement  ^prouv^  par  ie  point  de  la 
demi-barre  dont  Tabscisse  est  z,  k  rinstant<  =  0  qui  a  pr^c^de  Tarriv^e  du 
corps  lieurtant  Q;  c*est  done  la  partie  de  la  flexion  stalique  i/^  exprim^e 
par  (r),  qui  est  due  seulement  au  poids  P  de  la  barre  ct  au  poids  addition- 

nol  q'  qui  dej5  lui  etait  uni.  En  retranchant  de  Ui  celte  valeur  initiale  f  (z) 
de  M,  il  ne  reste  evidemment  que  la  partie  de  (f.)  affectee  seulement  du 

poids  heurlant  Q,  prise  eii  signe  contraire.  Done,  il  faut.faire,  dans  les  (/:J, 
Voyez  pour  T  (z)  au  n"  6,  Texplicalion  qui  a  ete  donn^e  k  une  sous- note] 

PH-l^)/  =  o-      myia      ^2a^)-        5   P  \  2  a      2  a  V  * 
^  *      ^       M*  (z)  ^=  •}  (z)  ■=  V  pour  le  poids  Q  dont  i'abeisse  est  z=a, 

el  :=^  0  pour  tout  le  resti*. 

On  aura  pour  le  numerateur  de  B 

Pour  en  calculcr  le  second  terme,  des  integrations  par  parties  donnent 

/      .       ,  .            .        .    ,     ,^.  siha:                  £\  coh  a:  \ 

<»u  egard  a  ce  qu  en  general  — p =  con  x ;  — ? =  sili  .r )  » 

\        "  *  °  ex  Cx  J 

J^'i      .    niz  ,        (     az       mz      «*    .    mz\^ 
z  sin  —  (lz={ cos — :  sm  —  )   ; 
0             a            \      "*          a        m^        a  /(f 

C"      'L  w'-  J        /«•     I  '"*       «*   ..  fnz\f* 

I       S  Slh  rfi  irr  I  —  coll r  Sill  —  I     ; 

,/()  fl  \rn         a        m^        a  /o 

C**   .  .    mz  ,        \  (     fls'»  .  6a''2\        mz      Cba-z^      6a* \    .    wi*l« 
I     c'sin  —  as=    I Tjcos 1- ( — :  I  sin —     ; 

Jo  a  W  m         m»  /  a        \  m=»  rn*J         a  Jq 

Gomme  ces  expressions  s'annulent  a  lalimite  inferieure  5  =  0,  on  trouve, 
d'apr^s  la  valeur  (h^)  de  Z, 

Jo       yl  a      2  «V  m        m*  \cosm       co\\  mj 
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On  a  ainsi 

(0  +o')*(«)Z,==-(Q  H-«0  f  p  Z/. 

a  Jo  fl   o   P  L     »»       "«    \cosMi       con  III  'J 

......  ,  r>        sinm       silini  2P  ... 

Comme  1  Equation  (;.)  en  m  donne  Z„  =  ^^^  -  ^J^HS  =  (0-4-Q')m' "  *  *' 

ajoute    ces    deut    expressions  pour  avoir    celle    (m^)^  la    premiere  des 

2a 
deux  d6li*uit  cc  qui  vient  du  premier  terme entre  crochets  de  ladeu- 

xieme,  et  il  reste,  pour  le  num^rateur  (m  J  de  D  : 


2Vgz^      0 


f/r»    Q  -f  Q' 


Cetui    I    ZT(2)r/q  de  A  est  (comme  au  n''  5  puisque  Q  seul  avait  une  \\' 

2P 
lesse),QYZ^,qui  est   ici  ==Q>   ..       ^     ;  et  leur  denominateur   est*  au&s 

comme  (d^'j  du  n^  6  ou  (6,)  du  n""  13  p.  5i(),  sauf  (Q+Q')  au  lieu  de  Q, 

I   \         C  'ndn  —  -  r i i— a-  i- 1  ^'"  ^"  _  ?!!L!!!  \1 

. '  q  '    ^      2  Lcos*  wi       toh*  m       w  \  cos  wi       cuh  m'\  ~' 

^P/_J \_  SP        \ 

a  *  cos*m       coh*wi        («J  -t-  q')  m*) 

Oil  a,  en  consequence,  pbui*  ie  depiacement  cherche  ii,  en  substiluant  b 
(^i)  A,  B  dans  Texpression  (/i|)  de  U,  el  en  y  ajootant  poor  avoir  «,  cellt 
{l\)  de  ti|,  cette  expression  (qui  se  irouvait  diins  le  Hemoire  de  1857  dont  m 

extrait  se  voit  au  Compte  rendu  de  la  s^nc«  du  10  aoilit,  p.  257 1  : 

/,,  »  /                                        siu  —       sih  — 
\PAt  \  a  a 

Q      X^  \  cos  wi        coh  m  /,.     ,^  in*/      or*      w** . 

0  -r  <j  ^^  w»     1 1^  2P        \  T        w«        t 

\  cos*m      coh^m       wi*  ((J  +  g') 

expression  ou  l*on  pout  remarquer  une  certaine  analogie  avec  celle  quia  et' 
doim^jd  pour  les  d^placements  Itrngittidinata-  d(;s  points  d'utlfe  barh^  j^^^ 
fixte  k  un  bout  et  beurt^e  a  Tautre,  par  Poncelet,  et  o£i  sfe  trotitent  lljftttb' 
ill  celle  qui  avait  ^t^  domiee  par  Navier  en  s^rie  de  termes  affed^s  de  sioit> 
de  multiples  dtl  temps,  ddd  iertnes  alg^briques  et  une  secondc  sMe,  ^flkt- 
t^e  de  cosinus»  afln  de  tetlli*  cohipte,  comme  lious  venons  de  faire,  d('  1>^- 


I 
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fet  additioiinel  du  poids  de  la  barre  et  du  corps  heurtaiit,  tant  apr^s  le 
choc  qu*avant  (*). 

Nous  reviendrons  sur  cetle  expression  aux  n^*"  35  el  51,  ou  nous,  traiterons 
des  solutions  simples  fournies  par  le  premier  ct  le  plus  influent  terme  de  la 

serie  ^  etqui,  m^me  ayec  une  expression  purement  algebrique  donn^e  k 

la  valeur  de  m  entrant  dans  ce  terme,  fournit  souvent  des  solutions  d'une 
approximation  tres  suffisante,  et  qui  sont  suscepiibles  d*Stre  obteuues 
^l^roentairement  comme  nous  avons  dit  au  n^  1. 

Nous  pouvons  remarqucr  d^s  a  present  quelle  est,  dans  cette  solution  (p^)^ 
la  part  de  ce  que  j*y  appelle  Vimpuhion  gradne'e,  produile  ici  par  Taction 

des  poids  Q,  q'  et  P.  Le  premier  des  deux  tcrmes  hors  du  V ,  et  la  parlie  du 

second  qui  est  affectee  de  q',  y  sont  etrangers,  car  ils  represcntont  I'ef- 
fet  purement  statique,  ou  sans  impulsion^  du  poids  P  de  la  barre  et  du 
poids  additionnel  q'  ant^rieurement  h  Tebranlement.  Mais  cette  pari  dyna- 
mique  ou  impulsive  de  la  pesanteur  est  representee  k  la  fois  par  la  partie  du 

deuxi^me  terme  hors  du  N  affectee  du  poids  Q,  n  entrant  en  jeu  qu*A  partir 

1      ■  .         ■  ,  Q^*       ^w'i  Pa*  mH  ,    , 

du  choc,  et  par  le  second  terme — ^cos — =  — .ttt, — ^cos —  de  la  pa- 

renlliese  du  V  (terme  contenant  m  qui  depend  i  la  foisde  P,  deQ  et  de^'j. 

En  effel,  si]  Ton  efface  ce  Icrme,  el  les  deux  hors  du   7  ainsi  que  le  coef- 

Q 

cienf  Q^TTv*    "*  affecte  |ceUe  s6rie,  Ton  retombe  sui  noire  expression  (is?,) 

du  n^"  6  ott  nous  negligions  les  effets  des  poids  et  qui  ne  convenait  exacte- 
inenl,  ainsi,  qu'A  une  impulsion  brusque  s'exercant  liorizontalement  sur  le 
milieu  de  la  barre. 

26.  —  E  temples  de  pure  impulsion  graduelle,  Barre  verticale  prismatique 
d*un  poids  P  appvyee  auxdeux  bouts,  unie,  en  son  point  milieu^  a  une  masse 
d*un  poids  Qet  eprouvant  Vimpuhion  tranquille,  ou  sans  choc  a  cememe  point, 
d'une  force  horizontale  constante  q.  —  Puisque  tons  les  mouvements,  suppo- 
ses toujours  petils,  sont  ici  horizontaux,  les  poids  n*agissent  point.  II  faut 

/ '  1/ 
done  retrancher  le  terme  —  g  qui  figurait  k  c5t6  de  la  d6ri v6e  -^  a  T^quation 

aux  dilKrences  partielles  (rj  du  n«  precedent;  fet  11  fdut,  dans  P^quation  de 

f)  introdurlion  d  la  nufcaniqiie  indu$trieUe,  nole  du  n*  522,  p.  410  (1829)  ou  446  (1870). 
PoMcelel  y  rcvient  au  n*  325,  p.  424  (1829)  ou  460  (1870),  mais  c'esl  seutemeut  pour  la  sup- 
poiitioii  que  la  barre  portait  Ak\k,  A  rexlr^init6  heurlte,  ce  second  corps  q'  qui  re^oit  le 
cb()c  du  corps  Q. 

Yoyei  d'oiHeurs  ce  que  nous  afons  dit  A  la  premiere  sous-note  du  n"  1,  sur  Id  possibility 
d'arriver  h  une  solulioo,  eh  termes  liiiis.  de  la  question  du  choc  t'ougitudiual ,  el  d'cn  tirer 
do5  ronrlii«ion$  que  \r%  series  ne  pcuvenl  faire  aperccvoir. 
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condition  (<'J,  raeltre  la  force  q  au  lieu  des  deux  premiers  termes  Q+Vi 
en  ne  laissant  que  Q  sans  q'  au  terine  siiivaiit,  cc  qui  donnc  k  resoudre  : 


r  et     f/  — 

a  quoi  Ton  pent  joindre  les  conditions  initiates  quclconqucs 


« '  -  2  (S). = - ».  m  ■■ 


Pour  sc  (!6barrasser   du    lerme  7,  faisons  encore  (e^  u  rr^  «,  -+-  U.  la 
parlie    u^  elant  purement  slalique  ou  ce  qui  satisfnil    nux  equaiions  -vj 

sans  les  termes  dsnamiques  '^  -7^^ l"^  /       "  Irouve,    la   premiere 

equation  elanl  ainsi  r^duite  k  r—^  =  0,  sous  les  conditions  exprimees  par  le> 
aulres,  ainsi  qu*on  a  fait  pour  obtenir  (Q  au  numero  precedent, 

Hetlant,  pour  1/,  U  augmente  de  cette  valeur  de  i/p  on  a  toutos  les  etjiia- 
lions  (74)  avec  U  au  lieu  de  ti,  sauf  Ic  terme  7  de  moins  dans  la  derniorc,  ce 

qui  donne  pour  U  la  m^me  expression  (h^)  U=  ^  ••••  qu'au  numero  pn»- 

cedent,  et  toujours  avec  I'equation  transcendante  (7*4)  pour  determiner  m,  niais 
sansQ';  et,  pour  determiner  les  coefficients  A,  B  de  la  serie,  les  condilioiis 
initiales 

d  oil,  formules  (w,)  du  n°  10,  ou  (k^)  du  numero  precedent, 

I  z^^/q  (  zv/q 

expressions  ou  Q  doit  toujours  fij(urer  pour  sa  masse,  portion  de  la  nia»e  !«►• 
tale-i=— tirdu  sysl^me,  quoiqu'il  n'agisse  ici  que  par  son  inertie  etnon 


»  "■  PT 
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par  son  poids.  Les  d^nominaleurs  auronl  la  meine  expression  (oj,  aveo  q'  =  0, 
qu'au  niimcro  precMent.  Le  nuinerateur  de  A  peul  elre  laisse  sous  la  forme 
oil  nous  venous  de  I'ecrire.  Celui  de  B  aura  une  premiere  parlie  qu  on 

pcut,  de  nw^^me,  ecrire  simplemcnt  /   Zy(z}<IC\  lanl  qu'on  ne  specifiera  pas 

la  forme  de  ©  [z] ;  el  on  aur.i  pour  Ic  reste,  savoir 

Vu  la  valeur(Kj  de  «,,  qui  pour  %-~^a^  se  rMuil  k  ^,  et  r^quation  Qnm 

domiant  Z  =;^;  el  vu  aussi  la  valeur  (m\)  de    I    Z  (^  -•  —  ^  ~  1^/-,  celte 

(Jm  Jo     \!2  a      Say     ' 

expression  revient  a 

Vqii^        V  qiv  r      2fi       r>«  /sin  m       sih  mX"! 
^mEi       a  OKI  I       ?/i       m*\cosm       coh?»/J 

Le  premier  lenne  de  celte  expression,  coinme  dans  le  calcul  de  Texpression 

analogue  (w^)  du  W  25,  d^lruit  ce  qui  vienl  de  —  —  dans  le  second,  et  il 

.  ,        ^  sin  m      sill  m        2P 

resle,  en  remplacant : —  par  -r—  : 

cos  m      CO  I  m        Urn 

Nurneraleur  de  B=  (  Zi»  (z)  dn  — —-,•  -rr-  l1— ^• 
On  a  ainsi  la  solution 

/       fmz)(lG                   fl^(z)dii 
J  Z  I   —5—^-:; sin 1 i-; cos 

t  m  1-.  1»  •■'     COS   ^^ 

^•^*)  "^  6KI  I    2  a       2  «••  0  ^  ^^m*    r*  „. ._ 


q 

< 

ou  /  ^- sill 1 —  COS  —  ; 

C()"<  ni         a        coli  /»         n 


f  ZVq^  5  (^ -Ai k—  +  ^)l    i    Zv  (z) (IQ  =  QZ  p  (r/)  +  -    (*''  Z9  (i)  r/;  ; 

expression  qui  se  partage,  comrae  on  voit,  en  deux  parlies.  Tune  due  &  T^tat 
iiiilial,  caracterise  par  les  fonclionsy(5)  =  (M)^^Q,T}/  {z)  =  (Ji\        ou  ^(^) 

pourrait  comprendre,  comme  dans  les  probl^tnes  pr^c^denls,  une  vitesse 
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d'irapulsion  brusque;  I'aulr^,  due  k  Taction  dela  force  q  suppos6e  partir 
sans  Vitesse  de  Tetat  naturel  ou  aucune  flexion  n'elait  produite. 

27.  Meme  barre  sollicitee  de  meme,  quand  la  force  horisontale  q,  donl  dU 
subit  Vimpulsion  graduelle  ou  tranquUle,  varie  d'intendte  avec  k  temps  ay  /irtf 
de  rester  constante.  —  Soil 

(Ua)  ^i^tif) 

la  fonclion  du  temps  exprimant  Tintensit^  de  cette  force.  Yoici  le  proctHle 
gen(>ral  trouvd  par  Duliamel  en  1850  pour  d^duire,  de  toute  expressioo 
telle  que  celle  (xj  donhant,  au  bout  du  temps  I  des  d^placements  u  dusa 
Taction  d*une  force  constante  q  k  laquelle  ont  pu  se  joindre  les  effels  de  de- 
formations et  de  vitesscs  initiates  quelconques,  les  d^placeraents  qui  auraient 
lieu  si  cetle  force  avail  une  intensity  variable  avec  le  temps  suivanl  una  loi 
connue  (*). 

On  commence  par  iiieltre,  dans  celte  expression  complete  de  m,  a  la  place 
de  q  sa  valeur  initiate 

ce  qui  donne,  pour  Vepoquc  ty  c*est  a  dire  T^poque  ou  le  temps  t  aura  ete 
^coule,  une  premiere  partie  du  d^placement  cherche  u,  k  savoir  celle  que 
produirait  une  force  f  (0)  supposee  agir  continuement  avec  la  m&me  intensile 
pendant  tout  ce  temps  i,  et  unjr  son  effet  k  ce  qui  est  dil  a  T6tat  initial. 

Puis,  en  mettant  en  OBUvre  le  principe  de  la  superposition  des  effets  des 
forces,  et  en  appelant  t  toute  portion  du  temps  total  ^  comptee  k  partir  de 
t  =  0,  Ton  ajuute  les  d^placements  qui  seraient  separ^ment  produilspourTe- 
poquc  t  par  les  accroissemcnts  successifs  dq=zf  (t)  r/e  de  la  force;  chacun 
kant  suppose  8*exercer  sur  le  systeme  avec  une  intensite  constante  depuis 
Tinstant  marqu^  par  s  ou  cette  portion  dq  a  commence  son  actioir  jusqu'^ 
Tinstant  final  marque  par  f.  Ce  temps  d'action  de  la  force /^  (c)  Jcest  t — cH 
Ton  obliendra  ^videminent  la  portion  du  d^placement  u  produite  par  eel  ^it- 
men[dq^^f'(g)di  de  Tintensite  de  la  force,  en  mettant,  dans  la  partie  de 
Texpression  (xj  donnant  Teffet,  pendant  le  temps  t  de  la  seule  force  q  s«is 
deformations  ni  vitesses  iiiiiiales  : 

/*'  (t)  di  k  la  place  de  ^ ;        /  —  i  a  la  place  de  t, 

Kn  ajoutant  tous  ces  d^placements  partiels,  on  aura  le  d^placement  total. 
Le  proc^de  se  reduit  done  : 


(*)  Duhamel  en  avait  6mis  la  premiere  idt^e  dans  son  ^ft'muire  de  18^9  sur  la  mrVWr 
retathe  au  fnoitvement  de  la  rhafeur  dam  des  rotps  phUfft^s  dans  ttn  tnilteu  d^nt  U  tern- 
P&aiure  vane  avec  le  temps.  (Journal  de  I'^cofe  poh/techniqiie^  !!•  cahi'^r,  1853).  II !'»  ^ 
telopp^e  Tannic  suivante  dans  son  Mcmoire  Sur  les  vibrations  dun  sifst^me  fHe/ruif«rtfr 
poinu  matMeU,  pr^sent^  le  23  avril  1830  (m6me  Journal,  25*  cahier,  1834,  p.  1  ii 36),  qoaoi 
k  son  application  aux  corps  ^lastiques  dont  quelques  poinls  sont  soarcis  soil  a  des  dkjksiot' 
uients  obligatoires,  soil  k  des  forces  aussi  variables  avec  le  temps. 
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l^"  A  mellre  dans  Texpression  complete  [Xi)  du  d6pl£icemeat  qui  est  dQ»  au 
bout  du  temps  ^  i  une  force  conslailte  q  eik  l*6lat  Ihitial  donng  : 

^    f(Q)  a  ta  place  de  cetle  force  q, 

ce  qui  dotiiie  tiite  preiiii^i*^  pbHiatl  du  depla&ement  cherch§  qu*on  d^siro 
avoir  poiir  ie  temps  flnal  t  \ 

2*"  Pout*  avoir  l*autr6  portidn,  k  iTieKre  dans  la  partie  de  Texpi^essio;!  de  ii, 
ind6pendad(e  de  T^tat  initial  et  due  &  la  force  q  : 

f*  {i)(h  a  ]a  place  de  ry,        /  —  c  a  la  place  de  i ; 

et  k  int^grer  de  i =0  a  i  =  U*eipression  qui  r^sultera  decette  double  substi- 
tution :  car  ce  sera  ajouter  ensemble  les  cffels  parliels  produits  pour  Tepo- 
que  flna!c  2,  par  ces  forces  partielles  dq^^f  (%)  di^  cliacunc  pendant  son 
temps  propre  d*action. 

En  operant  ainsi  sur  Texpression  (:r  j  de  u,  noiis  aurons  trois  parties  : 
i^  la  serie  z  qui  fonhe  ^on  premier  tetanic,  s£lns  la  modifier;  2^  le  second 

terrae,  affects  de  ^,  en  meltant  f  (0)  au  lieu  de  g;  o"*  ce  m^me  second 

terme^  en  y  mettant  f  (t)  ^i  pour  q  et  <  —  t  pour  e,  puis  integrant  de  0  d  ^ 

Dans  cette  integration,  la  partie  gpi  ( 5  -  — o  "ij  /   T  W  ^«»  <>"  le  temps  ne 

se  trouve  pas,  se  n&unira  naturellement  k  la  portion  jjpi  (9  ""  "  9  "^)  /^  l^i* 
si  simplement  on  y  raet/'(i)  au  lieu  /"(O)  ou  /"V/e,  car  on  a  bien 

On  obtiendra  en  consequence  si  Ton  fait,  pour  i*integi*ation  par  rapport  k  s. 
passer  sous  le  signe  £  le  q-=f'  (<)  di  qui  est  hoi*s  de  la  parenth^se  de  la 

deuxi^me  partie  de  (.r^)  et  si  pour  Z  el   /   ZV/q  on  met  leurs  valeui*s, 

/        r  ZiK«)  d{\  f  Z?  (s)  da  \ 

«  =  22m  =5-^7 ^*^-T  +  -Vr-"^'-   + 


/  m         ^         f  z^q 


„        m  I 
Z  cos 


...  m^       ...  mz 

sin  — '-      sin  — 


_2Pf  y  1  _fc^ii!L_™_  r'cos2i!(<-.)r(.)A. 

OKI  -^  m»      1  1  ,    .    2P  Jo         t  ^         "   *' 


QKl         ...   _^ pi^  +  .— 

COS*  7/1       colt*  m       Om* 
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Des  quutre  lermes  de  celle  expression,  les  Irois  prcmieri  auraient  pu  elr? 
po<es  a  priori :  c'esl  le  dernier  facleur  du  quatri^me,  que  la  methode  d** 
Dnhaniel  a  appris  h  di'lerminer. 

tJ8.  Monvements  de  la  menie  bar  re  verticale  quand  son  point  mHieu  a  Mill 
transveri^alement  un  petit  deplacement  invariable,  —  Soil  a  ce  d^placeineiU 
invariable  apres  leqiicl  Ic  point  milieu  est  suppose  reprendre  son  repos:  l^ 
d^placemenls  succcssifs  u  de  Ions  les  autres  points  seront  regis  par 


r^U  .  (  ht 


("s) 


< 

f     W,  =0     0'  (r^J        ^^'(rr)       =<K  ("),  =  «  =  *  quel  que  soil/, 

ainsi  que  par  dos  conditions  iniCiales  quelconques  qu*expriment  les  (r^idu 
n^  20,  ma  is  ou  les  fonctions  ^  et  >{^  devront  avoir  une  forme  compatible  axeo 
(a) ,  _  ,  =  a  eonslammenl. 

Celle  derniere  condition  (aj,  (M)^^  =  a,  remplace,  comme  Ton  voil,  la  con- 
dition d'^quiiibre  dynamique  posee  dans  les  problemes  precedents  enlre 
i'inerlie  du  corps  enlraine  Q  el  les  efforts  Iraiicbants  s'exer^anl  de  part  et 
d'aulre  sur  les  deux  seclions  limitant  relemenl  de  barro  auquel  il  est  joinl. 
Ua,  que  CO  corps  Q  soil  uni  ou  non  k  la  barre,  son  inertie  n'enlre  |»oiiil 
(Ml  jeu. 

Faisons,  coninic  ci-dessus,  Jir^Wj-f-U,  la  partie  m,  6lanl  purenient  b(j- 
lique.  La  rosolulion  des  equal  ions  (r/ J  avec  «,  mis  au  lieu  de  m,  e!  enretiui- 


;>«, 


sanl  la  premiere  a  -7-:7=  ^»  donne,  comme  pour  f&\)  du  n"  20  ; 
El  maintenant,  posons  I'expression 

(r,)  M  =  a -_    4-  V  Z  (  A— sm +Bcus ), 

qui  est  propre  k  satisfaire  aux  (a.)  si  la  fouclion  Z  de  5  el  de  m  salisfail  a 


r  Bco>--l-  » 


Les  qnalre  premieres  de  ces  conditions  donnenl  a  Z,  connne  dans  les  prm* 
dents  problemes,  la  forme 

.    mz        ..   inz 
SHI  —        sih  — 

^  cos  m         con  m 

el  la  cinqnieme  ne  pent  elre  salisfaile,  quel  que  soil  le  temps  t.  quesil'tMU 
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Z^j=:0,  ce  qui  impose  que  les  valeurs  du  paranietre  m  soicnt  les  I'.iciiies  dc 
requation  trauscendanle 

k'k)  r —  =  0,  ou  laiig  in  —  tali  m  -  0. 

cos  in       con  /« 

Voyons  quel  les  seront  ces  racines. 

Comme  la  tangente  hyperboliquc  lali  m  est  loujours  positive,  egale  a  zero 
pojr  m=i),  ei  k  i  pour  m=  oo,  cellc  Equation  ne  peut  etre  salisfaite  quo 
par  des  valeurs  de  m  dont  la  tangtMite  tnng  m  est  positive,  et  au  plus  egale  k  1 , 

c'esl-i-dire  par  m  conipris  enlre  0  et  7.  tt  et  -y ,  Stt  et  ^,  ott  et  -^,  etc. 

Dans  le  premier  inlervalle,  ou  n'a  tang  m:^lali  m  que  pour  m  —0,  car 
pour  toute  autre  valeur  dewi, 

w"'       2wr       17m7       r)!2m9        1585m'»    . 
tangm:=m+-^+— H.-^  +  ^^^  +  ^^^^^  +   .... 

est  toujours  siiperieur  a 

,                      m'*        tJ/»»        17//r        O'im® 
tail  m  =  ni —   -f  -p -TTft-    f   ;7;prir  —    .  .  .  . 

Dans  le  deuxieme  intervalle,  on  a  lang  V  —  1  >  '«•*»  -r  —  0,91)95J!J ; 

9-  Or 

•     Dans  le  troisieine  :  lan^  '-f  -—  1 .  tab  V  -  0,999908. 

D'ou  il  suit  qu*on  peut  prendre  pour  racines,  vu  le  degre  d'approxinialion 
dont  nous  nous  contentons 

,,,  =  0,    ^^5,927,    —zr^.  7,009,    i^=  10/210...., 

4  -*  4 

tang  m  ^^  tah  ?h  -—  0,  1  ,  1  ,  i  , 

Celte  possibilite  d'oblenir  de  Tequation  (d^)  des  valeurs  de  m  en  nonibre 
infini,  el  rapidement  croissantes,  etant  constat6e,  poursuivons  la  solution. 
Quelles  que  soient  les  formes  des  fonctions  a*  el  ^  entrant  dans  les  condi- 

^\        —  y  (-),  si  on  niulliplie  par 

p 

-Iflz  les  equalions  qui  en  resulteut 

et  si  on  les  inlegre  de  z=0  a  z  =  a,  on  peut  en  lirer  les  coefficients  R,  A 
sans  avoir  besoin  d'ajoulcr  QZ^  f  (r/),  OZ^-^(a)  r.ux  premiers  membros,  ni 
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»w 


BQZ^,  AQZ]  aux  seconds,  car  d*4pr^a  (^5),  on  a  Z«  =  0.  On  obtient  done 

,    ,       ,,       n  Jo     ^ ^  ' a    Jo      yia      'ia\l  ,       a  Jo     ^^  ' 

-  I     Z*r/2  -  I     l*dz 

(I  Jo  a  Jo 

i.  •      /    /\  I  ".J       '1       1  2a     3a /sin  w      sih  m . 

L  expression  (m  J  nous  a  deja  donne  Ja  valeur — 7 1 r —  It 

^  V    ♦/?  J  ^  .  m*\cosm     con  III/ 

2a 

ici  reduite  a »  de  la  seponde  des  int^rales  d|i  numirateur  de  B;  et 

m 

celle  du  d^nominateur,  aussi  obtcnue  ci-dessus,  qui  est  ^  ( — ri—) 

3a  /sin  m       sih  m\         .  .  ..  ,  .     .  a  /    1  1    \ 

I r —    se  rMuit  ^  son  premier  terme  s  ( — 5-- rr-  r 

m  \C08  m      coh  m/  ^  2  \cos^      coh*m/ 

Mnis,  d*upres  I'equation  (e,)  en  ?ii  ilev^e  au  cnrr^,  on  a 

I  —  cos-  m      coh*  m  —  1        .,  .       1  1  «  1  —  cos*  mi      ,. .     ^ 

z = r= »     dou — 1:7—=  2 5 r=2Ung*«. 

cos*wi  con*w  cos*m      con*w  cos*m 

quantite  ^ale  k  zero  pour  la  racine  m  =  0,  et  ^gaie  k  2  pour  toutes  ies 
autres,  dont  la  tangente  est  =  1 ;  on  sorte  qu*on  a 

0 


Z*r/s  =  a  • 


Substituant,  s^parant  la  partic  affect^e  de  a  et  abstrayant  la  racine  iii=0 
qui  annule  Z,  on  a  d^finitivement  pour  solution 

+  «  1  7, o  -  +  2j  —Zoos  —  } ;    ouZ  = r —  ; 

[*ia       3  « '       ^^  m  T   )  cos  m        con  w 

expression  ou  Ton  pourrait,  avec  une  tr^s  grande  approximation,  rem- 
placer  m  par  (^*~+~7)  ^»  ^^^^  l^s  series  x,  qui  scront  convergentes  vu  les 
denominateurs  mS  m;  en  donnant  &  n  toutes  les  valours  enti^rcs  de  ii  =  l 

29.  MouvemetiU  de  la  mime  barre^  quand  son  point  milieu  est  astrevii  k 
un  mouvement  transversal^  fonction  donnee  du  temps.  —  On  passera  du  cas 
pr^c^dent,  ou  ce  point  n*dprouvait  qu*un  d^placement  invariable  «,  k  celui 
ou  il  ^prouve  un  d^placement  variable 

«  =  F(/), 

par  la  m^ine  mithodc  de  Duhamd  qui  a  servi,  au  n"  S7|  k  passer  da  ess 
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d  une  force  constante  q  agissant  sur  ce  point,  au  cas  d*upe  force  variable 
q  =  f{i) ;  c'est-a-dire  que  : 

1«  L'on  fera  d'abord  «=F  (0)  dans  Texpression  corapljile  (i,)  afin  d'avoir 
pour  r^poqne  t  Ie3  d^placements  u  des  divers  points  de  Iq  barre,  determines 
tant  par  Tetat  initial  que  d^finissent  les  fonclions  f>  (z),  ^  (3),  que  par  le  petit 
deplacement  F  (0).  auquel  on  astreini  immMiatement  son  point  n^ilieu. 

2*"  Pour  evaluer,  afin  de  les  joindre  k  cette  premiere  partie  die  u,  les  autrcs 
parties  dues  a  la  suite  despetiis  d^placements  additionnels  F'(s)  dt  du  point 
central,  produisant  leurs  effets  pendant  des  temps  successivement  decrois- 
sants  ( —  f,  Ton  remplacera,  dans  la  partie  de  (1.)  affectec  de  a,  a  par 
F'  (i)  di,  t  par  t  —  j,  et  Ton  inlegrera  de  i  =  0  i  1  =  <.  11  en  resultera,  coranie 

onaP   0)-h  rF'(0d8  =  FW, 

u   0 

Itt  =  la  premiere  ligne  ou  le  premier  2j  de  (fj  -|- 
+  F(0)2j~Zcos h(n :>^K0+2^—  I    cos — ^ -'F'^^/e. 

La  masse  -  du  corps  suppose  uni  k  la  barre  n'entre  point  dans  celtc  for- 

mule  (js),  pas  plus  que  dans  la  formule  (i^)  dont  elle  est  d^duite.  Eile  est 
cependant  complete  si  le  mouveraent  obligatoire  design^  par  a  =  ¥  (t)  est 
uniforme,  car  alors,  Tinertie  de  Q  n*enlre  toujours  pps  en  jeu.  Mais  il  en 
sera  autrement  si  ce  mouvcment  est  varie\  car  I'inertie  dont  il  s*agit  fournira 

ime  force  variable F'  (t)  produisant  son  effet  comme  faisait  la  force  va- 

viMeq=^f(t)  dun"  27. 11  faudra  done  alors,  pour  completer  Texpression  (7*5) 
(ics  deplacements  u,  y  ajouter  les  trois  derniers  termes  de  la  formule  (z^)  de 

la  fin  du  m^me  num^ro  ou  Ton  aura  mis  —  -  F'  (0,  —  -  F'  (0),  el  —  -  F"  (i J 

9^9  9 

k  la  place  de  f(t)yf  (0),  /'  («).  Nous  n'insisterons  point  sur  cette  circonslance. 

30.  —  Autre  proce'de  plm  nimple  pour  evaluer  les  effets  d'impuUion  gra^ 
duee  duSy  soit  h  une  force,  soit  h  un  deplacement  obligatoire  variant  en  fonc- 
lion  donnee  du  temps,  -^  Ce  precede,  apergu  ou  entrevu  par  Poisson  en 
1818  (*),  mais  mis  en  lurai^re  ct  heureusement  transform^  par  M.  Phillips, 
dans  un  remarquable  M^moire  de  i884  (**),  donne  des  r^sultats  ordinaire- 
ment  plus  simples  que  le  proc^d^  general  de  Duhamel  des  n''*  27  et  29; 
mais  son  application  exige  que  les  fonctions  /'(<),  F(^)  du  temps  aient  des 
formes  particulieres,  susceptibles,  par  exemple,  en  les  multipliant  par  des 

(•)  Mdmoire  sur  le  mouvement  licafluidcs  ^lasliques^  etc.  (Mimoires  de  flnaiUut^  i.  U. 
Voir  Qu  S  %  intitule  Nouvelle  manikre,  etc.). 

(**)  Solution  de  divers  probl^inea  dana  lesquelt  lea  conditioM  impo$^e9  aux  extnhniUa 
den  corps  sont  dea  foncliom  donniea  du  tempa^  lu  le  15  fiivrier  1864  (Comptea  rendus, 
p.  317),  el  imprint^  au  Journal  de  mathc'matiquea  pures  et  appliqucea,  L  IX,  n*  de  j»n- 
^ic^  IK&i. 


• 
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lonclions  Iransceiidanles  ile  l'ab?icissc  2,coinme  celles  que  nous  avoiis  a^»;i.- 

lees  Z,  de  satisfaire  a  I'equalioii  aux  derivees  particlles  du  deuxienie  ordrc 

eii  t  et  du  qualrienie  oidre  qhz,  qui  regit  les  vibrations  Iransversales  dun. 

nous  nous  occupons.  Tel  les  sent  les  foiiclions  dc  t,  periodiques,  ou  ei[N> 

nentielles,  ou  enti^res  ne  dopassant  pas  le  second  degre. 

Donnons-en  un  exeniple  ou  la  fonclion  esl  periodique,  comnie  il  arrive . - 

neralenient  dans  les  mecanismes.  Supposons  que  la  barre  verlicalc  de  l.t:.- 

gueur  2a  et  de  poids  P,  appuyee  aux  deux  bouls,  que  nous  avoiis  considert- ' 

aux  numeros  precedents,  soit  aslreiiite,  en  son  point  milieu  z=^a,'d\\\ 

,  .       2ir       , 
mouvement  alternalif  d'une  periode —  et  d*excursion  *it\  comme  silemt.. 


CJ 


vement  elait  coniinande  par  une  extremile  d*une  lougue  bielle  horizoiil.ile 
rigide,   dont  I'autre  exireniile  serail  unic  au  boulon  d'une  inunivelle  J 
rayon  r;  en  sorle  (ju'on  ail,  pour  le  deplacemenl  oldigatoire  dc  ce  |«<jii.i 
milieu 

(/ij)  [n\.  ^„  -r  — r  cos  &,/. 

d'ou  successivenienl,  jKiuro/^O,  ^'  ~,  ^'.  "i- »  -^'» 

w^^  0,  }\   "Ir,  r,     0,     f\ 

Faisons 

T-  — -t-tt:  conniie  ci-dessus,  et  «o  -_  — . 
zgrA  r 

La  d^lerniinalion  des  deplacements  des  divers  points  de  la  barre  depomira 
de  la  solution  de  r6quation 


(/:.) 


,_+,._._0,  avocK-0,   (^_)^^_-0;^,-)^^.-0; 


{"f'o)  ainsi  qu'avec  (w).  ^ ^^  —.  r  —  r  cos  —  ; 

el  du  resle,  avec  des  conditions  iniliales  queh  onques 

pourvu  que  les  fonclions  f  et  'i>  soient  conipalibles  avec  les  qualre  roiiil«- 
tions  (/ji)  et  (m^)  aux  points  particulicrss-   (1,  z  ^n. 

Faisons 

la  parlie  //j  elant  composoe  de  nianiere  h  salisfiiire  a   IVqualioii  dillor.^i- 
fielle  et  aux  trois  condilion*^  (ij  ainsi  qu'a  celle  (m^),  ce  qui  e>l  iw.v'' 
d'apres   la  forjne  de  celle-ci,  aauf  a  mtreindrc  ensttUc  la  .<nmitie  w,  -I  - 
satisfaire  n  toulea,  y  compris  les  conditions  initiales  (w^). 

tlonnne  Fequation  du  4"  onlre  pent  etre  salisKiKo    par  tout  |.iu.Inii  .1- 
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fonctions  de  z  et  de  ^  tel  que  ceux  dont  nous  avons  fait  usage  jusqu*ici, 
mais  peutrdtre  aussieny  ajoutatit  toute  fonction  enti^re  de  z  d*undegr6  n*ex- 
c6dant  pas  le  troisi^me,  puisqu'une  pareille  fonclion  n'ajoute  rien  ni  k 

-~  ni  h  jr-^^  nous  essayerons,  les  D,C',.A',B'  6tantdes  constantes, 

(         tt4 =Do  +  D,2  -f  D,2»  +  D,«s  4- 

/  4-  (  C  sin—  4-  C;  COB — h  C,s^h  —  +  C;coh—  )(  A  —sm h  B'  cos  —  )  • 

on  a  successivement : 


1=0, C;  +  C;=:0,  puis  D,  =  0,  — C;  +  C;  =  0 ;  puis D,  +  5M=0,  C;cosn -f  C;cohn  =0 


»  «  ^    /        «*  \       ^.  /  .    IK      cos  n   ..  fu\  /  ..  T    .    n'<  ,  n/       ^'^  i 


La  condition  (m^),  &  rempliraussi  quel  que  soil  t,  donne 

D..|a  =  r,      A'  =  0.      B'C;  ^sinn-cos  n^)  =-r  • 

Tirant  les  valours  de  D^  deE'C^,  on  a,  en  substituant,  cette  expression 
cherch§e  de  la  premiere  partie  du  d^placement  u  : 

.    nz        .,  nz 

sin  —      sin  — 

a  a 

/3«       1  «*\  cosn        cohn       nU         ,  /— 

w.)  «  =r(  ^*  —  ^-,  1  —  r— ^ rr — cos— -»     oun=V«T; 

vFi;  «•!        ^2^      2^5^  sin  w      sih  n  r 

cos  n      coh  n 

expression  r&sultant  de  la  composition  d'un  d^placement  statique  ou  indi- 
pendant  du  temps  et  d'un  d^placement  p6riodique  ou  altcrnatif  k  p6riode 

sensible  — ,  g6n6ralen\ent  bien  plus  longue  que  celles  des  mouvements  in- 

tirieurs  d'une  infinite  d'ordres,  et  superposes,  qui  constituent  les  vibrations 

eiastiques. 

Pour  avoir  la  seconde  partie  de  u^  appel6e  U,  qui  donnera  ces  demiers 
mouvements,  substiluons  i  u  la  somme  m^  H-  U  dans  T^quation  diff&rentielle 
et  dans  les  conditions  (I,),  {ntg),  nous  aurons,  eu  6gard  &  ce  que  la  premiere 
partie,  u^  y  satisfait  dej^: 

.«..«=.,  „...=.,  (sx_.=..(^).„=..(»)...=.. 

35 
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Equations  satisraites  quel  que  soit  U  par  une  s^rie 

-^^V  a  fl'        a       ^         a  /  \     m*         t 

si  Ton  a 

Ci+C5  =  0,  — C,  +  C5  =  0,  CoCOsm  =  — Cjcohm,  Gosinm  =  — C,sihm. 

Les  trois  premieres  de  ces  ^galitSs  r^duisent  les  quatre  coefGcients  G  ao: 
seul,  Gq  qui  peut  6tre  fondu  avec  ceux  A%B',  en  faisanl  Co.Vco8f»=i: 
CoB'cosm  =  B;  et  les  deux  derniSres,  divis6es  Tune  par  rautre^  donnenl  IV 
quation  k  laquelle  doit  satisfaire  le  paramStre  m.  On  a  ainsi 

.    mz        ..  ffiu 

/  o.  -.N  sm —     sin  — 

(9.)        V=y\l    kAism'!^  +  Tic^'^\oii'i  =  —^--^; 
^^•'  ^^     \    m*        T  T  /  COS  m       coh  m 

les  m,  pour  les  termes  successifs  de  la  s6rie,  6tant  toutes  les  racines  il 
suffit  comme  aux  n^'"'  4,  etc.  de  celles  qui  sont  r^elies  et  positives)  de  Tequa- 
tion  transcendante 

,   ,  sin  m      sih  m      ^ 

('*«)  : —  =  0, 

^  *'  cos  m      coh  m 

Equation  pareille  h  celle  (^5)  k  laquelle  a  di^j^  conduit  le  probl^me  du  if  ^ 
et  qui  donne,  h  cela  pr^s  de  8  dix  milliSmes  pour  la  premiere  et  plus  petiu 
racine,  2  millioni^mes  pour  la  seconde,  etc.,  et  en  abstrayant  celle  m=0. 

HI  —  -r-  »       -7-  t        — r—  f 

4  4  5 


en  sorte  qu'on  peut  avec  une  approximation  suHisante  faire 

m  =  ( I  4-  T  j  7:,  et  prendre  le  ^  de  1  =  1  a  t  =  oe. 

Reste  k  determiner  les  coeflicients  A  et  B  de  Texpression  (9J  de  U.  de  ou- 
ni^re  5  satisfaire  aux  conditions  initiates 

(«.)  (U)/  =  0 = ?  W  -  Mt  =  o>  et  (|j  j^  ^  = + W. 

car  on  a  (^  j        =0  d'apres  Texpression  (/?,)  de  u,  |. 

Mettant  pour   les  premiers  membres  de  ces   Equations  leurs  valeoi^ 
VAZ  et  yBZ,  puis,  multiplianl  par  Idz  et  integrant  de  0  A  a,  teas  le$ 

termes  des  deui  series  disparaissent  hors  unseuleu  6gard  k  T^uation  (/*)'« 
en  m,  comme  dans  (oufcs  les  solutions  ci-dessus;  et  on  en  tire,  en  ntettant 


J 
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dans  le  second  membre  de  la  premiere,  pour  (Ui) ,  _o  sa  valeur  tirte  de 

(P.): 


.    nz        ,.nz 
sin  —      sin  — 
a  a 


Tdz 


WB 


J         fflJ    ,.        /3«      ls»\   ,       COSH       cohn(„.     .        jo  ^^'^^"" 

r"z*ds^^  '  \2a      2as/  sinn_siM    *  Pz'ffa 

Jo        *  cosn      cohn  Jo 

Les  parties  de  la  premiere  integrate  qui  ne  dependent  pas  de  f  {z)  se 

trouvent  toutes  calcul^es,  ainsi  que  le  d^nominateur  commun  I  Z^dz,mx 

numiros  pr^c^dents,  Mettant  les  valeurs  de  fi,A  dans  (^g)  U  et  ajoutant 
iPs)  ^i»  ^^  ^^^  '^  deplacement  cherch^  ti,  dont  nous  nous  dispenserons  d'^- 
crire  Texpression  facile  h  construire  ainsi. 

31.  —  Balancier  de  machine  h  vapeur  oscillant  auiour  d'une  situation 
horizontale;  sa  flexion,  sa  vibration  et  sa  resistance  quand  il  est  soitmis  h 
factum  et  h  rimpidsion  graduelle  de  forces  p^riodiquement  variabks  s'exer* 
gant  sur  ses  extntmites  par  des  hielles  restant  sensiblement  verticales.  —  Ce 
probl^me  est  plus  important  que  les  pr^cMents  (*). 

On  peut  bien  se  former  une  premiere  id^e  des  plus  grandes  dila- 
tations des  parties  d*une  pareille  pi^ce,  et,  par  suite,  des  dimensioris 
transyersales  k  lui  douner  pour  que  sa  mati^re  y  r^siste  d*une  ma- 
ni^re  permanente,  en  calculant  ses  flexions  sous  Taction  purement  sta- 
tique  des  forces,  approximativement  suppos6es  ^gales,  qui  agissent  aux 
extr§mit6s  et  dont  les  plus  grandes  iiitensit^s,  p^riodiquement  prises,  sont 
g^n^ralement  k  peu  pr^s  connues. 

On  peut  m^me  y  ajouter,  pour  un  peu  plus  d*approximation.  Taction  des 
poids  clq=pc{2  de  ses  616ments  et  mdme  celle  de  leurs  inerties,  d*intensit§s 

—  ^—  -grr  introduites  aussi  dans  le  calcul  comme  si  c'^taient  des  efforts 
9   9^ 

statiques,  en  attribuant  aux  diplacements  u  les  valeurs  foumies  par  la  solu- 
tion de  prenii&re  approximation  dont  nous  parlons.  On  n*aura  toujours 
ainsi,  ividemment,  quune  solution  incomplete,  car  les  vibrations  transver- 
sales  de  divers  ordres,  dues  k  la  variability  des  efforts  et  k  leur  transmis- 


(*)  Tredgold  a  k\&  le  premier,  nous  le  croyons,  k  toettre  quelques  idto  thteriques  sur 
ce  sujet  d^licat  (Ewii  sur  la  force  du  fer  fondu,  section  xi,  n**  257,  262,  289,  294).  Mais  oe 
n'^tait  de  la  part  du  c6l^re  iug^nieur  qu'un  t&tonnement,  car  il  assimile  inexactemcnt 
Taction  gradute  des  bielles  A  des  chocs  lorsque  d'abord  il  conseiUe,  A  propos  des  tiges  des 
pistODs  moteurs  (sans  doute  en  appliquant  le  principe  avanc^  par  Young,  toonc6  k  la 
deuxiteie  sous-note  du  n*  1  ci-dessus)  de  ne  jamais  donner  d  ces  tiges  une  viiesse  de  plus 
de  i",52  par  seconde  <  afln  que  le  refoulement  de  son  propre  poids  n*y  produise  pas 
d'alt^tion  permanente;  >  et  puis  ensuite  lorsque,  pour  les  balanciers,  il  calcule  la  section 
k  leur  donner  de  la  m6me  mani^e  que  si,  encastris  k  Tendroit  autour  duqnel  Us  toument, 
iU  ^talent  heurtte,  A  I'endroit  qui  revolt  le  mouTement,  par  un  poids  6gal  k  la  pression  du 
piston,  anim^  de  sa  vitease,  dans  Tinstant  oi*i  le  produit  de  ces  deux  quanitUs  est  le  plus 
Krand  possible,  etc. 
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sion  non  insiantan^e,  augmentent  ces  dilatations  partielles  et  le  danger  da 
ruptures  ou  des  Enervations  qu*elles  peuvent  amener,  ou  imm^diatement  oa 
k  la  longue. 

II  est  done  desirable  de  savoir  r^soudre  le  problEme  du  calcul  complet  de 
ces  vibrations. 

On  ne  pourrait  y  arriver  exactement  (comme  Tobserve  H.  Phillips  pour 
un  problEme  plus  simple,  celui  de  la  resistance  longitudinale  d'une  bielle- 
qu*en  tenant  compte  des  circonstances  de  la  distribution  de  la  vapeur  sous 
le  piston  uni  k  la  bielle  motrice,  etc.,  et  aussi,  en  attribuant  k  la  bielie 
opposie  ou  opfiratride  un  mouvement  en  rapport  avec  celui  de  la  manivelk 
du  volant  qu*elle  doit  faire  mouvoir,  etc. 

Maisi  comme  ce  dernier  mouvement  pent  Etre  attribuE  aussi  k  une  force 
de  reaction  sensiblement  constante  de  la  roue  op^ratrice,  mont^e  sar  Tarbrf 
du  volant,  ce  qui  donne  k  TefTort  de  la  bielle  une  loi  p^riodique  assez  simple, 
nous  attribuerons  la  mSme  loi  k  la  force  motrice  agissant  du  c6to  oppose: 
et  nous  donnerons,  en  adoptant  de  pareilles  suppositions,  tout  au  moins  one 
idie  de  la  mani^re  dont  la  solution  de  ce  problSme  pourrait  £tre  utilement 
obtenue. 

Supposons  que  le  balancier  soit  prismatique  (vu  que  le  m£me  calcul, 

avec  un  peu  plus  de  complication  seulement,  pourrait  6tre  appliqu^  k  un 

balancier  k  coupe  longitudinale  doublement  parabolique  ou  d*^le  rteis- 

p 
tance).  Supposons  ses  deux  bras  6gaux  chacun  &  a,  sa  masse  =  -.  Appeloos 

toujours  E  reiasticite  longitudinale  de  ses  fibres,  1  le  moment  d'inerlie  de 
sa  section  quelconque  <t  ;  u  les  d^placements  verticaux  des  points  de  soa 
bras  moteur  ou  de  droite;  u^  ceux  de  son  bras  op^rateur  ou  de  gauche,  k 
des  distances  z  et  z^  du  pivot  pris  conune  origine  commune  de  ces  abscisses 
compties  dans  deux  sens  opposes;  et  appelons  9,  ^p  les  efforts  verticaux  de 
traction,  dans  les  sens  u,  i/^  exerc^s  par  les  bielles.  Les  Equations  k  r^soudre 
seront,  en  abstrayant  ici  les  pesanteurs  des  bras  ainsi  que  celles  des  bielles 
de  transmission  des  efforts  : 

Bras  de  droite  t«  ^  -f-  a*  ^  =  0, 

'    j      Bras  de  gauche  t«-^+o*-^=0, 

a'ec         («.),,  ^,=o.@)        =0.   EI  (I;;!)        +,.  =  0. 

et  avec  ces  conditions  de  raccordement  des  deux  bras  se  joignant  k  Ton- 
gine  des  z  et  Z|  : 
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ainsi  qu'avec  ces  conditions  initiates  quelconques,  mais  de  formes  telles 
qu'elles  soient  compatibles  avec  les  autres  conditions  poshes: 


fdu    \ 


Quant  k  la  forme  ft  assignor  aux  expressions  des  efforts  verticaux  q  et  91 
exerc^s  par  les  bielles,  observons  que  si,  du  cdt^  gauche,  Ton  appelle  — Q^ 
Teffort  op^rateur  qu*exerce,  tangeutiellement  k  sa  circonf&rence,  une  roue 
mont§e  sur  Tarbre  du  volant,  et  d*un  rayon  6gal  k  la  longueur  r^  de  la  mani- 
velle,  effort  qui  est  rendu  sensiblement  constant  lorsque  le  volant  a  un  mo- 
ment d*inertie  de  grandeur  suffisante,  et  si  u  est  la  vitesse  angulaire  de  la 
manivelle,  on  doit  prendre ,  le  temps  t  itant  suppose  compt6  k  partir  de 
rinstant  ou  celle-ci  est  horizontale,    ' 

^1  =  —  2Qi  cos  tat. 

En  effet  ^i  devra  avoir  son  maximum  n^gatif  pour  Tangle  U=0,  son 
maximum  positif  pour  &)^=k:  il  devra   6tre  nul   aux  points  marts  ou 

eu(  =  -  et  -^  ;  enfin,  comme  I'espace  parcouru  verticalement  par  le  bouton 
de  la  manivelle  pendant  le  temps  dt  est  tar^  dtcosu^  le  travail  de  la  force  ^^ 

pendant  le  parcours  d*une  demi-circonfi&rence  est  r^   I     g^  cosuf  d  (uQ;  inte- 

"i 

grale  qui,  si  Ton  y  fait  ^1= — 2Q|Cpsu<  est  justement  igale  k  — Q^nr^ 
c'est-&-dire  au  travail  de  la  force  tangentielle  constante  —  Qi ;  en  sorte  que 
Texpression  posie  pour  q^  est  bien  ce  qu*il  faut  pour  que  cette  force  verti- 
cale  entretienne  le  mouvement  du  m^canisme  en  fournissant,  k  la  fin  de 
cliaque  p^riode,  le  travail  op^rateur  qui  a  kik  d^pens^  pendant  sa  dur^e. 

Or,  du  cdte  droit,  on  pent  attribuer  approximalivement  la  m^me  loi  k 
Teffort  moteur  q  s'exer^ant  au  moyen  du  piston  d*une  machine  k  double 
eflet,  tantdt  dans  un  sens,  tant6t  dans  le  sens  opposi,  et  qui  a  aussi  deux 
points  morts  et  deux  points  de  valeurs  maxima  Tune  positive,  I'autre  negative. 

Nous  mettrons  en  consequence,  dans  la  4"  et  la  S^  Equation  (yg),  pour  les 
deux  forces  9  et  91,  eu  6gard  k  ce  que,  tantdt  tractions,  tantdt  impulsions, 
elles  ne  changent  de  signe  qu*ensemble,  aveccos  »£: 

9  =  2Q  cos  ft>/,  9i  =  2Q|  cos  u^, 

ou  nous  ferons  «  =  — »        t*  elant  =:  ^r-iTi  • 
Nous  poserons 
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rinconnue  auxiliaire  v  devanl  satisfaire  d*abord  k  T^quation  difl&reatielk 
(y^)  en  tt,  ce  qu*elle  fera  si  Ton  prend*  les  C  etant  des  constantes, 

tJ=  I  C  sin hC  cos hC^sih h  C*'coh—  )  cos  — ; 

\  a  a  a  aj         x 

expression  qui  satisfera  aussi  aux  trois  conditions  particuli^res  (y^  en  «,  s. 
cos  quatre  constantes  ont  entre  elles  les  relations 

f         €'  +  ^'=0,  — Csinn  — C'cosn-+-C*sihn  +  C"cohii=0, 
i         EI^(— Ccosn  +  C'sinn-fC'cohn  +  C'"sihfi)  +  2Q=0. 

Nous  ferons  usage  dans  la  recherche  des  valeura  de  v  et  v^  en  s,  z^  el «, 
et  ensuite  de  U  et  l}|  en  2,  z^  et  une  autre  constante  m,  des  notations  abre- 
viatives : 

sinnzzzs',        cosn=c,        sihn=V,        cohji:=ik' 

sin  —  =« ,:      cos  —  =  c't     sin  —  =  «,      con  —  =  il 

sinm=:5,         cosm  =  c,        sihm=A        oohm  =  & 

mz  mz  .,  9712      ,  ,  mz      . 

sin  —  =  «  ,      cos  —  =  c  ,    sin  —  ==«  ,    con  —  =  «  . 
a        a  a         a  as  a        * 

Les  deux  premieres  conditions  (c^)  donnent  C  et  C'  en  C  et  C,  d*ou 

(e^)  „^|^c«,  +  C''^,+  -^;-j-p-(*,  -c,)J  cos  —  ; 

et  la  troisieme  condition  (c^)  donne  entre  les  deux  coefficients  subsistaals 
C  et  C"  la  relation  (vu  c'*H- «'*=!,  *'»— fc'«  =  l)  : 

Pour  le  bras  de  gauche  on  trouvera  analogiquement  une  expression 

avecune.re;lation 

Pour  determiner  C,  C",  CpC'i,  il  faut  deux  autres  Equations:  elles  seroot 
fournies  par  les  deux  conditions  de  raccordement  (z^  des  deux  bras*  tppli* 

qu^es  &  V  et  &  Vi  au  lieu  de  u  et  ti.  d*ou  en  divisant  par  -  ou  -z  el  par  cos  — * 


((/•) 


"'(^"Oo^Oo^''      (C-fCJ+(C-  +  C-)=0 
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En  combinant  la  somme  des  deux  Equations  (f^),  (f\)  avec  celle  (g^),  on 
obtient  immediatement  les  valeurs  de  G-f-Cj,  C'-hCp  En  combinant  leur 
difference  avec  Tequation  (g^^)  on  obtient  C — Cj,  G"  —  G",;  d'ou,  facilement, 
les  quatre  inconnues  C.  En  les  substituant  dans  (e^\  (e^^)  Ton  a  pour  les 
premieres  partie  v,  Vi  des  inconnues  u,  u^  eu  ^gard  h  ce  que  n=^^^ 


V  = 


L.[_si„L»  +  sihl%(.+;o(«,s?-coh^)]j 

Vj  =  la  mSme  chose  en  mettant  Zi  pour  2  et  donnant  le  signe  —  au 
^premier  des  deux  termes  entre  accolades. 

Reste  h  caiculer  U,U|.  La  regie  g^n^rale  pour  obtenir  ces  sortes  da 
secondes  parties  est  simplement  d*imposer  aux  sommes  telles  quev  +  U, 
v^  -h  U|  de  satisfaire  h  toutes  les  equations  et  conditions  du  probleme^  sauf, 
apres  les  avoir  posees^  h  en  re'duire  V eocpression  en  raison  de  ce  a  quoi  les 
parties  v,  v^  satisfont  dejh;  reduction  qui  ne  modifiera,  ici,  que  les  condi- 

tions  telles  que  EI  |  j-^ )  +2Qcos  u^=0,  en  faisant  simplement disparattre, 

comme  on  le  d^sirait,  leur  terme  affects  du  temps.  On  aura  ainsi 

[avec  la  m^me  chose  en  U|  et  z^ ;  et  avec  les  conditions  de  raccordement  (zg) 
I    ayant  U,  U|  au  lieu  de  ti,  u, ; 

enfin  avec  les  conditions  initiates  suivantes,  puisque  si  Ton  fait  ^=0  dans 
les(^g)  r,  Vj,  on  a  leur  valeurpour  cosut  =  1,  et  leurs  d6riv6es  en  i  nulles  : 

On  satisfera  k  la  premiere  ligne  de  (/,),  les  A,B,C  6tant  des  constantes, 
par 


U=7jZT,    ouT=A— rsm hBcos  — ; 


^  Z  ==  Go  sm h  C,  cos \-  C.  sih h  t^s  coh  —  ;    • 
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d*oiji  Ton  peut  tirer  trois  des  coefficients  C,  comme  multiples  du  quathtee; 
et  comme  celui-ci  se  trouvera  fondu  dans  les  A,  B  de  T,  on  peut  Tahstraiit 
et  prendre  en  consequence 

(y  Z==(l4-«^4-^*)sin^  +  (l-«/r  +  cJl)sihJ^  +  («it-cfc)^C06y— cohy)- 

La  deuxi^me  ligne  de  (fe)  sera  satisfaite  par 

U|  =  2  ZjT|,  oil  Z|  =  una  expression  comme  (l^)  avec  Sj  au  lieu  de  s. 

Quant  aux  conditions  de  raccordement  {z^)  avec  U  et  U^  pour  u  et  u,,  a 
remplir  quel  que  soit  le  temps,  comme  la  seconde  sera 

il  faudra  qu'on  ait 

T,=:T 

ou  les  mfimes  coefficients  A,  B  des  termes  en  sin — ,  cos  —  dans  U|  que 

T  T 

dans  D* 

TT  I  -H  I -s-M  =0  revientt  par 

^2/0        \^2i/0 


une  raison  semblable,  Si  0=2—  (1h-sAh-cA-|-1 — sfcH-cfc),  cequi  donne 

km 

ensupprimant  le  facteur  —  nc  fournissant  qu*une  racine  m=Oetrangerea 

notre  probl^me, 
(wij)  1  -f-  cos  m  coh  m  =  0. 

C*est  r^quation  transcendante  tr^s  simple  donnte  par  Poisson,  dans  sa 
solution  du  probl^me  des  vibrations  d*une  barre  libre  aux  deux  bouts  (*)  el 
dej&  trouvSe  par  D.  Bernouilli  (**)  et  par  Euler  (***),  qui  sans  s*occupert 
comme  Poisson,  de  leurs  amplitudes  et  de  comparer  sous  ce  rapport  celles 
de  divers  ordres  qui  se  superposent,  dStermioaient  surtout  la  durtt  ou  le 
wa  fondamental  de  la  vibration  ayant  la  plus  longue  piriode. 

Cost  cette  Equation  (m^)  qui  foumira,  par  ses  racines  en  nombre  infini, 

les  valeurs  de  mk  mettre  dans  les  termes  successifs  des  s^ies  VexpriniaDl 
Detune*")- 


n  Uicanique,  S«  MitiOD,  1833,  n*  521,  Equation  (a),  p.  377. 
(**)  Acadimie  de  Saint-P^tenbourg,  volume  de  1741-1743. 

(***)  Methodus  inveniendif  etc AddUamentum  de  curvis  eia$ticii,  1744,  n*  70,  p.  V^^ 

(.****)  Comme  cohm  est  totigours  positif,  les  cosm  ne  peureni  6tre  que  n^tirs,  et  les  ■ 

DO  peavent  6tre  compris  qu'entre  b  et  ^  i  y  ^^  7  '    T^^"^ ^^™  '^^'^  ^'^^' 
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hr<MB 


mH 
Les  coefficients  A,  B  du  sinus  et  du  cosinus  de  —  devant  satisfaire  k 

T 

2]BZ=(U)^_Q,  2il*2=("^)       »auront,  d'aprfes  les  expressions  g6nfe- 
rales  (nj  du  n«  9,  B=  fl{u)^^^d({,  A=fl(^\  _  dq  divis^s  par* 


Z'dq,  et  d'apr^s  (jg),  les  valeurs: 
q 


.-.,     ^  0  Jo     *     ' 


A  = 


mSme  dtoominateur 


Les  deux  parties  du  d^nominateur  sont  6gales  et  pourront  itre  calcultes 
d'apr^s  Texpression  (/,)  de  Z. 

Nous  n*insisterons  pas  sur  la  solution,  dont  nous  croyons  avoir  pos6  leB 
bases,  de  ce  probl^me  complexe  et  d61icat,  solution  qui,  unefois  d6velopp£e, 
foumira  la  coimaissance  des  plus  grandes  dilatations  k  contenir  dans  de 
justes  limites,  en  r^glant  les  dimensions  de  cet  organe  de  m^canisme,  sou- 
mis  k  des  forces  toujours  variables,  le  faisant  fl^chir  et  vibrer  alternative^ 
ment  dans  deux  sens  opposes. 

52.  —  Applicatiom  numiriques  des  precedentes  solutions  rigoureuses  de 
prohlhnes  de  resistance  vive  d'une  barre  e'kistique  brusquement  heurtee.  — 
Courbes  representatives  du  mouvement  des  points  de  cette  barre.  —  Nous 
prendrons  pour  exemple  la  barre  appuy^e  aux  deux  bouts  et  heurt^e  au 
milieu,  consid^r^e  au  n"*  6,  et  au  n^  25  ou  on  la  envisag^e  dans  des  circon- 
stances  difC^rentes. 

Au  n<^6,  ou  nous  avons  abstrait  sa  pesanteur  (dont  Teflet  est  souvent 
negligeable  et  est  m^me  nul  si  elle  est  heurt^e  horizontalement),  il  a  et^ 
trouv^  pour  le  dSplacement  transversal  u  k  une  distance  z  de  I'extr^mit^ 
immobile  de  chacune  des  deux  moiti^s  de  la  barre  prismatique  d*une  lon- 
gueur 2a,  d*un  poids  P,  hcurt^e  au  milieu  avec  une  vitesse  Y  par  un  corps 
dun  poids  Q,  une  expression  (e|)   ou  le  premier  terme  du  d^nomina- 

2P 
teur  peut,  d*apris  T^quation  en  m,  Aire  remplac^  par  —  ce  qui  donne,  en 


pour  ces  diverses  valeurs 

m  =1,88638;  7.85475;  14,13717;  20.42035;  26,70354;  32.98672;  39,26991;  45,55309;... 
d'ou  environ 

m«=    3,557;      61,70;       199,8;       417,0;       712,0;     1088,3;     1542,1;     2975,1;... 

On  voit  que  les  p&riodes  — ^  des  vibrations  seront  rapidement  d^croissantes  d'un  terme 
de  la  sine  £  au  terme  suivant. 
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divisant  par  Vt=  \k/~L  qui  est  une  constante  donu^e. 


sm 


mz 


(p.) 


u y   4 


Vt 


4 


cosm 


sih  — 
a 

cohm 


1 


1 


f 


2  P 


sin  m*  - ; 


CDS'*  m      coh'*  m      m'*  Q 


Le  signe  V  s*^tendant  &  toutes  les  racines  r§elles  et  positiyes  de  l*6qiM- 
tion 


(9e) 


m 


(sinm      sih  m\ 
cosm      cohm/ 


2P 

u 


Commeti  estune  ligne,  Vune  vitesse,  c*est-&-dire  le  quolient d*une  ligne  par 

un  temps,  et  run  temps,  les  di verses  valeurs  du second membre  de  (p^  sonl 

p 

des  nombres  qui,  une  fois  calculus  pour  diverses  grandeurs  du  rapport  -* 

donneront  la  suite  des  dSplacements  u  des  divers  points  de  la  barre  pour 
des  grandeurs  quelconques  de  son  poids  P,  de  son  61asticit6  de  flexioa  El  ei 
de  la  Vitesse  V  du  corps  qui  Taura  heurtee. 

Afin  de  r^soudre  Tequation  en  m,  nous  avons,  par  le  calcul  d*nii« 
suite  de  valeurs  de  m  (tang  m  —  tah  m)  pour  des  valeurs  de  m  compri- 
ses entre  t  ^t  ^,  -?-  et -^r » --^  et  -^t*.*.  determine  de  premieres  approximj- 

4      J    4       J     4        J 
tions  que  la  mithode  naturelle  et  prompte   d'approiimations  successives 
nous  a  permis  de  resserrer;  d*ou  ce  tableau,  ou 

wiq,    m,,    wij,    m,, ... 

sont  ies  valeurs  de  m  par  ordre  croissant  de  grandeur 


Pour  g  trto  petit 

mo 

^i 

w. 

w's 

»u 

«j 

J 

(¥)' 

5Tr        4   P 

4  "^SttQ 

9ir         4  P 
4  '*'9kQ 

13ir        4   P 
4  "*"l5icii 

P       1 

0.73155 

3.95152 

7.08250 

10.21980 

13.55913 

16.49932 

m  uiJi^ 

1 
""4 

0.90428 

3.98564 

7.10260 

10.23595 

13.37008 

16.50590 

l$».6*T« 

1 
""2 

1 .04799 

4.05652 

7  15400 

10.25604 

13.58770 

16.5«»  I9.«:  • 

=  1 
Tris  grand 

1.19161 
1.519018 

4.1 1972 
4.25720 

2  V       '2P/ 

7.18994 
7.28084 

2  V     2P/ 

10.29839 
10.57041 

2  y   2IV 

15.42003 
15.48020 

16.55021, 
I6.G0045 

.   •  •   • 
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Si,  pour  avoir  la  fleche  dynamique  de  courbure,  que  nous  appellerons 

nous  nous  bornons  a  un  seul  terme  de  la  s^rie  V,  savoir,  au  plus  influent 

de  beaucoup,  le  premier,  celui  ou  entre  la  racine  m^^  cette  valeur  maximum 
des  d^placements  produits  par  le  choc  sera  Texpression  (pe)  pour  z  =  a  ei 

pour  sin  —  =  1 ,  d*ou,  en  rempla^ant  le  numiraleur  par  -77 : 


•^2P    »\cos*mo      coh-iMo/ 


m 


Hais  rien  ne  dit  que  la  somme  yj  ait  son  maximum  pour  la  valeur  =  1 

de  tons  les  sinus,  qui  prennent,  d'ailleurs,  cette  valeur  k  des  instants  difr§- 
rents;  et  il  convient,  pour  d'autres  raisons  encore,  de  connaitre  les  formes 
successives  que  prend  k  divers  instants  la  barre  heurt^e. 

■Pour  obtenir,  &  cet  effet,  en  cinq  points  de  chaque  demi-barre,  savoir  les 
points 

(rj)  z  =    0,2c,        0,4a        0,6a,        0,8a,        a  (le  milieu), 

u  t 

les  valeurs  (»«)  de  rr  relatives  k  auiant  d*instants  ou  de  valeurs  de  -  qu  on 

Vt  t 

veut,  un  calcul  tout  num6rique  aurait  ki&  extr6mement  long.  Nous  y  avons 

done  suppl^^  par  une  m^thode  graphique :  elle  consiste  k  tracer  d'abord  une 

suite  de  sinusoides  qui  ont  l""  pour  bases  ou  demi-spires  les  moities 

m* 

des  temps,  diviste  par  r,  des  p^riodes  d'oscillation,  ou  de  ce  qui,  ajout^  k 
une  valeur  quelconque  de  -,fait  repasser  sin —  par  les  mSmes  grandeurs ; 
2<»  pour  hauteurs,  ou  plus  grandes  ordonn^es,  les  valeurs  des  parties  de 
^fournies  par  les  1~,  2%  3^...  teimes  de  la  s^rie  (pe)  qui  r^pondent  i 

sin  —  =  1.  One  fois  ces  sinusoides  trac^es,  ce  qui  est  tr^s  facile  k  faire 

T 

avec  toute  Texactitude  desirable,  si  on  les  met  les  uues  au-dessus  des  autres 
et  si  Ton  additionne,  au  compas,  eu  ^gard  aux  signes,  les  uns  positifs,  les 
autres  n^gatifs,  leurs  diverses  ordonn^es  repondanl  a  une  mime  abscisse 

quelconque  -,  tfn  aura,  pour  le  temps  t  correspondant,  qui  s*est  icoul6  de- 
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puis  rinstant  i=0  de  i*acte  du.choc,  la  valeur  de  rr-  ou  le  deplacemesi 

transversal  u  subi  par  un  quelconque  des  cinq  points  (r«)  de  chaqae  desii- 
barre.  Voici  le  tableau  des  bases  et  des  hauteurs  calculus  des  coorbes  si- 
nusoidales. 

Bases  -^  des  sinusoldes. 


Pour  m  = 

tnQ 

m. 

m. 

fW, 

fW4 

«t 

1.. 
2... 

2.860460 

2.218492 
1.803982 

0.192813 

0.185103 
0.174081 

0.061728 

0.060770 
0.059263 

0.029864 

0.029622 
0.020212 

0.017528 

0.017442 
0.017288 

0.011508 

0.0114<» 
0.011400 

Hauteurs  — = 


1      .    fits         1      ..  »« 

,    ■        sin r^  sin  — 

4  cosm        a       cohm        a 


m" 


1 


-f 


2  P 


des  sinusoides. 


oos'm      coh^m  ^  m'Q 


Pour  m  = 


P 
Q 


1 
2 


5- 


I' 


-=0.2 
a 

0.4 

0.6 

0.8 

1 


-  =0.2 
a 

0.4 

0.6 

0.8 

1 


-  =0.2 
a 

0.4 

0.6 

0.8 

1 


Wo 


0.218451 

9.418463 
0.581994 
0.691812 
0.731794 

0.141875 

0.271440 
0.376876 
0.447171 
0.472516 

0.087462 

0.167095 
0.131491 
0.274039 
0.289243 


tn. 


—0.028037 

—0.059118 

—0.029091 

—0  007100 

0.005661 

—0.023132 

—0.032139 

— 0  022423 

—0.002807 

0.008358 

—0.017521 

—0.023611 

—0.014885 

0.001146 

0.009928 


"4 


0.007112 

0.001980 
—0.006813 
—0.005073 

0.000666 

0.006466 

0.001662 
—0.006251 
—0.004267 

0.001119 

0.005463 

0.001212 
— p.005338 
—0.003128 

0.001638 


m. 


—0.002205 

9.002035 

0.000295 

—0.001069 

0.000163 

—0.002060 

0.001932 

0.000218 

—0.002554 

0.009291 

-O.001816 

0.001749 

0.000107 

—0.002024 

0  000468 


ffii 


0.000509 

-0.000907 
0.001111 

—0.001140 
0.000057 

0.000477 

—0.000857 
0.001057 

—0.001094 
0.000105 

0.000805 

—0.000769 
0.000959 

-0.001008 
0.000179 


»» 


0.00009^ 

—0  000194 

O.OOO^ 

—0.0005X3 

O.O00014S 

— 0.000194 

O.OOOiJC 

— o.ooa>« 
0.00004: 

0.000097 

—0.000191 
O.OOOiTX 

— O.OOOoTO 
0.0000)^ 


Nos  sinusoides  ont  6t6  tracees  k  r^chelle  de  0'",20''  pour  les  valeurs  I. 

soit  des  abscisses,  soit  des  ordonn^es,  ce  qui  fait  deux  centimetres  pour 

t  u 

cliaque  -  =  0, 1  el  chaque  r.-  =  0, 1 .  Nous  avons  obtcnu  ainsi,  dans  ciia- 


Vt 


cune  des  trois  hypotheses  ?=;=  ^,  F  =  Q,  P=  2Q,  deux  series  de  courbc!). 


J 
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Les  courbes  de  la  premiere  s^rie  donnent,  par  leurs  ordonn^es  r^pondant 
h  des  abscisses  -  qui  croissent  de  0,05  en  0,05,  et  pour  chacun  des  cinq 

T 

U  t 

points  de  la  demi-barre,  la  suite  des  valeurs  de^jusqu*^- =  2,25  pour 

f  T  T 

les  deux  premiers  cas  et-  =  1,9  pour  le  troisifime.  Ces  cinq  courbes  par- 

tant  du  mfime  point  (ti=0,  <  =  0)  ne  reviennent,  au  bout  de  ces  temps^ 

couper  Taxe  des  abscisses  Tr-=0,  qu*en  des  points  l^gdrement  difT^rents 

les  uns  des  autres,  ce  qui  montre  qu'&  aucun  instant  la  barre  ne  retoume 
exactement  k  son  6tat  primitif.  Ces  courbes,  reprisentant  la  loi  et  la  suite 
du  mouvement  de  chacun  des  cinq  points,  sont  fort  sinueuses;  cela  Tient  de 
ce  que  le  mouvement  risulte  de  la  superposition  de  vibrations  ayant  des 
dur^es  et  des  amplitudes  de  moins  en  moins  grandes,  dont  chacune  a  son 
rebond  bien  avant  celui  de  Foscillation  principale  provenant  du  premier 

terme  du  V  ou  de  la  valeur  m^  de  m. 

Toutes  ces  courbes  serpentantes  sont,  pour  t=  0,  ou  k  Torigine,  tangentes 
k  i*axe  des  abscisses,  avec  lequel,  m^me,  elles  se  confondent  dans  de  trte 
petites  ^tendues,  parce  que  T^branlement  ne  se  transmet  pas  instantan^- 
ment  du  point  milieu  aux  points  d'appui. 

U  y  a  exception,  bien  entendu,  pour  les  courbes  relatives  k  z=0.  La 
tangente  y  fait  un  angle  demi-droit  avec  Taxe ;  et  cela  devait  6tre,  car,  k 
I'instant  initial,  les  vitesses  ne  sont  nulles  qu*en  exceptant  le  point  milieu 

qui  regoit  le  choc,  et  ofi  -7-  =  V ;  ce  qui  donne  bien  1  pour  la  tangente  tri^* 

at 

u  t 

gonomitrique,  quotient  de  (f  rr-  par  d  -,de  Tangle  fait  avec  I'axe  des  abscis- 

Vt  t 

ses  par  le  premier  Aliment  de  la  courbe  representative  du  mouvement  du 
point  milieu. 

Ces  courbes,  surtout  pour  les  points  proches  des  appuis,  s'il^vent  mdme 
d'abord  au-dessus  de  Taxe  des  abscisses  u=0,  aussitdt  s*en  dtre  d§tach6esi 
en  sorte  que,  par  une  sorte  de  reaction,  les  u  commencent  par  y  dtre  n^ga- 
tifs.  C'est  ce  que  nous  avons  rendu  tr^s  sensible,  ainsi  que  le  retard  de  la 
mise  en  mouvement  aux  points  proches  des  appuis,  par  un  dessin  special 
ou  les  ^chelles  sont  25  fois  plus  grandes,  mais  011  les  cinq  courbes  ne  s'^ 

tendentque  jusqu'Ji  Tinstant-  =0,  i  (*). 

T 

33.  Sttito  de$  appliccUions^  Courbes  donnant  lei  formes  eucceesivement 
prues  par  la  barre  heurlee.  Plus  grande  fieche  au  miUeu.  —  Ces  courbes. 


(*)  Les  planches,  trap  grandes  pour  tronver  place  ici,  sont  graftes  depuis  longtemps 
Nous  espmns  les  dire  paraltre  dans  an  des  prochains  Tolnmes  des  Mimoires  de  CAca-- 
dimit. 
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qui  sont  celles  de  la  deuxihne  sMe  dont  nous  avons  parle,  se  composot 

avec  les  mdmes  ordonn^es  rr-  que  les  courbes  de  mouvement  ou  de  la  pn- 

Yt 

mi^re  serie,  mais  ces  ordonn^es  6tant  co'ntemporaineSy  ou  relatiYes,  per 
chaque  courbe,  k  une  seule  Yaleur  de  - ;  et  les  abscisses  ^lant  maintaumi. 

T 

non  plus  les  temps,  mais  les  distances  z= 0,2a,  0,4a,  0,6a,  0,8a,  a,  ds 
points  de  la  barre  k  cbacune  de  ses  extr^mitds.  Ces  courbes  donneni  h 
^tats  successifs  de  la  barre  (avec  amplification  de  ses  flexions)  depuis  !¥ 

stant  du  choc,  jusqu'it  celui  oil  le  d^placement  total  ^  au  milieu  deTien(  V 

Yt 

plus  grand  possible,  en  allant  un  pen  au  delii,  ou  dans  le  commencement 
du  second  quart  de  p^riode  qui  est  le  temps  du  rciour.  H^me,  pour  le  cis 

P=Q,  un  second  dessin  donne  les  6tats  jusqu*i  un  instant-  =2.35  ou  k 

T 

retour  k  I'itat  primitif  se  trouYe  accompli  et  l^gerement  dipass^. 
Les  courbes  des  cas  P=  ^  Qet  P=:2Q  ont  ^t^  (racies  de  t=0,iTeo 

^  ==  0,  It.  On  en  a  trace  deux  fois  plus,  ou  k  des  intervalles  t=0,05r  pour 
le  cas  P=:  Q. 

Elles  tournent  gtofiralement  leur  concaviti  en  haut;  cependant,  au  point 
z=  0, 2  a,  par  suite  des  reactions  ou  rebonds  dont  nous  aYons  parl^.  elles 
tournent  leur  convexity.  Pour  les  courbes  ^  =  0,  3t,  la  courbure  au  miliA 
disparalt,  et  m6me  se  pr^sente  dans  un  sens  oppose  k  celui  qu'dle  avih 
pour  t  =  0,1  T,  et  qu*elle  reprend  ensuiteJl  partir  de  t=  0,4r.  Ces  singnlt- 
rit^s  remarquables  proviennent  des  oscillations  des  2*,  3*,...  ordres,  seso- 
perposant  k  celles  du  premier. 

Nous  avons  obtenu  ainsi  la  plus  grande  fl^che  centrale  de  courbure  exac- 

tement,  ou  avec  un  nombre  suffisant  de  termes  de  la  s^rie  ^,  pour  les  tn)b 

I 
cas  P  =  Q  Q,  Q)  2  Q.  Comma  elle  est  k  tres  pen  pr5s  ce  qui  yient  du  premier 


terme  oi^  fn=rmo,  nous  avons  compl^t^  le  tableau  suivant  en  calculant,  pour 


les  cas  P      7  Q  et  4Q,  ce  seul  terme. 

4 

Pour§  = 

1 
S 

1 
2 

1 

2 

4 

La  plus  grande  fltehe  u^  = 
a  lieu  environ  poor  1  = 

I.OOIYt 
1.92t 

0.739YT 

0.477YT 
i.iSr 

0.»7Yr 
0.82r 

O.I«7Vr 
0.7»r 

54.  —  Suite  des  applications,  —  Plus  grande  courbure  prise  par  la  barre 
heurte'e^  et  ccUcul  de  la  resistance  vive  ou  dtnamique  de  eette  barre  sowsiiffi 
une  impulsion   trauwersale   brusque.  —  Ce  cnlcuLde  resistance  se  fond<*» 
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comme  on  sait,  sur  la  connaissance  non  de  la  fl^che^  mais  de  la  plus  grande 
courbure  prise  par  la  fibre  moyenne  de  la  barre»  ou  du  maiimum  de 

—  -_  ;  car  la  plus  grande  dilatation  des  fibres  ou  ce  I  quoi  Ton  a  cou- 

tume  d*imposer  une  certaine  limite,  a  pour  valeur,  comme  on  le  sait 
aussi,  cette  deriv^e  seconde  muUipli^e  par  la  demi-^paisseur  de  la  barre 
dans  le  sens  de  u  ou  de  ses  flexions. 

Notre  analyse  complete,  par  series  transcendantes,  des  vibrations  de  la 
barre,  peut  seule  donner  une  evaluation  rationnelle  de  cette  dilatation,  ou 
de  ce  qu*il  faut  limiter  s*il  est  admis  que  la  cohesion  est  autant  mise  en 
p^ril  par  les  dilatations  de  tr^s  courte  dur^e  produites  par  les  vibrations  de 
deuxi^me,  troisi^me,  quatri^me  ordre,  que  par  cellesde  dur^e  appreciable  qui 
sent  TefTet  de  la  vibration  principale  ou  dont  la  p^riode  est  la  plus  longue. 

Si,  pour  obtenir  cette  valeur  de — ^--.  on  diiT6rentiait  deux  fois  nos 
expressions  de  ii  ou  rr-  ,  on  aurait  une  serie  non  convergente  ou  extreme- 

Vt 

ment  peu  convergente  qui  ne  pourrait  servir.  Mais  nos  traces  de  courbes 
peuvent  donner  ce  quotient  diff&rentiel  du  second  ordre  avec  une  approxi- 
mation tres  suffisante  pour  les  applications. 

En  effel,  pour  mesurer  la  courbure  d'un  petit  arc  NoNNj  d'une  quelconque 
de  nos  courbes  (n?  53)  d*etats  successifs  de  la  barre,  nous  supposerons  d'a- 
bord  que  son  milieu  N  est  au  point  le  plus  bas  de  cette  courbe ;  et  si  nous 
Fassimilons  k  une  portion  de  parabole  ayant  son  axe  vertical,  son  sommet  en  N 

et  une  corde  NpNi  =  c,  son  Equation,  de  la  forme  ;r'  =  2  A y  fournira  t-^  =-j, 

valeur  de  la  courbure;  et  comme  on  a,  pour  sa  fl^che  f,  ^gale  aux  ordon- 

neesde  ses  extr6init6s  No,Np  f=Ki  [q)  »  ^'on  obtient  pour  la  courbure 

-p^zi:  -L .  Or  il  est  facile  de  voir  que  si  le  petit  arc  remplac^  par  une  portion 
ax*     c* 

de  parabole  k  axe  vertical,  et  dont  N  est  le  milieu,  est  pris  partout  ailleui*s 

qu'au  bas  d'une  des  courbes,  on  aura  la  m^me  expression  pour  sa  courbure, 

c  repre'sentant  alorsla  projection  de  sa  corde  sur  Vaxe  des  2,  ou  la  difference 

^i-^z^des  abscisses  deses  points  extremes  NpN©;  enfinfetant  sa  petite  fleche 

mesurie  parallklement  aux  u  entre  son  point  milieu  Hetsa  corde.  On  a  done, 

avec  toute  Tapproximation  desirable,  ces  petites  lignes  ^tant  mesur^es  en 

un  endroit  quelconque  d*une  quelconque  des  courbes  du  n^  33, 

^      8/" 
(r,)  la  courbure  —  ^-.  =— '. 

Or,  on  reconnait  facilement  sur  les  traces  cit^s  k  ce  n?  33  que  le  point 
de  plus  grande  courbure  n*est  pas,  pour  toutes  les  courbes,  k  leur  milieu ; 
mais  que,  dans  la  courbe  ou  cette  courbure  maximum  a  sa  grandeur  la  plus 
considerable,  c'est  au  milieu  qu'elle  se  trouve. 
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II  en  r^sulte  qu*on  peut  y  mesurer  la  fl^che  pour  un  arc  ^1  4  deni 

divisions  0,2  a  de  la  barre,  aussi  bien  et  mdme  mieux  sur  les  courbes  dv 

n°  52  que  sur  celles  du  n"*  33.  Nous  avons  reconnu  ainsi : 

i 
Que  pour  le  cas  P=  »  Q  1^  P'^^  grande  courbure  a  lieu  aux  instanb 

f  =  1,25t  et  f =1,65t  ou  un  peu  avant  et  un  peu  apres  celui  (f=l,54r)  oa 
la  fl^che  de  la  barre  a  le  plus  de  grandeur. 

Pour  le  cas  P=Q  la  plus  grande  courbure  a  lieu  pour  <:r:0,75r  et 
f^l,lr  ou  tr^s  peu  avant  et  sensiblement  aprds  Tinstant  (<=rO,8S)  de  la 
plus  grande  fl^che. 

Vr  V- 

On  a  trouv6  ainsi,  respectivement,  des  courbures  2,60-79  1,75-^ 

Or  CI 

i  .30  \ 
a* 

On  a  des  coefficienls  num^riques  bien  moins  din%ren(s  les  uns  des  aotres 
quand  on  divise  ceux-ci  par  les  trois  valeurs  correspondantes  det /^;  il  en 

a«V  P      \/aElV  2fl' 


(*.) 


Casde  P  =  sQ      •       Q  '  W: 

Plus  gr.  courbures  - 1^=1. 839 -i=y/^.  1.75^   .  1-858^^/". 


En  appelant  c  T^paisseur  de  la  barre  dans  le  sens  u  ou  de  la  flexion,  la 
plus  grande  des  dilatations  des  fibres  sera,  comme  on  a  dit,  la  courbare 

—  -_  multipli^  par  ^  ;  et  c*est  k  ce  produit  qu*on  doit  imposer  une  limite 

de  dilatation  qui,  au  n9  7  de  la  note  de  la  fin  du  g  37,  p.  264,  a  ^ik  appele 

R 

-=^»  Nous  aurons  ainsi,  en  ilevant  au  carr6  et  en  nommant  a  le  coefficient 

num^rique  auquel  les  mesurages  cit^s  ont  donne  les  valeurs  1,839,  1,75  et 
1,838,  auxquelles  r^pondent  ^,  =  0,04928 ;  0,05442 ;  0,04933: 

Si  la  pi&ce,  de  longueur  2a,  est  rectangulaire,  --^  n*es(  autre  chote  qm 

ton  volume.  On  retrouve  done  ainsi,  k  peu  pr^s,  le  thtorime  de  Toong. 
£tabli  par  lui  en  negligeant  Tinertie  de  la  barre,  et  d'aprte  lequel  la  reft- 
lience  d*une  pi§ce  rectangulaire  heurt^c  au  milieu,  ou  la  limite  I  imposer 
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au  produit  du  poids  du  corps  qui  la  heurte  par  la  hauteur  de  chute  gen^ra- 

18 


trice  de  sa  vitesse  de  choc,  est  egale  au  ~  =0,055556  du  produit  de  son 


volume  par  -r^  qu*il  appcUe  le  module  de  resilience  iramvenale  de  la  ma- 

tierc  dont  elle  est  compos^e. 

Mais  oil  couQoit  qu'ii  faudrait  un  plus  grand  nombre  de  calculs  rigou- 
reux  portant  sur  d*autres  exeraples  pour  s'assurer  de  Tapproximation  de 
cette  sortc  de  compensation  des  causes  d*augmentation  et  des  causes  de  di- 
minution du  coefficient  nuinerique  quand  Ic  rapport  des  poids  Q  et  P  varie. 

55.  —  Suite  des  applications  des  solutions  rigoureuses  ou  en  series,^-' 
Erempled' impulsion  en  partie  graduee  due  a  Inaction  de  la  pesanteur  de  la 
barre  ainsi  que  de  celle  du  corps  qui  Va  heurtee,  —  C*est  le  cas,  n^  25,  de 
la  prise  en  consideration  des  poids  agissant  apr^s  I'impulsion  brusque  et 
yerticalc  d*une  barre  horizontale,  qui  a  I'ourni  pour  les  deplacements  u  la 

formule  (p^)  ayant  une  partie  enti^re  hors  du  2^,  et,  dans  la  parenth^se,  sous 

ce  signe  TT,  outre  le  terme  ordinaire  affecte  du  sinus  d'un  multiple  du 

temps,  un  second  iei^me  affecte  du  cosinus. 

Detcrminons  seulement  la  plus  grande  flSche  de  flexion;  en  ne  tenant 
compte,  ce  qui  suffit^tr^s  peu  pres  pour  unepareille  determination,  que  de 

cc  qui  est  fourni  par  le  premier  terme  du  ^,  celui  qui  vient  de  la  plus 

grande  vibration,  ou  de  la  plus  pelite  des  valeurs  m^  de  7?t,  donnee  par  le 
premier  tableau  du  n*  r>2. 

Mors,  la  plus  grande  valeur  de  u  se  trouve,  k  chaque  instant,  au  milieu. 
Mais  il  faut  connaitre  a  quel  instant  aura  lieu  le  maximum  de  la  parenthtee 

trigonomelrique  bin6me  ent  afTectant  ce  que  recouvre  le  2]|*  ^^  Ion  6gale 

^  zero  sa  differentielle  par  rapport  4.^  on  en  tire  : 

tang  —  = - 

«||i/  mm 

On  voit  nuc   Tangle  —  e\cede  ;= ;  on  aura  le  maximum  du  bin6me  en 

T  Z 

prenant  cet  angle  entre  ^ot  ir;  car  le  sinus  etant  positifet  le  cosinus  n^ga- 
tir,  le  bin^me,  en  faisant  la  substitution,  sera  positif ;  tandis  qu*il  serait  ne- 
gatif  si  on  prenait  Tangle  entre  --^  ct  2:7. 

On  a  ainsi  le  cosinus  et  le  sinus  egaux  &  — jfr'  etim^Vr  divis^s  par 
v/(.7'M  ^"  ("i'V- )  •  Siibstituanl,  le  bindme  devient  cc  radical  lui-mdnic 

multiplie  par  — ^ .  Dune,  en  d^signant  par  f^  la  fl^che  que  nous  appellerons 

56 
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totale,  qui  est  Teices  du  maximum  de  {u)^^  ^  sur  la  partie  qui  provieut  de  l 
flexion  avant  le  choc,  fournie  par  le  premier  des  deux  termcs  de  (p^)  hc: 
du  V,  et  en  remellant  pour  gx^  s^  valeur  dans  le  premier  lermc  sous  le  r 

dical,  on  a  : 


,    .      ..      /         J      .      ^l*fl''       0«'* 
(We)     fj^im^x.  de  «;-  ^jggj^  =.  —  4-  ^ 

m 


S/imU^'^'-^' 


^P    \cos*my      coli^w^/ 


II  serail  facile  de  calculer  cclte  expression  pour  ies  diverses  valeur:>  •: 
ntoque  donne  la  premiere  colonne  du  tableau  des  valeurs  de  m,  du  n^-^ 
Or,  l**,  nous  pouvons  remarquer  que  lu  fraction  affectant  le  radical,  si  oul 
multiplie  par  mj  Vt,  n'est  autre  chose  que  la  valeur  (^'J,  donnee  (p.  *•'• 

au  n"  52,  de  \afleche  dynamiquef^  pour  m=ni^;  en  sorte  qu'cn  faisant  la- 
ser sous  le  radical  cctte  fraction  61evee  au  carr^,  le  second  terme  deviend 
ce  que  nous  avons  appele  /**.  ^ 

2*  Si  Ton  calcule  Ies  valeurs  de  celte  m^me  fraction  pour  divers  rappin- 
de  P  i  Q,  on  trouve 


p 
Pour  -  = 

1 
4 

1 
.5 

I 

2 

4 

4 

0.99985:^ 

0.9995  ^ 

0.9988  ;^. 

1 

o.v9iiO»*;, 

0.99M'r 

m^    1    ^*m-M                   M 

0   'tip     o^cos'wq      coh*>/io/ 

(I 


La  fraction  dont  il  s'agit  differe  ainsi  extr^mement  pen  de  la  valour  .^. 

p 

quelle  a  exactemenl,  comnie  nous  verrons  au  iv  37,  lorsque  -  est  re^^i'^ 

comme  infinimenl  petit,  ou  qu'on  neglige  Tinertie  de  la  barrc.  En  la  rc\^ 

plagant  par  ~  et  en  faisant  passer  cc  rapport  sous  le  radical,  son  pwv.'.c: 
til 

^\  ,  ou  le  carre  de  la  fleche  purement  statifpie  que  iiou^ 
designons  ainsi 


K) 


Ofl2 

's  -  OKI  * 


prise  par  la  barre  sous  la  pression  du  poids  Q  darts  T^tat  de  repos. 
On  voit  ainsi,  f^  6tant  la  fl6che  totale^  que,  dans  lee  limites  tres  ^ti^ndu** 
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du  rapport  du  poids  P  de  la  barre  au  poids  Q  du  corps  qui  la  lieurle,  on 
peut  prendre 

C*est  Texpression  qui  a  6t6  obtenue  par  Poncelet  pour  le  cas  eitrdme  de 

p 

-T  tres  petit  ou  en  negligeant,  dans  le  calcul,  I'inertie  de  la  barre,  lorsqu*il 

s*agit  du  choc  longitudinal. 
Si  V  =  0,  d'oii  /ij  =  0,  c*est-4-dirc  si  le  corps  pesant  Qest  pose  sans  vUesse 

sur  le  milieu  de  la  barre,  cette  expression  devient 

ce  qui  donne  une  generalisation,  ou  une  extension  k  presque  tous  les  rap- 
ports du  poids  heurte  nu  poids  heurtant,  du  th^orSme  connu,  trouv^  pour  le 
cas  ou  le  premier  poids  est  tr^s  petit  vis-^-vis  du  second,  et  qui  consiste  en 
cc  que  la  il^clie  de  simple  mise  en  charge,  sans  vitesse,  est  double  de  la 
fleche  statique. 

Ce  resultat  se  congoit  jusqu*^  un  certain  point  a  priori;  car,  au  deld  de  la 
situation  d*equilibre  statique  que  traverse  le  syst^me  du  poids  pos^  Q  et  de 
la  barre  P,  et  ou  la  vitesse  du  point  milieu  est  arriv6e  k  son  maximum,  cette 
vilesse  d^croit  en  passant  par  tous  les  m^mes  degr^s  que  ceux  de  sa  crois- 
sance,  et  doit  engendrer,  par  consequent,  le  mSme  espace  parcouru. 

Ce  th^oreme  de  Young  ^nonce  le  premier  resultat,  en  quelque  sorte,  d*ini* 
pulsion  continue,  ou  graduelle,  ou  tranqiiille,  des  syst^mes  eiastiques,  qui 
ail  6t6  Irouve. 

56.  Solutions  approchees  et  simples  de  problemes  de  defoi^mation  dynamique 
des  corps  ou  systhnes  e'lastiques,  tirees  du  developpement  des  sinus  de  mid- 
tiple^  des  coordonnees  qui  entrent  dans  les  solutions  transcendantes,  — 
Premiere  approximation  qui  suppose  tres  petite  la  masse  de  la  piece  heurte'e, 
comparativement  it  celle  du  corps  heurtant.  —  Prenons  encore  pour  exemple 
le  probleme  (n"**  4,  6,  do)  du  choc,  au  milieu,  par  un  corps  de  poids  Q,  de  la 
piece  prismatiqu^  de  longueur  2a  et  de  poids  P,  appuyie  aux  deux  bouts. 
-Mors,  expression  [e^)  du  n"  fi,  on  a  . 

i  r,  .    f»^f  .    WIS        ..  mx 


^,,    SHI  ---  sm  —      sih  — 

^^       /smm       sili m \    ,         /      1  i      \  cosm        colim 

\  COS  wi       coh  m  /  \  cos*  m       coh*  m ) 

Vu  les  developpements  connus  des  sinus  et  cosinus  circulaires  et  hyper- 
boliques  rappeles  au  n*'  22  formules  (i;j),  on  trouvera  facilement 

1    /5  s      i-'\       _m*    /      7  8      7.6.5^^      7.6  i»      sn         ,„i     /     \^        \ 

4  — M    -    -  -  ...     |||4    _I_  -     !  -     ■"     ^  /il^  — - 
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\         l/i.5.4      1.!2.3....8      'V 


=:  2m* 


»II*  Ml* 

ct,  pour  r^qualion  destin^e  k  fournir  le  parametrc  m, 

1  2»m*  i'Mi* 

2P_      /sin  m       sili  w\       .    ^  i.2.5  ""  TXTl  "*"  r^TTTTfl 
(^7)       Q  — '»  \^j.jj5  „j       ^.^,j  ,^ J  —    "»  2^/M*  a*fw» 

1.2.5.4"^  1.2.5.  ..«" 
2m*  210  ■*■  415800  ~  * '  *  • 


•  •      • 


7«*         m» 


G     •    2520 

On  sait  que  les  d^veloppements  comme  (c,)  d*^qualions  transcendaiilL 
homes  aui  premiers  termes  nc  pcuvent  fournir  approximativement  que  )ci:r 
plus  petite  racine;  nous  n*en  tirerons  done  que  ceile  que  nous  atom 

appel^e  iHq. 

p 

Supposons  d*abord  que  le  rapport  ^  soil  tres  petti. 

L*^quation  prouve  que  m^  est  du  m^ine  ordre  de  grandeur  que  ce  rip- 

port;  on  pent  done  redu ire  son  second  membre  a  — ?>  et  Ton  obti»ni. 

3 

k  ce  premier  degre  d'approxi  nation, 

'"•=(7'         ='"•(?)'■ 

On  a  en  mfime  temps,  d'apres  (c^),  (fr,),  («-),  -^=  ^  »  Sni*  -  - 

pour   Ics  deux    tcrmes   du   denominateur  de  Tcxprcssion  (s,)  do  u,  *- 

2m*  /3  3      1  ^'\  1  V 

— ?  (  -  -  — ■^^]  pour  -  Z  dans  son  numeraleur ;  d'oii,  en  6taiit  le  sigik'  ^ 

5    \2  a      2  ay  '        m  ^     ^ 

ct  cn  meltant  pour  t  sa  raleuri/  -—  >  avec  i  / '—  pour  ?wj,  rexpressioo  d- 
premiere  approximation  suivunle : 

<''')  "  =  ^V«Pi(2«-2?^j^'HVi^j' 

C*est  precisemciit  ce  qu*on  aurait  trouve  cn  supposant  nuile,  de  pnmr- 
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p 

abord,  la  masse  -,  ou  en  n^gligeant  rinfluence  de  Tinertic  du  corps  heiirt^ 

pour  retarder  at  diminuer  la  flexion,  ce  qui  aurait  reduit  T^quation  diffig- 
rentielle  a 

h  integrer  avcc  les  conditions  suivantes  (oil  l*inertie  du  corps  heurtant  Q 
n  est  point  n^glig^e  comme  celle  de  la  barre  heurt^e)  : 


Ell  effct,  si  nous  appelons 1 T  une  fonction  arbitraire  de  U  prise  pour 


second  mernbre  de  T^quation  resultant  d*une  premiere  integration  de 
p-^=0,  les  integrations  subs^quentes  failes  eu  egard  aux  trois  premieres 
conditions  donncnt 

qui  fournirait  le  d^placement  slalique  des  divers  points  si  T  n'^tait  qu*une 
constante  reprSsentant  le  d^placement  du  point  milieu,  ou  la  fl^che.  La 
substitution    de   cette  expression   dans  la   quatri^me   condition  produit 

g-jTj  -7j--l-T  =  0;  Equation  qui,  int6gr6e  de  mani^re  que  les  deux  derni6res 

conditions,  revenant  &  ce  qu*on  ail  -^  =:V  et  T  =  0  pour  f  =  0,  soient  satis- 

faites,  donne,  ce  qu*il  suftit  de  verifier,  une  valeur  de  la  fonction  T  du  temps 
dont  r^sulte  bien  Texpression  (d^  du  d^placement  u. 

Cette  expression  (d^)  fournit,  en  faisant  %=^a  et  le  sinus  ^gal  h  Tunit^,  la 
suivant^^,  simplement  approch^e,  et  connue,  de  la  fl^che  centrale  de  flexion 
que  nous  avons  appel^e  (n^  35)  fl^che  dynamique  et  designee  par  f^  en  mdme 

temps  que  nous  avons  design^  par  f^  la  fl^che  statique  due  k  Taction,  au 

repos,  de  la  force  Q  appliquee  au  milieu  : 


(A) 


(Max.de.)^A,=:Vy/|:j  =  V^L 


7)7.  MeViode  generah  et  elementaire  donndnt  les  flexions,  extensionSy  con- 
tractions,  toi^sions,  ou  les  divers  petits  de'placements  des  points  d'ttn  systeme 
elastique  qnelconque^  dus  au  choc  dune  masse  rigide  lorsque,  pour  premiere 
approximation,  oti  neglige  tout  a  fait  Tinertie  de  ce  systeme  quelle  est  venue 
heurter,  —  Puisqu*on  y  neglige  I'inertie  du  systeme  elastique  heurte,  ce  qui 
revienl  h  supposer  nuls  les  retards  qu*elle  apporte  h  la  communication  du 
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mouvement  depiiis  le  point  heurt^  jusqu  aux  points  fixes,  le  syst^ne  se  df- 
formcra  successivement  comme  s'il  etait  sollicit^,  an  repos^  par  une  suilf 
croissanle  de  forces  appliqudes  an  point  heurte  et  dans  la  direction  du  lieurt. 
Ces  forces,  egales  et  contraires  aux  reactions  qu'oppose  relasticit^  du  s)> 
t6me  k  la  continuation  du  mouvement  du  corps  heurtant,  restent  dans  u 
rapport  constant  avec  les  d^placements  successivement  produits  et  suppo<t-^ 
tr^s  petits. 

La  th^orie  stalique  de  Telasticite  fait  connaitre,  pour  los  divers  cas.  1^ 
rapport  dont  il  s*agit.  Si  nous  Tappelons 

t 

r 

c*est-&-dire  si  un  effort  statique  q\  k  Tendroit  du  heurt,  est  capable  d*y  pro- 
duire  un  deplacement  f\  on  aura,  lorsque  ce  d^placement  sera  arrive  k  uiw 
petite  valeur  quelconque  m' 

,  r 

pour  Teffort  supporte,  ou  pour  la  reaction  egale  et  contraire,  qu*alors  V 
systeme  elastique  opposera  k  la  continuation  du  mouvement  du  corps  heu^ 
tant  Q  et  du  point  heurte.  On  aura  done  pour  le  travail  resistant  op6r6  lorsqur 
le  d6placement  u'  sera  arrive  k  son  maximum  /j^  qui  est  ce  que  nous  aToa< 

appele  la  fl^che  dynamique, 


to:)  Travail  total  J^^"  ^'  uUlu'  ^  q'  ^, . 


£galant  ce  travail,  produit  jusqu*^  Tan^antissement  de  la  vilesse,  a  U 
demi-force  vive  initiale,  on  a 

g  "I       r  2  ' 
d'ou 


(^) 


Si  Ton  prend  q'  =  Q,  f  n  est  autre  chose  que  la  fieche  slatique  f^  qu*auniit 

produite  au  repos  le  corps  Q  agissant  par  son  poids  sans  vitesse  d'arnve^. 
On  a*  done  pour  la  fl^clie  dynamique,  quelle  que  soil  iastructui*e  de  ce  s\>' 
leme  elastique  dont  on  n^gligejainsi  Tincrtie  : 


/i^ 


W  /i>'^A/^* 


ou  Texpression  (f^)  d6duite  de  celle  {(l^)  trouvee  au  num^ro  pnh:Menl  dt 
deux  mani^res  pour  le  cas  particulier  d'une  barre unique  heurte  au  milieu 

11  est  k  peine  besoin  de  dire  : 

l^"  Qu*on  pent,  plus  elernenlairement  encore  et  sans  aucune  int^gratioa. 
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obtenir  l*expression  (g^)  du  travail  total,  d*oii  celles  (/t?),  (i?)  de  la  fl6che 

dynamique  :  car,  puisque  reflbrt  |;u'  va  croissant  uniforrnement  depuis 

tt'=0  jusqu'a  la  petite  flexion  u'=/jj  qu'on  suppose  rester  dans  les  limites 
de  parfaile  elasticity  ou  les  efTets  sont  proportionnels  aux  forces  produc- 

trices,  sa  valeur  moyenne  est  «  f,  /!>.  donnant,  si  on  la  multiplie  par  respace 

parcouru  /J^,  le  travail  q'  J±t  ou  son  expression  (^7)  applicable  k  tout  sys- 

t^me  heurte. 

2'' Que,  puisque  la  deformation  s'op^re  approximativement  corome  sous  un 
cITort  statique,  il  suffit,  pour  avoir  le  d^ptacement  maximum  de  tout  point 
du  syst^me  dont  on  donne  les  coordonn^es,  de  multiplier  le  d^placement 
{i^)  f^  du  point  heurte  par  la  fonction  des  coordonn^es  statiquement  obtenue 

pour  repr6senter,  comme  fait  le  bin6me  1  ^  - — ^  ^1  dans  Texpression  (e,) 

d^termin^e  statiquement  au  n""  06,  le  rapport  du  d^placement  de  ce  point 
a  celui  du  point  heurte  qui  etait  le  point  ;3=a. 

>  Qu'un  raisonnement  non  moins  ^l^mentaire  (*)  montre  que  pour  avoir 
les  d^placements  k  une  ^poque  quelconquc,  il  suffit  de  multiplier  pour  tout 


-'"(VI)' 


point  son  deplacement  maximum  par 

38.  Deuxieme  approximation ,  considerablement  plus  grande,  exprimee  pair 

deft  formules  h  pev  pres  anssi  simples  que  la  premiere,  et  susceptibles  d*elre 

P 
employees  jusqud  des  limites  etendues  du  rapport  -r  de  la  masse  du  systeme 

heurte  h  celle  du  corps  heurtant.  —  Application^  d'abord,  h  la  barre  appuyee 
aux  extremites  et  heurtee  transversalement  au  milieu.  —  Cette  deuxieme  et 
g^n^ralement  Ir^s  grande  approximation,  notamment  de  la  fl^che  dyna- 
mique de  flexion  du  systeme  ^lastique,  ainsi  que  de  la  dur^e  periodique 
ou  du  ton  de  son  oscillation  principale,  s'obtient  en  ne  negligeant  que  les 
tcnues  affectes  de  la  huitieme  puissance  du  param^tre  design^  par  m^  dans 
les  developpements  alg^briques  des  Equations  transcendantes  qui  en  four- 

nissenl  la  valeur,  et  dans  ceux  du  premier  et  principal  terme  des  series  s. 

p«  p 

Negliger  m^  devant  m^  semblerait  equiveloir'(n®  3B)  k  n^gUger --^devant--, 

p 
ce  qui  ne  serait  permis  que  pour  de  petites  valeurs  dc  -•  Et  cependant, 

chose  toute  particuli^re  et  heureuse,  dont  Texplication  ne  s*apcr^oit  pas  de 
suite,  les  formules  ainsi  obtenues  donnent  des  resultats  se  confondant  presque 

0  Voir  tous  les  cours  de  mteanique  pmtique  ou  Ton  traite  des  oscillations  pendulaires. 
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avec  ceux  des  formules  exacles  lorsque  ri  est  plus  grand  que  i  el  mdme.  qu« 

2,  3  el  4,  comme  on  verra. 

Par  exemple,  pour  notre  probl^me  (n°»  4,  5,  6,  7i^)  de  la  barre  appuy*^ 

.....      ,  .       ^.  ...       ,,,       ,.  /sin  m      sill  m\        "2F 

aux  exlremites  et  heurtee  au  milieu,  1  equation  m v- 1  =  — 

^  \cos  m       cos  nj        »j 

donne,  par  son  developpement  (c^)  en  divisant  de  part  et  d'autre  par  If 

second  membre  sauf  par  son  facteur  mS  et  negligeant  les  m^  : 


!('-?)( 


d'oujon  tire 


(J,) 


m^:^ 


^-^210) 


5P 
0' 


105 ''^V^ 


Ml' 


^55(J 


wio  - 


-: 


,       17P 


Comparons  les  valeurs  de  m^  donn^es  k  un  tableau  au  11°  52,  cl  cxacle>  s 
quatre  ou  cinq  di^cimales,  avec  celles  que  fournit  cette  formule  ij.)^  ain^: 

qu'avec  celles  que  donnerait  la  premiere  approximation  f  ^  Ja  du  n^  3<>. 

Nous  aurons 


p 

•  Pour  -  = 

1  ' 
4 

1 

1 

Q 

4 

Valeui-s  exacles  do    iwq  ~  .   • 
Formule  (;,),             mo  =  .    . 

1 

Formule  (^  )^        wq  =  •   • 

0.90428 
0.90452 

0.9500 

1.04799 
1.04814 

1.1007 

1.19161 
1.19205 

1  5100 

1.51905 
1.32081 

1.5C50 

i.4IK7:< 

l.A^itr, 

1.8610 

(o> 


On  voit  que  la  formule  ( '     )4  nc  saurait  fournir  des  valeurs  de  m^  appro- 


V 


ch6es,  exceple  quand  le  rapport  t:  du  poids  de  la  barre  au  poids  du  corj»> 

heurtant  est  sensiblemnnl  au-dessous  de  1/4;  mais  que  ia  formule  presque 
aussi  simple  (j^),  de  deuxi^mc  approximation,  que  nous  venons  d*obtenir. 

fournit,  jusqu*au  rapport  ^~  4,  considerable  et  asscz  rare,  des  valeurs  foif 

peu  diff('M'eiites  de  celles  qui  se  lirent  de  I'equalion  liansrendaiile  doni  !•> 
valeurs  exactes  de  iHy  donnent  la  pUis  petite  racine  ('). 


(';  II  est  bon  de  rcmarquer  qu'on  n'aurait  pas  des  valours  de  ifiQ  aussi  approehi-es  si  on 
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CaiculonSy  avec  la  m^me  dcuxi^me  approximation,  Texpression  (z^)  de 

V  pour  z^=a,  en  divisant  haul  et  bas  par  mZ„=m( ; —  Veten 

'  "        \cosm      coll  my 

nous  bornant  toiijours  au  premier  lerme  de  la  serie  ^;  nous  aurons,  en 

substiiuant  ensuite  les  d^veloppemeuts  alg^briques  (6^],   [c^)  des  expres- 
sions transcendantcs  en  m, 

.    mH  mH 

...  sin  —  ....  sin  — 

U  : 


m*     '  i  1  m 


cos*  m      coh*  m  ,    . 

H-»I— : TT —  1  -f 

sin  m       sin  m 


cosm      cohm 
ou,  toujours  en  supprimant  les  termes  en  m^, 

„  sin —  VTSin— i^ 

Substituaiit  les  valeurs  de  m\  el  de  m\  tirees  de  Texpression  de  deuxieme 
approximalion  (j,),  puis  mettant  pour  ?  sa  valcur  i /— -    et  ayant   6gr.rd 

ensuite  h  la  valeur 

de  la  fleche  statique,  et  ft  ce  que  u^  est,  pour  le  temps  f ,  le  produit  de  la 
fleche  dynamicjue  f^  par  sin  —  ,  nous  avons  cnfin 


VTsin—  VV/;'-;;t 


14-- 


rrr:V 


i  /  ^^!L  /__ML_ 

^     ^        sin  \  V  Ofl^  ( 1  +^  fi ) 
.    .   17P  ▼  \         ^^Q/ 


giigeait  rr^devant  1  au  Ueu  de  n^gliger  m^,  c*est-a-dire  si,  dans  I'expression  (/J  de  m\  , 

P  /  17  P  \ 

ondivisait  ]e  num^rateur  par  le  denominateur  en  prenant,  ainsi,  mJasS-fl— --gj 

qui.  d'ailleiir:',  s'anniilerait  pour  P  =  2,0588. 
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^^i^^<^^^i^pi»»«i»^^^i^w^^^^^^"^»^""— »^^ii^-^"^~^w«»»>»"™^^""^^^"^^"^^"— "^■"^^^^^^^^^"-^"~^"^^~^"^^— "••"^"""^^•"^^■^^■^^^""^''^^ 

On  voit  que  la  valeur  de  seconde  approximation  dc  la  fl^chc  dynamiqu^ 
/J)  ^^'  ^&3'^*  *  celle   de  premiere   approximation  \i/z!L  =^  — r===-four- 


V- 


P. 


nie  au  n"*  50  par  Thypoth^se  du  rapport--  inflniment  petit,   divis^^e  par  L 

racipe  carr^e  de  ce  binome  correciif  1 H-  ^  ?:  par  lequel  il  faut  diviser  bum 

la  valeur  de  premi(>re  approximation  du  parametre  m^  pour  avoir  celle  dt 
la  seconde,  sensiblement  ^galea  sa  valeur  r^elle, 
Cette  expression  simple  de  la  fleclie  dynamique  f^  =  u^  divise  par  Ij 

sinus  de  — ,  ou  cette  sorte  de  th^or^me  dont  Tanalogue  se  retrouve  dans 

T 

toutes  les  solutions  de  probl6mes  de  ce  genre,  donne,  ce  qui  est   remar- 

P 
quable,  comme  cellc  (j^)  de  m^  et  jusqu*&  tt  s*elevant  k  4,  des  resullats  fort 

approch^s  de  ceux  d'une  analyse  exacte  et  complete,  comme  sont  ceux  qui 
ont  ^te  rapportes  h  la  fin  du  n<>  35. 


Yoici  en  effet  la  suite  des  valeurs  obtcnues  ppur  -^  : 


Pour  rr  — 

1 

4 

1 

1 

2 

4 

Par  le  calcul  et  i'addition  d'un  nom- 
bro  suffisant  de  termes  de  la  s^rie 

Par  la  rormule 

1  001 
1.0904 

0.739 
0 . 7575 

0.477 
0  4737 

0.297 
0.2908 

O.ICT 

Par  la  fonnule  de  premifere  approxi- 
„n.ian      '           ^" 

1.1547 

0.8105 

0  5775 

0.4085 

O.eH^T 

V-;   " 

On  voit  que  Texpression  de  premiere  approximation,  seule  enseignee  jus- 

qu*&  present  pour  obtenir  la  fl^che  dynamique  de  flexion,  est  en  d^faut. 

p 
excepts  pour  des  valeurs  du  rapport  -  qui  seraient  tr6s  pctitcs,  tandb  qu. 

la  ii6tre,  de  douxi^me  approximation,  ne  le  c§de  presque  en  rien  k  I'exprey* 
sion  transcendanle  et  exacte  pour  toutes  les  valours  usit^es  de  ce  rspport. 
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39.  — Forme  de  la  harrehuncepaque  quelconque,  d'apres  celte  deuxieme 
approximation,  —  Comme  on  ne  tient  comptc,  eii  en  faisant  usage,  que  du 

premier  terme  de  la  s^rie  tmnsceadante  2^,  on  aura,  pour  tout  point  dc  la 
barre  et  pour  toute  ^poque,  Ic  doplacemont  u  en  ofTiacant,  de  son  expres- 
sion («,)  du  n°  56,  le  signe  V,  en  y  mettant  pour  Z  son  developpement  {a^} 

en  expression  enliere,  et,  pour  m,  la  valeur  (j-j)  de  m^  de  deuxieme  appro- 
ximation. 

Cela-  reviendra  h  prendre  Texpression  (/;,)  ou  (Lj)  de  Toi'donn^e  centrale 
}/,,  et  k  la  multiplier  par  ^  c*est-^-dire,  d'apres  (a^)y  par 

\'la      5flV        !210  V    '««««'        8tf5'*'8«V"^ 


!210  ^ 


Kn  divisant  le  num^rateur  par  le  d^nominateur,  on  a,  au  degre  d*appro- 
ximation  ou  Ton  efface  les  mj  dcvant  1 ,  la  m^me  chose  que  si  Ton  multi- 

pliait  le  premier  temie  du  num6rateur  de  cetle  fraction  par  1  -h  ^^  en  lais- 

sant  le  second  terme  tel  qu'il  est.  Rempla^nt  ml  par  sa  valeur  0\),  on 
obtiendra  pour  Tordonn^e  approch^e  de  la  courbe  de  flexion,  k  toute  ^poque  : 

u  =  IVxpression  (/,)  de  u^  muUiplide  par  (  ^ —  1 


4- 


"^70 


1      0      /'l^^_5?i!^?li!_*il'\ 

li)  ,       17P  V  8  «        8  «••  ■*"   8  rt»       8aV* 


Comme  le  second  terme  de  ce  facteur  est  nul  pour  le  point  milieu  z  =  a 
comme  pour  les  extremit^s  2  =  0  de  la  barre,  et  sera  toujours  tr^s  petit 
devant  le  premier  qui  est  =  1  pour  z=a,  on  voit  que  ce  premier  terme 

3  -  —  a  ^ )  sufBra  g^n^ralement,  c'est-Ji-dire  quesuivantcette  deuxieme  ap- 
proximation comme  suivant  la  premiere  du  n?  54,  la  barre  prendra  sue* 
cessivement  les  m^mes  formes  que  si  elleetait  sollicitee,  dans  T^tat  de  repos, 
par  des  forces  appliqu^es  statiquement  au  point  lieurl6,  mais  donnant  au 

in   f 

maximum,  ou  au  temps  sin  -^  =  1 ,  une  fl^che  dynamique  (l^)  diff^rente  de 

celle  (f^)  ou  (I7)  de  premiere  approximation  qui  est  fondee  sur  une  abstrac- 
tion de  rinertie  de  la  barre. 

Mais  la  forme  ainsi  obtenue  pour  la  barre  ne  donnera  point,  d'une  ma- 
niere  sufBsamment  approdi^e,  ses  plus  grandes  courbures.  Glle  ne  fournira 
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point,  par  consequent,  les  conditions  de  sa  resistance  si  les  vibratiuo* 
secondaires,  tertiaires,  etc.,  donnees  par  les   divers  termes  de   la  s^ik 

V,  sont  capables,  malgr6  leurs  imperceptibles  durees,  de  mettre  autant  u 
cohesion  en  peril  que  la  vibration  principale  (n^'oi). 

40.  —  Valcurs  du  divUeur  binome  correctif  de  la  premiere  approximA- 
tionpour  divers  cas  de  clioc  d'une  barre  eiastique. 
!">  Cas  deja  traits  de  barre  appuy^e  aui  deux  bouts  et  heurt^e  au  milit-j 

17  P 

Diviseur :  ^  +  ^  tt' 

2°  Barre  P  encastree  aux  deux  bouts,  heurt^e  au  milieu  par  un  corps  <. 
L*^quation  du  n®  12  donnant  les  valeurs  du  parametre  m  est 

p 
(^1  reproduile)    m  (1  —  cos  m  coh  m)  =  -  (sin  m  coli  m  -f  cos  m  sih  m) . 

Mettons  pour  les  sinus  et  cosinus  leurs  d^veloppemehts  connus,  et  »■ 
pour  m  puisqu'on  lie  pent  avoir  ainsi,  comme  nous  avons  dit,  que  la  plu^ 
petite  racine  de  cette  equation,  celle  qui  repond  au  premier  et  plus  influe: 

terme  de  Texpression  en  serie  V  du  d^placement  transversal  u,  et  qi 
suHit  lorsqu*on  ne  se  propose  d*avoir  que  la  Aeclie  dynamique  f^  ainsi  qce 

le  temps  p^riodique  27r-^de  la  vibration  donnant  le  son  iondamenlal  pr> 
duit  par  le  choc.  Nous  obtcnons : 


^'hiri^—nni-^   •  • )  =ri- Swi^  ^1  — ^-4- ....  j 


ou,  divisant  par  ce  qui  multiplie  m^  dans  le  premier  membre  et  supprimani 
toujours  les  termes  en  ni^, 

OU 

'  p 

P  0 

1"  approximatioH  wij  -=  12-;      2*  approximation  wij  = p— : 


55  U 


13  P 

1   le  diviseur  bin^iue  correctif  est  1  -f  —  rr  • 


3"  Barre  P,  encastree  k  un  bout,  heurl^e  transversalement  it  Tautrc  pdi  I 

corps  0.  —  l/equation  en  m  est  (n«  13) 

p 
t;',reproduile)         -  (i  -f- cos m coh  m)  =  m (sin  m  coh m  —  cos msih  m). 


:- 


on 


> 
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2  /        m'  \ 
,  divisant  par  ^  ( 1  — ^-j  J  cl  n^gligeant  mj» 

3P                                                ( ) 
I"  approxiinulioii  mi  =  -r  »'     '^^  approxiinalion  mj  = ^-=-7 

35  P 
ie  diviseur  bindine  correclif  est  1  +  rrrrr.  * 

4"*  Barre  P  appuy^e  aux  deux  bouts  et  heurtee  Iransversale.nenl  ailleurs 
qu*au  milieu  par  un  corps  Q.  —  Solent  (corame.au  n""  17)  !2a  sa  longueur, 
b,  bi  les  distances  ou  le  point  heurt^  se  trouve  de  i'extr^ile  de  gauche  et 

dd'exlr^mit^  de  droito,  cnsorteque  6H-it=2a.  On  a  trouve  '«(55).  _^  =  ^ 

pour  inequation  en  m;  ou,  vu  Texpression  (x,)  de  (Z),^^, 

2P  2  2 .  b  b,      ^        . 

^m      colmp-i-coimq       cothm/7-fcothmry  "^       a   ^        a  ^     ^ 

Or,  en  general  on  obtient  par  division  algebrique  du  cosinus  par  le 

sinus 

cot  J*  :=    y  1  X        X^  '2X^ 

el    colha:^  |.t'^5~45'*'9I5  ^ 


1*  • 
(  ou 


cotm»=i  i  /i       »«       \      m/      ,  2o«        \  cotmfl=(    a  ni»Miic 

„,  „  ,.              i  —  I ,^  m*  )jP  p-  I  J»  4-  TT-r  "t*  )  a:. .  .  .  :  .,              <  choseavecg 

el  colh  mp  =  (  m  \p      45      /^  5^^315       /  ^         '  colli  mq  =  ]  au lieu dc 

L*oc|uation  en  m  devient 

4»i  /  ,, »» -f  </5      \ 


Urn 


m*\p^q  4.1  /  y    V         '  515  / 


Oua,  vu  que  »-i-<7=r:2,  -4--^=—.  Si  on  ileveloppe  en  divisant  le  pre- 

niier  membre  par  le  second  et  n^gligeant  les   m',  puis  niultipliant  de 
partet  d*autre  par  m*,  an  obtient 

V^y'L         '''  \P'^      45      ^    9    ^     515    /J 
Or,  de  /;-f.<y=r2,    on  deduit   en   general  ;/'"*"*-f-7"^*— 2  (//-f-^J 

-m(p"-'+7"-!); 
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d'oii 

L*equation  pr^c^dente  revieut  done  k 

D*0Uy  pour  la  plus  petite  racine  ^o 


1  -»- 


Meltanl  pour y; dry  Icursvaleurs -,  -,  ct,  vu2a  =  6-h^j»  on  a 


rt    a 


et  le  diviseur  bin6me  correclif  est  1  +  t^tt  g  j  1  +  2  M  +  >•  ^  '    I  |  . 

En  inlroduisant  les  valeurs  de  m^  tirees  de  ces  seconder  approxifnalioiu 
dans  les  solutions  (I'l),  (A,),  (^,)desn"*  15,  16,  17  apres  les  avoir  develop- 
p^es,  on  obtiendra  les  valeurs  des  d^placemcnts  u,  notamment  aui  poir.N 
heurtes,  pour  cettc  m^me  approximation  dans  les  divers  cas  traits  d'impal- 
sion  brusque. 

yJl.  —  Solutions  de  drurihne  appro  rimntion  jtour  les  cas  d*impuision  trth 
quilles  ou  gradnees,  —  Les  mSmes  considerations  et  calculs  que  nous  veni»i.> 
de  presenter  pour  les  impulsions  brusques  leur  seront  appiicables. 

D'abord,  pour  Ic  cas  complexe  du  iV  25,  d*nne  barre  horizonlale  subi>' 
sant  rimpulsion  brusque  d*un  corps  Q,  suivie  de  Tiinpulsion  gradaclle  J*' 
la  pcsanteur  et  de  celle  des  deux  corps  Q  et  u',  comme  T^quation  ^u)  en  '& 
est  la  mSme,  sauf  Q+q'  au  lieu  de  Q,  que  lorsqu^on  ne  tienl  pascompt- 
de  ces  deux  posanteurs,  on  aura  encore,  en  deuxidme  approximation 

# 

ct  le  deplacement  t/,  pour  tout  point,  sera  egal  aux  deux  terniesalgebriqui'» 
precedant  le  ^  ^^"^  (/'*)  P'"^  Texpression  (/,)  de  n^  du  n"  56,  excepts  qu  an 

lieu  de  Vtsin  —  au  numerateur^  il  y  aura  Yt  sin  -2 — ^   cos  -^;  cl  qu  o: 
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3  Z 

multipliera  cette  expression  par  le  polyndme  en -,  valeur  de^-  qui,  dans 

{'expression  (/',)  du  n®  39,  muitipiie  Texpression  (Z^)  de  u^ ;  et  aussi,  que 
I'on  meltra  Q4-q'  au  lieu  de  Q  quand  le  corps  g'  pr^alablement  uni  k  la 
barrc  existera. 

Pour  la  barrc  des  n"*  26-  el  27,  soUicilee  sans  choc  par  une  force  cons- 
tante  ou  variable  q  en  son  milieu  ou  est  attachee  une  masse  Q,  on  se  servira 

toujours  des  expressions  (x^)  ou  (54)  de  m,  sous  le  signe  21»  ^"  Y  metlant 

5P      \  1 

^0  =  1  T^Wj^P""''''*- 

Et  quant  aux  banes  dos  n'^'*  28,  29  et  30,  dontle milieu, ou  aucun  corps 
elrangcr  n'est  fixe,  se  trouve  astreint  a  un  deplacement  soit  invariable,  soit 
fonction  du  temps,  ou  bicn  k  recevoir  Taction  continue  d'une  force,  il 
n*Y  a  pas  k  rechercher  des  valeurs  approximatives  de  m  puisqu*el]es  sonl 

bit  9/t 
toutes  connues  et  egales  k  -7  '  -r  » II  n*y  a  done  pas  lieu  dV  user  d*au- 

tre  approximation  que  de  se  borner  k  un  seul  terme  de  la  serie  V  (*). 

(*)  On  peut  se  demander  si  cette  sorte  de  simpUfication  et  d'approxiination  peut  s'appU- 
quer  aux  probltees  d'impulsion  brusque  de  barres  Itbres  ou  pivotanles  des  n*^  19,  20,  21, 
22,  23. 

Les  deux  cas  particuliers  consid^r^s  au  n*  2*2,  1"  de  barre  libre  heurt6e  k  un  seul  bout 
(casf  ssO);  1"  dc  barre  pivotante  autour  d'un  point  fixe  qui  est  h  un  de  ses  bouts, 
beurtte  h  I'autre  (cas  v  =  0,  9  s  00 )  qui  a  6t6  con»ddr6  plus  directement  au  n*  25),  ont 
ofTert  I'espectivement  pour  les  equations  transcendantes  dont  les  raciues  sont  les  diverses 
valours  du  parani6lre  ni,  ces  Equations  ayant  M  d^gagdes  du  lacleur  m  qui  donnait  une 
racine  w  =  0, 

1"  cas  :        ni  ^sin  m  coli  in  ^  cosm  sih  m)  +  t:  ( 1  —  cos  m  cob  /;i )  =:  0 ; 

cos  m      coll  HI      -       Q 

2*"  cas  :  rr —  =  2  m  -  . 

stu  m       sib  m  V 

Cclle  ^nation  du  2*  cas  6tant  develop  pee  devient ^~"  o7r=  ^  "'•?>'  ^^^iinant  avoc  la 

racine  wi,,=:0,  qui  reparalt,  une  autre  racine  qui  serait  tir6e  dc  m^  =s  — *-5-  (  ^  "^  IT  j-* 

valeur  imaginaire  et  nunufriqunnent  considerable,  surtout  quand  P  est  petit  deyant  Q. 
Celle  du  premier  cas  itant  d^velopp^e  de  ml^me  devient  : 


m 


-3- i  *  ■"  ?io-*"  -j-^-Q  T  i  *  -  4^  +  ••••  j  =  ®- 


D*ou  une  racine   ml  »  0   el,  en  ndgligeant  les  ;/i*,   une  autre  donnfe  par  ml  = 

4  0  P 

210 -^  .  Cotte  derniftre,  mdme  pour  les  petites  Taleiirs  de  t:  ,  est  trop  considerable 

pour  qu'il  soit  permis  de  n^gliger  lea  n/IJ. 
Ileiic  done  h  prendre  les  racitles  /ii  =  0.  Elles  fournissent  pour  ces  cas,  comme  on  a  rii 


I 


I 
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42.  —  Remarque  siir  le  partage  qui  se  fait,  enire  le  systeme  heurU  ri !' 
corps  heurtantf  de  la  quantite  de  mouvetnent  apportee  par  celui-ct,  —  Ob- 
servons,  coramc  preparation  k  une  m^thode  de  recherche  elementaire  i' 
la  solulionde  deuxi^me  approximation  ci-d^ssus,  que  la  vilesse  donate  \ur 
cette  solution  pour  le  point  heurte,  apres  I'acte  du  choc,  aurait  ete  obu- 
nue  de  suite  et  sans  integration  pour  le  cas,  par  exemple,  du  choc  eien^ 
au  milieu  de  la  barre  appuy^e  k  ses  deux  extr^mit^s,  si  i'on  avail  suppor 

que  la  quantity  de  mouvement  initiale  —  du  corps  heurtant,  se  partage. 

dans  Vacte  du  choc,  et  prealablement  k  la  flexion  qui  en  est  Veffet^  entre  s: 

0  P 

mnsse-et  celle-  du  corps  heurte,  maiscelle-ci,  eu  ^gard  a  ce  qu'ellenVi 

9  9 

\1 
paslibrc,  etant  reduite  aux  — desa  grandeur. 

lien  flit  resulte  en  effet,  V,  etant  la  vitesse  commune  apres    Tadi'tl. 
choc,  Q^=(Q-+-35P  )^i'  ^^  quidonne 

Q  +  ^P 


D*ou  Ton  aurait  pu  d6duire  la  demi-force  vive  du  systeme  a  cet  instcu 

HP 
en  ne  comptant  toujours  la  masse  de  la  barre  que  pour  ^^  -  ,  ce  qui  aurJ' 

conduit  k  Toxpression  (/7)  de  la  fleclie  dynamiquc  en  egnlant  cclie  deroi 
force  vive  au  travail  de  reaction  claslique  ostime  au  n*'  57. 

Mais  nous  renvoyons  ce  calcul  au  n<»  46  ou  la  valeur  dc  la  dcmi-'brce  vi\p 
apres  le  choc  se  trouvera  elablie  sans  cette  reduction  fictive  de  la  masso  ti«? 
la  bane. 

45.  —  Solutiofis  de  deuxieme  approximation  des  problemes  du  choc  -'* 


au  n''22,  en  Ics  substiluant  dans  Ics  parlies  transcondantes  des  soluiions,  pr^iicineo!  >^ 
parties  alg^briques  qui  les  precedent  et  qui  donnentles  mouTeinenIs  do  rigidit^> 

De  15,  nous  pouvons  inT^rer  que  daus  les  cas  de  liberty  ou  de  pivotement,  la  seule  so!a- 
tion  approrh^e,  comparable  k  eel  les  de  premiere  et  de  seconde  approximation  ci-dossos.  e^ 
ce  qu'on  a  pour  Ir  mouvement  dc  la  barre  en  la  iuppoiant  riffide.  Si  Ton  TCttt  aTOir  Irt 
flexions,  memo  sculement  celle  qui  est  due  k  la  vibration  principale  et  qui  repood 
plus  petite  valeur  m^  de  m,  rien  ne  dispense  de  r^soudre  numdriquenieiit,  et  par  an  yc^ 
C'-de  exact  d'approximations  successivcs,  Tdqualion  transcendante  en  m  pour  la  valeur  os- 
merique  donnee  du  rapport  des  poids  P  ct  Q. 

Cela  s'applique  k  un  certain  dcgrd  au  probi6me  important  du  balancier  de  macIiiiHf:  af 
In  premiere  approximation  de  son  mouvement  serait  6videmment  cclui  qu'il  prendrait  daip 
r^tatde  rigidity,  etqui  est  tout  donnd.  Nous  croyona  avoir  indiqud.  au  premier  alioei<^J 
n*  31,  ce  qu'on  pourrait  faire  pour  en  avoir  une  seconde  et  unc  troisidmc  sans  les  fjI'* 
chcr  ii  la  solution  transcendante  et  fort  complexe. 
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syHemes  d  points  fixes,  obtenues  d'une  maniere  ele'mentaire  et  directe.  —  Ce 
qu*il  y  a  de  remarquable,  comme  on  va  voir,  el  aussi  d'heureux  pour  la 
pratique,  ainsi  que  pour  renseignement  technique  des  proc^des  de  determi- 
nation des  flexions  dynamiques  ou  autres  deformations  que  les  impulsions 
produisent,  c*est  que  les  expressions  ci-dessus  que  nous  avons  appel^es 

17P 
correctricesy  telles  que  ^H-^tp-i?  »"  moyen  desquelles  on  obtient  des  r6- 

sultats  presque  tout  k  fait  exacts,  et  que  nous  avons  tirees  au  xv  40  des  so- 
lutions transcendantes,  ces  expressions,  dis-je,  peuvent  etre  obtenues  et  de- 
monlrees  tres  el^mentairement  par  un  emploi  rationnel  et  simple  du  prin- 
cipe  des  vitesses  virtuelles^  ou,  ce  qui  revient  ici  au  m^me,  par  celui  du  thSo- 
r^me  trds  connu  de  perte  de  force  vive  dans  les  diminutions  ou  augmentations 
brusques  de  vitesse;  th^oreme  apergu  et  d^montr^  comme  on  sait  en  1766 
par  Borda  {*)  pour  le  choc  direct  de  deux  corps  solides  jusqu'i  6galisation 
des  vitesses  de  leurs  deux  centres  de  gravity,  et  qui,  aussit6t  etendu  ana- 
logiquement  par  lui  aux  changements  de  vitesse  dans  les  fluides  en  le  confir- 
inant  par  des  experiences,  se  trouve  aujourd*hui  tr^s  frequemment  mis  en 
oeuvre  jusque  dans  les  Cours  d'arts  et  metiers  (**). 


(*)  MAnoire  sur  V^coulement  des  fiuidet  par  lea  orifices  des  vases  (Acad,  des  science^,  vo- 
lume paru  en  1769). 

(**)  [A]  II  s'agit  ici,  comme  on  va  voir,  du  th^oreme  des  vitesses  ou  des  trivaux  virluels, 
appliqu6  d  des  quanlittfs  de  mouvement  finies^  trait^s  comme  des  forces;  application dont 
on  ne  se  faisait  nulle  faute  h  I'epoque  de  d'AIembert,  oi^  les  forces  etaient  crues  ne  s'exer- 
cer  que  par  percussion,  et  oi!i  T^quilibre  lui-mSme  se  d^finissait  par  le  parfait  repos  que 
Ion  imaginait  devoir  dire  pris,  en  principe,  par  deux  corps  parfaitement  durs  (les  seuls  so- 
lides dont  la  M^canique  s'occup&t]  se  choquant  avec  des  vitesses  oppos^es  et  reciproques  k 
leurs  masses.  , 

Depuis  un  demi-siecle,  une  pareille  application  de  ce  th^oreme  a  6t6  un  sujet  de  contro- 
^erses  parce  que,  d'apres  I'ensemble  des  faits  observes,  on  ne  reconnalt  plus  aujourd'hui 
que  des  forces  non  instantane'ea  communiquant  les  vitesses  graduellement  ou  avec  conti- 
nuity, et  des  corps  tous  d^formables  sous  leurs  actions  quelconques. 

Cependant,  et  sans  y  conlredire,  Poncelet,  d6s  1826,  dans  un  Cours  de  machines  fait  aux 
ouvriers  de  Metz,  et  autographic  k  peu  d'exemplaires,  considerait  des  chocs  census  brusques, 
I't  estimait  trds  rationnellement  Teffet  de  celui  des  cames  conlre  les  pilous  ou  marteaux  au 
moyen  d*une  accumulation  d'impulsions  rapidement  mais  contin^iment  produites  dans  un 
temps  /!ni,  qui  n'Ctait  que  trds  court. 

Et,  en  1828,  Cauchy  lisait  u  TAcadCmie,  puis  publiait  dans  le  recueil  math^matique  le 
plus  rdpandu  qu'i)  y  edX  alors,  et  sous  le  titre  Nouveau  principe  de  Mtfcanique  (Bulletin 
Kerussac,  tome  XI,  juin  1829,  n*  69,  page  116),  un  court  et  substantiel  memoire,  r6dig6 
aussi  au  point  de  vue  actuel  des  realitCs  physiques,  dans  lequel  il  dCmontrait  la  parfaite  ap- 
plicabilite  du  thtordme  des  travaux  virtuels  desquantitCsdcmouvements,  finies,  perdues  et 
gagn^s  dans  un  choc,  si  les  petits  deplacements  fictifs  qu'on  appelle  vitesses  virtuelles  sont 
pris  constants  pour  chaque  point  pendant  la  durte  de  I'acte  du  choc,  et  choisis  tels  qu'a 
lout  instant  de  sa  tr6s  courte  dur^  ils  donnent  a  deux  molecules  quelconques,  agissant 
Tune  sur  Tautre,  des  deplacements  Cgaux  et  de  mdme  sens,  ces  deplacements  Ctant  (comme 
Cauchy  I'a  precis^  en  1856  dans  une  discussion)  cstim^s  en  projection  sur  la  ligne  de  jonc- 
tion  des  deux  mol^ules ;  ce  qui  revient  a  dire  que  les  deplacements  virtuels  choisis  ne 
cbangeraient  point  la  distance  de  Tune  k  I'autre  molecule. 

Ce  principe  ^tant  admis,  nous  serons  en  droit  d'inferer  pour  la  pratique,  si  nous  pouvons 
choisir  des  deplacements  flctifs  ou  virtuels  des  divers  points  qui,  toutau  moins,  ne  fassent 
varier  qu'extr6mement  peu  leurs  distances  mutuelles,  que  I'application  qulpourrait  etre  faite 
du  tbeorimc  des  travaux  virtuels,  ainsi  entendu,  ou  de  ce  qu'on  en  tire  pour  les  forces  vives, 
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44.  —  Determination  de  i expression  generate  de  la  vitesse  V,  du 
point  heurte  h  la  fin  du  temps  imperceptible  de  Tacte  du  choc,  ou  an  cm- 
mencement  du  temps  de  son  effet.  — ^  Employons  ie  priacipe  rappele  au  no- 

a  nos  probl^mes  dechoc  d'une  barre  P  par  un  corps  Q,  sera  tout  k  fait  legitime,  et  foarnin 
des  rteiiUats  suffisamment  approch^,  dont  Ics  petites  erreurs  ne  seront  attriboables  q\j 
rimperfection  du  clioix  en  question,  ou,  corame  on  va  voir,  a^celle  de  Thypothte  que  n^^u; 
serons  oblig:cs  de  faire  sur  Ics  formes  que  prend  la  barre  k  la  fin  de  Yacte  du  choc  out 
commencement  du  temps. plus  long,  mais  toujours  de  faible  dur^e,  deses  effetM  qui  soul  Is 
flexions  des  pieces  heurtecs  ou  les  dilatations  de  leurs  fibres. 

J'ai  done  etudie  tout  ce  que  j'ai  pu  connaitre  d'ecrit  sur  cette  sorte  d'applicatiou  ^* 
yitesses  virtuelles ;  notamment  (outre  le  memoire  cit6  de  Caucby,  ainsi  que  I'utile  not^  >.« 
Poncelet  bientdt  insc^r^e  au  raenie  volume  de  1829  du  Bulletin  dcM  tciences  matkemntr 
ques,  n?  108,  p.  523)  ce  qui  se  trouTe  la-dessus  dans  les  livres,  m^moires  et  lecons  de  l^^ 
vier,  Coriolis,  Duhamel,  Poncelet,  de  Sturm,  de  H.  R^sal  et  aussi  au  chapitre  ni  et  der- 
nier des  FonctioTiB  anahjtiques  de  Lagrange;  puis  aux  Comptes  rendus,  6decembre  1HI1. 
p.  1046,  le  memoire  de  Sturm,  auquel  une  suite  posthume  a  ^ti  donate  (m^me  recoeil. 
15  d6cembre,  p.  1108);  eniin  les  pi^s  de  la  pol^mique  de  1856-1857  entre  Cauchy,  Uolu- 
rael,  Poncelet  (Com/i^e«  retidus,  8,  22,  29  d^cembre,  p.  1065,  1108,1137,  1165;  b,  19,  * 
Janvier  1857,  p.  3,  80  k  89  et  101, 104).  J'esp^re  avoir  condense,  dans  les  pages  qui  sol- 
vent, et  suffisamment  discut^,  ce  qui  peut  s'y  trouver  tout  au  moins  d'applicable  au  sujei 
actuel.  Je  crois  d'abord  necessaire  d'exposer  ce  qui  peut  dtre  regard6  comme  la  vraie  raiser 
du  th^or^me  ou  principe  des  vitesses  virtuelles,  envisage  au  point  de  vuede  la  mtoniqu? 
actuelle  ou  physique,  sans  le  regarder  comme  pr^alablen^ent  demontr^. 

[B]  On  sait  que  ce  c^l6bre  principe,  apergu  pour  un  sens  restreint  il  y  a  plus  de  deo: 
si^cles  et  demi,  corame  une  synthase  des  conditions  d*6quilibre  de  toutes  les  roachuKf 
simples,  a  re^p,  depuis  un  si^cle  environ,  avec  un  6nonc6  qui  en  ^tend  I'emploi,  plo- 
sieurs  demonstrations  regardtes  comme  g^n^rales. 

Telle  est,  par  exemple,  celle  de  Lagrange  [Mtfcan.  an.,  section  I)  par  rintroduction  5ap> 
pos^  de  moiifles  oii  le  nombre  des  cordons  est  proportionnel  k  Tintensile  de  ch»i'i^ 
force  appliqute  k  un  systdme ;  celle  de  Fourier  [Journal  de  VEcolc  polytirhniqw  vers  180^  * 
plus  cldgante  encore,  par  de  simples  poulies  de  renvoi  dont  les  fils  viennent  fictivetnect 
s'attacher  perpendiculaireraent  sur  un  levier  droit  unique,  a  des  distances  de  son  point  dip- 
pui  proportionnellcs  aux  petits  espaces  susceptibles  d'dtre  simultan^mont  parcouius  pir  l-^ 
points  d'applicatiou  des  momes  forces.  Ces  demonstrations  connuessont  presenttes  parlenr; 
deux  illustres  auteurs  comme  s'appliquant  k  des  syst^mes  de  pieces  rigides  oa  inextensible^. 
dont  les  points  prennent  des  mouvements  qui  se  commandent  ou  se  Uent  g^m^triquefoent 
en  partie  les  uns  les  autres. 

Pour  pouvoir  les  adapter  aux  corps  tels  qu'ils  sont  dans  la  nature,  c'est-i-dlre  defor- 
mables,  il  faudrait  pour  chaque  molecule,  et  m6me  chaque  point  materiel,  autant  de  okmx- 
fles  ou  de  fils  multiples  de  pouliequece  point  supporte  de  forces  ^manant  des  autres  poiai^ 

Or,  on  se  dispense  de  faire  de  telles  et  aussi  innombrables  fictions  si  (comme  je  I'ai  fi ' 
dans  un  m6moire  pr^ent6  le  14  avril  1834,  et  dont  Goriolis  a  fait  mention  an  21*  eshit: 
du  Journ.  de  VEcolr  polylechn.)  Ton  regarde  simplement  I'^quation  des  vitesses  ou  dei  tn- 
vaux  virtueU  comme  n'^tant,  k  bien  prendre,  ou  dans  la  tMiU:  physique,  qu'one  somiK 
gen^rale,  pouvant  toujours  dtre  faite  k  volonte,  des  Equations  parliculik«s  d'dquiiiUf 
statique  ou  dynamique  des  divers  points,  ces  Equations  dtant  prialablement  multif>lic«^ 
par  de  petits  facleurs  lin^aires  arbitraires,  variant  gdneralement  d'un  point  matdriel  a  Xr^- 
tre;  fncteurs  qu'on  choisit  ensuite  pour  divci's  buts,  comme  de  faire  disparaltre  de  ci" 
sonime  toutes  les  forces  dont  on  ne  connalt  pas  les  intensit^s,  telles  que  sont  des  act.  ^< 
mutuelles  de  points  mobiles  faisant  partie  du  syst^me,  et  des  reactions  de  points  fixf$  - 
autres  appartenant  a  des  syst^mes  ext^rieurs.  Ainsi.  m  representant  les  masses  des  di«r'$ 
points  du  syst^me,  X,  Y,  Z  les  composantes  des  forces  qu'ils  supportent  parallilometit  y^ 
X,  y,  3,  et  u,  V,  u\  les  composantes  de  leurs  vitesses  dans  les  m6mes  directioos  ^^''ll^ 
gulaires  fixes,  en  sorte  que,  le  signe  2  d^ignant  les  sommes  relatives  aux  forces  agts^ao' 
sur  un  meme  point,  les  Equations 

\«)  — w^^fSX-O,  — w-j+SY^O.  —fw— -fSZ=0 
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mero  precMent  43»  sous  la  promi&re  de  ses  deux  formes,  h  Tensemble  de 

P  0 

noire  barre quelconque  de  masse  -  etdu  corps  de  masse-  quiiaheurteavec 


(y) 


exprimenU  comme  ou  sail,  pour  r^poque  marquee  par  le  temps  /,  I'^quilibre,  en  trois  seas, 
entre  I'inertie  d'uu  point  m  et  les  forces  motrices  qui  le  sollicitent :  on  aura  ainsi,  en  fai- 
sant  la  somme,  d^signde  par  ie  signe  S,  de  toutes  les  Equations  de  ce  genre  muliipli^es  par 
des  facteurs  arbitraires  Sx,  Sy^  9z,  variant  g^neralement  d'un  point  h  Taulre,  I'^quation  sui- 
Tante,  qui  est  celle  dcsvitetses  ou  travaux  virtueh  dans  toute  sa  g^n^ralit^,  si  ces  facteurs 
sonl  de  petits  espaces  suppose  parcourus  paraU^lement  aux  m^mes  axes  : 

Maintenant  si,  pour  toute  une  courle  dur^e  t\  —  i^  du  temps,  Ton  fait  les  facteurs  ox 
comtantt^  pour  chaque  point,  et  de  m^me  ceux  ^y,  ceux  js,  on  obtient,  en  multipliant  par 
du  integrant  et  nommant  ti©  et  ii|,  »©  et  »i ,  Wq  et  ?f'i  les  vitesses  aux  ^poques  initiate  i^  et 
flnale  ix  : 

Sm  I  (tfi  —  iiq)  5«-f  (»,  —  Vo)  5y-f  (w'l  — '"o)  5*  1=  r  ff'SsfX-Jy-f  Y5y-f  ^s). 

[C]  Cette  ^galite,  aussi  incontestable  que  les  precedentes,  ne  differe  pas  de  celle  (3)  du 
Vemoire  cit^  de  Cauchy,  de  1828. 

Onyapporte  g^n^ralement,  comme  lui,  une  premiere  simplification,  consistant  ii  retran- 
Cher  de  son  second  membre,  comme  n^gligeables,  tons  les  termes  oil  les  composantes  X,  Y, 
Z  sont  celles  des  forces  ext^rieures,  telles  que  la  pesahteur,  s'exerQant  dans  le  temps  extrd- 
mement  court  f ,  —  ^«  et  ayant  incomparablement  moins  d'intensit^  que  les  forces  moMcu- 
laires  d^velopp^es  par  le  choc. 

Que  deviennent  celles-ci,  et  quelles  valeurs  donnera-t-on  aux  facteurs  ou  petits  d^place- 
ments  virtuels  Sx,  ^y,  oz  pour  obtenir  des  r^sultats  utiles  ? 

On  sait  que  si  Ton  fait  egaux  chacun  des  trois  pour  tons  les  points,  en  sorte  qu'ils  n'ex- 
priment  qu*une  translation  g^n^rale,  on  n*a  que  le  th^or^me  bien  connu  du  mouvement  du 
centre  de  gravity  d*un  syst^me;  que  si  on  les  prend  tels  qu'ils  ne  produisent  que  des  ro- 
tations g^n^rales  autour  d'axes  fixes,  on  a  le  th^ordn^e  des  aires,  exprim^  comme  celui-ci 
par  des  Equations  d'oii  toutes  les  actions  int^rieures  disparaissent  encore  comme  6tant 
toujours  deux  k  deux  ^gales,  oppos6es,  etaffectdes  des  m^imes  multiplicateurs. 

Dans  notre  probl^me,  tons  les  auteurs,  et  Gauchy  lui-m^me  quand  il  passe  k  une  appli-- 
cation,  prennent  pour  les  Sx,  Sy,  iz  les  pel  its  espaces  parcourus  par  les  divers  points  k 
la  fin  de  Vacte  du  choc,  ou  pendant  le  dernier  dl^ment  dt  de  son  temps  /,  —  /,.  Tons 
aussi,  abstraient  on  retrancbent  de  ces  mouvements  finaux,  d'une  mani^re  au  moins  im- 
plicite,  les  €branlement9,  c'est-^-dire  leurs  parties  vibratoires,  en  sorte  qu'ils  les  r^dui- 
sent  i  ce  que  Coriolis  a  appel^  les  mouvemenU  tnoyens,  ou  de  solidification,  formes  par 
la  suite  des  positions  autour  desquelles  les  points  des  corps  heurtant  et  heur(6  ex^utent 
des  oscillations  imperceptibles. 

La  raison  de  ce  choix  des  facteurs  S,  est,  si  la  matiire  des  deux  corps  jouit  d*une  cer- 
taine  resistance  comme  font  les  m^taux,  les  bois  durs,  que  les  sommes  liSx  -f-  Y^y  ^  7;. 
qui  en  r^sultent  pour  les  travaux  virtuels  des  actions  mol^ulaires,  mdme  <^nergiques, 
seront  nalles,  ou  n^gligeables  comme  celles  qui  viennent  des  forces  ext^rieures,  dans  la* 
plupart  des  probl^mes  et  sp6cialement  dans  le  ndtre ;  en  sorte  que  le  second  roembre  de 
(7)  peut  Stre  remplac^  par  z^ro,  et  le  premier,  en  m6me  temps,  ne  contient  plus  que  les 
doon^es  et  les  inconnues  principales  du  problime. 

[D]  En  effet,  consid^rons  les  actions  qui  s'exercent  entre  les  molecules  do  chacun  des 
deux  corps  en  particulier;  et  supposons  un  instant  que  les  mouvements  moyena  ou  sans 
vibrations,  dont  nousparloDS,  aient  6td  les  mouvementt  r/eU  pendant  loute  la  dun^edu  choc. 
U  fin  de  Tacte  du  choc  est  Tinstant  od  les  deux  corps  cessent  de  se  pousoer  ou  de  se  compri- 
mer  Tun  Tautre,  et  oH  its  commencent  k  chcminer  de  concert  en  vertu  des  vi teases  alors 
poss^ees.  Si  done  ils  sont  Tun  et  Tautre  (comme  on  le  suppose  ordinairement)  de  forme 
ramassee,  teUe  que  des  sph^s,  des  prismes  courts  ou  autres  corps  dont  les  trois  dimen- 
sions sont  du  m6me  ordre  de  grandeur,  et  s'il  n*y  a  pas  eu  de  glissement  de  I'un  sur  Ik 
surface  de  Tautre,  ils  se  mouvront  alors  ensemble  k  peu  prfo  I  la  roani^re  d'un  corps  io- 
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une  Vitesse  V,  pour  exprimer  Vequilibre  entre  la  quantity  de  mouTemeci 

-V  du  commencement  de  Tacte  du  choc,  et  celle  de  sa  fin,  prise  en  sipr 
9 

variable.  En  consequence,  et  comme,  du  reste,  leur  forme,  ainsi  que  leur  orienUtioo,  ni- 
ront  que  fort  peu  cbang^  pendant  le  petit  temps  du  choc,  si,  k  une  quelconque  6t  ^ 
^poques,  on  fait  6prouver  fictivement  k  leurs  molecules  ces  d^placements  de  presqu?  ^ 
diOcation  de  Tepoque  flnale  /|,  ils  ne  leur  feroiit  presque  ^prouver  que  des  translatiu..* 
des  rotations  f;r6n6rales,  ne  changeant  que  fort  peu  ou  point  les  distances  entre  Iff  n  < 
culespropres  k  chaque  corps.  Les  sommes  \Sz  -|-  Y^y  -f  liz  relatives  aux  actions  'ii 
ces  molecules  seront,  k  tout  instant,  nuUes,  ou  au  plus  du  m^me  oi*dre  que  celles  ijj.  c 
vent  yenir  des  forces  extdrieures,  et  on  pourra  les  effacer  des  seconds  membres  de  Tequr  • 
(y)  ainsi  que  nous  avons  dit  pour  celles-ci. 

II  y  a  aussi  6  consid^rer  les  actions,  tr&s  intenses  et  rteiproques,  des  moUcules  de  du- : 
des  deui  corps  sur  celles  de  I'autre,  qui  sont  voisines  de  leur  petite  surface  de  contact  ryj- 
rent.  Tous  les  auteurs  les  rcduisent  a  deux  resuUantcs  oppos^es  normales  k  cette  la.',  r" 
k  deux  r^sultantes  tangentielles  si  le  choc  lui  a  ^t^  oblique.  Tous  regardant  comroe  n-i  <  - 
moments  virtuels  des  r^ultantes  normales ;  ces  forces,  en  effet,  produisenl  bien  un  trie 
r6el  vu  la  petite  compression  mutuelle  ^prouvte;  mats  il  ne  s'agit  point  ici  de  poser  u. 

Equation  de  travail  effcctif :  leurs  travaux  \ix  -f- que  nous  consid^rons  peodtot  i   ' 

la  dur^e  du  choc  sont  purement  virtuels,  dus,  pour  des  forces  ^galeset  oppose,  aoi  c- 
placements  finaux,  qui  sont  ^gaux  et  de  m6me  sens.  Ces  travaux  sont  done,  ensemble,  n 

Resteraient  les  travaux  virtuels  dus  aux  rdsultantes  tangentielles,  ou  aux  froltem-r*.' 
ils  sont  quelquefois  notables  et  font  une  partie  ess«^ntieUe  de  ceux  doot  Ponoelet  :. '  - 
compte  d'une  autre  mani^re  pour  le  calcul  des  machines,  Poisson  et  M.  R^sal  poor  c<^i  i . 
tir  etdurecul  d'un  canon.  Mais,  dans  notre  question,  nous  supposons  que  rohlii^uf  • 
le  choc  en  a  une,  n'est  que  faible  et  ne  produit  (ms  de  glissement  et  de  frotteio  -i :  I 
second  membre  de  I'^quation  (y),  toujours  dans  les  suppositions  faites  tout  a  rheorv. « 
done  sensiblement  z^ro. 

[E]  R^tablissons  maintenant  ce  que  ces  suppositions  ont  fait  abstraire,  c*esl-»-dir<    : 
les  vitesses  vibratoires  ou  d'dbranlement ;  2**  la  forme  particulidre,  ii  savoir  allomg^f,  dr  •- 
barre  qui  regoit  le  lieurt. 

La  conclusion  sera  la  m^me. 

En  effet,  premi^rement,  les  vitesses  vibratoires  que  le  choc  a  engendnees  font  o^  >^ 
constamment  les  intensitis  X,  Y,  Z  des  actions  int^rieures  d'^ales  quantity  de  pari  e<  d'l 
de  leurs  valeurs  moyennes  qui  r^pondent  aux  situations  nioyennes  locales  des  poifi'»  ^st 
lesquels  elles  s'exercent.  Les  trte  petits  ^rts  alternatifs  de  leurs  produits  I^r,  \U.  V.. 
par  les  d^placements  virtuels  choisis  se  compenseront  done  avec  toute  rapproxinatioci  i 
la  question  comporte,  et  on  aura  sensiblement  toujours,  pour  deux  corps  dont  la  forme  ei  I  r  - 
tation  n'auront  pas  chang6  d'une  mani^re  sensible  pendant  facte  duchoc.  la  nullity  tou  ■ 
sommes  de  moments  virtuels  X^x,  Y^y,  1$%  des  actions  mutuelles  de  leurs  mol^cule^. 

En  second  lieu,  supposons  maintenant  que  le  corps  heurt^,  au  lieu  d'etre,  commel'-i*^ 
librc  et  d'une  de  ces  formes  qu'on  pent  supposer  n'avoir  que  tr^  peu  ou  point  nne.  ^' 
allong6,  mince  et  flexible,  appuy^  en  deux  endroits,  et  qu'il  ait  pu,  ainsi,  subir  quiot  s « ' 
ensemble,  pendant  I'acte  du  choc,  une  certaine  deformation  (bien  plus  petite  touter-u  - 
celle,  encore  petite,  qui  ensuite  sera  Yeffet  du  choc  jusqu'A  annulation  des  viteicc^ 

Le  propre  d'une  pidce  mince  et  relativement  lougue  est  de  pouvoir  se  paiiager  mo^^tr^'' 
ment  (note  du  §  28)  en  un  certain  nombre  de  troncons  dont  les  trois  dimeosioes  sm' 
grandeurs  du  mdme  ordrc.  Celui  qui  aura  regu  le  choc  n*aura  gu6re  subi  qu'ane  tnc»U 
avec  le  corps  heurtant :  les  aulres  auront  ^prouv6,  outre  des  translations,  des  M'*-  *  * 
communes  a  tous  leurs  points.  Gomme  les  actions  entre  mol^ules  ne  se  foot  seot>r  «.  • 
des  distances  en  quelque  sorte  infinitdsimales,  celles  qm  s'exercent  d'un  troocoo  <  Iai*Jt» 
travers  leur  iace  de  separation  peu  vent  dtre  n^glig^es  devant  celles  qui  ai;ifa<Dt  »  ^ 
toutes  les  molecules  d'un  m^me  trnn^n.  Si  done  on  multiplie  les  composantfls  L  1.  •  » 
celles* ci  par  les  d^placemeuts  dx,  iy,  it  presque  purement  translatoires  et  rataioirs  » 
Tinstant  final  de  I'acte  du  choc  pour  les  mtoes  points,  on  aura  toajours  dai  soams  < 
UrindmcA  \Sz  +  Y^y  -|-  7*iz  sensiblement  nulles. 

On  peut  done,  dans  notre  question  du  choc  des  barres  ^stiqaei,  rempUccr.  cbbi-.^ 
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'ontraire ;  en  choisissant  pour  les  d^placements  virtuels  ceux  de  la  fin  de 
^et  acte,  comnie  il  faut  toujours  le  faire  (vair  notre  sous-note,  fin  de  son 
i"*  [E]),  pour  que  le  principe  des  travaux  virtuels  soil  ainsi  applicable. 

'  '  '  '  I 

,  (lit,  par  z^ro  le  second  membre  de  (y),  et,  en  divisant  tout  par  dt,  rcmplacer  aussi  Sx^ 
"y,  Sz  par  tii,  V|,  Wi,  qui  seront  des  Titesses  moyennes  locales,  ou  sans  petites  yibrations, 
le  la  fin  du  temps  de  I'acle  du  choc,  ou  du  commencement  de  son  effet. 

On  aura  ainsi,  pour  leurs  relations  avec  les  vitesses  Uo»  tv,  ir«  du  commencement  du 
Jioc,  oi!l  aucune  vibration  n'^tait  encore  cr6^,  I'^quation 

(3)  S  [ m  (tiQ— tt| )  Ml  -|-  »i  (r©— »i )  »i  -f  m  [m>o—  ic, )  IT,]  =  0. 

EUe  exprime,  comme  nous  avons  dit  en  commencant,  I'^uilibre,  pos^  par  le  principe 
les  trayauz  virtuels,  avec  un  cboiz  d^termin^  des  d6placements  virtuels  ou  bypotb^tiques, 
intre  les  quantity  de  mouvement  primitives  muo,  mv,,  mwo  trait^es  comme  des  forces,  et 
es  quantity  de  mouvement  residues,  prises  en  signes  contraires,  —  muu  —  mv,,  —  mtoi, 
rait^es  comme  d'autres  forces,  ou,  si  Ton  veut  plutdt,  comme  des  inerties. 

[¥.]  Cette  analyse,  en  ^Uminant  toutes  les  forces  motrices  X,  Y,  Z,  n'annule  aucunement 
es  r^sultats  de  leur  action.  Ces  r^sultats,  sont,  d'une  part,  le  changement  des  vitesses  pri- 
mitives Ue,  v.,  Wt  en  les  vitesses  ult^rieures,  et  aussi  translate  ires,  ti|,  v,,  Wi ;  et,  d'autre 
part,  la  production  de  ces  vitesses  vibratoires  que  T^quation  (S)  ne  fait  que  masquer,  et 
loot  elle  pent  mdme,  si  on  la  transforme,  determiner  et  mesurer  V^nergie  qui  n'est  per- 
due^  par  le  fait,  que  pour  certaines  composantes  de  vitesses  ou  un  certain  genre  de  mou- 
rement  a  savoir,  les  mouvements  visibles  ou  utiles. 

On  n'a,  pour  cette  transformation,  qu'ii  remarquer,  vu  Tidentit^ 

(s)  «o  (wo— wi)  = -J  —   J 5 » 

el  deux  autres  identi  tds  semblables  pour  les  v  et  les  tr,  que  I'^quation  (i)  rcvient  k  : 

G'est  une  forrae  moins  simple  que  ceHe  (S)  mais  plus  facile  a  ^noncer  et  &  se  rappelcr. 
Elle  exprime  que  le  choc  brusque  ou  tres  bref  a  fait  perdre  h  Tensemble  du  sysl&me  une 
certaine  quantity  de  demi-force  vive  translatoire  ou  visible,  qui  s'est  change  ou  entiire- 
ment  en  force  vive  vibratoirc,  ou  partie  en  un  potentiel  de  compression  ^lastique  qui  par 
detente  en  enpendrera  d'autre,  etque  cette  perte  apparente  est^gale  k  la  demi-force  vive  qui 
9erait  due  aux  vitesses  perdues  ou  gagn^cs  dans  le  choc.  G'est  le  th^or^mede  Borda,  de  i  766,  cit6 
ci-dessus,  auquel  Carnot,  en  1783  {Estaiaur  les  machineaen  g6n^al^  r^ite  en  1803  sous  le 
titre  Principes  d'Squilibre  et  de  mouvement)  a  donne  k  peu  pr6s,  pour  les  corps  qu'il  suppo- 
sait  invariables,  cette  forme  g^n^rale,  avec  une  certaine  demonstration  qui  n'est  plus  admise. 

Lagrange,  comme  on  sail,  apris  avoir  simplement  cite  ce  iheorime  dans  la  Micanigue 
ofialytique  sans  le  prouver  (2*  partie,  section  3),  en  a  donne  une  demonstration  dans  le 
re&ume  substantiel  de  mecanique  qui  occupe  le  cbapitre  viii  et  dernier  de  son  traite  des 
Fonctions  analytiquea, 

<  Si,  dit-il  ft  peu  pi'is,  on  communique  aux  corps  d'un  systeme,  avant  les  chocs  operes, 
des  Titesses  egales  et  contraires  ft  celles  qu'ils  Burontd  la  fin  de  ces  chocs,  et  qui  ne  chan> 
Rent  plus  les  distances  mutuelles  des  points  heurtants  et  heurtes,  il  n'y  aura  pas  de  cbau- 
gements  dans  leurs  actions  mutuelles,  ni,  par  consequent,  dans  les  diminutions  que  les  forces 
^▼es  peuvent  eprouver.  Ces  diminutions,  caosees  par  les  chocs,  sont,  ainsi,  les  forces  vivas 
IQi  seratent  dues  aux  vitesses  residues  de  ces  comnmnications  hypothetiques.  Done,  etc.  > 

Gette  demonstration  de  Lagrange  est  digne  de  sa  puissante  intuition.  Mais  elle  suppose 
tacitement  plusieurs  choses,  et  elle  exigerait,  pour  qu'on  pOt  s'en  contenter,  des  develop- 
pements  et  d'essentielles  distinctions.  Elle  ne  peut  d'ailleurs  s'appliquer  ft  nos  barres 
fleiibles,  ayant  des  points  d'appui  ou  d'encastrement. 

U  theoreme  de  perte  de  forces  vives  qu'exprime  I'equation  (^),  et  on  peut  en  dire  autant 
de  celui  de  dytutmique  des  quantitia  de  mouvement  qui  se  trouve  exprime  par  celle  (j), 
^t  pen  ou  point  utile  dans  le  calcul  des  efTets  des  machines,  comme  I'ont  remarqud  Corio- 
hs  et  Poncelet :  il  ne  fait  point  connaltre  les  vitesses  apres  le  choc;  il  ne  se  prete  point  d'une 
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Si  nous  appelons,  k  cet  instant  Iransitoire,  final  pourl*acte  et  initkd  [or. 

Teffet,  V,  la  vitesse  inconnuc  de  la  masse -.et  rjcelled'un  ^Idment  out!- 

9 

d? 
conque  —  de  la  barre  ou  du  syst^me,  Element  dont  la  quantite  de  mouv- 

ment  primitive   ^tait  niille ;   nous  aurons  pour  exprimer  la  nullity  de 
somme  des  produits    des  quantites  de  mouvement  par  Ics  d^placements  v: 
tuels,  au  commencement  et  k  la  fin  de  Tacle  du  choc,  ceux  de  la  fin  et: 
pris  en  signe  contraire : 

9  9  J^9 

V  dt 

equation  qui  peut  6tre  ^crile,  en  divisant  tout  par  -^  : 

mani^re  stlre  &  la  raise  en  compte  du  travail  des  frotlements,  et  il  ne  dispense  pas  ii>- 
de  poser  des  equations  d'^quilibre  dynamique  pour  chaque  pi^ce,  en  ^liminant  eosiit- 
entre  dies  leurs  actions  mutuelles  inconnues.  (Cours  de  m^canique  appliqud  aux  ma-h- 
lies,  de  Poncelet,  rendition  de  1874,  quatridme  section). 

Mais,  pour  certaines  autres  questions,  et  surtout  moyennant  la  supposition  iria  appror 
niative  que  nous  pourrons  faire,  dans  la  ndtre,  sur  les  rapports  des  vitesses  des  dite^ 
points  apr^s  le  choc^  k  la  vitesse  de  Tun  d'entre  eux  (celui  qui  a  recu  Timpulsion),  ce  c 
r^duit  les  inconnues  k  une  seule,  susceptible  ainsi  d'etre  d^gag^e  de  T^quation  u  '^u  : 
ce  th^or^me,  sous  sa  double  tbrme,  peut  rendre  d'utiles  services  pratiques. 

[G]  On  voit  qu'au  lieu  de  n'^tre  applicable  quaux  corpt  dtfnu^s  d^^iatticiU^  conuoe''*' 
Tasouvent  pr6senl6,  ce  th6or6me  convientaussi  aux  corps  elastiques  (comme  tous  le  »»' 
si  Ton  regarde  I'acte  de  leur  choc  comme  termini  au  moment  ou  les  parties  qui  si"  $*v 
lieurt^cs  ont  pris  la  m^me  vitesse,  et  si  on  consid^re  que  T^nergte  elaatique  alor  c 
reserve,  au  lieu  d'engendrer  de  notables  mouvements  de  translation  comnwdans  iesk-iii" 
d'ivoire  ou  dans  certains  ressorts  d'acier,  ne  produit  presque  jamais,  outre  lebru:i^ 
les  vibrations,  que  de  pet  its  rebonds  et  autres  effets  st^iles  dont  on  n'a  pas  i  v^^ 
compte. 

On  voit  encore,  par  la  mani^re  dont  nous  avons  cm  convenable  d'en  prteiser  et  g^wi^^'' 
ser  la  demonstration,  en  la  prdsentant  au  point  de  vuede  la  mteanique  physique  ou  des  cc"?' 
naturels,  qu'on  peut  employer  ce  theor^me,  non  pas  seulement  pour  les  corps  libra  et  ^ 
changeant  pas  de  forme  d'une  roani^re  perceptible,  mais  aussi,  comme  nous  feroos.  ^ ' 
les  pieces  ou  syst^mes  qui,  apr^s  le  choc  et  par  suite  de  I'impulsion  re^e«  preDoeot  «.•* 
flexions  et  autres  changements  tr^s  sensibles  de  forme  sous  rinfluenoe  modificatrice  >: 
reactions  d'appuis  ou  autres  conditions  d'assujettissement  de  quelques-ons  de  leur- 
points,  ce  qui  n  avait  pas  encore  (H<^  consid^rd. 

Et  je  crois  devoir  terminer  cette  digression  en  renvoyant  k  une  courte  Noiesar)^ 
pertet  apparenles  de  force  vive,  etc.,  ins^rde  au  Compte  rendu  dC'U  s6ance  dcl'Acadi'^' 
du  18  juillet  1866,  mais  surtout  a  un  M^moire  lu  le  24  d^embre  1866  {JoMmul  He  me">^ 
maliquea,  2°  serie,  t.  Xll,  p.  257  de  1K67)  oii  se  trouve  traits  un  sujet  conncxe  Iretai  i-' 
nous  occupe  ici,  el  inlitul^  :  Sur  le  choc  longiiudinal  mutuel  ds  deux  barrts  il^^^'i'^' 
fibres^  el  sw  la  proportion  de'  Icur  force  vive  qui,  malgri  une  ilaslicit^  tuppcsef  f*^ 
faile,  te  trouve  perdue  pour  la  translation  uUfyrieure.  Je  ne  sais  s'il  roe  sera<k°'' 
d'achever  un  travail  semblable  relatif  au  cas  oA  Tune  des  barres  est  asst^ettie  ft  son  ^^' 
non  bcurie.  ce  qui,  je  le  pense,  ainsi  que  je  I'ai  exprim^  ft  la  iin  dune  note  ultirieurp  ^' 
ciiee  ci-dessus  (n*  1),  inser^e  au  Compte  rendu  du  50  mars  1868,  t.  66,  p.  650,  conduin' 
ur.c  solution  pratique,  en  termes  finis  et  propre  ft  fournir  peut  £tre  des  n^ullats  impr^^*^' 
du  probl^me  de  la  resistance  ^ive  longitudinale  traits  en  1823  par  Mavier  eC  eo  \tS!'if^ 
Poncelet  au  nioyen  de  series  niasquant  une  loi  cssentieile,  qi|e  Th.  Young  priseotaii  'i 
1806  sans  I'avoir  nettement  determin^e. 
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d*ou,  pour  la  vitesse  inconnue  du  corps  heurtant,  ainsi  que  de  T^l^ment 
contigu  de  la  barre,  k  I'instant  de  la  fin  de  Tacte  du  choc,  ou  k  Tinstant 
initial  de  la  flexion  ou  autre  deformation  qui  est  son  effet  dynamique  k  cal- 
culer,  la  formule 

en  sorte  que  si  Ton  connalt,  tout  au  moins  approximativemeiit,  Ics  rap- 
ports T^  des  vitesses  v^  des  divers  points  de  la  barre  k  celle  Vi  du  point 

heurte,  on  obtiendra  cette  derni^re  vitesse,  el  par  suite  toutes  les  autres, 
pour  la  fin  de  I'acte  du  choc,  ou  le  Qomroencement  de  la  flexion  qui  en  de- 
pend et  qu'il  s'agil  de  determiner. 

45.  Suite.  Mime  expression  de  la  vitesse  V|  du  point  qui  a  ete  heurte,  oh- 
tenue  en  employant  le  theoreme  des  pertes  de  force  vive  dans  les  changements 
brusques  de  vitesse,  au  lieu  de  celui  des  vitesses  virtuelles,  —  Ce  th^or^me 
est,  avons-nous  dit,  comme  une  deuxi^me  forme,  ou  une  specialisation,  du 
principe  rappele.  La  demi-force  vive  avant  le  choc  (n«  prec6dr'nt)  est 

Q  V* 
EUe  est,  apr^s  le  choc,  vu  la  signification  (r^)  du  noinbre  k, 

QV*      rdVv}    Qv;       pvj 

g)i^Jrg)l       g  ^2  ^     g  ^2 

Q  V* 
Egalons  la  perte,  c'est-a-dire  Texcfis  de  -  -^  sur  cette  expression,  a  la 

demi-force  vive  due  aux  vitesses  brusquement  perdues  qui  sont  V  —  V^ 

pour  ~,  et — Vj  pour  r^l^ment  — ,  puisque  sa  vitesse,  primitivement  z6ro, 

"  if 

est  devenue  z^i ;  nous  avons 

PV;\       Q(V-Y,)*         P(-v,)- 

+  k- 


QV*     /Qv;        pv;\      Q 


tJ         '    •  i;      tJ 


2QV 
equation  qui  d6velopp6e,  r^duite  et  divis6e  par -y"*  donne  bien,  comme  cela 

devait  Mre,  la  m^me  expression  (r^)  de  Vj  que  la  m^thode  du  n°  precedent, 
oil  Ton  a  mis  en  oeuvre  un  theoreme  dont  celui  de  perte  brusque  de  force 
vive  n'est,  en  quelque  sorte,  qu*une  transformation  sp6cialisee. 

Ce  second  moyen  d'y  arriver  est  moins  direct  que  Tautre,  puisqu*il  conduit 
a  une  equation  de  sept  termes,  qu'on  reduit  k  trois  par  des  destructions  et 
des  reunions.  11  est,  aussi,  bicn  moins  general,  car,  comme  Tout  observe 
Coriolis  et  surtout  Poncelet,  il  ne  permet  pas  de  faire  entrer  en  ligne  de 


ary 
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compte  le  travail  du  frottement  entre  une  pi^ce  heurtante  et  une  pi^  o^ 
un  sol  qui  regoit  le  heurt,  comme  dans  le  probl^me  des  cames  si  bien  traiu 
dans  les  Lemons  de  TEcoIe  de  Metz,  ainsi  que  dans  le  m^moire  de  Poisson  sur 
le  tir  d*une  pi^ce  d'artillerie  et  sur  la  reaction  opposee  par  le  sol  ao^ 
crosses  de  ralTut. 

Mais,  pour  nos  probl^mes  actuels,  ou  le  frottement  n*entre  pas  en  jeu,  r 
th^orSme  de  perte  de  force  vive,  dont  tout  le  monde  a  Tenonce  present  a  h 
memoire,  sera  souvent  plus  commode  k  mettre  en  usage,  bien  qu*il  ne  sot 
pas,  au  total,  tr6s  difficile  de  retenir  aussi  que  les  vitesses  virtuelles  a  al- 
tribuer  aux  elements  de  masse  sont  les  vitesses  inconnues  de  Tinstanl  dek 
fin  du  choc,  et  du  commencement  de  son  effet. 

r/v  V  dP 

46.    Calciil   des   coefficients   numeriques  k=  j  l^\   -p ,  moyennes  fir 

Carres  des  rapports  det  vitesses  v^  des  elements  dP  dn  systeme  heurte\  a  celle  \, 
de  Velement  qui  a  regu  le  choc  —  II  faut,  pour  un  pareil  calcul,  faire  unt 

hypoth^se  sur  ces  rapports  inconnus  t^-  Us  sont,  au  moment  de  la  Go  de 

Tacte  du  choc,  les  memes  que  ceux  des  petits  dSplacements  simultanes  de^ 
divers  points  de  la  harre  au  deplacement  de  Tun  d'entre  eux,  celui  qui  a  et^ 
heurt^.  Notre  choix,  que  justifieront  non  seulement  les  r^sultats  confo^ne^ 
k  tous  ceux  du  n*'  40,  mais  encore  un  certain  raisonnement  indique  a  la  ^1: 

du  n°  50,  a  ete  Thypothese  que  ces  rapports  mutuels  des  d^placenients  sc 

p 
r^glent  sensiblemcnt  de  la  mSme  mani^re  que  lorsque  ^  est  petit  ou  que  le 

systeme  clastique  n*oppose  qu*une  tr^s  faible  inertie  k  la  prompte  transmis- 
sion, dans  toutes  ses  parties,  du  mouvement  imprime  k  Tune  d'elles;  <>u 
autrement  dit,  que  ce  systeme  ou  cette  barre  prenne  instantanement,  aa 
moins  en  moyenne  locale  quant  k  la  situation  de  chaque  point,  et  k  toute 
6poque  de  I'acte  du  choc,  ainsi  que  pendant  la  flexion  qui  le  suivra,  la  ratoe 
forme  qu*il  prendrait  sous  des  actions  statiques  exercees  au  point  heurle,  et 
dans  la  direction  du  heurt. 

La  determination  de  cette  forme  est  toute  faite  ci-dessus  pour  notre  bamr 
appuyee  aux  deux  bouts  et  lieurtee  au  point  milieu,  car  on  a  trouve  au\ 
n^'*  56,  59,  et  on  trouve  dans  tous  les  trait6s  de  resistance  des  pieces  et  an- 
tiques, que  si,  dans  Tetat  de  repos,  u  est  le  deplacement  du  point  doat 
Tabscisse  est  z,  et  u^  celui  du  point  milieu  3  =  0,  Ton  a 

expression  qui,  d*ailleurs,  est  celle  qui  evidemment  satisfail  (n®  36),  k 

£l«=o.,«uo=o.  (g)       =0.(1?)       =0. 
On  a  done 
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d*ou  pour  toute  la  barre  de  longueur  2a, 

'"  Jo    \2a      2av   '2a       4  Jo  ^  4  \3      5      7/       35 

Nous  trouvons  ainsi,  en  substituant  dans  (r,),  justement  Texpression  (o^) 

du  n*"  42  qui  a  eu  pour  consequence  celle  (p,)  de  Texpression  de  deuxi^me 

approximation  de  la  fl^che  dynaniique ;  c'est-&-dire  pr^cis^ment  cette  rMuc- 

17 
tion  aux  ^  que  nous  avons  trouv^e,  par  une  suite  de  calculs  tout  differents, 

dtre  a  faire  subir  k  la  masse  de  la  barre  si  Ton  veut  calculer  la  vitesse  V^  en 
partageant  entre  elle  et  le  corps  heurtant  la  quantite  de  mouvement  primi- 
tive -  V  de  ce  corps. 

47.  Calcul,  par  suite,  fait  ele'mentairementy  de  la  demi-force  vive  du  sy$' 
teme  a  la  fin  de  Vacte  du  choc^  ou  au  commencement  de  sa  flexion  sensible,  et, 
comme  deuxieme  consequence,  de  la  fUche  dynamique  qui  sera  prise  au  point 
heurte.  —  Cette  demi-force  vive  de  la  fin  du  temps  imperceptible  de  Tacte 
du  choc,  dans  le  probl^me  particulier  du  n^  precedent  et  dans  tous  ceux  du 
mdme  genre,  sera,  vu  les  significations  (n?  44)  de  Y^,  v^,  k, 

Q  VJ        rvld?      VJ 


Q  Vi        r  v^d^      VJ 


V 

el,  d'apr^s  Texpression  g6neralc  (r,)  \\  = p  trouvee  en  appliquant 

(n"'  44,  45)  soit  le  th^or^me  des  vitesses  virtuelles,  soit  celui  de  perte 
brusque  de  force  vive,  celte  m6me  demi-force  vive  sera 


14-^y 

Q  V* 
Egalons  la,  comme  nous  avons  fait  pour  celle-  -3*  du  cas  extreme,  n**  37, 

d'une  barre  dont  I'inertie  etait  suppos6e  tout  a  fait  negligeable,  au  travail  de 
la  reaction  ^lastiquedu  syst^me  toujours  suppose  prendre,  jusqu*li  annulation 
de  la  vitesse,  une  suite  de  formes  comme  celles  que  lui  eussent  donn^es  des 

aclions  statiques,  travail  que  nous  avons  trouv^  exprim^  par  (y^)  ~  1^,  ou 

/    ^ 

n' 

J,  est  le  rapport  constant  d*actions  statiques  quelconques  q'  aux  filches  f 
qirelles  produisent,  nous  en  tirons 


s/h^) 
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Si  la  force  quelconque  dont  la  pression  produit  la  fl^che  f  dans  Tetai  •> 
repos,  est  prise  ^gale  au  poids  Q  du  corps  heurtaot,  f  est  la  fl^che  statiqu»>f' 

On  a  done  cette  expression  aussi  g^n^ral^  que  simple  de  la  fl^che  dye- 
mique  /j,  en  deuxieme  et  presque  toujours  tr^s  suffisante  approxiinatioD, 


W  h 


^  9.  /.       .1 


^\Ji  +  kV. 


Q 
Pour  n«tre  probltoie  particulier  du  n*  pr6c£dent,  et  des  n*'  i,  58  fbiir- 

appuy^d  aux  deux  bouts  et  heurtee  au  milieu)  on  y  fera  -  =  STrT •  ^~ •"*' 

ce  qui  rendra  cette  expression  lout  ^  fait  conforme,  en  faisant  le  sinus  '^^ 
Tunit^,  k  ce  qu'a  donne  I'expression  de  seconde  approiiniation  (/,)  du  n  '^^ 

48.  8uiie  de  la  deuxihne  approximation.  Determination  de  la  perwdr  ..* 
vibration  et  de  la  hi  du  mouvement  vibratoire  du  gyxteme  hevrte,  —  It  e< 
non  moins  facile  de  les  tirer,  que  la  fteche,  de  Texpression  trouvee  ir.  -I* 
la  Vitesse  V|  imprim^e  par  le  choc  au  point  heurt^  avant  le  commenc^mf 
du  temps  quelconque  pendant  lequel  la  flexion  dynamique  5*opere  ensuitr 

Posons  k  cet  effet,  pour  une  ^poque  quelconque,  et  pour  una  portion  ^i^ti' 
ce  temps,  I'equation  du  travail  entre  l^  reaction  ^lastique  que  le  syst^^m^ 
exerce  contre  le  corps  heurtant  Q,  et  les  inerties  de  ce  corps  ain^i  que  d-^ 
^l^ments  dP,  Si  nous  appelons,  pour  cette  epoque,  u^  le  deplacewent  <  • 

point  heurt^,  et  si  nous  supposons  toujours  que  le  systeme  se  defonc* 
comme  sous  des  efforts  statiques  s  exergant  en  ce  point,  la  reaction  en  que- 

tion,  qui  agit  pour  retarder  le  mouvement,  a  Tintensite  (n*  precedent)  p  r . 

el  son  travail,  pendant  le  temps  dt,  est  * 

Le  travail  de  Tinertie  du  corps  Q  est  —     --^-i*'  -jAdt ;  el  si  nous  appelr^ 

g  ?i*     ct  ^^ 

comme  au  n®  44,  ^'  le  rapport  entre  la  vilesse  de  T^lement  ifP  et  celk 

point  heurto ,  fcipport  suppose  constant  pour  cot  element  pendant  tout** 
duree  de  la  flexion,  comme  on  Ta  suppose  6lre  (nieme  n*  41)  pendaol  i- ' 
la  dur^e  imperceptible  de  Tacte  du  choc,  le  travail  de  Tinertie  de  Ir- 
ment  dP  sera 

En  faisant  la  somme  relative  a  tous  les  Elements,  on  aura  pour  rtnimi'  > 

iu  . 

du  travail  apr^s  qu'on  aura  divis6  tous  les  termcs  par  -^  dt,  et  eu  e.i" 


PEBIODE   DE    VIBRATION    PKmClPAT.K   OBTENUE    DE    M^ME.  587 


k  (r,)  qui  doiine  J^  ^^M*  _.^A, 


0  4-  A-p  ^y       f/' 

equation  satisfaite  par  u^  =  A  sin  B^  si  les  constantes  A,  B  son!  prises 

lelles  qu'on  ait  pour  ^  =  0  le  deplaccment  u^=^0  et  la  vilesse  ___=Vj 

ot 

V 
= p  (n"  44) ;  d'ou  le  deplaccment  du  point  heurt^  pour  F^poque  quel- 

conque  t  de  sa  flexion  : 


(m)  «.-  V 


q' 

Le  rappoil  ^,  k  introduire  dans  cette  formule  depend  dc  la  forme  du  sys- 

(emc  :  on  a  toujours,  en  appelant  f^  la  fl^che  statique  produite  au  repos  par 
une  force  6gale  au  poids  Q 

^/  _  0 

/ '  ~  /s  ' 

(*n  sorte  que  si  on  appelle  T  la  dur^e  de  la  periode  du  mouvement  vibra- 
toire,  ou  le  temps  qui  ajoulc  k  i  redonnera  au  sinus  la  m^me  valeur  en 
augmenlant  de  2ir  son  arc,  on  a 


p 
49.  Identite  des  bindmes  i-^-krTdes  formules  (r,),  (y^),  (x^),  (^7),  z^aux 

diviseurs  bindmes  correctifs  de  la  premiere  approximation j  tire's  aux  n®"  38 
et  40  des  solutions  transcendantes  en  determinant  une  seconde  approximation 
pour  la  plus  petite  valeur  m^  de  leur  parametre  m. 
1*^  Ba^Te  appuyee  aux  extremites  et  heurtee  au  milieu.  Cette  identite  a  d6ja 

17 
I'le  reconnue  d*apr^s  Texpression  (t,),  ^:=^  du  n°  43. 

2"  Barre  de  longueur  2a  encastree  aux  deux  bouts  et  heurtee  au  milieu. 
l/equation  connue  de  sa  deformation  statique  est,  u^  designant  toujours  u 

pour  v  =  a. 


K)  «-«.(3^!-'-«j:) 
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qui  en  effel  satisfait  k  ^=0.  (w)o=0,  (J^  =0»  (^)  =0- 


0 


Comme  —  a  la  m^me  valeur  que  cr-=v**>  on  a 

<*•'  *-^jo  25\^55         a»;   -5       T^  7-35' 

P  15  P 

ou  1  H-'^*  n  =  l  +«K  fi*  comme  on  a  trouv6  au  n°  58,  2°. 

5^  fiarre  de  longueur  a  encastree  d  un  bout  et  heurtee  it  V autre,  fiquatioa 
de  flexion  statique  si  elle  n'est  que  press^e  au  bout  heurl^  : 

satisfaisant  a  Tr-4  =  0,  (m)o  =  0.  (tt  j  =0,  (^j  =0.  Done 

Joa\2a*       2aV    ""4*5       2  *  6  "*"  5  *  7  ~  140 

comme  on  a  trouve  au  m6me  n*^  40,  5<». 

4°  fiarre  (2«  longueur  b-\-h^^  appuye'e  aux  deux  bouts^  heurtee  au  point 
eloigne  de  b  de  Vextremite  de  gauche  et  de  fc,  de  celle  de  droite.  Les  Equa- 
tions d*equilibre  statique  sous  une  simple  pression  cxercee  en  ce  point  sont 
respectivement  pour  la  partie  b  et  pour  la  partie  fr,,  les  abscisses  z  et  z^  etan! 
compt^es,  comme  au  n°  15,  ^  partir  de  leurs  extr^mit^s  respectives,  ei  \\i 
que  u^=(w)^^^  =  (mj)^^^;|  : 


(ds) 


/'«       .   t*u, 


Gar  ces  Equations  satisfont  k  ,— r  =0,  rrrt  =  0iCt3i'^  conditions d'appuU 
libres(tt),:=0,  (w,),^0,  (77::,)  =0,  {jr^}  =0,  aiitsi  qu'aux  conditions 

de  raccordement  (u),  ^  ^  =  («,),, = t,.  ^|^^ ,  _ » =^  ~  G"^)  '  "**"* 

Jo  \uJb  +  b,'^Jo  \uJb  +  i>,-HT,l~f~'^Tb\bJ  bj^m\t'  *•  • 

*  quantity  ^gale  k  la  suivante,  comme  on  le  virifie  facilement  en  mulUpliant 
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par  6-hfti  et  d^veloppant : 

«•>         <=4i>H-4..'-^]-j- 

Or  celle-ci  est  precis^ment  ce  que  nous  avons  trouv^  d*une  tout  autre 
mani^re  au  n®  40,  4<*.  (*). 

h^  (Exemple  de  cas  ou  la  pi^ce  doit  dtre  trait^e  comme  compos^e  de 
plusieurs  parties,  et  exemple,  aussi,  de  Temploi  toujours  facile  du  th^o- 
reme  de  perte  brusque  de  force  vive.)  Barre  heurlde  au  milieu  et  qui  depasse 
de  part  et  d* autre  les  appuiSy  de  deux  portions  notables  et  egales  de  sa  lon- 
gueur. —  Soient  P  le  poids  et  ia  la  longueur  de  la  partie  entre  les  deux 

appuis,  a'  les  longueurs  qui  d^passent,  et  P'  =  -^Pkursdeuxpoidsreunis. 

A  la  fin  de  Tacte  du  choc  du  corps  Q  avec  une  vitesse  V,  ou  lorsque, 
comme  au  n®  44,  V^  rcpresente  la  vitesse  du  point  heurtS  et  v^  celle  de  T^IS- 
ment  dP  de  la  partie  entre  les  appuis  qui  est  k  la  distance  z  de  Tun  d*eux,  si 
Ton  appelle  v/  la  vitesse,  en  sens  oppose,  de  T^l^ment  dF  d'upe  des  deux 
parties  ext^rieures,  situ6  k  la  distance  z'  du  mSme  appui,  ou  aura,  les  rap- 
ports mutuels  des  d^placements  ^tant  supposes  se  r^gler  comme  dans  un 
etat  de  deformation  statique  {n?  46)  ou  les  parties  ext^rieures  seront  rest^es 
droites : 

(/•b)         «i  =  Vi  (^2  ~  2  J^j  •  W,=o"  ^'  ""2^  '  ^ '"  "' "  ^*  '^' 

En  prenant  pour  les  d^placements  virtuels,  comme  aux  n<><*  46,  47,  ceux 

de  la  fin  du  choc  pendant  un  instant  dt,  c'est-^-dire  ^^dt^  v^dt^  v^dt  attribua- 

0  dP  dP' 
bles  aux  masses  -,  — ,  —  ?  r^^alit^  des  travaux  virtuels  des  quantit^s  de 

9    9     9 

mouvement  du  commencement  et  de  la  fin  de  Tacte  du  choc-donne 

Nous  serious  aussi  arrives  k  cette  Equation,  sans  aucune  preoccupation 
du  choix  des  d^placements  virtuels  (cumme  nous  avons  observe  k  la  fin  du 
n'*45),  en  posant  celle  du  theor^me  tr^s  connu  de  perte  brusque  de  force 

(')  Cette  expression  (e^)  de  A  a  les  valeurs  suivantes,  selon  le  rapport  .       .    ,  h  la  longueur 
^  +  ^1  de  la  barre,  de  la  distance  du  point  de  heurt  k  Textrdmitd  la  plus  voisine  : 
8ij-A--=      0,1,         0.2,         0,25,  0.3,         0.4.         0,5, 

M 
on  a      *=      2,803.      1,011,      0,774,        0,642,      0,518,      0,4857  =  jj. 

p 
On  Yoit  que  le  coefficient  k  du  diviseur  correctif  (n*  40),  1  +  A^y  n'est  pas  toujours  plus 

petit  que  I'unit^.  II  est  Evident  mSme  que  si  Ton  avait  6  =  0.  /r  serait  inilni,  car  alors  le 
choc  serait  support^  et  amorti  par  un  des  deux  appuis. 
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vive.  Elle  nous  eflt  donnS,  en  effa<;ant  parlout  \e  d^noniinaleur  ^g  : 

QV— QV;-  r»»rfP-  r„;irfF  =  Q(V_\,|i  + J(— r,)«rfP  + J(.  t;}irfp'. 

ou  OV*  — «V;-Q(V'  — 2VV,  + VJ)  — 2   Trft/P  +  a  rti;*rfP'. 

qui)  en  r^duisant  et  divisant  par  ^V,,  donne  bien  la  mfiine  cbose  que  {i},t- 
Si,  dam  Ig,)  on  met  pour  v„  v,'  leurs  valeurs  (/j)  el  si  on  divtse  par  -^  on  a 

Q,_,„  +1  f— v('-i-!-V+  -  r?:^('?  5iV. 

»'       I" 
doii  comme-  =  ■„  . 


17P    35;r-- 


-\s-im 


expression  dont  nous  avons  obtenu  aussi  le  d^nominateur  d'une  autre  nu- 
ni^re  k  savoir,  apres  une  solution  transcendante  du  probUme,  qu'il  serail 
pen  utile  de  rapporler  ici.  ct  aprtis  avoir  tir^  en  deuii^me  approximation, 
comme  dans  les  autres  problemes,  la  valeur  nu  du  param^lre  m  qui  entre 
dans  le  premier  terme  de  la  serie  £  qui  fournit  u  dans  cette  solution. 

$■>  (Exemple  de  pi^ce  non  prismalique).  Barre  posee  auj-  denx  bouU  n 
kettrU'e  au  milieu,  it  section  traruvenale  rectanguiaire  ayant  une  large*' 
comtante  el  une  hauteur  variable  re'glee  de  maniere  a  offrir  longitudiiuk- 
ment  la  forme  d'egale  resistance  a  un  effort  statique  qui  agiratl  au  point  J« 
choc  el  tlans  la-direction,  —  Soil  toujoura  Sa  sa  longueur  ;  soient  b  it  lir- 
geur  constanle  de  la  section  transversale,  h  sa  hauteur  ou  ^paisseur  ii  li 
distance  :  d'un  des  appuis,  e  cetle  bauleur  au  milieu  ou  pour  i^=  a. 

On  sail  qu'il  doit  y  avoir,  pour  I'figal  risque  de  rupture  partout  dan- 
I'^tat  statique,  la  relation  parabolique  suivante  entre  I'abscisse  :  et  T^pais- 
seur  A 

(ij  -  =constanle  =  -■ 


ileur,  ii  la  distance  z  du  point  d'appui  le  plus  \i 
ras  de  levier  s  par  la  reaction  quelconque  ^  d 
1  plus  tendue  y  6prouve  une  dilatation  S  =  ^  —  =  x  ^,   on   tire. 


ras  de  levier  s  par  la  reaction  quelconque  -^  de  I'appui,  et  commeli  fibre 
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I  =  T^r '  la  dilatation 


en  sorte  qu'il  faut,  pour  que  cette  dilatation  dangereuse  soit  6gale  partout  & 
une  mdme  limite  donn^e,  que  le  rapport  ^  soit  le  mdme  pour  toutes  les  sec- 
tions, ce  qui  donne  bien  la  relation  connue  (tg). 

L*^quation  difKrenticlle  g^n^rale  de  T^quilibre  d*un  ^i^ment  de  la  barre 
dun°3 

,       bh*      be' (s\*    .     p  bh         W* 


deviant,  en  consequence,  vu  I  =  j^-  = 


5  P       ^abc        =• « 


;;-  ( -  I*  ,  vu  que  le  moment  d*inertie  de'la  section  milieu  z=  a,  est 

.la  \a/  ^ 


I    —  — 


0.'    ••s[e)'S]+- ©*!?=«• 


.  ^       5Pas 

SIT*  = 


2</Ela 
:  (1}  t  I  d}u\ 


l)ai]s  retat  statique,  cette  equation  reduite  a  t;^  (  s*  —  j=:0  et  int6gr6e 
de  mani^re  k  avoir,  d'apres  les  conditions  (e)  du  n'^  5, 


( 


•'.=•=«•  (S)„.=«-''("BL.=»'-'-("'SL.=»- 

donne  pour  1  equatio:)  en  u  et  z  de  la  fibre  moyenne  slatiquement  (I6chie, 

L*equation  des  travaux  virtuels  de  la  quantity  de  mouvement  primitive 
-  Y  et  des  quantit^s  de  mouvement  k  Tinstant  ou  finit  I'acte  du  choc,  savoir 

i  V,  et  -—  »!,  en  prenant  pour  d6placements  virtuels  ceux  y^dt  et  v^dt  du 

dt 
m^rae  instant,  sera,  corame  au  n®  44,  en  divisant  tons  les  termes  par  —  s 

If 

,/,)  QVV.=QVj+  f^^w=yi[Q  +  p£(^yf]. 
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V 

Remplagons  les  rapports  rr*  des  vitesses  des  divers  ^l^rnents  dP  k  celle^ 
de  raiment  heurt6,  par  le  rapport  (k^)  —  quileurestegal;  puis  —  par  j-p- 


a 


3   /A* 
=  -p  l-udz,  parce que  la  barre  se  compose  de  deux  portions  de  longutro- 

2 

a  et  de  volume  ^  abc.  nous  avons  : 

3 

(-)    «'='.Kiir['=-(0're)'^-!- 

29   ' 
L'int^grale  calcul^e  a  pour  valeur  ^  a« .  L'expression  (r,)  du    n*»  44 

done,  pour  ce  cas  de  heurt  d*une  barre  ayant,  sous  largeur  constante,  U 
coupe  en  double  parabole  donnant  ce  qu*on  appelle  regale  resistance  st^- 
tique  k  une  charge  au  milieu  : 

v  99 


e>t 


(*)  Gette  forme  parabolique  donnerait  zero  pour  I'^paisseur  h  de  la  pi^co  a  ses  eitremit^ 
Ellea  done  besoin,  dans  rexdcution,  comme  je  Tai  indiqu^  en  1837  dans  un  Gours,et'3 
1845  dans  un  m^moire,  d'etre  modiri6edans  la  proportion  que  donne,  vers  ses  extr^ii'^. 
une  thdorie  de  la  rupture  par  glittement,  ou  comme  on  a  dit  depuis,  par  cisaii/emmi. 

Soit  e  1  epaisseur,  ou  be  la  section  qu'il  faudra  donner  a  la  barre  pour  qu  ellc  ne  rou.  •■ 
point  de  cette  mani^re  1^  sous  les  plus  grands  efforts  tranchants  cxercfe  par  1<^  appu:-  d 

3EI 

qui  sont  les  moiti^s  de  aa  reaction  ^lastique  centrale  q  =  ^^  f^  au  moment  de  la  plos  gran  \f 

fl6che  f^,  Cette  opaisseur  e  devra  Mre  telle  qu'on  ait  (vu  que  le  glissement  maximum  ^l:^ 

3  3    a 

la  section  est  -^du  glissement  moyen)  5  •51"=  la  constante  T^,  des  n**  8,  12  et  15  de  la  No*'* 

du  §  37.  On  ajoutera  pour  cela,  h  la  barre  parabolique,  vers  ses  extr^mit^,  deux  prisme^df 
sa  matiire,  de  hauteur  horizontale  b  et  ayant  pour  bases  des  triangles  rectangles  &  hvpv 

1  e« 

th^nuses  courbes,  ces  triangles  ayant  des  cdt^s  verticaux  ^  e»  et  des  cdtes  horiiontaux  -;  s 

Ae    e^ 
Le  volume  de  ces  deux  prismes  ensemble  sera  -=-  •  -^  a,  et  leur  poids  sera  ^l  k  P  luulttpli 

4  3  e* 

par  le  rapport  de  ce  petit  volume  &  r-  abc.  L'abscisse  z  de  leur  centre  de  gravity  sera  77:  ~i  ' 

En  supposant,  ce  qui  est  suffisamment  approchd,  que  leur  masse  soit  concentre  a  cc  OMitiv. 
laddition  de  ces  deux  prismes  de  mati^re  vers  chaque  extrdmit^  ajoutera  au  second  membr 

de  r^quation  des  travaux  virtuels  (/,)  un  terme  ^ip(:ni"«)'"^(Tft'«)*l  5^  ^^*  '  ^ 

nalogue,  facile  k  calculer,  peut  avoir  quelque  influence  dans  le  problime  de  la  banv  dVps!"* 
resistance  encatlrie  h  un  bout  et  heurlde  k  I'aulre.  llais,  dans  notre  probltote  actud  ^ 
barre  appuy^e  aux  deux  extr^mit^s,  pr^cis^ment  tout  aupr^  desquelles  se  trouve  fait' 

I'addition  de  mati^re,  cette  addition  n'augmenterait  le  coefQcient  (iig),  A=  T^qoetTuw 


fraction  de  I'ordre  de  (  -  j   et  ndgligeable. 


4i 
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I  ..I  I  III  .1  I     M 

Nous  avoiis  trouv6  le  mdme  d^nominateur  bin6rae,  dit  correctif  de  la  pre- 
mih'e  approximation^  en  operant  de  mani^re  k  obtenir  la  solution  rigou- 
reuse  du  problime  pos6,  c*est-d-dire  en  faisaiit,  dans  T^quation  aux  d^riv^es 
partielles  (j,),  comme  aux  n<>*  4,  etc. 

d  ou  pour  determiner  la  fonction  Z  de  2,  cef te  equation 

k  int^grer  de  mani^re  que 

et  qu*on  ait  enfin 

Bien  que  T^quation  (0,)  puisse  ^tre  amende  en  faisant  ^z=X,^  k  la  forrac 

^*Z 
plus  simple  -r-  =  16  m>  C'Z,  et  dtre  m^me   r^duite,  en    faisant  ensuite 

,    (2m)| 

elle  ne  peut  dtre  int^gr^e  qu'en  s^rie.  On  pourrait  par  exemple  se  servir,  k 
cet  eflet,  d'un  proc^d^  propose  par  M.  Liouville,  en  1838,  dans  un  m6- 
moire  f)  paraissant  avoir  remplac^  celui  que,  Tannee  pr^cidente,  il  avait 
prepare  en  commun  avec  Sturm  f  *) ;  proc^de  que  Sturm  a  indiqu^  aussi  k 
la  48«(n<^  614)  des  lemons  de  son  Cours  d' analyse  public  en  1859.  Mais  on 
obtient  une  s^rie  plus  convergente  par  une  application  simple  des  coeffi- 
cients ind^termin^s,  qui  ^tend  k  cette  Equation  lin^aire  (r,)  du  quatrieme 
ordre,  pour  obtenir  du  m^me  coup  les  quatre  int^grales  particuli^res  dont 
on  a  besoin,  le  proc^d^  employ^  par  Euler  pour  les  deux  qu'exigeait  Tint^- 

dhi 
gration  de  T^quation  du  second  ordre  -j^,  -f-  gx'»y=  0  (***).  La  valeur  de  Z 


(*)  c  Surla  th6orie  des  ^qoations  difTerentielles  ]in6aires,etc.  %  Journal  de  Math^maliquety 
tome  lU.  M^moire  qui  a  servi  de  teite  a  des  lemons  faites  au  ooH^ge  de  France. 

(")  II  n'en  a  paru  qu'un  extrait,  au  tome  H  du  mdme  jouraal,  1837,  ou  au  tome  IV  des 
Comp<e«  renduM  de  TAcad^mte,  8  mai  1857,  p.  675,  sous  ce  titre  :  c  Sur  le  d^velopperoent 
des  fonctions  en  series  dont  les  diff^rents  termes  sont  assujottis  k  satisfaire  k  une  m^me 
Aquation  difr^rentielle,  ete.  i 

C")  Cakuldiff^rentiel  et  int.  de  Lacroiz,  n*  661. 

38 
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• 

ayant  ^.t^  tir^eaussi  delequation  (r^),  transform^e  de  (Og),  donne,  comia 
I'ordinaire  (n""  7),  si  l*on  determine  trois  de  ses  coefficients  de  maniert 
satisfaire  aux  trois  conditions  limites  (pg)  et  si  on  la  subslituedanslaqi 
trieme  (9,),  donne^  dis-je,  l*6quation  propreli  fournir  toutes  les  valeursc 
param^tre  m  [").  Qu*tl  nous  suffise,  sans  donner  ici  le  deTeloppemeo: . 
cette  solution,  de  dire  queTi^quation  en  m  ainsi  obtenue,  et  naturellear 
toute  developp^e  suivant  les  puissances  de  m,  est 


^='''*-^(--5:6X8+rro)^^"^ 


6.8 


ou 


Wl* 


,  5  P  _  2in*\  _  9  P 


P  **? 

prouvant  qu'on  a,  en  premiere  approximation,  pour  rr  fort  petit,  m*=  .  - 

9  P 
mais,  comme  seconde  approximation,  en  mettant  j  rr  pour  m^  dans  ie  tn . 

si^me  terme  de  la  parenth^se  : 

9  P 

M  '"*  =  — :>7rp' 

i  4-rLL 

29  29  P 

En  sorte  qu'on  a  ^=:  ^  ,ou  1  H"T7()  P^""*  ^^  diviseur  correclifdes  valeer 

de  premiere  approximation  ;  ce  qui  est  exactement  ce  que  nous  avons  troc^ 
par  Temploi  du  principe  des  travaux  virtuels,  appliqu^  (n""  44)  aux  qun 
tit^s  de  mouvement  avant  et  apres  Tacte  du  choc  : 

50.  Deuj:  his  simples  donnantj  avec  une  grande  approximation,  la  d^rr 
periodique  et  V  amplitude  de  V  oscillation  principale  des  bar  res  heurUes.  - 
Leur  explication  el  leur  generalisation  pour  un  systeme  eUistiquequdcon^' 

D'apres  la  formule  simple  et  usuelle  du  n"  47  : 

IW reproduce]     f,=  y/^"  -J=:.  on  U  =  f^i^^y-!^ 


(*)  Pour  r^oudre  ainsi  notre  equation  7— '  =  *«/,  M.  Doussinesq  m'a  indique  d'»  f^ 

2«A^x«-f  Aja:*-*"^4-AjX«-*"**4- hA„a:«-»-®".  ce  qui  donne   pour   ddlerminer  '-> 

les  coefficients  A  comma   multiples  du  premier  A    la   relation  A„  =  A|,_|   dirw  ;- 

(a  -f  C/0  (a  i-  6m  —  i)  (a  +  6«  —  2)  (a  -f  6;j  —  3) ;  a  otant  un  des  notnbres  qui  sjti»V'- ' 
«  (a  —  1)  («—  2)  (a  —  3)  =  0,  c'esi-a-dirc  ayanl  la  valeiir  0,  ou  i,  ou  2,  ou  3.  OU  ^ 
de  suite,  comme  on  voit,  ])our  Z,  les  qiiatre  integrates  particuliires  dont  la  s^iuiiv'.  :* 
tipliee  par  quatre  constanies  dans  lesquclles  Aq  se  fond,  fournit  Pintegrale  generate  A^^ ' 
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|ui  nous  a  donn6  pour  la  fleche  dynaraique  /Jj  des  r^suUats  sensiblement 
ussi  exacts  que  la  formule  transcendante,  et,  d'apres  la  formule  du  n<>  48  : 

[(«;)  reproduilel  T  =  Stc  W  ^  Ui+k^, 

'accord,  k  la  m^rae  approximation,  avee  celleT  =  2ir—  (n?*  iO  et  49 

Wo* 

ompar^s)  donnant  le  temps  pehodique  de  la  m&me  vibration  principale  dont 
amplitude  a  sensiblement  la  valeur  qui  vient  d'etre  6crite  pour  /'p,  Ton 
)it  que  :  Pour  mime  fltche  statique  /*,  qui  serait  produitepar  la  simple  pres- 
m  du  poids  Q,  et  pour  mime  vitesse  V  de  son  choc^  le  carre  du  temps  de  la 

mode  de  cette  vibration^  et  V inverse  du  carre  de  son  amplitude^  sont  sensible- 

p 
lentproportionnels  k  Tunitfi  plus  le  rapport  -  des  poids  heurte  et  heurtant, 

r  /v  \^ dP 

iidtipliSpar  la  moyenne  gMrale  *  =  /    ( ^  j  -p-  ^^^  canoes  des  rapports 

es  de'placements  statiques  des  divers  points  du  systeme  heurte^  h  celui  du  point 
\d  regoit  le  choc. 

Ce  sont  les  deux  lots  simples  de  la  resistance  vivedes  sdides  dont  H.  Bous- 
iiesq,  dans  un  ra6moire  des  7  et  14  d^cembre  4874  (Compte  rendu,  p.  1324 
11407)  d^j&  cir^,  a  donne  une  explication  analytique  et  une  generalisation 
our  tout  systeme  eiastique  P  heurte  par  un  corps  Q. 

11  s*esi  fonde  pour  cela  sur  la  consideration,  d6jk  indiquee  au  n°  8  de  la 

ote  finale  du  §  28,  du  potentiel  d'eiaslicite  *  pour  prouver  qu'ensubstituant, 

p 
ans  le  calcul  du  coefficient  A:  du  rapport  rr*  les  rapports    d  equilibre  ou 

AUt  statique^  4  ceux  qu'on  a  dans  reiat  de  mouvement  pour  les  defor- 

lalions  produites  par  la  vibration  principale  ou  repondant  k  la  plusgrande 
ileur  Mq  du  parametre  m  des  formules  transcendantes,  on  ne  pent  cora- 

lettre  que  des  erreurs  de  Tordre  de  (^  ,  sans  Influence  si  ^  est  petit.  II 

p 
lontre  ensuite  que  quand  le  rapport  rr  n'est  pas  petit,  si  les  expressions 

insi  trouvees  soil  pour  m^*  et  par  consequent  T»,  soitpour  /*■,  sont  affectees 
una  certaine  erreur  k  leiir  numerateur,  elles  le  sont  d'une  erreur  de 
lemesens  audenominateur;  ce  qui  explique  comment  nousavons  pu  trou- 

-r  que  les  formules  simples,  ainsi  construites,  continuent  de  donner  des 

p 
isultats  pratiques  presque  exacts,  mSme  quand  -  excede  beaucoup  Tunite. 

^1 .  Suite  de  Vemploi  de  la  m^thode  ele'mentaire  de  deuxteme  approximation. 
Pplication t  un  cas d' impulsion graduSe  combinant son effet  avec  celui  dune 
nipulsion  brusque.  —  Ce  cas  est  celui  des  n"»  25  et  55,  d'une  barre  horizon- 
ale  appuyee  aux  deux  bduts  et  heurtee  verlicalement  au  milieu  par  un  corps 
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qui  continue  ensuite  d*agir  sur  elle  apres  le  choc  par  rimpulsioo  gr-: ' 
et  tranquille  de  son  poidsQ  d^'yk  uni  h  la  barre. 

Pour  avoir,  a  ce  degr^  d*approximation  (qui  ne  donne,  avons-nous  dii. ' 
la  vibration  principale),  la  suile  des  valeurs  du  d^placement  («),_.,=' 

point  milieu  [en  abstrayant,  encore  pour  simplifier,  ce  qui  vient  du; 
propre  de  la  barre,  et  qui,  pour  2  =  a,  est  donn^  par  le  premier!' 
de  (p^)  page  554],  nous  n'avons  qnk  poser,  comme  au  n'»  48,  une  eqi  - 

de  quantites  de  travail  de  la  reaction  elastique  —  ^  1/^,  et  des  inerti-^ 

Q  d? 

la  masse  heurtante  -  ainsi  que  des  elements—  de  la  barre,  en  v  jui.r 

9  ^  9  »        .i  ^ 

ici,  le  travail  Q -^^dt   du  poids  Q.  Cela  se   reduit  k  mettre,  au  s^-'  ' 

c  t 

membre  de  T^quation  [y^)  de  ce  n"  48,  Q  au  lieu  de  z^ro;  cette  n 
Equation  en  ^crivant,  dans  son  second  terme,  le  rapport  de  Q  &  lad 

statique^^au  lieu  de^  auquel  il  ^quivaut,  devient,  apr^s  avoir  di>is^ 
par  -, 

Une  premiere  integrate  s'en  obtient,  apres  avoir  multiplie  par  /^ 
determinant  la  constante  de  mani^re  que  pour  ^  =  0,  temps  de  la  fin  de:  ^ 

du  choc  et  du  commencement  de  son  effel,  on  ail  -j^=rV,  = 

•    I 

Ton  obtient  ensuite,  pour  seconde  integrate,  la  constante  ^tant  prist* ' 
qu'on  ait  m^  =  0  pour  ^  =  0, 

Si  le  corps,  dun  poids  Q,  a  ele  pos6  sans  vitesse,  on  a  Y  =  0,  f^-  ' 

cette  forraule  du  d^placeinent  vibratoire  se  reduit  k  son  second  (<»nne,  ^ 
le  maximum  a  lieu  pour  le  cosinus  =  —  i,  ce  qui  donne  Texpression 

de  la  fl^che  de  mm  en  charge^  double  de  la  fl^che  statique  ou  de  r: 
obtenue  autrement  au  n*'  35.  Et  Ton  trouvera  (comme  on  a  fait  k  ce  m^n^' 
en  dgalant  a  zero  la  derivee,  par  rapport  au  temps  «,  de  rexpres^io.i   . 
que  son  maximum,  ou  la  floche  complete  f^  de  flexion,  est 


(*'«)  /x^-'/'.  +  v'/ 


:^'-'('y'"^77r|)^ 
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Cette  expression  {v^)  peut  d*aiUeurs  Hre  obtenue  directement  et  sans  int6* 
ration  d*^quation  difT^rcnlielle  si,  sans  s*occuper  des  oscillations,  on  pose 
Equation  des  forces  vives  et  du  travail  depuis  Tinstant  ou  les  vilesses  du 
Drps  heurtant  et  de  I*el6roent  dP  sont  V^  et  v^,  jusqu'^  I'instant  ou  ces  vi- 
isses  s'annulent,  et  ou  le  d^placement  du  point  heurt6  a  acquis  sa  plus 
rande  valeur  /*^,  car  cette  Equation  est 

ai  devient,  en  remplagant  le  second  terme  par  P  -1  I   I  tt*  )   -g-  =  ftP  -1, 

2jjp  \^i/    P  2g 


V, 


f 


I,  ensuite,  dans  les  deux  premiers  termes,  V'  par  sa  valeur  i   j  _,  i.  P 

uis  divisant  tout  par  ;sfy 

-/s 

VV 

quation  du  second  degr^  en  f^,  qui,  resolue,  donne  bien  Texpression  (v,), 

e  m^ine  forme,  avons-nous  dit  k  la  fin  du  n9  25,  que  celle  qui  a  6t6  donnee 
tar  Poncelet  pour  I'allongement  d*une  barre  verticale  de  faible  masse,  sous 
'action  du  choc  et  ensuite  de  la  pesanteur  d'un  corps  qui  Ta  heurt^e 
ongitudinalement  f ). 

^>2.  Flexion  et  re'$istance  d*une  poutre  horizontaJe  sous  Vaction  d*une 
iHARGK  EN  MouvEMEiNT  (comme  problcme  d'impulsion  gradue'e  ne  pouvant  etre 
re'iolu  que  par  des  me'thodes  d* approximation),  —  Equations  generales  du 
problbne,  —  Premiere  approximation  oil  les  inerties  sont  negligees.  —  Autre 
approximation  oil  Con  compte  Vinertie  de  la  charge  mobile  en  negligeant  celle 
de  la  poutre  ainsi  que  les  effets  du  poids  de  ses  parties.  —  Ce  probl^me  a 
beaucoup  occupy  les  savants,  les  ing^nieurs  et  les  expSrimentateurs  depuis 


(*)  On  peut  mdme  tenir  comple  ici  du  travail  de  Tabaisseinent  des  poids  des  ^l^meuts  de 
la  barre.  L'abaissement  d'un  element  dP  aura  M  celui  /*,  du  point  heurtd  multiplie  par  le 

rapport  que  nous  avons  appel^  rp>  suppose  dtre  sensiblement  le  m6me  que  pour  les  flexions 
iitatiques  dues  h  une  pression  au  milieu.  Le  travail  total  dO  h  ses  abaissements  sera  done 

/dp  ^-  /•=?/'    /  ^-7-.  II  faut  Tajouter  au  premier  membre  de  I'^quation  (xg),  ce  qui 

f*t  la  mdnic  chose  que  remplacer  son  Iroisi^mc  Icrmc  Q/"^  par  f  Q  +  P   /  "if  ^)/*t'  ^'cvenarit 

(5\  V       Z  '        1** 

Q  +  -  P )  /",  quand  on  a  --  =  --  —  5  ^  comme  dans  le  pr^Fent  problfeme. 
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le  commencement  des  travaux  de  la  commission  anglaise  sur  les  fer^, 
de  1846  (•). 

Les  Equations  generates  completes,  poshes  pour  la  premiere  fob  p.i 
M.  Phillips  en  4855  (**),  son!  les  suivantes.  Soient 

2a  la  longueur  d*une  poulre  borizontale  AA|  que  nous  supposeror 
appuy^e  aux  deux  extr^mites  A,  A| ; 

P  son  poids,  y  compris  celui  de  sa  charge  permanente  et  uniformte: 
r^parlie; 

Q  celui  d*une  charge,  telle  qu'une  locomotive,  r6duite  k  un  point,  qui  i 
parcourt  de  A  en  A^  avec  une  vitesse  constiinte  V,  estim^e  horizontalemeot 

x  =  yt  ei2a  —  x=2a — \t  les  distances  ou  la  charge  Q  se  trouve  etrt"  •-; 
A  et  de  A|  k  T^poque  marquee  par  le  temps  ( ; 

z  et  Z|  les  abscisses  de  points  des  deux  parties  de  longueurs  x  et  8a— i. 
mesur^es  h  partir  de  A  et  de  A^,  par  consequent  compt^s  en  deux  s^l^ 
opposes; 

u  et  Ui  les  depressions  ou  les  d^placements  verticaux,  au  temps  U  de  oe? 
points ; 

u'  et  u'j,  leurs  valeurs  statiques  ci-apr^s ; 

y^{u)^_^  le  d^placement  vertical  du  point  oiii  se  trouve  la  charge  Q  u 

temps  t; 
f=fi  la  fl^che  statique  (tt)j__^  =  (M,)^  _^  qu'on  a  au  repos  quand  li 

charge  Q  est  au  milieu. 

D*apres  les  n'^'  2  et  3  ci-dessus,  ou  Ton  doit  prendre  T^quation  genedfi 
d*equilibre  dynamique  {d)  p.  495  avec  EI  constant,  g  =  g  (comme  au  n* -o 
et  les  conditions  de  limite  et  de  raccordement  («),  (/),  {g),  les  ^quatioof 
devant  fournir  u,  u^  seront  les  suivantes  [z^),  (a,),  (fr,). 

Dans  celles  (2,),  nous  avons  pu,  au  lieu  de  ^,,  -j~,ecrire  V*  j--,A-r-.' 

dx 
en  remplagant  simplement  dt  par  ^* 

Hais,  dans  la  demi^re  des  (b^)  tir^e  de  (</)  du  n^  3  et  exprimant  Teqi- 
libre,  k  tout  instant,  entre  les  reactions  eiastiques  transversales  k  Fendr- 
ou  porte  la  charge  mobile,  et  son  inertie  jointe  ici  k  son  poidspropre  (i,  cei:- 

inertie  a  pour  expression -^^i  (i^);,=v/    ^^  ^  d^signe  une  differentiel^ 

complete  du  d^placement  vertical  du  poids  Q,  tant  en  raison  de  ce  quo  U 
point  de  la  poutre  ou  il  portait  au  commencement  de  dt  s'est  afTaisse,  qii^ 
parce  que  ce  poids  porte,  k  la  fm  de  dt,  sur  un  autre  point »  eloign^  de  ^  f' 


(*)  Report  of  the  Commitfioneri  appointed  to  inquire  into  Ike  application  of  Iron  to  ^^ 
waij'Struclum,  London  1H49.  Voir  appendice  B,  notes  des  pages  t88  et  suiTantes  el  surt'^ 
p.  197  :  c  Theoretical  inquisition  ot  Trajectory  i. 

(")  a  Calcul  de  la  rt^sistance  des  poutres  droites  telles  que  les  ponts, etc., sous  TactioDd'tj:'^ 
charge  en  mouvement  ».  Annates  dei  Mines,  tome  YII,  1855. 
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du premier;  en  sorte  qu'ona,  les^  caract^risant  ies  difr§rentielles  parlielles, 

—  — —  j_  ?!i£f  —  ^4_£!f  V 


^  dm   ^   \dz^t  ^  dz*  7  ' 


dx 
expression  qui,  en  rempla^^ant  dt  par  -^  donne  bien  le  trindrae  enlre  paren- 
theses, multiplid  par  V*,  du  second  membre  de  la  derni^re  condition  de 
raccordement  (b^).  On  a  ainsi,les  indices  d^signantdes  valeurs  particuli^res 
de  3,  «„ 

^"^     ^^^s*      2a"~      2fl  ^  i)x^'  dz\       2a""      2a  ^    ^a:*  ' 

Vu  ies  conditions  (b^  de  raccordement  en  des  points  variables  avec  le 
temps,  le  probl^me  parait  n'^tre  pas  resoluble  exactement  de  mani^re  k  ob- 
tenir  Ies  parties  tibraloires  des  d^placements  u,  u^  et  k  satisfaire  k  des  con* 
ditions  iniliales  donn^es  quelconques. 

Mais  on  pent,  par  divers  procedes,  obtenir  approximativement  Ies  situa- 
tions moyennes  autour  desquelles  Ies  points  font  d*iinperceptibles  oscillations 
que  Ton  abstrait  dans  Ies  calculs,  sauf  k  arbitrer  ensuite,  faute  de  mieux, 
leur  part  d*in(luence  dans  la  pratique  quand  il  s*agit  de  calculer  Ies  resis- 
tances. 

La  premiere  approximation  est  celle  qui  donne  Ies  valeurs  u\  u\  de  u,  Uy 
r^pondant  k  une  marche  infiniment  lente  de  la  charge.  On  Ies  obtienl  en 
etTaQant  des  deux  Equations  difKrentielles  (2,)  et  de  la  derni^re  condition  (6,) 

Ies  termes  affectes  de  V  provenant  des  ^ ,  et  exprimant  Ies  inerties  ou  forces 

centrifuges  des  elements  de  la  poutre  et  de  la  charge  mobile  Q.  Une  premiere 
double  integration  en  z^  2|,  en  determinant  Ies  quatre  constantes  de  mani^re 
^  satisfaire  aux  deux  dernieres  (a,)  ainsi  qu*aux  deux  derni^res  (6,),  fournit, 
ainsi  qu'il  est  aise  de  le  verifier : 

^^*      ^  d*u\  X  Jz,       z\\ 
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Et  il  convient  de  remarquer  qu'on  peut  aussi  6tablir  directement  ces  deni 
formules;  car  les  reactions  de  bas  en  haut  des  deux  appuis  Aet  A|  calculees 
en  posant  I'^uilibre  de  rotation  du  systdme  autour.  de  K^  et  autour  de  A 
sont : 

et  si  Ton  pose  ensuite  ces  Equations  d*6quilibre,  successivement  autour  d& 
centres  des  sections  d*abscisses  z  et  z^,  des  actions  ^lastiques  dont  les  pre- 
miers membres  des  (c,)  expriment  les  moments,  avec  ces  deux  ructions  {c\ 

dont  les  bras  de  levier  sont  z^  z^,  et  avec  les  poids  5-,  -^  des  portions  de 

poutre  entre  ces  centres  et  les  appuis  A,  A| ;  ces  poids  agissant  en  sens  op- 

pos^s  avec  des  bras  de  levier  moyens  qui  sont  6gaux  aux  moiti^  ^«  ^  des 

longueurs  de  ces  parties,  Ton  obtient  bien,  sans  integration,  et  d*une  ma* 
ni^re  ^l^mentaire  connue^  ces  formules  (c,)  donnant,  dans  T^tat  statique,  les 
valeurs  des  moments  dits  flechmanU  aux  deux  points  de  la  pouire  dont  let 
abscisses  sont  z  et  Sj. 

En  faisant  une  seconde  double  integration  et  determinant  les  consUntes 
de  maniere  k  satisfaire  aux  quatre  conditions  non  encore  employees^  savoir 
les  deux  premieres  tant  de  (a,)  que  de  (fr,),  on  a  les  formules  suivantes,  ainst 
qu*il  est  encore  facile  de  le  verifier  par  substitution  dans  toutes  les  equations 
du  probieme,  moraentanement  debarrassees  des  termes  dynamiques  ou  af- 
fectes  de  V : 

,        "  =<J  im  [(^«^-^') *-*^]  +P ig^H . 


•  » 


dont  la  seconde  redonne  la  premiere  si  Ton  y  met  2a— x  pour  x  et  2  pour  2,: 
et  qui,  Tune  et  Tautre,  donnent,  pour  la  flecbe  statique  centrale  /*,,  Texpiv.- 
sion  connue 

<*=•)  /;=(«'')««.,=a  =  K),=a...=a=Q  ^  +  ''  ^* 

M.  le  professeur  Willis,  de  Tuniversite  de  Cambridge,  membre  de  la  com- 
mission citee,  de  1846,  le  pi*emier  qui  se  soit  occupe  de  la  question  actuelk, 
ayant,  pour  simplifier,  abstrait  le  poids  de  la  poutre,  a  ecrit  tout  d*abord,  m 
le  tirant  des  Le^om  de  Navier  (edition  de  1833,  fin  du  n"*  359)  pour  le  de- 
placement  statique  du  point  ou  la  charge  Q  est  posee,  Texpression  suivant^. 
identique  avec]celle  (<£,)  de  u'  quand  on  y  fait  x  =  «  el  P  =  0, 

(/.)  j,  =  „4j(2«x-^r. 
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comme  donnant  l*6quation  de  la  trajectoire  que  cette  charge  parcourrait  avec 
une  Vitesse  infiniment  petite ;  puis  ii  a  obsen*^  que  pour  teiiir  compte  d*une 

Vitesse  flnie  V,  il  faut,  au  poids  Q  de  la  charge,  ajouler  son  inertie r^ 

ou,  cequi  revientau  mfiine,  la  force  centrifuge  —  Q""j^  quengendre  son 

mouvement  sur  cette  trajectoire  dont  le  rayon  de  courbure  est  —  —^\  et 

il  en  a  conclu  qu*on  aura  une  deuxieme  approximation  des  valeurs  de  y  en 
X  si  Ton  r^sout  Tequation  diff^rentielle  suivante  dans  le  troisi^me  membre 
de  laquclle  /*g  est  la  fl^che  centrale  (e,)  quand  P  est  n^glig^  : 

H.  Stokes,  son  ami,  associ^  du  coll6g6  de  Pembroke,  aujourd*hui  corres- 
pondant  de  Tlnstitut  de  France,  fit,  en  1849,  de  la  discussion  de  cette  Equa- 
tion diffiferentielle,  la  mati^re  d*ua  m^moire  (*)  ou  il  lui  donne  d*abord  la 
forme  plus  simple 

/k  \  1  rf*y  (x  —  x«)*      r  •      .  ^  y 

eu  sorte  qu*ellc  se  trouve  n*^tre  affect^e  que  d*une  seule  constantc  : 

1       2Q«V«       4V*     /, 


(H) 


t    ^    • 


p        3^Ei         ga      a 


H.  Stokes  r^olut  num^riquement  cette  Equation  de  plusieurs  maniEres 

\ 
selon  la  grandeur  du  nombre  - ;  d*abord  par  des  series,  puis  par  une  intE- 

r 

grale  exacte  en  termes  finis  dont  il  aper^ut  qu*elle  6tait  susceptible,  et  il 
dressa,  des  rEsultats,  deux  tableaux  (tables  Y  et  YI  du  jRepor^p.  199-200)  ou 

1        ,  ,  ,         ,        36   ,   o  *       •   1   1   1    1    4      P     1 

jT  repnt  successivement  les  valeurs  -r-,  4,  2,  ?,  puis  =1  g,  g>  j^  et  enfin  ^: 

et  H.  Willis  en  tira  neuf  Epures  de  la  trajectoire  de  la  charge.  Nous  avons  iin 

mentionner  ici  ce  grand  travail,  afin  de  faire  remarquer  que  le  dEfaut  pro- 

noncE  de  syraEtrie  des  courbes  par  rapport  k  leur  ordonnEe  k  Egale  distance 

1  1 

des  deux  appuis  n'a  lieu  que  pour  des  valeurs  de  -  plus  grandes  que  j^  et 

par  consequent  hors  de  toute  application  aux  poutres  des  ponts,  vu  que  le 

f 
rapport  ^  de  leur  fleche  statique  centrale  k  leur  longueur  ne  varie  guEre 

111  1 

qu'entre  Taq  et  ggrj  (**)  en  sorte  que  -  est  toujours  bien  plus  petit  que  ja 

(')  Lu  a  la  Soci^t^  de  Cambridge,  le  2  mai  1849. 

f  *)  MAine  Report^  appendice  B,  note  do  U  p.  197,  etc.  Evidence  Deflection  of  girders^  p.  267 . 
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et  mftnie  que  ^  dans  la  pratique. 

L*approximation  des  ordonn^s  y  (ou  u  pour  3=x)  de.la  trajectoire,  qu*il 
est  ici  question  d'avoir  en  ab^trayant  le  poids  et  l*inertie  de  la  poutre,  peat 
s'obtenir  au  m^raedegr^  sousune  forme  g^^rale  et  simple,  sansint^mtioD, 
par  une  m^thodebien  connue  de  substitutions  successives  qui,  ici,  consisti^ra 

&mettre  Ala  place  de  t£  dans  I'^quation  (9,),  sa  Taleur  d^duite  de  la  diffe- 
rentiation de  (/',).  Cette  differentiation  donne 

^^^        -7rf?  =  655Ei<^^-*^'~^')  =  p S5 ' 

d'ou 

<^)  y-^Q    t>aLi    V  "^  p — s^ — A 

qui  donne  une  courbe  sym^trique  par  rapport  k  Tordonn^e  du  milieu,  car 
en  y  (aisant  a:  =  a  +  jr',  Tabscisse  nouveile  x^  ne  8*y  trouve  plu8qu*au  carre. 

Le  premier  des  deux  facteurs  de  (k^)  a  sa  plus  grande  valeur  pour  x  =  a ; 
il  en  est  de  m^me  du  second.  On  a  done  pour  /j^ ,  en  appelant  ainsi  la  plus 

grande  fl^che  dynamique  produite  par  le  passage  de  la  charge  roulante 

On  pourrait  obtenir,  en  apparence,  des  approximations  plus  grandes  eu 
mettant  pour  j^  dans  (g^)  sa  valeur  tir^e  de  I'expression  (j,)  de  y,  plusap- 

proch^e  que  cclle  (/*,);  et  en  mettant  ensuite  pour^,  dans  (^,),  sa  valeur 

tir^e  de  la  nouveile  expression  de  y  ainsi  construite,  et  ainsi  de  suite.  II  en 
r^sulterait  pour  1^  une  s^iie  ordonn^e  suivant  les  puissances  de  (x  —  x')' 
et  par  consequent  de  (2  ax  —  x*)'  donnant  toujours  des  valeurs  de  y  s;- 
m^triquement  distributes ;  d*oii,  comme  I'a  trouvg  H.  Stokes,  en  f^isaot 

Mais  outre  qu'une  pareille  s^rie  devient  toujours  divergente  k  partir  d^oi 

certain  terme,  rien  ne  dit  qu*en  bornant  m^me  la  parenth^se  aux  In>t5 

1       2  5 
termcs  1  +  r  +  -^  od  la  divergence  ne  se  fait  jamais  sentir.  Ton  aonit 

P        P 
une  plus  grande  approximation  qu'en  $e  tenant  aux  detix  premien  1  +  r* 
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En  effet,  d'aprds  Texpression  (i,)  qui  d^finit  -,  son  carr6  est  affects  de  ce« 

P 

/•« 
lui  li  du  rapport  de  la  fl^che  k  la  longueur  de  la  demi-poutre,  carr6  qui 

a* 

depend  de  ceux  des  proportions  des  dilatations  des  fibres,  c*est-&-dire  de 
carr^s  sur  la  suppression  desquels  sent  fond^s  la  linearite  suppos^e  de  toutes 
les  formules  de  la  th^orie  de  T^lasticit^,  et  le  calcul  des  effets  composes  au 
moyen  de  Taddition  pure  et  simple  des  effets  composants.  La  plus  grande 

approximation  esp^r^e  ici  en  aioutant  les  puissances  de  -  serait  done  illu- 

P 
scire  et  pourrait  mSme,  ^ventuellement,  dtre  trompeuse,  ou  aussi  bien 

capable  d*auf(menter  les  petites  erreurs  que  de  les  att^nuer. 

Aussi  H.  Stokes  lui-m^me,  k  la  fin  de  Y Addition  faite  k  son  m^moire  de 

1849  par  suite  des  documents  k  lui  foumis  par  H.  Willis  sur  la  petitesse  de 

-I  reconnait  que,  dans  les  cos  de  la  pratique,  la  se'rie  peut  itre  r^duile  & 

r 

-I- 

Ce  qu'il  y  a  d*essentiel  est  de  connaitre  le  plus  grand  moment  flechissant 

S^u  S^u 

■=  —  EI  jr-^ dont  depend  la  plus  grande  courbure  —  ^-j des  fibres,  et,  par 

suite,  la  plus  grande  dilatation  de  celles  qui  sont  le  plus  tendues,  et  le 
plus  grand  danger  qu'elles  ne  rompent  ou  s'enervent.  Appelons 

M.    et    M^ 

les  grandeurs  de  ce  moment  dans  T^tat  statique,  oi!i  la  charge  n*a  qu'une 

marche  extrdmement  lente,  et  dans  Tetat  dynamique  ou  elle  parcourt  les 

poutres  avec  une  vitesse  notable  V.  Comme,  dans  le  premier  cas,  la  flexion 

de  la  poutre  (toujours  si  son  poids  est  abstrait  ainsi  qu*on  fait  provisoire- 

raent  ici)  entre  le  premier  appui  et  le  lieu  du  poids  Q,  depend  de  la  reaction 

2  a— X 

Q  — 5 de  cet  appui ;  et,  comme  le  plus  grand  bras  de  levier  de  cetle 

«  a 

force  est  x^  on  a 

Pour  avoir  le  m£me  moment  dans  T^tat  dynamique,  il  suffit  d'augmenter 
le  poids  roulant  Q  de  son  inertie  ou  force  centrifuge,  c*est-&-dire  de  le  rem- 

i ^  J  ;  ce  qui  donne,  en  mettant  (;,)  pour  le  second 

terme  entre  parenth^es  : 
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dont  la  plus  grande  Taleur  a  lieu,  comme  pour  (k^)  ou  la  fl^he,  au  point 
x  =  a,  d'oii 


K)  Max.  M^  =  (Max.M,)^l4-p) 


II  y  a  ainsi  (toujours  en  n^gligeant  le  poids  de  la  poutre),  le  mdme  rap- 
port  1  &  1  +  -  entre  les  plus  grands  moments  fl^cbissants  dynaroique  d 
statique  qu'entre  la  fl^che  dynamique  et  la  fltehe  statique  de  flexion  (*,\ 

53.  Solution  du  meme  probl^me  de  la  charge  roularUe  ou  voyageuu^  en  te- 
nant compte  de  lapesanteur  et  de  Vinertie  de  la  poulre  ainsi  que  de  la  dkorj 
fixe  quelle  supporte  sur  toutesa  longueur.  —  G*cst  k  H.  Phillips  qu*on  doit  U 
prise  en  consideration  analytique  de  ces  deux  elements  essentiels. 

Pour  y  arriver,  il  cherche  a  satisfaire  aux  Equations  pos^  complet*^ 

Mf  (^)«  iK)  ^l^  ^galant  leursdeux  inconnuesu  et  ti^  k  des  series  indefinite 

ou  les  puissances  enti^res  des  abscisses  2,  2^  ont,  pour  coefficients,  da 

fonctions  ind^termin^es  du  temps  toude\t=x  facilement  reductible^  i 

quatre  d*entre  elles,  et  il  d^veloppe  k  leur  tour  celles-ci  suifant  les  pui>- 

P  ^ 

sances  de  la  constante,  toujours  petite,  -^ — ^  ,  quiaffecteles  j-^  dans  Ic 

equations  (xg),  ou  plutdt  [comme  on  voit  plus  loin  k  ses  formules  (60)  at6r» 
suivant  les  puissances  du  produit  de  cette  constant«$  par  QY*a*.  CeU  lu: 
permet  de  faire  d^pendre  les  coefficients,  fonctions  du  temps,  d*un  seal 
d'entre  eux  (appel^  b^)  dependant  lui-m6me  d*une  Equation  simplenMot 
difli&rentielle  du  second  ordre.  II  en  obtient,  par  approximations  succi^ 
sives,  une  int^grale  :  et  le  r^sultat  de  cette  oeuvre  de  sagacity  et  de  penr- 


(')  11  convient  d'avertir  d*une  erreur  qu*on  peut  6tre  portd  k  commettre  et  qui  donu^j.: 

i 
entre  M^  et  M,  un  rapport  moindre  que  i  + -•  Elle  consiste,  dans  revaluation  de  li  U^ 

centrifuge  qu'il  laut  ajouter  au  poids  Q,  k  prendre  pour  le  rayon  de  oourbure  «  daos  »< 

Q  V*  1 

expression  -  —  |  celui  de  la  poutre  /Uchie,  L'inverse  -  de  ce  rayon,  pour  x  =  «,  est  dHr> 

V    r  r 

mind  par  —  =  le  moment  ^  a  de  la  reaction  ^  d'un  des  deux  appuis,  s'exercant  atec  as  tn.* 
p  jt  z 

de  levier  a;  d'ou,  pour  la  force  centrifuge,  si  on  revalue  ainsi, 

II  31  1 

06  qui  donnerait  ^  =1  +  7  ?  an  lieu  de  i  +  ?• 

■i  ♦?  P 

Cette  erreur  se  trouve  k  Tarticle  Influence  du  moupemmt  sur  la  ckar^,  des  c  lt<or* 
m^anique  pratique*  (MtUlance  des  maliriaux,  n*  7JSA  de  la  2*  Mition  185,  et  n*  it  ' 
la  3",  1862)  de  Norin  qui,  voulant  en  faire  revaluation  d'une  roaniere  tout  k  U\i  ^1*^ 
taire,  a  suppose  que  la  charge  roulante  parcourait  la  poutre  ayant  la  forme  que  loi  f^* 
prendre  cette  mdme  charge  posde  au  milieu,  tandis  que,  par  le  fait,  cette  foimf  chjr.- 
chaque  instant  et  que  la  charge  parcourt  la  trajecioire  dont  la  forme  est  doon^  en  pr^  ' 
approximation  par  requation  (f^)  de  H.  Wiliis,  que  Tauteur  des  Ufoiu  dt^cs  wait''  ^ 
dispenser  d'etablir. 
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verante  hardiesse  est  d*arriver,  apres  des  calculs  etendus,  a  des  expressions 

des  deux  inconnues  ti,  ti^  se  composant  chacune  de  sa  partie  statique,  celle 

que  nous  avons  appel^e  (c(g)  u'  ou  u\,  et  de  parties  dynamiques  afrect6es 

i      2QaV* 
pr^cis^ment  de  la  constante  (i,)  -  =  -  ...   de  H.  Stokes.  H^me,  vu  la  peti- 

tesse  de  cette  constante  dans  toutes  les  applications,  M.  Phillips  ne  conserve 
que  les  terraes  ou  elle  entre  k  la  premiere  puissance. 

D*apres  cela,  il  est  Evident  qu'on  pent  simplifier  beaucoup  la  solution  de 
H.  Phillips  en  faisant  porter,  sur  les  inconnues  u,  u^  elles-m^mes,  la  me- 
thode  d'approximations  par  substitutions  qu'il  a  employee  pour  obtenir  un 
des  coefficients  (celui  b^)  des  series,  c*est-d-dire  en  posant  de  prime  abord 
coranie  dans  d*autres  probl^mes  ci-dessus  (n""*  25  et  suivants)  u =u'  +  D» 
iij  =  M/-I-U',  m'  et  u\  6tant  les  parties  statiques  d6jA  calcul6es  (rf,)  qui  of- 
frent  une  premiere  approximation  ou  la  portion  la  plus  grande  de  u  ou  ti| ; 
et,  dans  cette  recherche  d*une  deuxi^me  approximation,  negliger  ce  qui  sera 
de  Tordre  de  grandeur  des  carr^s  des  parties  dynamiques  U,  U^ySauf  &  passer 
de  la  m^me  mani^re  h  une  troisi^me  si  Ton  s'apergoit  que  ce  que  Ton  a  n6- 
glig^  ainsi  ^tait  notable.  11  est  Evident  aussi  que,  dans  cette  substitution  des 
bin6mes,  il  est  loisible  d'afTecter  les  seconds  termes  U,  U^  de  tel  coefficient 
num^rique  qu'on  veut,  fonction  des  donnees,  si  Ton  foit  qu'il  en  puisse  r6- 
sulter  des  simplifications  dans  les  calculs  ult^rieurs.  Ce  coefficient  devra 
naturellement  contenir  V*  et  Q  d'ou  depend  la  parlie  dynamique,  et  il  est 

1 
facile  de  voir  que  le  notfibre  -  qui  s*est  pr^sente  dans  les  premieres  et  incom- 
pletes tentatives  de  solution  (n?  precedent)  sera,  pour  ce  coefficient  tout  fa- 
cultatif,  un  choix  convenable. 
Posons  done 

1  1 

U  el  Ut  etant  des  fonctions  de  ;s,  2i  ainsi  que  du  temps  t  ou  dex  =  yt^  fonc- 
tions  k  determiner  de  telle  mani^re  que  les  bindmes  (p,)  mis  pour  u  et  U| 
satisfassent  k  toutes  les  Equations  du  probl^me,  k  ce  degr^  d'approximation 
dont  nous  parlous. 

Comme  les  {d^)  u\  u\  ont  ^te  tiroes  de  toutes  les  Equations  (2,),  \[a^,  {b^ 

inoins  les  termes  en  V  affectant  les  seconds  membres  non  nuls,  tout  ce  qui 

proviendra  de  u!  et  de  u\  dans  cette  substitution  disparaitra  des  premiers 

I 
membres,  oii  il  ne  restera  ainsi  que  des  termes  en  U,  U^  affect^s  Je  - ;  et  les 

trois  seconds  membres  seront  ce  qu*ils  sont  dans   les  deux(;tg)  et  dans 

la  deuxidme  (fr,),  except^  qu*au  lieu  de  u,  Ut,  il  y  aura  u\  u\  puisque,  comme 

on  vient  de  dire.  Ton  neglige,  dans  les  termes  dynamiques  ou  affect^s 

de   V*  que  ces  trois  membres  constituent,  les  parties  dynamiques  de  Uy  u^^ 

1       1 
qu*expriment  -  U,  -U|.  Gela  reviendra,  comme  on  pent  voir,  k  supprimer 


606  CHAP.    IV.    —    NOTE   DU   g   61.    —   IMPULSION   TRANSVERSALE^ 


les  [-]   quandon  aura  remplac^ 


i 

Toutes  les  equations  ayant  alors  ^l^  divisSespar--,  lestrois  seconds  mem- 

P 
bres  dont  nous  parlons  seront  respectivemeiit  : 

Hettant,  dans  ces  mSmes  membres,  pour  m',  u\  leurs  expressions  trouvees 
{d^),  puis»  faisant  s  =:r  dans  celle  (fr,),  on  a,  pour  determiner  les  nouvelles 
inconnues  U,  U|,  les  Equations  : 

wa„=.»,....-.  (!).-(©,_.=«•  (S).=(^U. 

Les  deux  (7,),  inl^gr^es  deux  fois,  donnent,  G  ct  Q  ^tant  deux  consUnles, 
ou  plutdt  deux  fonctions  de  a;  =  Y^ 

^sU  __  3P  (2a  — «) /c*        \        ^-tt,       3Pj    /4J         \ 

<"«)  ^=     8«^'El      U'^V'    T^^SJSEiU'^^V' 

(''»>  F.«=      8«^EI      W+^j'    '^  =  8S%V6--^^«V- 

En  substituant  ces  derni^res  d^riv^es,  sp^cialisc^es  pour  a= j?,  Sj  =  3a — x. 
dans  la  troisi^me  condition  de  raccordement  (s,),  et  en  substituant  les  deui 
premieres  dans  celles  (/9),on  obtient«  apr^s  reduction,  les  deux  equations 

(xj  j  +  C=  (^fl~-^)%c,,  (2a-j)G+a:C,=-!2ax(2a-x)H- ^(6ax-  5**- in*  ♦ 

d*oi!i  Ton  tire  facilement  G,  G^i 
Nous  pourrions  aller  plus  loin  et  tirer  des  (v,),  par  deux  nouvell^s  ia\^ 

gl'alions,-^,^»  puis,  finalement,  (]♦  U^  en  determinant  les  nouvelles  coo- 

stantes  au  moyeii  des  deux  premieres  Equations  de  condition*  tant  de  •>• 
que  de  (s,).  On  obtiendrait  ainsi  sans  diniculte  les  d^placenienls  (p^)  v,  »,. 
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ou  les  Equations,  pour  tout  instant  ^  =  ^ ,  des  deux  parties  de  la  poutre  fl6- 

chie,  ainsi  que  celle  y  =  (u)      =  {u^) de  la  trajectoire  de  la  charge 

mobile. 

Mais  les  formed  de  ces  courbes  ont  peu  d*int^rM ;  et  ce  qu'il  importe  de 
connaitre,  comme  I'observe  M.  Phillips,  c'est  la  plus  grande  valeur  du  mo- 
ment fl6chissant  dynamique 

M,  =  — EItt-  on  — EI-tt^- 

\  1 

II  suffit  de  Tavoir  pour  la  premiere  partie  de  la  poutre,  car  celui  qui  se- 
rait  relatif  a  la  seconde  partie  s*en  dMuirait  en  changcanl  xen  2a — a:,'et 
il  ne  sera  ra^me  pas  n^cessaire  de  le  consid^rer,  comme  on  va  voir.  Ce  mo- 

ment  —  EI-r^s*obtiendra  simplement  en  ajoutant  sa  partie  statique  (c,), 

qui  donne  —  El  -r^r-,  k   la  premiere  expression  (r,)  de  -,-,  multipli^e  par 
—  EI.  11  en  r^sulte  : 

^  V/ia  —  z      12fl  — X  iOflo;  — 4j*~s«\ 

Les  parties  de  cette  expression  ou  z  affecte  Q,  qui  n*C8t  lui  m^me  affecte 
que  d*une  fonction  de  x,  ont  leur  maximum  lorsque  i  a  sa  plus  grande  va- 
leur qui  est  x.  Alors  la  parlie  principale  affect^e  de  Q  est  5— ^ /  jQ^t 

le  maximum  a  lieu  pour  j^  =  a.  De  mdme  la  partie  principale  affectee  de  P, 

qui  est  J  -^ — nJ»  a  son  maximum  pour  ;x  =  a.  Comme  les  autres  parties, 

i 
affect^es  de  -,  leur  sont  toujours  tr^s  inferieures,  on  ne  changerait  que  tr^s 

peu,  en  y  ayant  egard,  les  valeurs  de  j:  et  de  2  convenant  au  maximum  de 
1 'ensemble,  et  cela  n*aurait  qu'une  influence  du  second  ordre  de  petitesse, 
ou  insensible,  surla  valeur  du  maximum  lui-m^me.  On  peut  done  (comme  a 
fait  M.  Phillipd)  faire  2  =:  a:  =  a,  ou  prendre 

Max.deM.==(MJ_.„=^(l+i)-f^(i+Ji)* 

ou  Ion  a  r-  =  »  .  ,  ' 

Et  Ton  peut  8*y  tenir  sans  passer  a  une  approximation  ult^rieure,  possible 
de  la  mSme  maniere,  comme  on  a  dit,  en  calculant  par  deux  integrations 
des  (Vy)  les  valeurs  de  u,  u^  auxquellcs  on  ajouterait  de  nouvelles  parties 
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dpamiqaes-  C,,  r- 1^  di-lermiiiables  comme  on  xient  de  le  faire  pour  C.  I. 

r         r 

Ce  calcul  compliqu^  n'ajoaterait  en  elTet  quedestermesen  [~|  ne  donnait    i 

qu^un  surcroit  illusoire  d'approximalion  comme  nous  avons  dit  au  numer 
precedent  apres  aToir  pose  la  serie  (/,). 

L*expression  trouvte  (2,)  diflere  par  son  second  terme  de  celle  qir 
H.  Phillips  adopte  dans  son  cfaapitre  III  intitule  Consequauxs  pratique$*  cr 
11  ne  met,  pour  ce  second  terme,  que 


!■;•  T  (<  ^  I  f) 


Cette  difTerence  vient  de  ce  que,  dans  la  vue  de  simplifier  des  resolut* 
dont  la  forme  est  fort  complexe,  il  a  supprim^  plusieurs  termes  des  exprn- 
sions  trouvees  pour  les  deplacements,  sans  s*apercevoir  que  deux  d*enl^ 

eux  ^taient  du  m^me  ordre  de  grandeur  que  ceux  en  --  qu*il  conserTe  {* 

{')  Ainsi,  dans  le  ni^oire  de  H.  Phillips  ou  y,  f,  V/,  /,  H  soat  respecUvemeot  oe  q'- 
nous  appeloDs  k,  s,  x,  3a,  EI,  I'expre^sioD  (64),  page  25,  du  deplacement  y,  a  poor  ses  tree 
premiers  termes 

et  ou  a,  bf  c,  d  sont  quatre  fonctions  du  temps  U  en  sorte  qu*on  a 

Or  I'autear,  dans  le  chapitre  lU,  Cont^quence*  pratiqmety  ne  conserve  (form.  71,  p.  ^),  si. 
lieu  de  (s)  que 
(y)  ax  +  4x* 

en  supprimant  ainsi  tout  ce  qui  est  affects  de  la  quantity  ^»  oe  qui  rMuit  la  partie  de  h 
courbure  —  7-^  provenant  de  ces  termes  de  (a),  k 

1       r 

II  manque,  consdquemment,  k  I'expression  de  ceUe  courbure  de  la  poutre«  vu  n  ^  ^-* 
une  partie 


'■1  -U-'''*m ') 


Or,  cette  partie  ainsi  soustraite  n'est  nullement  n^gligeable;  car  quand  on  la  q>t«itt' 
comrae  fait  N.  Phillips  et  comme  nous  faisons  aussi.  pour  «  ^  Vf  ss  5  y  ou  poor  rabaci5v 
du  milieu  de  la  poutrc,  afln  d'eii  avoir  le  maximum,  on  a,  vu  les  valeurs  (p)  qui  tmodci' 
d'dtre  donn^  pour  d  et  pour  yj » 

C'est  pr^is^ment  ce  qu'il  faut  ajouter  k  la  seconde  parentbtee  de  rexpression  (73)de  la  coor^ 
bure  —  ~  dans  le  mimoire  de  M.  Phillips,  page  55,  ou  ce  qu'il  faut  ajouter,  co  multipliia' 
par  EI,  k  I'expression  (Vg)  que  nous  venons  d'terii*e  pour  qu'elle  soit  d'accord  arec 
expression  complete  {^)  du  maximum  du  moment  fltehissant  —  El  ^-^  • 


M^ME   SOI.UTK)?(    COMPLi:TE,    OBTENUE    PAR    UNE    MKTIiODR   £L/:MRNTAmE.       600 

.  La  solulion  deH.  Phillips,  ouil  est  facile  devoir  que  les  coefficients  indeter- 
mines  appelcs  flp  frp  Cj,  diremplacent  nos  constantes  d*integration,  est  done 
complele  dans  les  limites  de  Tapproximation  qu*ellc  comporte  et  qui  sutlfil ; 
mais  ce  qu*il  en  a  tire  dans  son  dernier  chapitrea  besoind*(itrerectin6  par  la 
restitution  de  termes  qtt*une  preoccupation  de  simplificatiun  Ta  port6  k  effacer. 

54.  Mime  solution  complete  du  problhne  de  la  charge  roulante,  obtenue 

aussi  exactement  par  une  tnethode  elementaire,  sans  position  et  integration 

d'equaiions  differentieltes.  —  La  m^thodeen  question;  dont  j*ai  eu  Toccasiou 

de  communiquerle  r^suitat^  M.  Phillips  dans  une  lettre  du  23  Janvier  i  875, 

est  tr^s  propre  k  mettre  en  Evidence  la  raison  de  la  difference  qu*offre  Vex^ 

pression  {z\)  avec  ce  qui  y  r^pond  dans  la  n6tre  (2,),  et  k  montrer  qu*elle 

tient  precis^ment  k  la  mise  en  compte,  dans  celle-ci»  de  Vinertie  des  elements 

de  la  poutre  qui  se  trouve  omise  dans  celle-1^.  L*id6e  de  cette  m^thode  est 

venue  aussi  k  M.  Oresse  qui,  sous  le oom de  « th^orie  siniplifiee  »,  la  expo- 

s^e  le  premier,  et  d'une  mani^re  tr^s  claire,  au  n**  37  de  T^dition  de  i880 

de  son  Cours;  mais,  en  abstrayant,  comme  il  ledit  lui-mSme  (p.  139,  note) 

a  les  furces  d*inerlie  de  la  poutre  t,  en  sorte  que  son  emploi  senibie  exiger, 

p 
conlinue-t-il,  «  que  le  rapport  -  soit  petit  ».  Cette  restriction  n*a  plus  de 

raison  d'etre  en  tenant  compte  de  rsi^inent  en  question  (rinertie  de  la 
poutre),  ce  k  quoi  se  pr^te  sans  difficulte,  comme  on  va  voir,  la  m^thode  on 
Iheorie  fort  simple  dont  il  8*agit. 

On  pent,  en  en  faisant  usage,  obtenir  les  deplacemcnts  u,  Uj,  ou  les  fl^ 
ches,  etc.,  tout  comrae  avec  Tautre  m^thode.   Bornons  nous  k  en  lircr  les 


t^u        „.  I'u 


1. 


raleurs  des  moments  flechissants —  El  ^7-.,  —  El  t-4' 

Soit  toujours  H,  et  soient  H',  H"  les  valeurs  qn'aurait  le  premier  de  ces 
deux  moments  sous  les  actions  respectives  1^  des  efforts  statiques,  tS""  de 

rinertie  ou  force  centrifuge  de  la  charge  roulanle  -=,  3*  de  Tinertie  des  61e- 

nients  des  deux  parties  de  la  poutre.  Le  moment  dynamique  total  sera,  par 
superposition,  Hq  =  M,  —  M'-f-M". 

Or  !•  M.  n'est  auire  chose  que  Texpression  [c^)  —  EI  -r—  du  n*  52,  sus- 

cepiible,  avons-nous  dit,  d*Stre  posie  directement  et  sans  integration,  vu 

que  le  second  membre  est  la  somme  des  moments,  autour  du  centre  de  la 

2a— a:       P 
section  d'abscisse  «,  de  la  reaction  Q  — r —  +  ^  du  premier  appui  et  du 

poids  —  ^  de  la  partie  de  poutre  entre  Tappui  et  ce  centre  agissant  avec 

un  bras  de  levier  moyen  -•  Done  (page  599), 

r,!) 
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2"  M'  sera  ce  qu'on  a  en  mettant  dans  le  premier  terme  Q  — 5 2  of 

dW 
—  EI  -7^,  ou  (flio)  au  lieu  du  poids  Q,  son  inerlie  ou  sa  force  centrifuge.  Or, 

sans  recourir  au  Irindine  diffi^rentiel  de  ia  deini^re  condition  (&,),  on  p^ 

QV*  d*y 
prendre,  pour  cette  force, -7-^'  y  6tanl  Tordonn^e  de  la  trajectoL- 

parcourue  par  la  charge  Q.  1/^ualion  de  cette  trajectoire,  lir^e,  en  pr- 
nii^re  approximation,  de  Texpression  (d,)de  u'  page  600,  ou  Ton  fait  ai'  =1 
z^=x,  est  la  suivante  (plus  complete  que  celle  (^)  construite  par  M.  \l'i;L^ 
en  ahstrayanl  la  flexion  due  au  poids  de  la  poutre)  : 

^  ~  ^  bafcl  "^  48alvl 

Tirant  t^  et  substituant,  on  a,  eu  egard  k  ce  que  repr^sentc;  (i,)  -,p«Mr 
la  seconde  parlie  du  moment, 

—  X  /Q6aT  — 5.r«  ~^«       5P  Star  — t« 


16        tf> 


«>  En  appelant,  pour  un  instant,  idz  et  i^dzi^  les  inerties  des  elements  de 
longueurs  dz  et  dzi  des  deux  parties  de  la  poutre,  on  a  idz  =  —  3-^  —* 

ij//5j  =  —  _J_i ou   Ton   pent  simplement   faire  ^<'=-^  puisque  li^ 

deux  d^riv^es  secondes  sont  celles  de  d^placements  de  points  ayaat  1& 

ai)scisses  fires ;;  et  2,;  et  Ton  peut  aussi,  dans  ces  expressions  qui  se  tro;>* 

pyt  \ 

veroiit  affecl^es  de—rret  par  r^ns^quent  de-»  remplacer  «,  ti,  par  \^r^ 

valeurs  ((/,)  u\  u\  de  premiere  approximation.  On  aura  ainsi 

i  5P  1  3P 

M  idi=^^^(^-^x)zdz,     i,dz,  =  ^^xz,dx,' 

Ces  forces  verticales,  suppos^es  agir  seules  sur  la  poutre,  determineror: 
de  la  part  de  son  premier  et  de  son  second  appui,  des  ructions  aossi  v^- 
cales.  L*intenstt6  de  la  premiere,  si  on  I'appelle  dl,  s*obiiendra  en  pos.^E. 
Tequilibre  de  rotation  de  la  poutre  aulcur  de  Tappui  oppose.  Conune  lc^ 
bras  de  levier  de  31$  idz,  tji/si  sont  respectivement  2a,  2<i — z,  et  S|.o3 


aura 


(rf.o) 


d'ou    3l=--\^l-,'{^o^x)(Aa^x), 
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Posons  maintenant,  comine  nous  avons  fait  pour  obtenir  directement  les 
moments  (c^)  et  comme  on  fait  constamment  dans  la  theorie  classique  de  la 
flexion  des  pieces  droites,  I'egalite  du  moment,  ici  H'',  des  forces  elastiques 
a  travers  la  section  d*abscisse  z^  k  la  somme  des  moments,  autour  de  son 
centre,  de  la  reaction  dl  ayant  le  bras  de  levier  z^  et  de  toutes  les  forces  idz^ 
s'exer^ant  sur  les  points  d*abscisses  5'<;3  avec  des  bras  de  levier  z  —  z'; 
nous  aurons,  vu  la  valeur  (c^^)  de  idz  en  y  mettant ;;'  pour  2,  et  la  valeur 
^/,o);de  31, 

En  ajoutanl  (ajo)  M„  (^^o)  M',  et  (en,)  M",  on  retrouve  (y,)  M„,  auquel  on 
etait  arrive  par  des  integrations  d*^uations. 

Les  deux  premieres  parties  M,  et  M'  ont  leur  maximum  par  rapport  k  z 
pour  la  plus  grancje  valeur  de  z  qui  est  x,  et,  en  mettant  ainsi  x  pour  s, 
le  maximum  en  x  de  ces  deux  parlies  du  moment  M^^  a  lieu  pour  a:  =  a. 

Quant  a  la  troisi^me  partie  (e,o)  M",  si,  pour  avoir  son  maximum  en  z,  on 
egale  k  z6ro  sa  difKrentielle  par  rapport  k  cette  variable,  on  trouve 

5  =  ( 3 y  qui,  substitue,  dotae  M"  =-^ji-^(2a— ^)  (iax—x^)\ 

m 

dont  la  difKrentielle  egal6e  k  tkvo  donne  i{iax  —  x^)'i{Za—x)  (a—x)  =  0. 
La  seule  valeur  de  x  qu'on  puisse  (irer  de  cette  Equation,  et  qui  soit  dans 

les  limites  de  la  longueur  de  la  poutre,  est  or  =  a,  d'ou  2=(— -^^V  =a, 

donnant  a  son  tour 

i  Pfl 

On  a.  en  les  r^unissant, 

(/;,)  Max.  M.=(M.  +  M'  +  M'^.,=.=^(l  4-^)  +  ^(l+|l^ 

id  les  cinq  parties  de  cette  expression,  relatives  k  Tinstant  t  =  ^oiilsi  charge 
0  passe  au  milieu  de  la  poutre,  ont  ces  divers  caractSres  : 
Que  ^a  estle  moment  statique  dft  k  la  charge  isolee  Q  ou  A  chacune  des 

reactions  ^  qne  lui  opposent  les  appuis ; 

Pa 
Que  -J-  est  le  moment  statique  dfl  au  poids  de  la  poutre  et  de  sa  charge 

39  b. 
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P  P 

permanonte,  ou  I'exees  du  moment  ^a  dc  la  reaction  ^  dc  chaque  appui 

Pa  P 

sur  celui  x,  «  du  moment  du  poids  ^  d'une  demi-barre ; 

Que  -^  -  est  le  moment  de  la  partie  de  Tinerlie  centrifuge  de  la  chargt»  o 
I  p 

qui  a  ele  engendr^e  par  Tincurvation  de  la  poutre  sous  cette  charge  isoltv: 

Pa  5  1      QV  Pa' 
Que  -7-.  -7.-=-= —  -p^  est  la  partie  de  Tinertie  de  la  m^mc  charge  rou- 
4    4  p        g     oLl 

lante  Q  qui  a  ^te  engendree  par  Tincurvation  due  au  poids  propre  P  de  la 

poutre  et  de  sa  charge  permanente; 

Enfin,  que-^-  ^  -  est  la  partie  du  moment  total  M^  qui  est  due  a  Vinertk 

de  la  poutre  et  de  ses  divei*s  elements  mis  en  mouvement  par  ses  flexion- 
dues  au  passage  de  la  charge  Q. 

La  formule  (/*,o)  ou  (sg),  que  contient  d'une  mani^re  implicite  le  merooirf 
de  H.  Phillips,  ne  borne  done  point  son  application,  comme  on  parait  Tavoir 
cru  jusqu'ici,  au  cas  ou  le  poids  P  de  la  poutre  avec  sa  surcharge  fixe  i^^t 
petit  par  rapport  au  poids  mobile  Q.  Nulle  part,  dans  notrc  double  calcul. 
il  n'a  et^  fait  acception  de  la  grandeur  de  leur  rapport,  et  nous  pensons  que 
cette  formule  pent  s*appliquer  jusqu'd  des  grandeurs  du  poids  P  de  la  poutrt- 
sensiblement  supirieures  a  celles  du  poids  mobile  Q. 

5i  (6is).  Termes  periodiques  h  ajouter  aux  expressions  alge'briques  ci^esfkM 
des  deplacementi  et^  courbures,  a/in  detenir  compte,  par  approximation^  drt 
mouvements  vibratoires,  et  de  la  condition  d'immobilite  initiate.  —  Recher^ 
ches  de  M.  Stokes.  —  11  n*a  point  echappe  k  H.  Phillips,  dont  nous  venons 
d'exposer  Tingenieuse  solution,  en  en  modiiiant  la  forme  et  en  en  complt- 
tant  la  conclusion,  que  quelque  chose  y  manquait,  savoir,  de  salisfaii\«  ;i  Ij 
condition  de  nullity  de  vitcsse  de  la  poutre  d  Tinstant  initial  /i=:0  ou 
.c  =  V/  =  0,  on  la  charge  mobile  y  arrive.  C'est  ce  qu'effectivement  Von 
apergoit,  rien  quVn  examinant  les  formules  (r/,)  de  premiere  approximation 
des  deplacements  des  points;  formules  ne  differant  de  relies  de  deuxieme 

approximation  [(w)  ci  apres]  que  par  une  addition  de  termes  affectes  -,  qui 

no  changent  rien  k  ce  qu'on  pent  conclure  dc  cet  examen.  A  cet  instant  i  --  IK 
comme  I'observe  M.  Phillips,  la  seconde  partie  de  la  poutre,  celle  dont  les 
deplacements  sont  Mj  ou  w',,  comprend  la  poutre  entiere  :  leur  expression 
qui  est  la  deuxi^me  formule  (f/,),  se  reduit  bien,  comme  cela  doit  Hrt\  m 
Ton  y  fait  x  ou  (  =  0»  k  sou  deuxieme  terme  represenlant  T^tat  oil  etait  Ij 
poutre,  flechie  alors  par  son  seul  poids  propre;  mais  en  la  differenliant 
apr6s  avoir  remplac^  x  par  V/,  elle  donne 


(= 
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(andis  qu'on  devrait  avoir  cetle  vitesse  =  0 ;  en  sorte  que  rexpression  (rf,) 

mtoe    avec  les  termes  qu*y  ajouteront  les  (w)  ci-apr6s  Lnedonne  qu'une 

sorle  de  solution  particuli^re  relative  k  un  cas  ideal  oil  Ton  aurait  choisi  des 

vitesses  initiales  telles  que  (a). 

Pour  obtenir  un  apergu  du  degr6  de  rinfluence  que  peul  avoir,  sur  le 

i^sultat,  cette  supposition  tacite  de  vitesses  initiales  (a),  M.  Phillips  calcule 

quels  deplacements  auraient  ^prouv^s,  au  bout  du  temps  t,  les  ^l^ments  de  la 

barre  appuy^e  2a,  si,  sans  supporter  aucune  charge,  elle  eCit  ^t^  abandonn^e 

u  elle-m^me  apres  que  des  vitesses  (a),  changees  de  signe,  leur  eussent  ^t6 

imprini6es  au  temps  /  =  0.    Les  Equations  capables  de  donner  ces  pelits 

deplacements  que  nous  appellerons  v,  son!  la  deuxieme  (z^)  en  6tant  1^ 

P 
lerme  — ^;  les  quatre  (a,),  et  une  derniere,  spc^cifiant  la  vitesse  initiate, 

Pa* 
c'psl-i-dire,  en  fajsant  (conune  au  n?  4)  5-^7=  ^*»  les  equations 

Elles  sont  satisfaites,  i  d^signant  tons  les  nombres  entiers  positifs,  par 

i  =  00 

4t    .    i^nH  .    iicz 


si  les  A.  satisfont^ 


^    » 1*1:*        4t        2a 

i  =  l 


I^-4'=-ra(*«*^-^'> 


On  en  tire  par  le  proced6  connu  d*elimination  consistanl  k  multiplier  par 

f/2sin^  ct  a  int^ffrer  tons  les  termes  de  0  A  2a,  ce  qui  donne,  dans  le  pre- 
2a  ° 

raier  membre,  seulement  A^  /     dz  sin*  ^  =  A  a, 

A  = 5^(4a*  /     ;5(i«sinTr-—  /     z^dz%\n^]  =  (—i)  -jrW\' 

*      12a«EI\     J  2a     J  2a  y      ^  iVEl 

D'oii,  en  substituant  et  metlant  pour  t  sa  valeur,  la  s^rie  tres  conver- 
gente  : 

•^i^Ofl^V     I'VaF f      KZ   .    rM      I    .   2r.z  .    ir.H      1   .  3ic2  .    dzH         \ 
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Ce  r^sultat  porte  a  inferer,  bien  qu*iiidirectemeiit,  que  la  condilion  in: 
tiale  omise  dans  les  solutions  alg^briques  ci-dessus  serait  rempHe  paruLr 
addition  de  lermes  periodiques,  et  ra^me ,  tres  approximalivement,  du: 
seul,  car  le  premier  lerme  de  la  serie  qu'on  vient  d'6crire  Teinporte  beao- 

i  1      i  i 

coup  sur  les  autres  affecl6s  de  fractions  ±-^  =  —  ^t  57^,  — 77^^ Cm 

peul  m^me  d^j^  conclure,  comme  a  fait  M.  Phillips,  que  ces  termes  additi' 
seront  beaucoup  moindres  que  les  tarmes  alg^briques  principaux ;  mais  uk 

m  dit  qu*ils  soient  pour  cela  nSgligeables,  car  ils  peuvenl  egaler  et  mtic 

i 

cxceder  ceux  en  -  qui  evaluent  les  inerties,  et  dont  nous  tenons  compte. 

p 

Quels  seront  ces  nouveaux  termes?  Un  pareil  aper^u  ne  peut  nous » 
instruire;  c*est  done  le  cas  d'exposer  une  ing^nieuse  analyse  donn^  en  1K« 
par  M.  Stokes,  dans  un  autre  but,  qui  ^tait  d*6valuer  approximativenko: 
rinfliience  de  Tinertie  de  la  poutre  dont  il  n*apercevait  pas,  alors,  que  ia 
mise  en  compte  pouvait  s'op^rer  aussi  comme  nous  venons  de  faire  auxdeui 
numeros  precedents ;  mais  analyse  ou  1  etat  initial  est  pris  en  consideration, 
et  pr^cis^ment  au  moyen  de  termes  periodiques  qui  peuvent  nous  foumir 
ce  dont  nons  cherchons  ici  k  determiner  une  valeur  approch^e. 

a  Enconsiderant)),  dit  M.  Stokes  (dans  une  Deuxieme  addition  k  son)le- 
moire  cit6,  lu  Ala Societede Cambridge), « les  r6sultatsd'experiences^^nl^ 
ou  M.  Willis  a  fait  ressortir  la  notable  influence  des  inerties,  j'ai  ^t^  indui' 
k  tenter  une  solution  approchce  oh  il  soil  tenu  compte  de  Vinertie  de  lu 
poutre »,  negligee  jusque-lA ;  et,  continue-t-il,  « j*ai  trouv6  que  si  on  rempUce 
chacune  des  forces  agissant  quelque  part  sur  la  poutre  par  une  force  uni- 
formement  distribute  sur  toute  sa  longueur,  et  d'intensite  telle  {of  suck  ni 
amount)  qu*elle  produise  la  mime  flexion  moyenne  que  celle-ciy  ce  qui,  hi 
demment,  ne  peut  occasionner  une  grande  erreur  mat^rielle,  on  obtieot. 
pour  determiner  les  d^placements,  une  equation  diffirentielle  admelUiii 
une  integration  en  termes  flnis.  » 

Pour  atteindre,  par  cet  expedient,  le  but  ainsi  indique,  qui  n*euit  don< 
pas  (comme  on  Ta  cru),  celui  de  trailer  uniquement  un  certain  cas  extrunv 
dont  nous  parlerons,  M.  Stokes,  considerant  que  le  poids  propre  P  de  U 
poutre  est  dejA  uniformement  distribue,  fait  provisoirement  abstraction  d^ 
dcplacements  qui  lui  sont  dus,  sauf  &  les  ajouter  plus  tard,  et  il  prend  pi>ur 
inconnue  la  moyenne  generale,  a  une  epoque  quelconque  t, 


("'>  '^LL  ■'"'"' 


des  deplacements  verticaux,  appeies  ici  u,  qui  sont  produits  par  loutes  .'(^ 
autres  forces  en  jeu,  savolr  :  !•  la  charge  mobile  Q,  2<»  son  inertie  el  5»  cell^ 
des  divers  elements  de  masse  de  la  poutre. 
Pour  arriver  k  construire  une  equation  ou  cette  inconnue  \k  soil  eii^^^<. 
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M.  Stokes  commence  par  determiner  et  comparer  ensemble,  en  general, 
deu,r  moyennes  : 

des  deplacements^quelconques  quiseraient  produits  statiqnement  aux  points 
d'abscisse  z  de  notre  poutre  de  longueur  2a,  savoir  :  la  premiere,  ^',  par 
une  force  F'  agissant  isol^ment  en  un  point  particulier  dont  nous  appelle- 
rons  X  I'abscisse  z ;  la  seconde,  ^",  par  une  force  F"  uniform6ment  distri- 
bute sur  toute  sa  longueur  ia.  Si  d*abord  nous  appelons  respectivement, 
pour  abr^ger,  UMJ|  ce  qui  multiplie  Q  dans  les  premieres  parties  des 
expressions  statiques  cities  (dg)  de  u[,u\  nous  avons  (en  nous  servant  de 
leurs  secondes  parties  pour  Texpression  de  ^")' 

(?)    '=Ta[j   "^'^-^Jo         ^^''^y     '=raJo    ib^Ei ^" 

D'oii,  en  mettant  pour  V\\][  ce  qu'ils  repr^sentent,  effectuant  et  comparant. 
Ton  deduit  ces  deux  expressions  gen^rales,  exemptes  de  tqute  hypoth^se 
({'approximation,  et  consequences  exactes  des  formules  (dg)  ainsi  que  des 
definitions  g6n6rales  de  /,ijl",F',F"  : 

.  ^~  48aEl  •      ^  ~     d5Er 

d'oii,  si  pi"  =  /,  la  relation    F"  =  5. — '■ — 777-7 ^F'. 

II  r^sulte  non  raoins  rigoureusement  de  Texpression  do  \l\  que  si  on  ap- 
polle  F  la  force  uniform^ment  r^partie  capable  de  produire  dans  la  poutre 
des  deplacements  u  ayant  («')  tx  pour  moyenne,  Ton  a 

(5  F  =  ---  IX. 

'  a* 

M.  Stokes  regale,  conformement  a'u  principe  general  de  superposition  des 
pelits  deplacements  eiastiques  produits  par  des  actions  simultanees,  k  la 
somme  des  forces  verticaies  qui,  si  elks  etaient  aussi  reparties  dtune  ma- 
niere  unifoi^me^  produiraient  les  m^mes  deplacements  moyem^  respective- 

Q  ^y 

ment :  1*>  Que  le  poids  Q  plus  son  inertie -i-  appliques  au  point  d'ab- 
scisse X  dont  nous  appelons  y  le  deplacement  particulier  u ;  2®  Que  les  iner- 

P      J*u 
tics  — —-^dz'-r~-  des  divers  elements  d'abscisses  z  et  de  loneueur  ris,  qui 
zag     dl* 

eprouvent  les  deplacements  u,  jusqu*ici  inconnus,  dus  k  la  fois  aux  trois 

6speces  de  forces  specifiees. 

D'apres  la  derniere  des  trois  formules  (t),  si  Ton  fait,  pour  abreger, 

'')         '' il6ir^ =^'  etdemfimeS j^^j =Z. 
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il  suffira  de  multiplier  respectivement  par  X  el  par  Z  ces  forces  Q  —  -  - 

P       d*\x 
et  — TT-dz-r:  agissant  isol^ment  comma  faisait  F',  pouravoir  les  forct^  u 
2ag     dt*  . 

form^ment  r^parties,  capables  de  produire  les  m^mes  d^placements  moyer 

que  chacune  d*elles.  On  a,  en  ^galant  leur  somme  k  la  force  (s)  capable 

produire  le  mdme  d^placemeut  moyen  total  qui  leur  est  dxi,  Inequation 

Cette  Equation  est  rigoureuse  comme  les  pr^cMentes;  mais  les  d^pbcr- 
ments  verticaux  appel^s  u  et  y  aux  divers  points  d*abscisses  s  et  x  >c>3'. 
nous  avons  dit,  inconnus. 

G*est  ici  que,  pour  y  supplier  avee  une  certaine  approximation  regardr* 
comme  pouvant  suffire,  M.  Stokes,  conform^ment  k  son  hypoth^se  ci-dessar 
remplace  ces  d^placements  par  ce  qu'ils  seraient  si  la  poutre  fltehissait  ^h:  > 

la  force  totale  (s)  — ^ii  uniform^ment  repartie  sur  sa  longueur  entidre  i: 

Cette  supposition  donne,  toujours  d'apr^s  les  deuxi^mes  parties  des  fur- 
mules  statiques  d6j&  invoquies  (c/,), 

W    "  =  -^»^ JaSEi »    <>"'(0'    u=jj;;    dou     y  =  .^X. 

dx 
Substituant  dans  (c)  et  remplagant  d(  par  -rp»  le  deuxi^me  terme  du  sec  ) 

membre  de  (c)  devient,  vu  la  valeur  (e)  de  Z,  et  en  effectuant  rint^grati<*c 

^'  g  rf.r'2ajo  126   g    rf.r" 

en  sorte  que  cette  Equation  (c)  est,  en  divisant  par  P, 

^^  ?a^^^i2Q  g  dx*^?'\        g    dx*  J 

H.  Stokes  remarque  qu'elle  se  simplifie  beaucoup  et  s'int^gre  faciiemt-r * 
dans  le  cas  ou  ^  est  tr^s  petit.  Alors,  en  effet,  Taspect  comparatif  des  Jeui 
membres  montre  que  ^  est  du  mime  ordre  dt  petitesse  que  ce  rapport.  I 

terme  en  -—j-  qui,  dans  le  second,  se  trouve  multipli^  par  =,  peul  don- 
6tre  efface  comme  ne  fournissant  ainsi  k  T^quation  qu*un  teime  tr^  pen 
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du  second  orjlre.  Cette  suppression,  qui  revient  h  negliger  rinertie  de  la 
charge  roulante,  r^duit  i*equalion  k 

d^\i  .IX       Qa=^  X      .       -  .,    ol  ?a^\' 

I — — ci    i\n    taif —  «•« 


W  rf7.  +  ,-3=15El.-3'«'°°f"'»5 
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=  r; 


oil  r  est  une  petite  ligne  donn^e  aussi  par 


^"^       o«~252Qp'     V»~5l5j'    ""      ?~  ^VA'    '•"~48Er 
c'est-&-dire  que  -  est  la  constante  (t,)  des  formules  ci-dessus;  et  fl  est,  d'a- 

P 

pres  les  secondes  parties  des  (c/,),  la  fleche  statique  u  ou  Up  pour  z  ou  :Si=a, 
due  au  seul  poids  P  de  la  poutre  et  de  sa  charge  permanente. 
M.  Stokes  tire  de  T^quation  (x),  C  et  C  etant  deux  constantes,  Tint^grale 


r^) 


qu*il  est  facile  de  verifier  par  substitution,  car  X  n*6tant  que  du  quatri^me 
degr6  en  x^  ses  deriv^es  paires  sont  nulles  au-dessus  de  la  quatri^me. 

Pour  determiner  C,C',  Ton  considere  que  pour  a:  =  Vf  =  0 ,  c'est-&-dire  au 
moment  ou  la  charge  mobile  arrive  sur  la  poutre,  la  flexion  ixest  nulle; 
ct  elle  Test  aussi,  ou  elle  n*est  qu'infiniment  petite  du  second  ordre,  quand 
la  charge  n*y  a  encore  parcouru  qu  un  espace  dx  infiniment  petit  du  pre- 
mier ordre.  Faisons  done  successivement 


W  M,..=o.  (I)     =«■■ 


x=0 

nous  pourrons  tirer  C  et  C  et  les  substituer.  Enfin,  rappelons-nous  que  toute 
cettc  analyse,  bas^e  sur  une  substitution  dans(;),aux  valours  inconnues  de  u 

15EI 

et  y,  de  ce  qu^elles  seraient  sous  le  seul  empire  de  la  force  — —  pi  distribute 

d'une  mani^re  uniforme,  a  hX^  faite  sans  tenir  compte  du  poids  propre  P  de 
la  poutre,  seule  force  qui  soit  distribute  de  cette  mani^re-li.  Compl^tons-la 

en  ajoutant  &  ii  la  flexion  moyenne  j^,  que  ce  poids  produit  d'apr^s  la 

seconde  (r);  nous  aurons  la  flexion  moyenne  totale.  En  I'appelant  ix,,  nous 
obtenons  : 

^^'  Qa*r^r*,.  x\      ,,       ^r*\r  .   x'\ 

oil  Tun  peut  mettre  partout  V/  pour  x. 
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On  voit  que  ce  sont  bien  les  termes  mulliplies  par  cos-,  sin-  qui  ten  v 
A  satUfaire  aux  conditions  initiates. 

Une  fois  calculee  celte  moyenne  g6n6rale.  ^„  des  d^placements  eonkm- 

porains  qui  se  produisent  d'un  bout  k  I'autre  de  la  poutre  au  temps  /=- 

I'ona  d'apr68(n),  (touj ours  dans  ThypothSse  faite  comme  approximatic 
sur  la  loi  de  leu.^  distributions  a  chaque  instant).  la  valeur  suivanle  ds 
dSplacement  individual  u  du  point  quelconque  d'abscisse  x,  sous  remw- 
de  toutes  les  forces  en  jeu,  y  compris  le  poids  propre  P  : 


Et,  en  faisant  2  =  a;,  u  =  y,  Ton  a  pour  I'ordonn^e  ou  I'^quaUon  approci 
de  la  trajectoire  de  la  charge  roulante  Q  :  • 


.•^ 


(0)  y=..x=^,..5^"-^-;"f+^;. 

En  faisant  rspure  de  cette  courbe,  qui  est  simplement  alg^brique  H 
du  huiti^me  degce  lorsque  dans  i«,  on  fait  r  =  0  revenant  k  V»  =  0  M  StoU 
a  remarqui  qu'elle  ne  s'feloigne  que  peu  de  la  courbe  du  quaf  rifime  de'Tv" 
ayant  aussi  ses  tangentes  horizontales  aux  extr6mit6s,  qui  represenle  e'^oc 
temenl  d'apris  (Q  et  (rf,),  la  trajectoire  pour  une  marche  inHniincnl  lent- 
de  la  charge  mobile. 

En  r6tablissant  les  termes  en  r,  et  en  6crivant  -t  au  lieu  de  -,  comro^ 

le  cosinus.et  le  sinus  qui  rendent  :p6riodique  (mention  des  vlleurs  d« 
d6placements  «,  et  qui  ondulent  la  trajectoire  de  la  charge  Q,  ne  changS 

pas  de  valeurs  en  augmentant  t  de  2>:^  secondes,  Ton  a 


V  315 


p6riode  dont  la  dur6e  est  indSpendante,  comme  Tobserve  M.  Stokes  *•  I , 
grandeur  du  poids  Q  de  la  charge  dont  le  passage  provoque  les  oscillalioas  • 
et  qui  est  la  m6me  que  si  Q  6tait=  0.  ou  que  si  la  poutre.  un  insUnt  fl«-hi/ 
etait  abandonnee  k  elle-m6me  ou  vibrail   seule,  auquel  cas  on  »anH 

<te«  "*"  r'  ~  ^'  '■*^°'"*  par  |Ji  =  C  cos  -  -f-  C  sin  -• 
II  en  r^sulte,  si  on  noinme  n  le  nombre  tie  quarts  de  periode  que  les  osril- 
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2a 
lalions  accomplissent  pendant  le  temps  y  mis  par  la  charge  Q  ^  parcourir 

la  poutre : 


,  ,  4a      4    /252  Q^      4  a     /515  a 

'^^  ^=r:f^-iVTn-pP=;vV248r 


M.  Stokes  a  calcule  (Table  A  du  Report  of  the  Commissionners,  p.  211) 
les  ordonnees  de  la  trajectoire  (o)  pour  diverses  valeurs  n=  1 ,  2, 3,  4,  5,  G, 

8,  10,  12,  16,  9c ,  de  ce  nombre,  et  pour  vingt  valeurs  du  rapport  ^y-  de 

Tabscisse  k  la  longueur  totale ;  et  il  en  a  d^duit  les  ^pures  de  ces  courbes. 
Elles  composent  la  figure  2  du  M^moire  de  Cambridge  et  la  figure  B  de  la 
planche  10  du  Report,  ou  M.  Willis  a  insure  une  longue  analyse  de  ce  beau 
M^moire  compose  k  sa  demande.  Les  courbes  n==  1,  2,  5, 4  ne  sont  nulle- 
ment  symetriques,  on  le  con^oit,  par  rapport  h  Tordonnee  du  milieu.  La 
courbe  n  =  oo  ou  r  =  0,  Y'  =  0,  est  celle  de  la  marche  infiniment  lente 
(le  la  charge. 

5i  (ter).  Extension  de  cette  analyse  d.  des  valeurs  quelconques  du  rapport 
den  poids  P,  Q  de  la  poutre  et  de  la  charge  roulante.  —  Bien  que  M.  Stokes 

n  ait  int&gre  Fequation  (i)  que  pour  le  cas  de  p  tres  petit,  on  elle  sc  reduit 

ill  (x),  il  semble  pressentir  que  toutes  ces  considerations  et  consequences 
sont  applicables  aussi  lorsque  Q  et  P  ont  des  valeurs  k  pen  pr^s  egales,  ce 
qui  est,  comme  le  dit  M.  Willis,  le  cas  de  presque  toutes  les  applications. 
Nous  avons  aussi  cette  opinion.  Nous  pensons  mSnie  que  Tequation  de 
M.  Stokes  pent  etre  integr^e  aussi  simplement  et  avec  k  peu  pr^s  autant 
d'approximation  pour  toutes  les  valeurs  pratiques  de  ce  rapport  de  Q  ^  P, 
sous  une  seule  condition  (conforme  encore  k  toutes  les  donn^es  pratiques  et 
que  M.  Stokes  parait  exiger  lui-mdme  pour  le  cas  qu*il  traite),  k  savoir  que 

1      2QaV* 
la  fraction  -=  -  ».  soit  assez  petite  pour  qu'on  puisse  nSgliger  tons  les 

termes  ou  elle  entre  au  carr^. 

Y*  d*v\ 
Effectivement,  le  terme r-^  de  T^quation  (t),  terme  qui  vient  de 

1   J*V 

celui  -  -~  de  T^quation  (;),  cesse  d'embarrasser  et  pent  eire  conserve  si 

I'on  remplace  I'ordonnee  y  de  la  trajectoire  par  sa  valeur  de  premiere  ap- 
proximation. On  pourrait  prendre  pour  telle  Texpression  du  huitieme  degre 
(o)  y  =  jijX  en  faisant  r  =  0  et  en  faisant  aussi  P  =  0,  puisqu'il  ne  s*agit  ici 
que  des  elTets  independants  du  poids  propre  dont  il  pent  n'etre  fait  compte 
qu*apres  le  calcul  de  (i.  Mais  on  peut  faire  mieux;  car  les  erreurs  seront 
evidemment  atteniiees,  et  on  aura  une  approximatiun  plus  grande  et  plus 
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surc  si,  pour  la  valeur  de  y  r^pondant  k  V*=0|  Ton  revient  de  la  fictioc 
u  =  \il  k  \a  reality,  c*estddire  si  Ton  fait  simplement  (expression  /*,  d: 
M.  Willis,  p.  600) : 

valeur  parfaitement  exacte  de  cette  ordonn^e  dans  la  premiere  approxima- 
tion ou  la  marche  du  poids  mobile  est  suppos^e  infmiment  lente;  et  d<mt  o:. 
tire,  pour  passer  &  la  deuxi^me  approximation  : 

,  .  r/«y  V«f/«y  QV«   ,q  ,      q,        ,   .^  .,      1  6aT— 5a:«  — 2a^ 

^  '         (It*  g  dx*         G^raEr  '     p  «« 

Cette  expression  mise  pour ^  dans  T^quation  (;),  ou  ecrite  dans  celle 

(i)  au  lieu  de j-^  qu'on  y  avait  fictivement  substitue,  change  ces  deux 

Equations,  vu  la  valeur  (x)  de  r*,  en  la  suivante  : 

L'on  tire  de  cette  Equation  (9)  une  int^grale  toute  pareille  k  celle  {w  de 
r  Equation  (x)  de  H.  Stokes,  sauf  que  la  parenth^se,  bien  que  X^  soft  du 

sixi^me  degre  en  x^  se  r^duira    en  supprimanl  les  termes  en  r*  et  r*  comm«' 

affect^s  cle  (-- j   et  ( -j      k  \  —  ^**7^'  bin6me  dans  le  second  terme  du- 

d}\  \ 

quel  on  pent  supprimer  toute  la  partie  de  -^  qui  a  •-  pour  facleur;  car 

i  1 

r*-  se  trouverait  affects  du  carr6  de  -. 

P  P 

En  determinant,  de  la  mdmc  maniere  qu*on  a  fait,  les  constantes  C,C\ 
c'est-ft-dire  par  ji  et  j-  =  0  pour  a:=:0,  on  trouve  C  nul  ou  supprimab!e 

Pa' 
comme  affecte  de  r^,  d*oii,  en  ajoutant  jr-rq  comme  ci-dessus,  la  solution 

f.  Pa-    ,  Pa=*    ,    Q«' /v        ,^^X  .  4v6ax— ,"lr»  — 2ii«\ 

W    ^•  =  T5Ei-^^=T5EI-^i5EiV^-^5^«-^p'^ 7^ ) 

Qa-7,       2  ,  Tyr'Kr   .    x 
-6EiV'""p  +  ^)a^*"r' 
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8  fl' J---4fl3'-4-  z  * 

expression  g^nerale qui,  d*apr6s  (5), 6tant  multiplide  par  Z=5. j^ — 1 

donnera  toujours,  yu  I'hypoth^se  primitive,  les  valeurs,  pour  tous  les 

points  de  la  poutre,  des  d^placements  u  qu'ils  ^prouvent  au  temps  (=y- 

Cette  expression  (x)deiii, que  nouspensonspouvoir^treetendue  S  loulesles 

valeurs  pratiques  du  rapport  dcQ  &P,  n'a  fait,  pour  en  devcnir  capable,  quV 

4      2QaV* 
joutercommeonvoit,icelle  (v),deuxterraesaffect6sde  •-=  ^     . ,  savoir  le 

0 

terme  — -  dans  ce  qui  affecte  le  sinus,  et  le  troisi^me  termc  de  la  pre* 
mi^re  parenth^se. 
Dans  le  second  terme  de  cette  m^mc  parenth^se,  remplagons  le  -j^  par 

sa  valeur  5.^^^^ — ttt-t — ^^;  puis,  dans  ce  m^me  terme,  et  dans  celui  — r- 

loa*  a* 

1*1  51    P  1 

de  la  seconde  parenth^se,  metlons  k  la  place  de  -^  sa  valeur  (x')  ^rq'rrZ' 

ces  termes,  multiplies  par  Q  qui  est  hors  des  parentheses,  ne  seront  plus 

1 

affect^s  que  de  P,  et  aussi  de  -;  et  nous  avons  en  multipliant,  d'apr^s  (S), 

p 

iAi  par  Z  pour  avoir  le  d^placement  vertical  u  du  point  de  la  section  d*ab- 
scisse  z  : 

^''^  «=^- 165^ leri 8^^ i*-^p a^ r 

ou  Ton  peut  faire  x  =  yt  afin  d*avoir  le  deplacement  en  fonction  de  Tab- 

2a 
scisse  z  ainsi  que  du  temps  t  entre  i  =  0  et  t  =  -r^. 

De  celte  expression  qui  donnera  Tequation  de  la  trajectoire  de  la  charge 
mobile  en  faisant  u  =  y,  z  =  x,  on  tirerait,  comme  H.  Stokes  a  fait  de 
celle  (v),  des  consequences  tant  num§riques  que  graphiques  qui  seraient 
analogues  k  celles  de  la  figure  2  de  son  M^moire  de  Cambridge  ou  de  la 
Hgure  B  de  la  planche  10  du  Report,  et  qui  en  seraient  peu  diff^rentes,  vu 

que  le  terme  4-- i de  la  premiere  ligne  et  le  terme  —  ^  de 

p  p 

1 
la  seconde  ligne  ont  peu  d*influence  quand  -  est  petit.  Uais  cette  petitesse 

p 

1  Q 

suppos^e  de  -  et  la  non-petUesse  de  ^  excluent  les  suppositions  des  valeurs 

1,  2,  5,  4, 5,  6, 8  et  m^me  10  k  donner  au  nombre  (p)  n  de  quarts  de  periode 
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d*osciIIations  dc  la  partie  periodique  de  (4')  u,  car  on  a  environ  ii  =  3u 
pour  P  =  30,  p  =  l,  etrn  =  9  pour  P  =  i2,  k=^' 

Or  les  trajectoires  de  I'^pure  cit^e  sont  toutes  sym^triques  par  rapport  a 
leur  ordonn^e  milieu  z  =  a^pass^  n  =  6 ;  et  il  en  est  de  m^me  des  courb^ 
de  la  figure  5  de  Cambridge  ou  G  du  Report  qui  donnent,  non  plus  les  tra- 
jectoires, mais,  comme  ordonnees,  les  grandeurs  successives  que  prend  ia 
fl^cbe  de  courbure  au  milieu  de  la  poutre,  lorsque  la  charge  mobile  se 
trouve  aux  distances  de  I'extr^mit^  2=0  que  designent  les  abscisses. 

Doii  Ton  peut  d^j^  inferer,  en  excluant  tout  au  plus  les  poutres  de poot- 
ceaux  ^troits,  ou  les  rails  (dont  les  sections  se  r^glent  pluldt  par  des  expe- 
riences que  par  descalculs),  que  les  plus  grandes  flexions  ont  lieu  sensible- 
ment,  dans  les  conditions  ordinaires,  au  milieu  des  poutret  au  moment  ou 
la  charge  y  passe;  et  la  forme  des  courbes  fait  pr^sumer  qu'il  en  est  k  peu 
pr^s  de  mSme  pour  la  plus  grande  courbure  ^prouvee. 

54  (quaier).  Conclusions  pratiques.  —  Avant  de  les  tirer  de  ces  formules. 
revenons,  pour  les  leur  comparer,  k  celles  que  fournit  pour  u,  u^  Tanalyse 
du  n9  53. 

Si  Ton  met  en  oeuvre  le  precede  que  nous  avons  indiqu^  au  bas  de  h 
page  606,  mais  que  nous  n*avons  alors,  page  607,  employe  que  pour  le  cai- 
cul  de  la  deriveo  seconde  de  tt  en  z  et  du  moment  de  flexion  (y,),  on  tmuve 
les  expressions  suivanlcs  ayant  leur  premiere  ligne  idenlique  avoc  ch.'iqii*' 
expression  (d^)  de  premiere  approximation,  et  dont  la  seconde,  celle  <"•  . 
peut  6(re  d^duite  de  la  premiere  en  changeant  z  en  Sj  et  x  en  2a  —  x  : 


H  «=Q-^ J2W +P 


48aii:i 


^  (—  1  &a'x + 60rt'j:« — 62a*jr^  -^  24ax*  —  5x*) 
M       M     l-h^(4a'— 14a'a:-f-12az«  — 5x5) 
p  *«EM _,_^(i28a»x-+-480a»x»  — 680aV  +  270ax»  — 3,lr^| 
l^(—  10a»x+9ax>  — 2a:=')-l-^(2o— x). 


^^"'-^ — i2^Ei — ^^ — mEi — 


^  ( — 8fl'x  -+-  24a'x» — 1  Oo V  —  603*  -+-  3x») 
o 


H-i-     ' 


^  (H  2a»,r  4-  240a'x«— 1 60a»r»—  60a.r»-f-35x»)-i-  -^  1 
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Ces  formules  (dont  la  premiere,  differentiae  deux  fois  en  z,  redonne  iden- 
tiqiieni3ni  celle  (y^)  d*ou  (;:,)  trouv^es  aulreraent  pour  le  moment  de  flexion) 

satisfont  en  effet,  4  cela  pr^s  de  termes  affectes  de  ( -  j   que  Ton  neglige,  k 

toutes  les  equations  (sg),  (a,),  (b^)  poshes,  p.  599,  pour  la  solution  suppose'e 

algehrique  du  probleme;  et  la  seconde,  relative  d  la  deuxi^me  partie  de 

poutre  comprenant  la  poutre  enti^re  lorsque  x=:V<=:0,  salisfait  aussi 

alors  k  la  condition  de  nullite  des  deplacements  dynamiques,  mais  non  pas, 

comme  nous  avons  dit,  k  celle  de  nullity  des  vitesses  initiates. 

La  formule  nouvelle  (^t')  a,  de  plus  que  celles-ci,  ie  terme  p^riodique 

X  \t 

alTecte  de  sin -  =  sin — qui  a  servi  k  satisfaire  k  la  condition  initiate  de 

r  r 

Vitesse  nulle  pour  f  =  0.  Comme  celte  partie  p^riodique  du  mouvement 

vertical  de  chaque  point  de  la  poutre  a  zero  pour  moyenne,  on  comprend 

que  la  partie  alg^brique  de  u,  dans  (4)),  ne  doit  pas  differer  beaucoup  de 

ce  que  donne  la  formule  (w)  ou  (w')  pour  ce  deplaccment. 

On  le  reconnait,  en  effet,  si  on  applique  les  formules  (co)  et  (4'),  par  exemple 

au  d^placemcnt  du  point  central  z=^a  pour  Tinstant  x  =  a,  t=:^,  oiih 

charge  mobile  y  passe;  car  on  trouve  pour  la  fliche dynamique  /|,y relative: 

Par  H,  /;  =  (u),__  =  ^(l -hpj+jg^j  (^14-2.  pj^ 

(a')jPar  (4.),  /;........  =j28-6Ei(*-^pj^45Ei(^'^336  p) 

2'>«Tn^^2\_3t  Plr   . 


a 

sm-. 
r 


La  partie  algebrique  r&ultant  de  (4^)  donne  ainsi,  pour  la  portion   de 

125 
fleche  attribuable  k  Taction  de  la  charge  mobile  Q,  les  nio  de  ce  que  donne 

Hi  ou  TT  seulement  de  moins;  et  la  diminution  est  bien  moindre  en  ce 
45 

1 

qui  vient  du  poids  propre  P,  car  elle  ne  porte  que  sur  la  petite  fraction  -• 

Mais  il  en  est  autrement  pour  les  valeurs  du  plus  grand  moment  de 
Oexion ;  car  on  trouve 

'»h(-«S)„„.=I('-})-^('4I). 

-T°[o(-MaH-°- 
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L*eipression  provenant  de  {^)  n*attribue  au  premier  terme  de  la  partis 

alg^brique  ou  non  alternative  de  ce  moment  de  flexion,  si  sin  -  estnuKque 

25 
les  ^  de  la  valeur  donnee  par  Texpression  provenant  de  {(^y);  et  elle  dimi- 

nue  aussi  la  valeur  du  second  terme. 

Or  on  conceit  que  les  formules  ((•>),  r^sultats  des  cakiils  d*approximatii': 

successive  du  n°  53,  correclement  exerc^s  sur  des  formes  alg^briques,  e: 

op6r6s  sans  substituer,  aux  modes  particuliers  et  reels  de  flexion,  un  mod' 

uniforme  et  fictif,  m^ritent  plus  de  confiance  que  la  partie  alg^brique  deh 

125    5 
formule  (^).  Les  coefflcients  numeriques  tels  que  j^,  ^  sont,  dans  celle-ci. 

^videmment  dus  k  cette  fiction  destin^e  k  pouvoir  obtcnir  les  complements 
p^riodiques.  U  ne  faut  pas,  k  Tobtention  plus  ou  moins  approchte  de  r^> 
termes  accessoires,  sacrifler,  et  en  moins,  les  termes  principaux  des  solu- 
tions. 

Nous  pensons  done  d^finitivement  que  ce  qu'il  y  a  de  mieux  k  faire,  cV>i 
de  superposer  ou  ajouler,  k  la  solution  (&>)  dont  M.  Phillips  a  6t6  Tinitiateur 
(et  qui,  hien  appliqu^e,  tient  compte  de  toutes  les  inerties),  la  partie  perio- 

dique  de  Tingenieuse  et  bardie  solution  de  H.  Stokes,  modifi^e  et  comple- 

i 

t^e,  comme  nous  Tavons  fait,  par  des  termes  en  •  la  rendant  applicable  a 

toutes  les  valeurs  usuelles  du  rappoii  du  poids  de  la  charge  mobile  el  de  la 
poutre. 

Et  notre  conclusion  est : 

i^  Que  si  Ton  veut  avoir  les  deplacemenls  de  tons  les  points  de  la  poutrv. 
ou  les  Equations  eh  u,u^  et  2,;S|  de  la  forme  courbe  qu*elle  affecte  aux  di\ei> 

instants  marques  par  ^=r,>  ou  pour  les  diverses  situations,  d'abscisses  j-. 

de  la  charge  mobile  Q  qui  la  parcourt,  il  faut,  aux  expressions  tf,ti,  dou- 
nees  par  (w),  (w'),  ajouter  la  partie  pe'riodique  de  (^),  savoir  : 

2''  Que  si  Ton  veut  avoir  en  j^  et  :r  Tequalion  de  la  trajecloire  que  parcour 
la  charge  mobile  Q,  Ton  n*a  quk  faire  u  =  i^,  z  =  x  dans  Texpression  ain^ 
^lablie  de  v  ou  des  d^placements  de  la  premiere  partie  de  la  poutre. 

5<^  Que  si  Ton  se  borne  k  avoir  la  fleche  dynamique^  ou  la  depression  d 
milieu  de  la  poutre  k  Tinstant  ou  la  charge  y  passe,  il  faut  prendre,  en  tvo- 
sequence : 

(  r       /  X  OflV,       n  .  5Pa'      2r,a^r   /^      2\      S5  Plr  .  • 

^"       a""  V  252  U'p— V  o78  'gEi  '         p~  T^gEl  * 
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4<'  Et  si,  ce  qui  a  plus  d*int6r£t  pratique,  on  veut  avoir  la  valeur  appro- 
chee  du  plus  grand  moment  de  flexion  -—  El  ^-l,  ou  celle  de  la  plus  grande 

courbure  — ^,  afm  d*^tablir  la  condition  de  non-rupture  en  lui  imposant 
une  limite,  il  convient  de  prendre  : 

(-^'S)„„.='t('-^'^('-.!I) 


•"if,.  /.       2\      35  Pair   .    a 


Oil  Ton  pourrait  faire  g6n6ralement  sin-= — i,  afm  d'attribuer  au  second 

T 

terme  son  maximum. 
5<*  Qu*il  convient  de  ne  plus  dire,  comme  k  une  ^poque  ou  la  question" 

n'avait  pas  encore  ^te  suffisamment  ^tudiee,  que  les  solutions  teltes  que  ((i>) 

p 
et  (t|^)  ne  conviennent  qu'&  deux  cas  extremes;  celle-ld  pour  tt  tr^s  petit,  et 

p 
celle-ci  pour  -^  tr6s  grand,  ni  que  M.  Stokes  n'a  eu  d*autre  intention,  en 

1^49,  que  de  traiter  ce  dernier  cas.  Le  but  primitif  de  Teminent  corres- 
pondant  de  Tlnstitut  a  6t^,  comme  Texprime  notre  citation  ci-dessus,  de 
(  tenir  compte  de  Tinertie  de  la  poutre  » ;  ce  but  s*est  trouve  atteint  six 
ans  apres,  en  1855,  d*une  autre  mani^re,  et  sans  changement  hypothetique 
du  mode  de  distribution  des  d^.placements  le  long  de  la  poutre,  par  des 
formules  alg^briques  telles  que  («»);  mais  son  beau  et  liardi  travail  a  eu  le 
pr^cieux  efTet  de  fournir  une  Evaluation  approchee  et  sufflsante  de  cette 
partie  periodique  ou  oscillatoiredes  mouvements  que  la  solution  algebrique 
de  1855  etait  reduite  4  n^gliger ;  evaluation  que  nous  croyons  avoir  montrE 
(Hre  facile  k  Etendre  k  tons  les  rapports  habituels  des  poids  P,Q  de  la  poutre 
et  de  la  charge  mobile  qu*elle  supporte  pendant  son  trajet. 

55  iuiie.  Mise  en  compte,  pour  la  flexion  du  pont,  de  V action  du  train  qui 
»avance  d.  la  suite  de  la  locomotive.  —  Les  wagons  dissEmines  que  la  loco- 
motive remorque  doivent  produire  bien  moins  d'effets  de  flexion  et  de  cour- 
bure que  ce  lourd  engin  concentre  h  chaque  instant  en  un  seul  endroit.  II 
convient  cependant  d*Evaluer  ce  qui  pent  r^sulter  de  leur  pression  et  de 
leur  mouvement.  G*est  ce  qu*a  fait  en  1860,  d*une  mani^re  intelligente  et 
rcmarquable,  H.  Renaudot,  aujourd*hui  ingenieur  en  chef  des  ponts  ct  chaus 
sees,  dans  un  HEmoire  intitule  Etude  de  V influence  de$  charges  en  mouve- 
ment sur  la  resistance  des  ponts  metalliques  h  poutres  droites,  et  insert  aux 
Annates  des  ponts  et  chaussees^  mars  1861,  p.  145-204. 
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p 

Si,  par  unite  dc  longueur,  on  a  p  =  ^  pour  le  poids  de  la  poutre  av 

sa  charge  permanente,  et  p'  pour  celui  du  train  qui  y  est  suppose  wp:- 
d*ijne  longueur  x  =  yt  au  bout  du  temps  i^  les  Equations  de  If.  Renaudi: 
propres  k  fournir  les  d^placements  verticaux  u  de  la  parlie  de  longueur 
et  U|  de  la  parlie  de  longueur  2a — x  de  la  poutre,  aux  points  ayant  d' 
abscisses  2,  2j  k  partir  de  leurs  extr^mit^s  respectives,  reviennent  aux  sl 
vantes,  faciies  k  d^duire  de  celles  (z^  et  (60), 


.'^tt 


car  M.  Renaudot  reconnait  (a  sa  note  A,  p.  199)  que  le  terme  2;^ — ^d-' 

entrer  aussi  bien  que  les  deux  autres  dans  la  parenthese  de  la  premir 
Equation,  comme  parlie  essentielle  de  la  derivee  seconde  complete,  par  n,> 
port  au  temps  (Voy.  ci-dessus,  n"  yi)  du  d^placement  de  tout  point  d^  I- 
charge  mobile^  bien  qu'il  ait  [k  sa  page  151,  eq.  (2)],  en  Yue  de  sunplitic- 
tion,  retranch^  ce  (erme,  jiige  par  lui  peu  influent. 

Mais  la  presence  de  ce  terme  du  trindme  difKrentiel  ne  rend  pas  plu> 
difficile  la  solution  simplifi^e,  que  nous  avons  trouv^e  en  operant  comme  1! 
a  ete  fait,  aun^55,  pour  le  cas  de  la  charge  roulante  isol^e,  a  savoir:  1'-'= 
determinant  d*abord,  comme  premiere  approximation,  les  valeurs  u\  h< 
ce  qui  s*op6re,  soit  d*une  mani^re  el^mentaire,  comme  il  a  ^t6  fait  pour  1-^ 
formules  (r/j)  du  n**  52,  soit  en  r^solvant  les  equations  (^^jo)  ^^ns  la  supp  >  - 
tion  de  V  infmiment  petit,  ou  en  effagant  les  termes  en  V*  de  ces  equati.:.? 
et  de  la  derniere  (/J,  ce  qui  donne  : 

2<>  en  substituant  ensuite  dans  les  termes  de  (^jq)  en  V'  reslitu^s,  ces  vale!:: 
u',  u[^  de  premiere  approximation  du  u,  u^  et  en  integrant  de  nouveau  j^- 
les  conditions  parliculieres  (a,),  (b^)  du  n^  52.  Le  resultat  obtenu  a  e!c  I 
m^me  que  celui  qu*on  trouve  en  operant  aussi,  comme  au  n*  54.  par  -' 
proc^de  elementaire  de  calcul  de  Tinertie  des  Elements  de  la  poutre.  >«*-^ 
sommes  ainsi  arrive,  en  nous  bornant,  ce  qui  suffit,  k  deux  int^ratioD>  d.'^ 

(^10)  par  rapport  k  z,  k  une  expression  g^n^rale  de  ^r-j  et  par  suite  •: 

moment  fl^chissant,  dont  la  plus  grandc  valeur,  qui  a  lieu  au  point  ntilr- 
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2=a  quand  le  train  est  arrive  a  occuperloute  la  longueur  2a  de  la  poutre, 
est 

5  \ 

ce  qui  donne  1  +  7:^7  pour  le  rapport  entre  la  courbure  maximum  dyna- 

mique  et  la  courbure  maximum  statique  (*). 

(•)  M.  Renaudot  a  troay§  [p.  171  form.  (43)  de  son  m^moire]  ^  a      g^  f  *  "^  ^  ft' )  '  ^" 

pour  la  proportion  de  rexcMant  de  tention  (comme  il  Feiprinie)  de  la  fibre  la  plus  tendue 

du  aux  inerties  centrifuges,  les  =  :  r=  rr  de  ce  que  nous  trouvons* 

Nalirr^  la  faiblesae  de  cette  difKrence,  je  crois  devoir  donner  ici,  pour  prouver  que  Tex- 
pression  (A|o)  est  juste,  le  detail  de  oelles  dont  je  Tai  dMuite  et  que  tout  le  monde  pourra 
T^rifler  par  de  factles  substitutions.  Si  on  fait,  pour  abr^er, 

W  s  =  ^'    53=^-    2^  =  ^"   "'^gtr^r 

le«  exprastions  gin^rales  ou  appUcables  i  tout  les  points,  tont : 

1  4a VI 


+ 


(P)(  +(-«+4i-2X.)z»+(-l+x)z.+^]; 

-  El  1^' = 2«v  (zi  -  z.*)  +  s«V'xn.  + 

Or  il  est  facile  de  verifier,  apr^s  deux  difCfrentiations,  qu*elles  salisfont  &  tout,  k  cela 

pr^  de  ternies  en  (  -,  j    n^igeables  comme  £tant  toujours  de  second  ordre  de  peLitesse 

dans  la  pratique;  &  savoir  aux  deux  ^uations  du  quatridme  ordre  ^f/io)*  ainsi  qu'aux  conditions 

d'extr^itfe  ou  de  raccordement,  qui  sent  les  deux  demi^res  (ag)  et  les  deux  derni^s  (6g) 

1  V 

du  n*  52  modifi^es  en  mettant,  vu  («),  tSal,  2aZ,  SaZ«  pour  «,  s,  3.  et  ■  >  ,..  pour  -=7*  Quant 

pa'p  gm 

au  maximum  da  la  premise  (P)  on  Taura,  k  cela  pris  de  quantity  tr^  petites  aussi  d'ordi*e 

I 
sup^rieur  en  y  mettant  les  valeurs  1  =  1,  Z  :s  -  qui  annuleni  les  d^rivtes  en  X  et  Z  de  sa 

partie  principal  et  de  beaucoup  la  plus  influente  ia*p  (Z  ^  Z*)  -h  2a;>'  [(2X  —  I*)  Z  —  Z*] ; 
c'est-indire  en  prenant  pour  le  lieu  et  le  temps  de  ce  maximum,  x  =  2a,  s  =  a,  comme  a 
fait  aussi  M.  Rennudot. 
Au  reste,  il  termine  avec  ratson  son  ttude  en  eoncluant,   aprte   aToir  donn6  pour 

3      PI    ^^  cbiffres  relatifs  k  divers  ponts  m^talliques,  etqui  excMent  peu  I'unit^,  que 

^ette  e«ptee  d'impulsion  graducc  n'a,  sur  les  courburcs  cl  sur  Ic  danger  de  rupture,  qu'unc 
influence  presquc  insiiirnifluute. 
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II  sera  facile,  d*apr^s  ces  doubles  mani^res  de  r^.soudre  le  probleme. 
conime  on  vient  de  voir,  du  moment  flechissant  quand  il  n*y  a  que  les  Mragous 
pesant  />'  parm^lre  courant,  et  (n«*  53,  54)  quand  il  n'y  a  que  leur  remorqueur 
pesant  Q,  de  determiner  Texpression  de  ce  ro6me  moment  lorsque  le 
train  est  coroplet,  ou  compost  de  ces  deux  elements,  en  tenant  compte  du 

poids  P  et  de  sa  charge  permanente.  Cette  expression  du  moment  —  El  -77. 


<  • 


se  composera  de  la  partie  principale,  ou  statique,  c*est-d-dire  de  Tune  dt^ 
deux  suivantes  : 

M(^-M^.pourv=aJ  =  p— ^— -hp'^ H "^^-55"- 

0-..)(-EI:^pourV=0)=;,— ^+p'^+Q^; 

et  de  deux  parties  dynamiques  affect^es  respectivement  des  petites  Traclions 

i    i 
que  nous  avons  appeleesr>>  rx^dont  on  aura  neglige  le  produit  cororoe  \es 

carr^s.  Tirer  de  celte  expression  complete,  fonction  compliqu^e  de  z  ou  df* 
Zi  et  de  Fabscisse  x  =  V^  de  ia  t^te  du  train,  en  ^galant  h  zero  ses  difTen^ti* 
tielles  par  rapport  k  ces  deux  variables,  leursvaleurs  donnant  le  maximunu 
serait  aussi  impossible  qu'inutile.  II  suffit  de  cbercher  ces  deux  abscissas 
:rel  2  ou  2i  pour  le  plus  grand  des  deux  maxima  des  partie*  $taliqut%  u'«). 
(jio) ,  car  celles  qui  r^pondraient  au  maximum  absolu  tie  rexpressioii  com- 
plete du  moment  n*en  dirf^reraient  que  de  quantil^s  aifecl^es  de-^  t-/  ou 

r   ? 
du  premier  ordre  de  potitesse ;  et  la  valeur  qui  en  r^sultera  pour  le  maxi- 
mum cherche  ne  diff^rera  du  vrai  maximum  que  de  quantites  petites  du  se- 
cond ordre,  et  sans  influence. 

En  egalant  a  z^ro  les  dilTerentielles  par  rapports  a;  et  par  rapport  i  sel  ^ 
des  expressions  statiques  (t\o)  et  O'lo),  la  seconde  ne  foumit  rien  qui  ait  ra|v 
port  k  la  question.  La  premiere,  en  ^cartant  la  racine  a  =  0  ne  donnant 
qu'un  minimum,  fournit  pour  valeurs  donnant  son  maximum  : 

^  ***'  p'  L         "ipa     2(/>-Hp')flJ 

d*accord  avec  les  solutions  j:  =  2a,  s  =  a,  trouv^es  tout  k  Thcure  quaihi 
on  avait  Q=  0.  Mais  la  valeur  {k^^  trouv^e  ainsi  pour  Fabscisse  rde  laUM*' 
du  train  setrouve  en  defajut  si  2a  est  petit  en  sorte  que  Q  exc^de  2a/i';  el. 
de  toute  mani^re,  le  resultat  de  la  recherche  analytique  du  point  de  ni4xi- 
mum  a  bcsoin  d'etre  contr6ie  et  m^me  suppled  par  des  tdtonnemenls  nu- 
nieriques  loujours  faciles.  Les  valeui*s  de  .r  el  de  3  elant  Irouvees.  leursul*- 
stitution  dans  la  forniule  (/jo),  compleleo  |ku' raddiliun  de  la  partie  dyiianu<|Ht'> 
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donnera  le  plus  grand  moment  et  les  conditions  de  resistance  de  la  poutre 
au  passage  du  train  (*). 

(*)  Nous  renvoyons  au  m^moire  de  1855  de  M.  Phillips  poar  le  cas  oA  la  poutre  suppor- 
tant  le  passage  de  la  charge  mobile  Q  est  enca»trie  aux  extr^mit^  au  lieu  d'y  ^tre  ^irople- 
ment  posto,  en  recoromandant  de  r^parer  une  inexactitude  de  la  seconde  parenth^  de  sa 
formule  (76),  que  H.Bresse  a  sigual^e  dans  son  Coiirs,  et  de  la  modifier  aossi  en  ayant  soin 
de  conserver,  dans  le  calcul  de  ce  r^sultat  Unal,  tous  les  termes  des expressions  (46),  (47),  etc., 
page  20,  des  depressions  appel^  y,  sans  en  ndgliger  une  partie  corome  il  a  ^t^  fait  ainsi 
que  nous  STons  dit,  lorsque  la  furmule  (64)  p.  25  relative  k  la  poutre  pos6e  a  M  r^duite  k 
celie  (71)  de  la  p.  34.  Au  roste,  il  n'arrive  jamais,  comme  en  g^n^ral  Ta  observe  Poncelet 
apr^s  Vicat,  que  les  encastrements  de  poulres  produisent  leur  efl'et  entier,  et  il  est  boo  de 
n'y  point  compter  surtout  quand  il  y  a,  comme  dans  le  cas  pr^nt,  des  mouvements  altema- 
til's  qui  en  d^lruisent  bientdt  presque  tout  Teffet.  (Voir  I'Mition  annot^e  des  Lefons  de 
Kavier,  g  6  de  I'appendice  I). 

Nous  renvoyons  de  m6me  au  Cours  tr^  rSpandu  et  estim^  de  M.  Bresse,  pour  la  solution 
complete,  par  une  integration  exacte,  alors  possible  et  effectu^e  d'une  mani^re  simple,  du 
problime  ot  le  train,  occupant  toute  la  longueur  du  pent  et  se  renouvelant  d*une  mani^re 
continue,  serait  arrive  k  sa  vitesse  V  graduellement,  en  sorte  que  la  poutre  aurait  acquis 
uns  impulsion  sensible  une  forme  d'equiliore  qu'elle  conserve  sous  Taction  constante  de  sa 
cliarge  iixe  2;>a,  et  des  poids  ainsi  que  des  foices  centrifuges  des  elements  p'ds  de  sa  charge 
mobile.  Qu'il  nous  suffise  d*exprimer  ici  que  si  u  designe,  corome  ci-dessos,  la  depression 
eprouvee  par  la  poutre  au-dessousde  I'borixontale,  k  son  point  qui  est  k  la  distance  z  du  pre- 
mier de  ses  deux  appuis,  la  solution  du  probieme  depend  evidemment  (n**'  52  et  suivants) 
de  requatiou  simplement  ditTerentielle 

equation  du  second  ordre  en^^ ,  qui  donne  pour  cette  inconnue,  multipliee  par  —  ET,  en 
I'integrant  de  maniire  qu*elle  s'annule  aux  deux  points  extremes  :t  =s  0  et  2  ±=Sa, 


JTvVO 


U)        -El^-tp+Zlo^H'"^     °     ^^'^-i|=     Unl  =  ^''* 


f-]  r 


Ce  moment  flechissant  a  son  maximum  pour  %  =  a  ou  au  milieu  de  la  poutre,  d'oiik 
M.X.  de(-Elg)  =?+£:  W-'       -iV 

On  tire  facilement  de  cette  formule  transcendante  une  Expression  algebrique  approcbee,  der 
n)6nie  forme  que  celle  {h^^  ci-desaus.  On  n'a  qu*&  remplacer  cos  i/^,  par  son  developpe- 

roenl  1  —  _  ^  ^  — ^^  qQ»4  effectuer  la  division  de  1  par  ce  polyn6me,  ce  qui 

donne,  apres  reduction,  et  en  effagant  finalementi  eomme  ci-deasus,  les  lerraes  affectea  de 


{^) 


Max.  dn  mora«  flechissant  ^—  El  0)  =  tt/^s  A  4-  i  1  \ 


^elte  expression  aurait  pu  s'obtenir  aussi  par  le  precede  d'approximalions  succeisivet 
^  nous  avons  applique  ci-dessus  a  des  questions  plus  compliquees. 
^"pres  cette  cui'ieuse  analyse  dont  M.  Bresse  a  eti  I'idee,  on  toit  que  la  proportion  dans 
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^  '■  -  

56.  Confirmation  de  Vanaltjse  ci-dessus  par  Vexperience,  —  Nous  a\on> 
d^jd  cit^  au  n''  52  (sous-note)  l*enqu(}te  sur  lesfers,  ordonneepar  le  gouver- 
nement  anglais  en  1846  k  la  suite  de  graves  accidents  de  ponts  ou  viaduct 
m^talliques,  et  le  c^Iebre  Rapport  de  1849.  Nous  n'unalyserons  pas  les  Ita- 
biles  experiences  de  M.  ^Yillis  sur  des  barres  d'acier  qu'il  a  souinises  a  h 
pression  d'une  charge  roulante,  en  mesurant  soigneusfment  les  neiions 
produites.  et  nousne  reproduirons  pas  ici  ce  que  nous  avons  cu  rorca^ion 
dedire  en  1864  (derni^re  Edition  des  LegonsA^  Navier,  ii°  LVII,  pag«$  c>u 
et  ccxiv  de  VHistorique)  sur  les  efTets  de  l*application  de  cetle  ing^ietbe 
balance  d'inertie,  k  levier  en  ^quilibre  sous  deux  poids  toujours  ^gauv  niJ> 
variables  k  volont^;  levier  dont  ilfaisait  communiquer,  par  unebieUe  luinre. 
Tune  des  deux  extr^mit^s  avec  le  milieu  de  la  barreen  exp^ience,  afin,  sans 
dugrnenter  aucuneroent  sa  masse  ni  sa  raideur,  d*accroitre  k  voloiit^  ^n 
inertie  daiis  la  vue  d'appr^cier  experimentalement  Tiiifluence  de  cetle  Tune 
que  Ton  croytiit,  alors,  impossible  k  faire  entrer  tli^oriquenieiit  dans  U 
ealcuK  , 

Les  courtes  et  minces  barres  sur  lesquelles  ces  experiences  de  cliaiv^ 
mobiles  ont  port^  sont  trop  eloign^es  des  donnees  pratiques  relatives  au\ 
poutres  des  ponts  pour  que  les  resultats  observes  soient  capables  de  coiilir 

mer  ou  d'infirnier  les  formulcs  (u°»  52  k  55  oil  la  constante  appele^^  -  r< 

4 

supposee  toujours  tres  petile)  que  nous  avons  ralcultvs  ci-dessus. 
U  en  est  autrement  des  experiences  de  flexion  par  impulsion  brusque.  \  r 


laqucUe  Ic  roouveineut  de  la  charge  S;>'a,  ou  son  inerlie centrifuge  coiistaute  en  cluqiie  e-- 
di*oit,  augmente  le  plus  grand  moment  statique  {p-{-p*)a-^i  n'est  que  les 

5  1 
dc  la  proportion  r  r>f  donnoe  parrtotre  analyta,  form.  (/i,o).  Uais  le  savant  ing^nicur  pr«- 

lesseur  (aujourd'bui  merobre  de  la  >eclion  dc  m^canique  dc  rAcademie)  reconnai5vi« 
avec  sa  modeste  et  judicieuse  reserve,  d6s  I'Mition  de  1859  de  son  Cours,  que  les  cbo^t^  *< 
passeut  un  pen  autrement  que  ce  que  suppose  la  solution  pr^sont^  par  lui :  car  b  p<4j;i'. 
successivement  pross^e  par  le  train  qui  s*y  avance  avec  la  \itehse  tout  aojuise  V.  s*an^i«««' 
on  outi'epassant  la  siiualion  stable  que  I'^nonce  indique,  et  que  dofniit  I'^uatioa  <r  <  '  ' 
duction  de  la  premiere  (^,o)  ci-dessus,  et  qui  exprime  seulement  l^^uilibre  eiitre  rela^cu:  - 
de  la  pouU*e  et  des  forces  toutes  constantei,  tant  de  pesanleur  que  d 'inertie. 

Mais  cette  solution  offre  Tavantage  de  fournir,  pour  un  cas  extr^ne  et  intore«$anl.  or.f 
solution  compl^tement  rigoureuse  et  appiicabie  k  toutes  les  grandeurs  de  to  coa«ui.': 

1       pa*V* 

^='-— piTf  ainsi   que   celui    non   rooins   utile  de  faire  apparallie  cette  oonstaotr  de 

prime  abord,  d*une  mani^e  explicite;  mcitant  ainsi  rn  Inmi^i'e  le  rdle  r<vcniiel  ^n-  " 
remplit  dans  tons  les  prohl^roes  de  ce  {?enie,  et  fouruissant  par  la  fomie  dtt  nesultat.  »i  « 
le  reduit,  comme  nous  avons  fail,  i  dire  simplement  approch^.  une  sorte  de  %erilk'«>>'* 
des  rdsullata  demdme  forme  obtenus  dl•n^  les  pt*oblduies  plus  complexes  ou  tout  cr  qu«  r 
pr^sentcnl  les   diverts  tcrnics  des  L*ipi«lion$  (tilfl•renliclit'^.  rntru  en  jun  cf  en    h^-K 
eomple. 
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tr^s  grand  nombre  de  ces  experiences  intelligemmeht  dirig^es,  surtoul  par 
M.  Eaton  Hodgkinson(*)»  ont  6te  relatives  auchoc  de  barres  de  fer  appuyi^es 
aux  deux  bouts  sur  de  petits  rouleaux  (pour  ^viter  les  resistances  dues  aux 
frottements),  et  heurt^es  au  milieu,  horizontalement,  par  un  boulet  su&- 
pendu  k  la  mani^re  d*un  pendule,  ce  qui  permettait,  au  moyen  du  mesurage 
des  cordes  des  arcs  de  chute,  d*avoir  exactemenl  les  vitesses  d*impulsion, 
qui  sont  proportionnelles  k  ces  cordes  g^om^lriques.  Les  filches  deflexion, 
vu  la  difQcult^  plus  grande  de  leur  juste  mesure,  etaient  fix^es  d^avance,  et 
de  divers  nombres  exacts  de  deroi-pouces  ou  de  quarts  de  pouce ;  et  I'habile 
physicien  cherchait,  par  t^tonnemeiit,  les  cordes  des  arcs  de  chute  du  bouf- 
let  qui  6taient  capabJes  de  les  produire.  Quelques  experiences  de  choc  ver- 
tical furent  faites  aussi  enmesurant  les  Arches  au  moyen  depelites  chevilles 
sVnfongant  dans  de  I'argile ;  quelques-unes  aussi  ont  eu  lieu  en  attachant 
a  la  barre,  pour  recevoir  le  coup,  une  tr^s  petite  masse  de  plomb  dont  ii 
est  facile  de  tenir  compte  dans  le  calcul,  fait  comine  au  n^  42  ci-dessus. 

Tredgold  avait,  anterieurement,  remarqu^  que  la  fl^che  dynamique  caU 
culee  comme  faisait  Young,  en  negligeaut  Tiiiertie  de  la  barre,  ou  par  la 
furmule  que  nous  avons  appel^e  de  premiere  approximation  (n°"  3t),  57) 
etail  constamment  plus  forte  que  les  flSches  reellement  prises,  et  il  Tayait 
atiribue,  avec  raison,  k  ce  que  la  vitesse  V  du  heurt  se  partageait,  avant  la 
flexion,  entre  ie  corps  heurtant  Q  et  le  corps  heurte  P.  II  supposait  done 

cette  Vitesse  reduile  k  Y  ^      p,  comme  dans  le  choc  des  masses  libres. 

MaisM.  Hodgkinson  observait,  non  moins  judicieusement,  qiie  cette  r^duc* 
tion  etait  trop  forte,  vu  que  la  barre  elustique,  qui  a  deux  points  Axes,  ne 
doit  pas  compter  pour  sa  masse  enti^re  dans  un  pareil  partage.  El  prenant 
la  moyenne  des  r^sultats  de  toutes  ses  experiences  de  mesurage  de  fleches 
et  de  vitesses,  il  concluait  qu'elles  se  trouvaient  tr^s  approxiraativement 
representees  lorsqu'on  reduit  dans  cette  formule  de  Tredgold  la  barre  aux 
0,47  de  son  poids  P,  et  il  proposait,  en  consequence,  d*evaluer  la  vitesse 
Vj  que  possede  le  point  heurte  au  premier  instant  ou  la  flexion  s'opere,  par 

V 

une  formule  Y,  = j-r^;  puis,  de  calculer  la  grandeur  qui  en  r6suUe 

^  2Q 
pour  la  fleche,  jusqu*ft  extinction  de  cette  vitesse,  comme  Young  faisait  avec 
la  vitesse  V  entiere  (n"  56,  57  ci-dessus). 

Nous  aurions  pu  nous  en  tenir  k  ce  resultat  remarquable  de  M.  Hodgkin- 
son, et  y  voir  une  bien  suffisante  confirmation  experimentale,  non  seuie*- 
nient  de  notre  precede  eiementaire  d^evaluation  des  fleches,  fonde  sur  I'em- 
ploi  du  theoreme  des  travaux  virtuels  ou  de  celui  de  perte  brusque  de  force 
>'ive,  mais  meme  'de  touts  notre  application  ci-dessus  de  Tanalyse  aux 
dilTerences  partielles  k  la  theorie  de  reiasticite,  qui  nous  a  fait  arriver  k  des 


(*}  Repnrt  of  the  CommissioiiArs,  etc.  Voyez  surtout  I'appendice  4,  page  A.  Formuffv  of 
re^Utauce  of  bara  to  horizon  (a  f  impacU, 
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r^sullats  sensibleroent  idenliques.  Nous  ainms  en  eflet  trouY^  analjlique- 

p 
ment,  pour  le  coefficient  num^riqueA:  dont  11  eonvieut  d'affecter^  dans  la 

V 

formula  Vi  =  — 


*+*Q' 


A  =  j5  =  0,4857; 


« 


noinbre  intermMiaire  eiitre  ceux,  tr^s  proches,  0,47  que  M.  Hod| 

trouv^  comme  moyenne  d*observa(ions  et  ^  =0,50,  qu*il  propose  d*adopter. 

Nous  nous  sommes  impost  d*aller  plus  loin.  Nous  avons  refait,  eip^rience 

par  experience,  les  calculs  auxquels  a  dH  se  livrer  M.  Hodgkinson.  llais, 

comme  il  a  ^Ui  reconnu  depuis  longtemps,  par  Wertheim  et  par  d*autres. 

que  le  mesurage  dynamique  des  modules  d*61asticit^  E,  au  moyen  des  soni 

que  rendent  les  tiges  vibrant  longitudinalement  ou  transversa lemeat  (sam 

les  corps  qui  les  ont  mises  en  mouvement),  donncnt  des  r^ultats  constant 

ment  un  pcu  plus  forts  que  les  mesurages  par  des  allongements  ou  flexioos 

au  repos  (ce  que  Duhamel  expliquait  par  la  chaleur  que  les  mouTemeDts  vi- 

bratoires  d^gagent),  nous  ne  nous  en  sommes  pas  rapports,  dans  nos  com- 

paraisons  des  experiences  avec  les  formules,  aux  mesurages  statiques,  prea- 

lablement  op^r^s,  de  E,  par  H.  Hodgkinson;  mais  nous  avons  pens^  que  ce 

qu'il  y  avait  de  mieux  k  faire  etait  de  deduire  les  valeurs  de  ce  module  C 

des  experiences  m^mes  du  choc,  en  y  appliquant  les  formules  k  apprecier; 

et  cela  n*est  point  une  petition  de  principes  si  Ton  a  soin  de  comparer  les 

resultats  de  pareils  calculs  fails  pour  les  barres  de  longueurs  ou  grosseurs 

difrerentes,  ainsi  que  pour  des  vilesses  variees,  et  surtout  pour  des  valeur» 

P 
furt  differentes  les  unes  des  autres  du  rapport  t^  des  poids  heurte  et  heurtant 

Les  formules  dont  nous  nous  sommes  servi  pour  deduire  ainsi  les  coeffi- 
cients E  de  67  experiences  de  choc  horizontal,  dont  50  pour  une  distanci* 
de  15  pieds  et  demi  (4*,56«)  entre  les  appuis,  et  57  pour  une  portee  moilie 
moindre,  ont  eie  eel  les  du  5«  du  n*  49  ci-dessus,  oix  il  est  tenu  compte  de 
rinertie  des  deux  parties  de  barre  depassant  les  appuis,  et  qui  faisaient  oh 

vironjjde  leur  intervalle.  Les  diverses  valeurs  des  modules  dynamiquas 

d*eiasticite  E,  ainsi  calcuiees  au  moyen  de  ces  67  experiences,  des  Tilesses 

p 
de  heurt  de  1  &  15  pieds  anglais  par  seconde,  et  d  s  rapports  ?:  variant  de 

0,21  4  2,5  et  m^me  h  4,9,  n*ont  pas  olTert  entre  elles  des  differences  trvs 
sensiblement  plus  grandes  que  les  differences  inevitables  trouvees  enu>^ 
les  resultats  d'experiencesstatiques  comparees  les  unes  aux  autres*  quoiqiM 
les  valeurs  dynamique  /ie  E  dependent  des  carres  des  fieches  qui  soot  Teie- 
ment  Ic  plus  difficile  a  bien  mcsurer,  tandis  que  les  valeurs  statiques  du 
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mdrae  coefficient  ne  dependent  que  de  sa  premiere  puissance  dans  les  for- 
mules.  On  ne  peut  rien  inKrer  non  plus  qui  y  soit  contraire,  des  anomalies 
offertes  parties  resultats  de  quatre  des  neuf  experiences  faites  de  choc  verti- 
cal^ car  les  parties  persistanles  considerable's  que  les  fleches  y  ont  acquises 
prouvent  que  dans  ces  qualre  experiences  finales,  ce  qu*on  appellela  limite 
delasticite avait  ete  fort  depass^e,  en  sorte  que  nos  formules  ne doivent na- 
turellement  pas  en  repr^senter  les  resultats. 

Cela  prouve  suffisaroment  que  dans  nos  formules  ci-dessus,meraeapproxi- 
matives  (de  deuxi^me  approximation),  les  donn^es  variables,  k  savoir  les 
longueurs,  les  dimensions  transversales,  et  les  rapports  de  la  masse  heurtee 
k  la  masse  heurtante,  se  trouvent  engage'es  comme  elles  doivent  Vetre  pour  la 
representation  des  faits  acquis ;  en  sorte  qu*elles  peuvent  etre  regardees 
romrae  pouvant  fournir  la  prevision  des  autres  faits  d*une  maniere  suffi- 
sante,  ce  qui  est  le  but  de  toute  formule  de  mecan'que  appliquee. 

57.  Conclusion  de  cette  theorie  de  la  resistance  rive  ou  dynamique  des  solides. 
Ftecheset  flexions  jtroduites  par  les  impulsions.  Plus  grandes  courbures  qu'elles 
font  prendre  aux  pieces  dynamiquement  flechies^  et  conditions  de  la  stabilite 
de  leur  cohesion  (*).  —  Occupons-nous  d'abord  des  flexions  produites  par  des 
impulsions  brusques. 

D'apres  tout  ce  qui  precede,  lorsque,  dans  les  probiemes  de  choc  des 
pieces  ou  des  systemes  eiastiques,  il  ne  s'agira  d*obtenir  (ce  qui  dejft  est  im- 
portant en  pratique)  que  la  fleche,  ou  le  plus  grand  des  deplacements  du 
point  heurte,  produit  surtout  par  la  vibration  principale  ou  de  plus  longue 

(*)  BSsUtance  aux  impulsion*  Imigiiudinalet,  —  Notre  analyse  qui  precede  n'est  relatiTe 

qu'aiix  pieces  sollicil^es  Irankversalemenl  par  des  impulsions.  Nous  avoos  fait  aussi,  sur  les 

impulsions  s'exer^nt  dans  le  sens  dc  la  longueur  des  barres,  un  long  travail,  (ant  analy- 

lique  que  num^rique  et  grapliique,  dont  de  courts  extraits  ont  6te  publics  au  Bnlletin  de 

la  Soci^U  philomatique  (5  nov.  1853  et  2i  janv.  1854)  et  aux  Comptes  rendu*  (10  aYril  et 

3  jiiitlet  1865.  p.  73:2  et  33)  et  aussi  au  n*  LY  de  VUistorique,  en  t6te  de  I'ddiilon  annot^, 

\tiM,  des  f^efoni  de  Navier.  Ce  que  nous  avons  dlt  aux  nr  30,  37  et  44,  45  ci-dessus  pour 

les  m^tbodes  de  pi*eini6re  et  de  deuxiime  approximation  est  applicable  h  la  recherche  de  leurs 

eiiciisious  dynamiques.  Mais  les  corrections  des  resultats  de  premidre  approximation  par 

1  p  1  . 

un  diviseur  bin6me  qui,  ici,  ^^  +•  x  puisqu'on  trouve  k  ^-,conduisent&  des  resultats. 

mnins  appproches  que  pour  le  choc  transversal,  et,  ainsi  que  nous  Tavons  dit  dans  une 
sous-note  du  n*  1  ci-dessus,  des  recberches  tiltdrieures,  dont  nous  croyons  avoir  pos6 
la  base  i  Tarticle  cite  des  Compies  rendut  du  30  mars  1868,  nous  paraissent  necessaires 
pour  r^oudre  d'une  maniere  satisfatsante  hi  partie  essentielle  du  probieme,  celle 
de  1.1  plui  granie  dilatation  dynamique^  sur  laquelle  Young  a  pr^sent^  une  vu«^ 
intuitive  destin6e  peut-6tre  &  recevoir  analytiquement  sa  confirmation,  en  appliquant 
la  methode  doiit  j'ai  fait  usage  dans  mon  M^moire  de  1867  (Journal  de  Liouville)  accom- 
pagit^  de  diagrsmmes  repr^sentatirs,  sur  le  choc  longitudinal  mutuel  de  deux  barres  libres. 
Tortioni  dynamiquement  produites,  —  II  n'est  pas  besoin  de  montrer  que  le  mftme 

(renre  de  calcul  et  de  correction t  par  des  diviseurs  tels  que  i/  {  -j.  A; --»  le  nombre  A  ayant 

loujonrs  une  expression  f  (  ^)— rp"'  desresullats  de  premiere  approximation,  s'applique- 

rait  k  la  recherche  des  tensions  d^une  tige  de  poids  P  par  le    .   c  qu'une  masse  de  poids 
0  iiiiprimerait  au  levier  dont  la  rotation  la  fait  (oixlre. 
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p^riode,  ainsi  que  la  forme  approch^e  oixmoyenne  prise  en  m^ine  temps p9! 
le  syst^me,  anim^  d*aiitres  vibrations  d*une  p^riode  bien  plus  courte  etioh 
perceptibles  que  Ton  abstrait,  il  suffira  g^n^ralement  de  se  servir  de  I: 
hiMhode  d^crite,  dite  de  seconde  approximation,  fondle  sur  Ic  theorem^ 
des  (ravaux  virtuels  appliqu^  aui  quantit6s  de  mouvement  du  coramenr>v 
menf  et  de  la  fin  de  cet  acte  du  choc,  qui  pr^c^de  le  temps  de  son  effete  la  d^ 
formation  produite.  On  emploiera  ce  th6or6me  en  prenant  pour  vitesses'Tir- 
iuelles  les  vitesses  inconnues  de  la  fm  de  cet  acter  ou  du  commencement  d 
cet  effet ;  ou  encore,  ce  qui  donne  le  m^me  r^sultat,  en  se  servant  du  iheo- 
reme  connu  de  perle  brusque  de  force  vive ;  calcul  revenant  simplemeni 

(n«»  46,  47)  k  diviser  par  i/ 1  +  *  ^  la  valeur  V  \'[i  [n°  37,  form,  (i-)'  qu» 

donnerait  pour  cette  fl^che  dynamique  /j^  la  m^thode  connue,  de  prtmien 
approximation  (f^  6tant  la  fl^che  statique]  obtenue  quand  on  neglige  ^iAe^ 

tie  du  sysltoe  heurl^;  et^'=  i   (~j    p"='p  /  (v^)  ^  ^tant  lasomme, 

divis^e  par  le  poids  P  du  systdnie  lieurte,  des  produits  de  ses  Elements  ^ 
par  les  carres  des  rapports  qu*il  y  aurait  entre  leurs  divers  deplacements  et 
celui  du  point  beurt^,  si  le  systeme  se  deformait  comme  sous  une  acdon 
statique  exercee  k  ce  point  dans  la  direction  du  heurt.  Le  temps  du  quart 
de  p^riode  de  vibration  principale,  au  bout  duquel  cette  Otehe  est  formee. 

V  I  p 

s^obtient  k  la  fois,  et  est :-  V  /  1  +  A:  7. ,  ou  est  le  temps  qu'on  Irouverjil 

c.  /.iV  U 


\ 


i+*^ 


en  premiere  approximation,  multiplie  par i/ 

Quant  k  la  forme  que  prend  alors  le  systeme  moyennement  ou  en  ah>- 
trayant  les  vibrations  secondaires,  et  de  bien  plus  courte  p^riode,  elle  est 
approximativement  celle  qu*il  prendrait  sous  un  effort  statique  lui  domianl. 
si  on  Tappliquait  au  point  heurt^,  la  fl^cbe  dynamique  /^  obtenue  coinrot* 
on  vientde  dire. 

Cette  determination  approch^e  des  filches  dynamiques  s'appliquera  noo 
spulement  aux  pi6ces  isol^es,  maism^me  aux  assemblages,  teU  que  ceuxti^ 
lames  superposees  composant  les  ressorts  de  wagons,  etc.  (ainsi  que  Je  m  «fl 
8uis  assure  par  des  calculs  faciles  qui  ne  pourraient  trouver  place  daoscftte 
Note  d^jk  longuc)  ou  tels  que  ces  poutres  dites  frames^  qui  sent  compost 
d*une  suite  de  triangles  dont  les  cOt^s  s*etendent  ou  se  coroprimeul  saos 
fl^chir. 

Elle  peut  facilement  ^tre  introduite  dans  les  Cours  de  H^cantque  iodo^ 
trielle  de  tons  les  degr^s;  et  il  convient  de  Ty  substituer  k  la  m^thode  if 
premiere  approximation  qui  y  est  enseign^e  aujourd'hui ;  car  lorsqa*il  $'<- 

gira  de  calculer  les  valeurs  de  A=  -  /  (^\   f/P,  comme  les  rapports [- 
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sont  connus  par  la  Ih^orie  de  la  resistance  statique  des  solides  et  sont  g^n^- 
ralement  exprim^  par  des  fonctions  alg^briques  polyndmes  d'une  abscisses, 
le  calcul,  qui  se  r^duit  pour  I'analyste  k  celui  d'int^grales  fz^dz^  se  r6- 
duira,  pour  les  ^l^ves  des  Cours  dont  nous  parlons,  et  sans  parler  d*inte- 

grales,  &  un  facile  usage  du  thior^rae  (1 +t)"  =  ^+^<^ui  suppos^si"i~ 
plement  t'  negligeable  devant  t,  th^or^me  de  pure  algibre,  d^montrable  de 
proche  en  proche  au  moyen  de  multiplications  successives  par  1  +  i,  sans 
m4me  invoquer  la  formule  du  bindrae,  et  qu*on  6tend  facilement  k  n  frac- 

tionnaire,  en  faisant  t=:-et  ^levaint  les  deux  membres  &  la  puissance 

-,  etc. 
n 

Mais  cette  mithode  de  seconde  approximation,  dont  nous  ne  sommes  pas 

p 
en  mesure  de  pouvoir  conseiller  Temploi  pour  des  valeurs  de  tl  au  del^  de 

4  lorsqu'il  s*agit  de  la  barre  prismatique  appuy^e  aux  bouts  et  heurt^e  au 
milieu,  aura  peut-^tre  des  limites  d'application  plus  ^troites  pour  des  barres 
autrement  assujetties  ou  heurt^es,  ou  pour  des  syst^mes  de  barres.  Malgr6 
done  les  avantages  inespir^s  que  nous  lui  avons  reconnus,  elle  ne  pent  dis- 
penser, sous  aucun  rapport,  d'^tudier  les  solutions  analytiques  en  s^rie 
transcendante^  comme  celles  qui  ont  ^t^  denudes  dans  toute  la  premiere 
partie  de  la  pr^sente  Note. 

11  conviendra  m^me  de  faire  de  pareils  calculspour  les  barres  libres  ou 
pivotantes  (n»*  17  &  23)  et  pour  les  barres  soumises  k  des  impulsions  gra-* 
duelles  et  tranquilles  (n°*  25  k  30)  et  d*examiner  le  degr^  d'influence,  peut- 
Mre  faible,  sur  les  r^sultats  de  la  partie  transcendante  ou  vibratoire  en 

sirie  z  pour  celles-l&,  et  des  termes  en  m^,  m„ de  la  s^rie  pour  celles- 

ci.  Suivant  les  r^sultats  de  cet  examen  et  de  ces  calculs,  on  pourra,  en 
usant  d*une  analogie  naturelle,  se  faire  une  id^e  de  Tordre  de  Tinfluence 
des  vibrations  dans  d'autres  probl^mes  d*impulsion  graduelle  pour  lesquels 
Tanalyse  se  refuse  k  foumir  ces  vibrations  qui  pourtant  existent;  comme 
sont  les  probl^mes  (n*"  52  k  55)  de  flexion  des  poutres  par  des  charges 
voyageuses. 

Plus  grandes  courbures ;  plm  grandes  dilatations  des  fibres.  Conditions  de 
la  stabilitS  de  la  cohesion  dans  lespi^s  soumises  h  des  impulsions.  —  Pour 
cette  plus  importante  partie  du  probl^me,  les  documents  complets  tiris  des 
forraules  transcendantes  seront  encore  plus  essentiels  que  ceux  qu'elles 
fournissent  pour  Tamplitude  des  flexions. 

On  peut,  il  est  vrai,  de  la  connaissance  de  la  plus  grande  fl^che  qui  est 
g^n^ralement  Tordonn^e  du  point  de  plus  grande  courbure,  et  de  la  suppo- 
sition que  les  rapports  des  grandeurs  des  diverses  ordonn^es  de  la  piSce  dy- 
namiqueraent  fi^chie  se  conservent  k  peupr^s  les  mdmesque  dans  la  flexion 
statique,  on  pent,  dis-je,  d^duire  une  certaine  approximation  de  la  plus 

grande  de  ses  courbures  ou  de  la  valeur  maximum  de  —  tt^.  On  trouve, 

40 
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ainsiy  en  diff^rentiant  deux  fois  les  Equations  telles  que  celles  (s'f),  (a^U  t^i 
(di),  (k^)  des  n'**  46et49  et  en  y  faisantx  =  a,  ou  2  ^  i  : 


.3 

l~i  4  P^^^  ^*  P'^  ^®  longueur  Sn,  pos^  aa  deux  boat> 

heurUe  au  milieu ; 
—  f^  pour  la  pidce  de  longueur  8a,  encastrde  aux  deux  bosb 


(/ 


..)  (- 


heurt^eau  milieu; 
f>*u\         l~ft  P*'*"'  '<*  P'^  ^^  longueur  a,  encastr£e  a  uu  boot, beu 

3 
TT-  4  P^"'*  ^3  pi^^  de  longueur  6  +  61  posee  aux  deux  booti 

heurtee  en  un  point  qui  en'est  distant  de  ft  et  dt*  ft : 


I 


)0ur  la  pi^  longitudinale  en  double  panboie 
6*  du  n"  49. 


cj 


Mais  ce  calcul  qui  revient  k  peu  pr^s  ^se  tenir  au  premier  terme  des^ 

fies  u  =VtZ donne,  pour  la  courbure  maximum,  des  valeurs  sensibl^ 

mcnt  au-dessous  de  celles  que  nous  avons  tiroes  au  n®  34  des  traces  repn^ 

sentatifs  des  rapports  exacts  r^  obtenus  en  ajoulant  ensemble  des  termesti^ 

la  s^rie  2  jusqu*&ce  que  leur  petitesse  echapp^t  au  mesurage,  el  nousa^oc? 
trouv^,  (/,)  : 


Pour  P  =  ^Q, 


P  =  Q, 

v. 

1 .  lO  — i  » 

a* 


P  =  20  , 

V- 
a* 


ce  qui,  eu  6gard  k  (vj  /^  =  Vt  .  /  — 


hi         i 
^  55  Q 


, donne : 


(-SL ='•'»?'■.•  <•»'?'••    '•««5'.^ 

valeurs  qui,  multipli^es  par  la  demi-epaisseur  de  lapiteedonneronl,  connate 
on  sail,  la  proportion  de  la  dilatation  qu*eprouvesa  fibre  la  plus  tendtie.ti 
k  laquelle  une  limite  doit  Stre  impos^e  pour  assurer  sa  non-^ner?alion  en 
la  stability  de  la  cohesion  de  sa  mali^re  (Note  du  g  57,  n^  7,  page  56:3). 
On  repr&senlerait  d'une  mani^re  suflisanunent  approchie  ces  divers  rv- 

suKats  si.  en  appelant  Co  les  valeurs  telles  que  (M-j^de  la  courbure. 
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donn^es  par  le  premier  tenne  de  la  serie  z,  on  prenait 


(   ^»v««x."'HQy  ^«" 


Mais  pour  construire  une  formula  empirique,  utile  et  silre,  du  coef&cient 
qui,   en  aflectant  Co^  donnerait  ainsi  les  plus  grandes  courbures  dyna- 

miques,  il  faudra  un  plus  grand  nombre  et  une  plus  grande  variitd  de  cal- 
culs  complets  que  nous  n*en  avons  fait  au  n9  54 ;  et  nous  rcgrettons  que  le 
temps  nous  manque  pour  eiecuter  nous-m^mes  ces  calculs  utiles. 

Plusieurs  questions,  du  reste,  se  pr^sentent,  dont  Tanalyse  ne  pent  encore 
tirer,  desfaits  actuellement  connus,  une  solution  suffisante. 

1°  Doit-on  (comme  ont  fait  les  auteurs  qui  ont  traite  les  problimes  de  r^. 

sistance  vive  par  premiere  approximation)  regarder  la  limiteTr(n°  7  de  la 

Note  du  §  37,  p.  266)  des  dilatations  statiques  ou  permanentes  non  dange- 

reuses  des  fibres,  comme  s'appliquant  aux  dilatations  dynamiques  ne  durant 

qu'une  fraction  de  seconde,  et  qu'un   m^me  choc  ne  produit  qu*une  seule 

fois  dans  toute  leur  grandeur;  oubien  peut-on,  sansp^ril,  en  adopter  une 

moins  ^lev^e. 

2^"  Doit-on,  dans  le  calcul  (num^rique  ou  graphique)  de  la  plus  grande 

courbure,  aj  outer,  comme  nous  avons  fait  au  n^  34,  k  ce  qui  vient  de  la 

vibration  principale  et  visible,  donn^e  par  le  premier  terme,  en  nto,  du  2, 

ceque  fournissent  passag^rement  les  vibrations  secondaires,tertiaires,  etc., 

representees  par  les  autres  termes,  et  dont  la  dur^e  p^riodique  est  incom- 

parablement  plus  petite ;  ou  bien  peut-on  negliger,  comme  sans  danger,  les 

surcroitsde  dilatations  de  fibres  qu'oUes  produisent  par  instants;   ce  qui 

/     dhi\ 
reviendrait  k  s'en  tenir  aux  valeurs  (/io)de  ( —  -r-^j      ,  en  les  affectant,  tout 

au  plus,  de  coefficients  de  s^curite  ou  ^e  precaution,  strangers  au  calcul 
des  vibrations  accessoires  ? 

5°  Y  a-t-il,  de  la  part  des  vibrations  elastiques  de  peu  de  dur^e  et  d*am- 
plitude,  et  vu  le  scul  fait  de  leur  fr^quente  repetition,  unesorteparticuliere 
de  danger,  comme  serait  celui  de  detniire  le  nerfdu  fer  forge  ou  lamine,  en 
le  disposant,  comme  le  feraient  de  fortes  vibrations  calorifiques  ou  une  sorte 
de  fusion,  a  revenir  de  Tdtat  fibreux  ou  k  particules  entrelacees,  k  I'etat 
cristallin  ou  grenu? 

Des  experiences,  dont  il  est  difficile  de  tracer  le  programme,  mais  ou 
pourra  jouer  un  rdle  essentiel  le  mesurage  de  ces  deformations  persistantes 
regardees  comme  annongant  des  commencements  d*enervation  et  de  desa- 
gregation,  seront  necessaires  pour  renseigner  l&-dessusla  theorie  qui  devra, 
quels  quVn  soient.  li!S  resultats,  se  bien  garder  d*abdiquer  son  r61e  et  de 
renoncer  aux  considerations  et  patients  calculs  dont  nous  avons,  k  I'instar 
de  nos  maitres,  tdche  de  donner  quelques  specimens. 
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g  62.  —  Vibrations  toarnaBtot. 

Les  vibrations  tournantes  ont,  avcc  les  vibrations  longitudioale>. 
une  telle  analogie,  qu'il  suffira  d'en  dire  quelques  mots.  Si  Ton  admo: 
qu'aucune  force  n'agisse  sur  Tint^rieur  de  la  tige,  T^quation  diflr- 
rentielle  qui  dSfinit  a  chaque  instant  la  position  de  la  section  lraIls^^• 
sale  est,  d'apr^s  le  §  59,  page  473,  Equation  (218  d)  : 

ou  ^*  doit  6tre  d^termin^,  suivant  la  forme  du  contour  des  sections. 
comme  il  a  kit  dit  k  la  Note  de  cette  page. 
Cette  Equation  diff^rentielle  ne  se  distingue  de  celle  des  vibratiooc 

longitudinales  qu'en  ce  que  le  coefficient  -r.  -^ — ; —  y  remplace  le  coef- 

gh     s- 

ficient  -77*  Par  cette  consideration  on  pent,  sans  autre  modificatioo,  ><> 

servir  des  formules  ^tablies  dans  le  g  60,  pourvu  que  Ton  doane  a  b 
quantity  dSsign^e  par  a  la  valeur 


Y  n  'x^-i-x' 


La  s^rie  des  nombres  de  vibrations  est 


pour  le  cas  ou  les  deux  extrSmit^s  de  la  tige  sont  fixes.  EUe  est  au 
contraire 

Yr    "2/"'    ~'  .... 

pour  le  cas  ou  Tune  des  deux  extr^mit^s  est  libre. 

Assur6ment,  dans  ce  cas,  on  ne  pent  plus  consid^rer  ces  nombn's 
comme  reprfesentanl  des  sons,  mais  leur  signification,  en  ce  qui  con- 
cerne  les  vibrations  isolees,  ettoutce  qui  a  616  dit  pr^c^demment  sur  la 
position  des  noeuds,  demeure  absolument  le  m£me,  sans  modification. 

•  ■■       ■      —^^1  III  II.      ■  ■■!■  

(*)  Cette  equation  diff^rentielle  revient  a  celle  -  £.'  ^=:  i>l  que  j*ai  donade  dans  vrt 

note  du  15  Janvier  1840,  $ur  lei  vibratiom  ioumanteSf  ins^ree  k  la  page69  du  tome  XXTIfl  V^- 

Comptes  renduit  car  on  a  ladensitep=->  Ic  moment  d'incrlie  polaire  /&r=(;<-j-jr')r;  ti 

Gui,  oA  /i\  est  une  quantite  moindi*e  que  ft  pour  toute  autre  forme  do  section  que  leccrde. 
signiHe  la  ni^nie  chose  que  ce  que  Clebsch  appclle  E^^'^. 


I 
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m 

§  63.  —  Tonsiont  k  rinttriour  de  la  tige. 

Les  tensions  qui  se  produisent  k  TintSrieur  d'un  corps  ayant  une 
section  transversale  tr^s  petite  ont  d6]k  6t6  d^termintes  dans  ce  qui 
pr6c6de;  mais,  en  raison  de  Timportance  des  applications,  il  pent  £tre 
utile  de  le  rappeler  tout  sp^cialement  ici  {*). 

Dans  une  tranche  quelconque  d*un  tel  corps,  il  n'existe  a  proprc- 
ment  parler  que  les  tensions  t^^,  t^^,  t,,,  les  aulres  6tant  d'un  ordre 

sup^rieur  de  petitesse.  De  ces  trois  tensions,  les  deux  prcmidres 
agissent :  1^  sur  la  section  transversale  de  la  tige,  parall^lement  a  ses 
deux  axes  principaux ;  ct  2^  parall^lement  k  Taxe  de  la  tige  sur  les 
sections  longitudinalesquediterminentdes  plans  passant  par  cetaxeet 
par  chacun  des  axes  principaux  de  la  section  transversale.  D'apr^s  les 
Equations  (176  a),  g  48,  p.  411,  ces  trois  tensions  ont  les  valeurs  sui- 
vantes,  d6riv6es  de  celles  (65),  g  23,  page  150,  en  y  faisanl  6  =  0  [70  a, 
§24,  p.  156]et  ou  nous  remplaQonsla  fonction  Q  par  sa  valeur  (178a), 
page  415,  Q  =  b^B^  -h  bfi^  -h  bfi^,  ou  (68  a),  page  153  avec  6  =  0: 

= E  [(a-f-  a^x  H-  a,»)  -h  2  [h^x  +  h^y)] , 

=«l»*-».[9?-(i-5,)y-(§-  ,>^+».S  -'.§-'.  ti- 

OU  bien,  en  remplagant  les  coefficients  a,  a^,  a,,  6^ par  leurs  valeurs 

C                   B' 
(178),  a=  =r  ,  «!  =  —  gTT  ' (mfiracg  48,  page  413)  en  fonction 

des  composantes  A,  B,  C  ainsi  que  des  couples  A',  B^  C  de  forces,  et 
de  ce  qui  depend  des  dimensions  transversales  de  la  tige, 

_E1)C'/        IB,\     BTy'      /E      ^  Vr'      ^BJ     AT/E       \         ^iB.lj 


C)  On  a  vu,  aux  Notes  du  coininencement  et  dc  la  fin  du  §  57,  que  la  determination  des 
lensions  intdrieures  n'importe  que  lorsqu'elle  pcut  couduire  a  celle  des  plus  grandes  dila- 
Utions.  Car  c'e»t  en  limitant  ccUcs-ci  que  s'^tablisscnt  les  irraies  conditions  dc  resistance 
P^nnanente  4  la  rapture. 
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Rappelons-nous  maintenant  que  la  fonction  B^  est  du  second  orir 
de  petitcsse;  que  B^,  B^  sont  du  troisienie;  que  leurs  quotients  difT 
renlicls  sont  rcspectivemenl  d'un  ordre  inf^rieur  d'une  unite,  el  qi 
X,  X,  ^  sont  du  premier  ordre  ainsi  que  x,  i/,  z.  II  resulte  que  C,  c 

m^me  ordre  que  B'  est  trfes  petit  devant  B'n ;  que  x^j  y*,  xs,  .ry,  >  r 

A 

trfes  pelits  devant  x,  i/,  etc.  Le  systeme  se  reduit  alors,  en  negliges: 
les  termes  d'ordre  superieur  de  pctitessc,  a 

f        li    IC'/    _[B,\ 

Ces  termes  sont  en  g6n6ral  les  seuls  a  conserver.  En  ce^tai^.^ 
points  particuliers  seulement,  ou  la  courbure  de  la  lige  change  ti.-^ 
rapidcment,  et  dont  il  a  ete  d6ja  fait  mention  au  §  49,  on  devra.  ^ 
plus,  conserver  les  termes  d6pendant  de  A  et  de  B.  Au  contiaire,  per 
des  liges  qui  demeurent  a  peu  pros  rectilignes,  il  pourra  ^^ti-e  uei'> 
saire  de  conserver,  dans  Texpression  de  t,.,  le  terme  dependant  di  • 
lorsque  la  tige  sera  soumise  a  une  tension  longitudinale  relativen*: 
importante.  On  6crira  alors 


Si  on  remplace  les  moments  A',  B',  C  par  leurs  valcurs  tii-ees  i 

4     1 

(187)  en  fonction  de  i\,  ?•,,  rou  (g  54)  des  inverses  -  »  —  des  rayons  i 

Pi    h 

i 

courbure  et  de  Tangle  -  de  torsion  ou  de  rotation  relative  des  section> 

P 


rapporte  k  I'unite  de  leur  distance,  on  a  : 


t..=--4-E 

9 


(229) 


G  /  £ 

•"•      P  \  <^ 


oB,\ 


\  -r^      o  V      "    ■    iyf 


Les  deux  derni^res  tensions  disparaissenl,  comme  on  voit.  a^ec  I 
torsion. 
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Dans  le  cas  de  la  flexion  simple,  il  ne  reste  done,  en  gdn^ral,  dans 

I'lnt^rieur  de  la  tige,  que  la  tension  longitudinale  t^^.  Cette  tension  se 

C 
compose  de  deux  parties,  I'une  -  provenant  de  la  force  longitudinale 

C,  et  qui  est  commune  a  tous  les  points  de  la  section  transversale  ;  et 
I'autre 


V  Pi        Pi/ 


qui  disparait  sur  I'axe  longitudinal  de  la  tige  pour  croltre  en  allant 
vers  la  piriphirie  de  la  section,  mais  suivant  des  proportions  diffd- 
rentes  dans  les  diverses  directions.  La  tension  la  plus  grande  se  trouve 
done  sur  la  peripheric  de  la  section  transversale,  en  un  point  qu'il 
serait  facile  de  determiner  au  mo^en  de  cette  formule. 

Si,  en  particuHer,  la  tige  reste  pre$que  droite,  et  si  Ton  d^signe  par 
u,  f),  les  petits  d^placements  des  points  de  la  ligne  des  centres  de 
gravite  dans  des  sens  parall61es  aiix  axes  x,  t/,  on  a,  d'apr^s  le  g  54, 
formules  (208  d),  p.  450, 

ct  par  suite : 
(203)  t„=--t(.r^-Hj,^.j; 

formule  applicable  a  la  flexion  des  tiges  minces,  et  qui  se  transforme 
en  la  formule  usuelle,  lorsque  Ton  consid^re  isol^ment  Vune  des  deux 
flexions  u,  r. 


CHAPITRE   V 


PLAQUES  MINCeS. 


g  64.  —  Prinolpet  g^n^rau^K  de  la  thterio  dot  plaqaes  iniMts. 

La  th^oric  d*une  plaque  61astique  mince  (*)  s'6tablit  de  la  m^ioe 
mani^re  que  celle  d'une  tige  mince,  que  nous  venoas  de  developper 
(§§47  a  50).  Nous  partirons,  ici  encore,  de  cette  consideration  fonda- 
mentale  que>  pour  TSquilibre  int^eur  des  Elements,  on  peut  n^lig^er 
les  forces  ext6rieures,  telles  que  la  pesanteur,  agissant  sur  rintirieur 
de  la  plaque.  Nous  exprimerons  d'abord  les  conditions  de  continuite 
de  ces  Elements  en  portions  finies,  mais  trcs  petites,dans  IcsquellesU 
plaque  sera  supposSc  partagee  ;  puis,  en  determinant  les  conditions  de 
V^uilibre  exterieur  de  chacun  d*eux,  nous  arriverons  aux  Equations 
r^quilibre  de  la  plaque  cnti^re. 

Imaginons,  dans  Tespace,  trois  axes  de  coordonn^es  a/,  t/y  i\  pla- 
ces de  telle  mani^re  que,  dans  sa  position  primitive,  la  surface  me- 
diane  d'une  plaque  donn6e  coincide  avec  le  plan  a/  y'.  Soient  a,  b,  b 
coordonn6es  x\  y'  d'un  point  de  cetlc  surface  mediane.  Par  ce  point 
consid6r6  comme  origine  d'autres  coordonnees  x,  y,  2,  menons  ud 
syst^me  d'axes  des  x,  i/,  z^  parall^les  aux  premiers,  et  qui  sera  em- 
ploy6  seulement  pour  les  points  voisins  de  (a,  6),  Supposons  ensuit^ 
I'axe  des  x  de  ce  second  syst^me  invariablement  \\6  avec  un  dl^menl 
de  la  ligne  mat^rielle  men6e  par  le  point  (a,  6)  parall61emenl  a  Vn^ 


(*)  Les  equations  exactes  pour  les  petits  dSplacements  et  les  pelites  vibrations  des  plMp^ 
mince  sontdtS  donn^es  en  premier  lieu  par  KircbhofT  dans  le  Journal  deCrelle,  tomelOHBi 
lard,  k  la  suite  d'une  remarque  qu'il  fit  (Journal  de  Grelle,  t.  XLVI)  au  sujet  de  lametbode 
employ^  par  Gchring  dans  sa  dissertation  inaugurale  (thise  de  doctorat)  de  trpMiiont^^ 
differentialibua  quibu9  tequilibrium  et  tnotus  lamina  criUallitUB  definiuntwr  (Berlin'- 
KirchhofI  dtcndit  ces  Equations  aux  corps  cristallins  (non  isotropes).  On  n'a  pas  enoore  traiti^< 
jusqu'a  present,  les  courbures  ou  les  flexions  finies  de  ces  corps  (iVo/«  de  Clebeck). 

M.  KircbhofT,  au  m^moire  cit£  du  t.  XL  de  Grelle,  qui  est  de  1848-1850,  et  dont  un  extriit 
a  paru  au  Compte  rendu  de  Paris  (17  ddcembre  1849,  p.  753)  partait  de  la  soppositioP,  ^^ 
faite  par  Navicr  en  1820,  que  les  lignes  matdrielles  primitivement  normales  aox  faces  de  b 
plaque  leur  restent  normales.  M.  Gehring,  son  dive,  a'est  passd  de  oetle  hypottate  co  ^ 
rant  comme  ou  va  voir. 


§  64.  —  PLAQUES  BiiNGEs.  pRu«aPEs  g£n£raux.  633 

des  x^  de  telle  sorte  qu*apr6s  une  flexion  ou  deformation  quelconque 
de  la  plaque,  cet  axe  des  x  suive  la  ligne  ainsi  trac6e«  supposte  faire 
partie  du  corps.  Supposons  de  mime  le  plan  x  y  invariablement  li6 
avec  rei^ment  materiel  de  la  surface  m^diane,  de  mani^re  que  ce 
plan  puisse  bien  glisser  dans  le  plan  de  r616inent,  mais  sans  cesser 
de  coincider  avec  lui.  Menons  alors,  par  le  point  a  6,  dans  la  surface 
m^diane,  avant  tout  d^placement,  deux  elements  de  ligne  da^  d6, 
paralldes  aux  axes  des  x\  y'.  Apr6s  une  deformation  quelconque,  le 
systeme  des  axes  des  coordonn^es  x,  2/1  2  devra  s*etre  deplac6  de  telle 
sorte  que  Taxe  des  x  coincide  toujours  avec  rei6ment  materiel  da,  et 
que  Taxe  des  z  soit  toujours  perpendiculaire  au  plan  materiel  dc  da^ 
db. 

Dans  ce  systeme  dc  coordonnees  mobiles,  soient  maintenant  x,  y,  z 
les  coordonnees  primitives  d'un  point  silu6  tr6s  pr^s  du  point 
(j/  z=  a,  y*  =fr),  en  sorte  que  a:  h-  a,  y  4-  fc,  a  soient  les  coordonnees 
primitives  x',  y\  z'  decc  nouveau  point  dans  I'espace,  ou  par  rapport 
au  premier  syst6mc  d'axcs.  Apres  les  deplacements,  le  point  (a,  b) 
aura,  par  rapport  aux  axes  fixes,  des  coordonnees  que  nous  appelle- 
rons  ^,  iQ,  2^.  Le  systeme  des  axes  a:,  y^  z  s'est  deplace  en  meme  temps 
comme  il  est  dit  ci-dessus,  et  le  point  qui,  dans  ce  systeme,  avait 
primitivement  les  coordonnees  x,  y,  2,  y  a  maintenant  des  coordon- 
nees que  nous  appellerons 

^-i-u,      y+v>      s-f-w. 

Considerons  d'abord  ce  qui  se  passe  dans  I'eiemcnt  de  la  plaque  qui 
est  voisin  du  point   (ic'=a,  y'=:6)  devenu  (a:'=$.  y'=iQ,  a'=!;). 

La  relation  du  systeme  mobile  des  or,  y,  2  apres  le  deplacement, 
avec  le  systeme  fixe  des  x',  y'  z'  s*exprime  au  moyen  des  equations 
suivantes  pareilles  k  celles  (179.  c)  du  §  49,  page  417,  attendu  que 
^, )],  C  sent  les  coordonnees  de  la  situation  nouvelle  de  Foriginc  des 

|:r'=5+«i  (^  +  m)  +  a,  (y-f- r)-ha(«-hu;), 

Dans  ccs  equations,  x\  y\  z'  designent  les  coordoimees,  par  rap- 
port aux  axes  fixes,  du  point  (x,  t/,  z)  apres  son  deplacement  ct 
^*  ?«  T'  ^ivM*  sont  les  cosinus  des  angles  formes  avec  les  axes  fixes 
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desvr',  y',  z'  par  les*axes  .r,  i/,  z  ddplac^s,  en  sorte  qu'on  a 

a,=:cos(j:,Jc'),  P4  =  cos(x,y'),  7|  =  C0S  (x,5'). 
aj  ==  COS  (y,.!/),  ?,=  COS  (yjy'),  y«  =  cos  (y,V), 
a  =  COS  [z^x'),        p  =  COS  (a.y'),        y  =  cos  («,xO- 

Entre  ces  neuf  cosinus  existent  les  relations  (181)  et  (182) 
;  «j  +  PJ-HtJ  =  1,  «t«-HP,p-hv--  0, 

^    (232)       j  a|-hpj  +  Tj  =  l,  ^«,-f-p?,  +  TT,=     0. 

(  a-'4-p*-f-Y"  =  l.  «iai-l-Pi?i~HTiT,  =  0. 

Les  ^,  Y),  2^  doivent  £trc,  comme  ces  neuf  cosinus,  consideres  comin 
des  fonclions  de 

a,  h 

qui  6laient  les  coordonuees  primitives^  a:'  xf  de  Torigine  des  coord' r. 
nees  du  syst^me  x^  y,  z  sc  mouvant  avec  les  Elements  de  la  piaq<  • 
Le  probl6me  de  la  deformation  de  la  plaque  sera  enti^rement  reso! 
si  Ton  determine,  pour  tous  les  Elements,  ces  diverses  quantit^^ 
^,  t;,  ^»  a,  ^,  Y«  Ai>****  <^n  fonction  de  aet  b, 

Dans  Ic  deplacement,    T^Iement  lin^aire  da   a  subi  une  It^^cr 
dilatation  ;  et  it  est  devenu,  par  exemple 

?^  elant  une  tres  petite  fraction ;  de  mfime  db  est  devenu 

?^  etanl  aussi  une  tres  petite  fraction  numerique.  Ces  deux  elemer  i> 

de  ligne  qui,  primitivcment,  ^taientperpendiculaires  Tun  i  Tautre,  r. 
le  sont  plus,  en  general,  apr^s  le  deplacement,  et  ils  font  entre  eui  l 
angle 

g    d^signant  uu  angle  Ires  petit  qui  est  ce  que  nuus  avons  appele  jn^ 

qu'ici  un  glissement.  Nous  pouvons  exprimer  de  deux  manieres  dif  - 
rentes  la  position  des  extr^mit^s  de  ces  elements  liniaires.  Le  premir' 
element  apr^s  le  deplacement,  coincide  toujours  avec  Taxe  des  x,  (^ 
vertu  de  la  deCnition  mfimc  de  la  direction  de  cet  axe  mobile.  Ses  pr^ 
jections  sur  les  axes  fixes  des  x\  y\  z'  sont  done  respectivement : 

f232a)  flt^rfa(l-+-3j,       p,daH4-?,).       !,<*«  (!+?> 
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L'autre  61^ment  db^  en  vertu  de  la  d^flnition  adoptee  pour  la  direc- 
tion du  plan  mobile  x  y,  est  rest^  dans  ce  plan.  Pour  avoir  ses  pro- 
jections sur  les  a/,  y',  z\  nous  commcnccrons  par  le  projeler  sur  Taxe 
des  y  dont  il  s*6car(e  de  Tangle  g  ,  et  nous  projelterons,  sur  les  trois 

ok 

axes  fixes  x\  y'  z\  la  ligne  bris6e  formie  par  les  deux  c6t6s  du  trian- 
gle rectangle  dont  cet  616ment  db  est  Thypothenuse.  Si  nous  conside- 
rons  que,  vu  la  petitesse  de  Tangle  g    dont  s^est  r6tr6ci  Tangle  primi- 

tivement  droit  de  da  et  do  d6,  on  pent  poser  cos  g   ==  1 ,  et  sin  g  =  g  , 

dk  tffr  ab 

les  deux  cdtes  de  Tangle  droit  de  ce  triangle .  rectangle  sont 
db  ( I  -h  3j)  et  g^^  db  (1  -f-  3^) .  Le  premier,  qui  est  parall^le  k  Taxe 

des  1/,  fait  avec  les  axes  fixes  des  angles  dont  les  cosinus  sont  a,,  p,,  Yi? 
le  second,  parallSle  a  Taxe  des  a:,  forme,  avec  les  mfimes  axes,  des 
angles  dont  les  cosinus  sont  a^  p^,  Yi-  Les  sommes  des  projections 
dc  ces  deux  c6tf  s  sur  chacun  des  axes  fixes  seront  6gales  aux  projec- 
tions de  Tj&l^ment  sur  les  mdmes  axes  x\  y\  z'.  Ces  sommes  sont  res- 
pectivement : 

(232  6)    («,-i-«,gJc/fr(l+^)»  (?.^-^gJrf*(*-^^^).  (T,+T,gJ(/6(i+?,). 

« 

Mais  nous  pouvons  aussi  consid^rer  les  extrSmit^s  de  ces  elements 
comme  origines  de  nouveaux  syst^mes  de  coordonn6es  analogues  aux 
:r,  I/,  2,  et  correspondan  t,  non  plus  au  point  (a,  6),  mais  a  des  points 
vuisins  qui  auraient  pour  coordonn^es 

Tun  a-i-da,  6, 

Tauti'e  fl,  6-l-dfc.  • 

Comme  le  point  dont  les  coordonnSes  primitives  elaient  a,  b  par 
rapport  aux  axes  fixes,  a  pour  coordonnees  actuelles  §,  v],  Ct  celles  de 
ces  nouveaux  points  par  rapport  aux  m£mes  axes  fixes  sont 

rr  f  r 

ctles  projections,  sur  les  axes  fixes  des  x\  y\  »',  des  lignes  joignant  le 
point  (§,  Yj,  C)  avec  ces  points,  c'est-a-dire  les  projections  des  616ments 
da,  db  d6plac6s,  son!  respectivement 

^'^^^         ^'^^^         ^)a^^' 
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En  comparant  ces  valeurs  avec  celles  (232.  a)  et  (232.  b)  tromtes 
pour  les  mfimes  projections,  on  a  les  relations 

Au  moyen  de  ces  6quations,  on  pent  exprimer  tons  les  coefficieulj 
ou  cosinus  a,  p,  y*.--  des  angles  des  axes  fixes  dcs  x\  y\  z\  avec  b 
axes  desx,  y,  z  mobiles  et  variables  d'un  616ment  a  Taulre,  en  font- 
tion  des  quotients  diflerentiels  de  E,  r^,  (;;  car,  en  addilionnanl  K*^ 
carr6s  de  ces  Equations,  el  en  ncgligeant  g* ,  on  Irouvc,   vu  la  pre- 

mi^re,  la  troisi^me  et  la  sixi^me  des  Equations  (252), 


A 


=\/(l)'-©"-©". 


(234)     (        ,  

,'-'.=v/(a)'-(ii)"-Q^ 

ety  en  multipliant  deux  a  deux  les  Equations  (235),  il  vicnt,  si  I*oq  en 
additionne  les  produits 

(234a)        g,^(l+3j(i4-5^  =  ^_  +  ^-_-+__. 

Au  moyen  de  ces  relations,  dont  les  deux  prcmi6res  fournisstni 
3^.  3^  et  la  troisifemc  g^^,  les  Equations  (233)  donnenl  immidiatcmcnt 

les  valeurs  de  a^  p^  Yp  *t'  P^  Yi-  Quant  a  a,  p,  y»  on  les  oblienlcn- 
suite  par  les  relations  (252).  Le  probl^me  eslainsi  ramenSa  six  iacoa- 

^5     ^T)      ^C     ^^5     ^T)         C 
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dans  let  Moments  de  la  plaque,  en  foncUon  d*aiitre8  qaaatM 
qui  dependent  des  dtformatioiu  qu'on  la  suppose  svbir. 

Maintenant,  pour  avoir  les  expressions  des  diplaccraenls  u,  r,  if. 
procedons  comme  nous  Tavons  fait  au  §  49,  a  Tegaitl  do  la  tigc,  amv 
cette  diflSrencc  que  nous  avons  ici,  pour  la  plaque,  deux  variaUi^ 
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indipendantes,  a,  6,  au  lieu  de  la  seule  variable  s.  Nous  dMuirons 
d'abord  facilement,  des  relations  (232)  les  sysWmes  suivants,  oil 
nous  avons  introduit  des  notations  nouvelles  r^,  r 


1*    ''o'   ^i*   ^t»  ^0 


»b 


i/b 


Hb 


Ti 


£j._ 


i)b 


=  0. 


^ 


^P  ,     h 


'm.'T  ^  Hk'T T  m.  —  O, 


^ft^"^^* 


Sb 


'»2!!5^'''^o 


-( 


•2^+P  W  +  ^  ^ 


)=.. 


(255) 


£P. 


«i  ?7r  +  Pi  nr  +  Ti  tt:  — 


a.^»4.fl    ^P4-v    £2- 


-( 


«  -^  +  P 


)  =  Si  , 


^Ti 


«-^+P-£+T-^'  = 


^^ 


Sh 


/    ^«  .   .  ^P    ,       ^y\       ^ 


Nous  pouvons  encore  remarquer  que,  d'apr^s  ce  que  nous  avons 
dit  sur  la  double  maniere  d'exprimer  les  projections  des  £16ments 
ia,  dbj  les  quotients  diff6rentiels  des  coordonn^es  x\  y\  t!  d'un 
point  d^placi  doivent  6(re  les  mSmes  par  rapport  ^a^h  que  par  rap- 
port ^  Xy  y.  En  efTet,  dans  sa  position  primitive,  un  point  du  corps  a 
les  coordonnees  x  -h  a^y  -hb^z;  done  x\  j/j  :&'  peuvent  fitre  consi- 
der^es  comme  fonctions  de  ces  trois  grandeurs ;  et  il  doit  par  conse- 
quent £tre  indifT^rent  de  diff^rentier  x\  y\  z'  par  rapport  k  x  ou  par 
rapport  a  a,  par  rapport  ^  y  ou  par  rapport  h  b. 

Si  nous  faisons  ces  deux  differentiations  comme  nous  avons  fait 
celles  du  g  49,  c*est-&-dire  si  nous  diff(§rentions  u,  v,  Wy  ^,  vj,  C  et  les 

cosinus  ay  p par  rapport  h  a  et  k  b^  mais  u,  v,  w  seulement  par 

rapport  &  x  et  a  y ,  vu  que  ^,  iq,  C  et  les  neuf  cosinus  ont  les  mfimes 
valeurs  pour  chaque  element  da  db  de  la  plaque,  et  si  nous  dgalons 
les  r6sultats  des  deux  differentiations  soit  de  x\  soil  de  tf^  soit  de  z* 
[form.  231]  ainsi  failes,  nous  obtenons  six  egalit^s  qui  en  foumis- 
sent  facilement  six  autres  plus  simples  en  ajoutant  ensemble  soit  les 
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trois  preoiidres,  soil  les  trois  derni^res  mulliplites  par  a,,  3i^  Tr  ^ 
faisant  de  mfime  apres  des  multiplications  par  (x«,  p,,  Ys  P^^^  P^^  >»  ^> 

etayant  6gardauxsix  expressions  (233)  de  t^, j^,  encore  anak^ 

giqucment  a  ce  que  nous  avons  fait  au  g  49  relativement  a  la  tige. 
Ces  six  demi^res  ^galil6s,  analogues  aux  formules  (186)  page  420 
sont : 


C/U       tit.    .  ,      ,      V  /      I       .    I    ^ 

(235a)     j         |i:=^+,.,{a  +  w)_ro(a:  +  «). 

^  =  ^  +  '''('^  +  ") -'■•(»  +  '')• 

(235  i)     \        |£  =  g  +  s.(«H-7t-)-8,(.r  +  «)H-D,. 

OlU         Iw  /        ,        X  /  V 

o-  =  rj- -H  s,  (.r  +  ?/)  — s,  (y-4- r). 


Laissons  de  cdte  le  cas  ou  la  courbure  de  la  plaque  changerait  tre> 
rapidement,  et  qui  nous  conduirait  a  des  considerations  analogues ; 
celles  que  nous  avons  developp^es  pour  les  tiges ;  nous  pouvons  alors 
simplifier  beaucoup  ces  equations^  qui  dans  leur  forrae  g6nirale  ci- 
dessus  n'auraient  besoin  d'etre  appl]qu6es  qu*&  des  points  siaguiie!*< 
des  plaques.  Les  equations  (235  a,  b)  ne  doivent  s'etendre  qu*a  d« 
tr^  petits  espaces  a  partir  de  I'origine  variable  des  coordonnee>: 
X,  2/, ;:.  sont  done  toujours  des  quantit^s  trds  pclites,  et  u,  v,  w  son: 
tr6s  peliles  par  rapport  a  elles;  la  diffferenlialion  de  m,  r,  ir  par  raj^- 
port  k  x\  tfj  abaisse  en  general  d'une  unite  I'ordre  de  petitesse  de  ce<^ 
grandeurs  en  y  supprimant  un  facteur  tres  petit,  tandis  que  la  diflc^ 
rentiation  de  ces  m^mcs  quantitSs  par  rapport  k  a,  b^  qui  sont  dr> 
grandeurs  fmics  ne  change  pas  I'ordre  de  leur  grandeur.  Done,  eu 
g^n^ral,  les  quotients  dilTerenliels  par  rapporl  k  o,   6,  scronl  Irb 
petits  vis-a-vis  de  ccux  qui  sont  pris  par  rapport  k  x,  y,  et  pourroot 
kre  n^glig6s  vis-^-vis  de  ceux-ci ;  si  de  mt^me  nous  negligeons  u,  r.  e 
vis-a-vis  de  x,  j/,  z  et  le  produit  g^^  3^  vis-i-vis  de  g^^,  nous  obtenon* 

le  systeme  suivant  : 
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CU  .    V        OU 


^=r,j;— r,y,        ^=s,a:  — s^y.  () 

Ces  Equations,  lorsqu'on  determine  u,  v,  w  de  maniire  qu'elles 
soient  satisfaitcs,  cipriment  que  la  plaque  est  form^e  d'une  9£rie  con- 
tinue d'^l^ments,  c*est-a-dire  que  les  divers  ^l^ments  dont  elle  est 
compos^e  s'enchalnent  avec  continuity.  Comme  les  quantit^s  r,  s,  9, 
g^  ne  dependent  que  de  a,  6,  et  sont  ind6pendantes  de  x^  i/,  z,  il  est 

racile,  au  moyen  de  ces  6quations,  de  trouver  les  expressions  de  u^ 
i\  Wf  c'est-a-dire  de  determiner  les  d6placemeuts  relatifs  que  peu- 
vent  subir  les  parties  voisines  d*un  element,  sans  que  la  connexion 
des  divers  elements  entre  eux  soit  dStruite. 

On  pent  cependant  encore  simplifier  les  expressions  (236)  en  ayant 
egard  aux  Equations  (235) ;  car  on  pent  prouver,  en  s^appuyant  sur 
ces  demiires,  que  r^  et  s,  doivent  Stre  de  Ir^s  petites  grandeurs  et  que 
S|  ne  pcut  difi%rer  de  —  r^  que  d'une  tr^s  petite  quantity.  En  eflef,  si 
I'on  neglige,  devant  1,  3^,  3^,  g^^  qui  sont  tr6s  petits,  on  d6duit,  de 

ces  Equations  (233) 
On  d^duit,  par  consequent,  de  (255)  avec  la  m6me  approximation, 


Les  deux  derniers  membres  de  ces  Equations  sont  nuls  d'apr^s  la 
seconde  et  la  troisi^me  des  mfimes  Equations  (255)  dSduites  de 

Les  quantitis  r,,  s^  sont  done  de  Tordre  des  3^,  3^,  g^^  que  Ton  a 
n^gligis  en  tirant  (257)  de  (255). 


0  ^'oyei  g  40,  les  formules  analogues  (186  b)  et  la  note  k  la  suite. 
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Ces  mfimes  Equations  (237)  donnent : 

c'est-i-dire 

s,  =  — r,. 

On  peutdonc,  comme  nous  venons  de  le  dire,  en  n^Iigeant  les  gnih 
deursd*ordre  sup6rieur  depetitesse,  poser,  dans  les  Equations  (236), 

(258)  ro  =  0,        s,  =  0,        8,=— r,; 

et  alors  ces  Equations  (236)  deviennent : 


(258  a) 


du              , 

dv 

tx       '^      '••J'' 

dans  lesquelles  on  n'a  neglige  que  les  grandeurs  \rhs  petites  du  s^ 
cond  ordrc.  Ces  Equations  (238  a)  donnent  immMiatement,  par  inte- 
gration, en  appelant 

des  quantit^s  ind^pendantes  de  x  et  de  y,  mais  fonctions  de  r-,  a,  k 


(259) 


X*  y*   , 

w  =  T,  j—T,xy—s^  ^  +  n 


Ces  quantit6s  t/^,  v^,  w^  sont  soumises  k  certaines  conditions  ghmi- 
triques  resultant  du  choix  du  systime  des  coordonn^  x,y,  z.  En 
efTet,  le  point  (a,  b)  dont  les  coordonn6es,  dans  ce  systeme,  sonl^le? 


(*)  En  efTet,  en  integrant  la  I'*  et  la  2*  (238a),  on  a,  ^  et  F  reprfeentant  den  fooct^^  * 
arbitraires : 

ii=:8-r,3a:-h<)a*+/'(y»'),  «  =  r|y5  +  g^y  +  F(*.s); 

expressions  qui  ne  peuvent  £tre  ^gales  k  moins  que  F  n'^le  la  somme  des  deiafrts»^ 
tennes  de  la  premiere,  et  que  f  n'dgale  la  somme  des  deux  premiers  tennes  de  (a  aeoM^ 
plus*  chacune,  une  fonction  de  z  seul;  oe  qui  donne  bien  la  premiere  (S30).  Ht^Ual  tt('^ 
fonction  de  z  seul. 
Et  les  deui  autrcs  (259)  se  demontrent  de  la  mdme  mani^re. 
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ziro,  reste  encore  origine  des  coordonn6es  apr6s  le  d6pla cement. 
'616ment  dx  mcnft  par  ce  point  reste  toujours,  par  hypolhfese,  sur 
axe  des  x;  et  TelSment  dy^  qui  coincidait  primitivement  avec  Taxe  des 
,  reste  apr6s  le  d6placement,  en  vertu  de  la  seconde  hypoth6se,  dans 
I  plan  yx.  Done  u.v^w doivent  s'^vanouir  simultanSment  avec  x,y^  z; 
e  mSme  v  etw  doivent  aussi  s'6vanouir  pour  x=rfar,  i/=0,z=0; 
I  enfin  w  doit  aussi  s'annuler  pour  a:=0,  i/=dt/,  2=0;  ou  en 
'autres  termes  on  doit  avoir 

(239  fl)  <  •  ^^  Ix  [)y 

\    pour  x  =  0,  y  =  0,  5=0. 

Lorsque  Ton  introduit  ces  conditions  dans  les  Equations  (239)  on 
oit  que  les  quantit^s  li^,  v^^  w^^  qui  sont,  avons-nous  dit,  fonctions 

eulement  de  2,  a,  6,  doivent  s'6vanouir  avec  2,  et  que,  par  ce  fait, 
outes  les  autres  conditions  se  trouveni  remplics  d'elles-m6mes. 

g  66.  —  fiquUibre  inMriear  das  ^l^meiits  de  la  plaqae. 

Jusqu'i  pr^^sent,  nous  n'avons  consid6r6  que  la  connexion  des  6Ie-* 
tnents  successiPs  de  la  plaque,  et  ce  qui  pr^^dc  (g  65)  n'est  que  de  la 
pure  g^mitrie,  ou  I'^tablissement  de  relations  entre  les  diverses 
]uantit£s  qui  dependent  de  sa  deformation. 

Abordons  maintenant  la  question  statique ;  ou  exprimons  que  les 
'aleurs  (239)  de  u^  v,  w  satisfont  aux  Equations  de  T^quilibre  int6rieur 
de  chaque  il^raent.  Pour  cela,  la  mati^re  de  la  plaque  6tant  suppos^e 
le  contexture  sym^trique  par  rapport  aux  trois  plans  rectangulaires 
les  yzy  zxy  xy  dont  le  dernier  est  parallele  a  ses  bases,  substituons  les 
i^aleurs  (239)  deti,  v,  u;dans  les  formules  suivantes,  ou  a,b,c,d,e,fy 
l')e',f  sent  des  constantes  dependant  de  la  nature  de  cette  mati^re; 
ortnules  qui  expriment  les  composantes  des  tensions  agissant  sur 
l*unit6  de  superficie  des  faces,  parall6les  a  ces  plans,  d'un  parallde- 
pip^de  infiniment  petit  faisant  partie  d'un  de  ces  elements : 

\  yy         tx  cy  cz         -f         \tx       czj  ^ 

ex         cy        cz        ^         \oy      cx)         ^' 

V )  Ce  sont  les  formules  (y)  de  la  Note  de  la  (in  du  g  16.  Leur  emploi  doiinera  des  ezpres- 
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Cette  substitution  des  (239)  nous  donnera,  en  ^rivant  simplemei 
g  au  lieu  de  g . , 


{mb){    t,j,=r(t),-v)+b(3, 


\   1      >^«'o 


t      = 


tx»= 


t«=e'P.-r.2)+d'{5,M-8.«)+c^'. 


U=f(2'-.'-' 


D'aprSs  ce  qui  a  £16  dil  g  47,  on  peut  faire  abstraction  des  for 
ext^rieiu'es  agissant  sur  I'intSrieur  de  I'^lfiment.  Par  cons^uent . 
Equations  de  I'^quiiibre  int6rieur  sent  simplement  [g  12,  cqi 
tions  (24)] 


XX 


ox 


4- 


o\ 


(259  c)     { 


^t 


J7/ 


6;r 


zx 

6x 


iy 


tt 


6/S 


=  0, 


61 


y» 


+  -7^=0-, 


4- 


^t. 


y 


i^y 


cz 


=  0  • 


Substituant  les  (2396)  nous  aurons  Ics  Equations  simples 


(239  d) 


=  0, 


fh\ 


6.5 


fz  [«'(3«-''«»)  +  d'(^-*-Si^)  +  <-'^']  = 


0 


^'^u 


I  ^  sont  des  qu. 
lesi 


Les  deux  premieres  Equations  montrent  que 

tit6s  constantes.  Par  suite,  les  composantes  de  tension  t  ,  t 
aussi ;  et  la  trolsifime  montre  que  la  composante  de  tension  l,^  * 
egalemcnt  conslanle. 


sions  h  peu  pres  aussi  simples  que  celles  de  Glebsch,  qui  s'est  borai,  ici  conflK  ai>  -^ 
au  cas  cxcessivement  rare  d'uue  isotropic  complete. 

Pour  les  plaques  d'^paisseur  finie,  consid^rdes  au  %  $9^  nOus  avons  6ik  obliges  i^  ' 
borner  aux  formules  {h)  applicables  quand  la  contexture  est  la  itidaie  dam  tott»  1^  -- 
transvcrsoux  ou  paralleles  aux  xy^  car  ce  n'est  qu'k  c3tte  condition  que  la  balk "-  >  > 
trouv^e  par  Clebsch  peut  dtrc  donn6e ;  mais,  pour  les  plaques  extrdmemeot  mioc^  <> 
est  ici  question,  nous  pouvons,  except^  an  §  70  it  partir  des  formules  (272),  ainsi  <r  ■  • 
§g  71  et  72,  embrasser,  sans  plus  de  complication,  le  cas  plus  g^tol  de  oootorBrr  -  - 
plemcnt  symdtrique  en  trois  sens. 

Et  on  pourrait  mtime  facilement  T^lendre,  d'aprte  ce  qu'on  n  vu  4  la  ontoe^'^'  ' 
cas  de  symetrie  par  rapport  aux  seuls  plans  paralleles  aux  deux  faces  de  b  pla^- 
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Or,  k  la  surface  libre  de  T^l^ment,  qui  est  parallde  au  plan  art/,  il 
e  peut  exister  aucune  tension  extSrieure,  puisque  d'apris  les  hypo- 
leses  que  nous  avons  constamment  faites,  aucune  force  extcrieure  ne 
oit  agir  sur  cette  surface  (*). 

II  en  r^sulte  que  les  tensions  t  ,  t  ,  I  ,  sont  nuUes  sur  cette  surface, 

t  que,  puisqu'elles  sont  constantes,  elles  sont  nulles  parlout.  Un  a 
one 


(259  e) 


8u, 

'8z 


=^0, 


c^"-He'(3^-r..)  +  d'(D,  +  8,2)  =  0 


De  ces  nouvelles  Equations,  il  r^sulte  que  u^  et  v^  eux-mfimes  sont 
onstants;  ils  sont  par  consequent  nuls,  puisqu'on  a  yu  a  la  fin  du 

precedent  qu'ils  doivent  s'^vanouir  pour  z  =  0.  Quant  k  Wf^/iX  doit 
ussi  disparaitre  pour  2=0.  En  tenant  compte  de  cette  condition,  et 
m  integrant  la  derni^re  des  trois  Equations  qu'on  vient  d'6crire,  on 


iblient  la  valeur  de  w^  et  Ton  a  ainsi 


(239  f)      ,1,  =  0,  t^o  =  0,  u^o  =  - i  [(e'3,  +  A'l>iz+  (d's, - e'r,)  f  ] . 

Substituant  dans  (239)  et  dans  (239a)  on  obtient,  pour  u ,  v,  u;,  et 
pour  les  tensions,  les  expressions  definitives  : 


M  =  — r^^a: -|- r^-hS^o: -hg2/ , 
t..=0,         t„,=0,         t,,  =  0; 


w 


(240) 


(')  Ces  hypothtees  de  nullity  des  actions  sur  les  bases  de  la  plaque  n'ont  ^te  faites  k  au- 
cun  endroit,  au  g  64  et  au  g  65,  prec^dant  celui-ci,  et  relatifs  aux  plaques  minces. 
L'auteur  se  raporle  done,  sans  aucun  doute,  aui  suppositions  qu'il  a  faites  dans  la  pra- 
ise partie,  gS  39  k  46,  sur  des  plaques  d'^paisseur  finie;  il  a  ainsi  I'intention  de  ne  trai- 


J&i^e 


wr  encore,  ici,  que  des  plaques  qui  ne  sont  eoumieee  d  de9  preesions  ou  tensions  ext^ 
fieures  que  sur  leurs  faces  lat&ales  eylindriques. 

^oyez  plus  loin  le  g  76  ou  il  suppose  la  surface  supdrieure  soUicitee  par  un  poids  uniquei 
pos^  en  un  seul  de  ses  points,  tout  le  reste  ^tant  libre  ou  sans  pression. 
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formules  dont  la  3%  la  4%  la  b^  el  la  6%  si  la  mati^re  de  la  pbqoe  etail 
isotrope   dans   les  sens  lat6raux,  cas  ou  Ton  a,   Note   du  {  16. 

a=b=2f-+-f ,  d'=e',  et  d'aprfes  ses  formules  (s),  p.  84,  -  = 


c       1— 0 

a =:  a,  =  5 ;- » f  =  jr-i rr » i =z — —r*  seraicnl : 

c         *       1  —  9  2(1  4-9)    .       c       1—9'* 


/ 


w 


=  «>  f  -  Vy-s,  I'- J^-[(^.+5^»)'  +  (s.-r.1^' 


(240  a) 


II  convient  de  rcmarquer  que  les  6tats  repr^sentis  par  ces  formuks 
sont  compris  dans  ceux  qu'exprimcnt  les  formules  g^n^rales  (150r  it 
la  premiere  parlie,  p.  501 »  qui  ont  &tk  trouv6es  pour  ti,  v,  tr  ao  g  59 oc 
Ton  s'occupait  de  plaques  d*6paisseur  quelconque  sollicit6es  sur  leo:^ 
faces  lat^rales  cylindriques. 

Si  en  effet,  dans  ces  trois  formules  (150)  du  §  39,  on  pose 

/  —  ^T^  (•^'  ~  ^*)  ~  "'i^ff '      c = ^  (s, — r,), 

on  obticnt  ideritiquement  les  trois  premieres  expressions  (240).  < ' 
voit  done  que  les  consid6ralions  generalcs  qui  onl  ii&  diveloppecs  alo^ 
Irouvent  ici  leur  application  a  un  ^16ment  de  la  plaque.  L'^ltoient  '^ 
soumis  seulement  a  des  efforts  de  tension  qui  sont  parall^les  au  p! 
de  sa  surface  mediane  et  a  des  couples  dont  les  axes  sont  situfe  das 
cc  plan.  Cela  ne  vcut  pas  dire  absolument  que  les  tensions  qu  les  foro*^ 
agissant  sur  le  bord,  et  qui  auraient  une  autre  direction,  doiv' 
necessairement  fitre  nulles;  mais  elles  ne  peuvent  avoir  que  •> 
valeurs  susceptibles  de  produire   seulement  des  d6placcments  i  ^ 
ordre  superieur  de  pelitesse  relativement  aux  autres.  Cette  obserrau ' 
est  importanle  pour  Tapplication  des  formules  qui  viennent  dc!' 
d6velopp6es.  Si  nous  consid^rons  le  bord  de  la  plaque,  les  forces  ^; 
y  sont  appliqu6es  peuvcnl  avoir  pour  effel  de  la  faire  fl^hif 
maniiirc  que  les  forces  cxterieures  se  trouvent  parall61es  k  la  ^ort> 
mWianc,  et  alors  les  formules  precedentes  sont  applicables.  Mai?  >    I 
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n'en  est  pas  ainsi,  et  si  les  forces  appliqu6es  sur  le  bord  de  la  plaque 
lui  sont  pcrpehdiculaires,  et  ne  sont  pas  extrSmement  petites  (d'ordre 
sup^rieur),  il  seproduit  des  points  singuliers  ou  la  courbure  change 
rapidement,  et  que  nous  ne  consid^rerons  pas  ici.  Dans  le  g  51,  nous 
avons  indiqu^  un  r6sullat  analogue  pour  les  tiges. 


g  67. —  Forme  approcMe  de  la  surface  iii6diane  de  la  plaque. — 
EUe  constltae  une  surface  d^veloppable.  —  Determination  du 
type  general  de  la  forme  qu*elle  affecte. 

Les  Equations  (233),  ^=a,  (1  -f-3j,  ^^-=  (a^4-ga,)  (i  +3^).  .  .  . 

page  636,  bien  que  purement  cin^matiques,  et  ou  ^,  iq,  !^  sont  les  petite 
d^placements  du  point  x'  =  a^xf=zb  pris  pour  origine,  sont  de  la  plus 
grande  importance.  Elles  permettent  en  effet  de  determiner  d'avanceet 
sans  attendre  T^tablissement  ult^rieur  des  conditions  d'^quilibre,  le 
type  general  des  formes  que  peut  affecter  la  plaque  courb^e,  au  moins 
avec  une  premiere  approximation.  En  y  n^gligeant  les  grandeurs 
d'ordre  sup6rieur  de  petitesse,  h  savoir  les  d  et  g  devant  1 ,  ces  Equa- 
tions se  r^du  isent  k 


(241) 


SI 

8a      "'  • 

H 

dx, 

da      7'  ' 

Si  done  nous  parvenons  a  d6montrer  que  ces  Equations  ne  peuvent 
itre  satisfaites  rigoureusement  qu'aulant  que  la  surface  mEdiane  de  la 
)Iaque  courbEe  affecte  la  forme  de  certaines  classes  de  surfaces,  nous 
lourrons  affirmer  que  la  forme  rEelle  de  cette  surface  mEdiane  ne 
leut  diffErer  qu'infmiment  peu  d'une  de  cfes  surfaces ;  et  lorsque  nous 
urons  determine  la  forme  qui  rEsulfe  de  ces  Equations,  nous  pour- 
ons  avoir  une  seconde  approximation  en  y  introduisant  de  trEs  petites 
Qodifications  qui  reprEsenteront  Tinfiuence  des  forces  agissant  a 
intErieur  de  la  plaque.  Et  mEme  cette  seconde  approximation  n'aura 
as  un  intErEt  essentiel  en  ce  qui  regardera  les  dEplacements  finis. 
orsqiie  Ton  aura  dElerminE  les  tensions,  il  suffira  en  gEnEral,  pour 
btenir  le  changement  de  forme  de  la  plaque,  d'avoir  la  premiere 
pproximation ;  et  il  iie  sera  necessaire  de  passer  5  la  seconde  que  si 
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la  premiere  indiquait  que  la  plaque  reste  plane,  c*est-^-dire  s'il  oe  s ; 
produitque  des  dfiformations  trte  petites  (*). 

A  cause  des  relations  qui  existent  entre  les  six  cosinus  appeles  i 
pj^...  les  Equations  (241)  peuvent  £tre  remplac6es  par  les  suivanta 

m    \        (g)V(|)-.(|i)  =  ., 

£S  ^;       ^  ^13      ££  ^  _  ^ 
iJaW^  i)aDb'^  i)aSb'^ 

Ccs  Equations  ne  contiennent  plus  que  S,  t],  !^.  Eiles  ne  repi>^scnt£ii- 
rien  autre  chose  qu'unc  surface  d^veloppable  de  la  nature  laplu$  geno 
rale.  Cela  peul  se  demontrcr  directement  par  une  integration  des  equa- 
tions (242) ;  mais  ici  il  n'est  pas  n6cessaire  de  recourir  a  I'integration. 
et  on  peut  se  convaincre  de  Texactitude  de  ce  fait  par  des  considtr.^ 
lions  tiroes  de  la  nature  m6me  du  sujet.  En  n^gligeant  les  quantib 
3^,  d^,  g,  c'est-^-dire  en  nous  bornant  a  la  premiere  approximation,  nou^ 
avons  implicitcment  fait  I'hypoth^se  que,  dans  la  surface  mediane,  tou> 
les  616ments  conservaient  les  mfimes  dimensions  et  les  m6mes  formes. 
Sans  aller  plus  loin,  nous  pouvons  reconnailre  que  la  surface  primitive- 
ment  plane  ne  peut  se  courber  dans  ces  conditions  que  si  elle  est  pli  *: 
suivant  certaines  droites  qui,  de  leur  cdt6,  conservent  absolument  Itv 
forme  rectiligne.  Nous  devons,  ainsi,  nous  figurer,  dans  la  surfi^ 
mediane  de  la  plaque,  un  syst&mc  de  droites  qui  demeurent  dn)i:> 
apr^s  la  flexion;  et,  pour  qu'il  ne  se  forme  aucun  pli,  il  faut  queci'> 


(*)  Une  explication,  ici,  ne  sera  pas  inutile.  Les  d^t  i^b  reprisenlent  les  propartions  de?  > 

tites  dilatations  des  Elements  lineaires  parall^les  aux  axes  coordonn^  fixes  x',  y'.  ?  • 
cbaque  point  {x'  =  a^y'  =  b)  pris  pour  origine  de  coordonntes  mobiles  x,  y,  s:  «t^^ 
prteente  les  petits  changements  des  angles  primitiYement  droits  dea,  b,  ou  (ce  qoi  p^' 
6tre  ramend)  les  dilatations  ou  contractions  qu'iprouvent  de  petites  lignes  bissothc^  - 
leors  directions.  Effacer  les  0,  g,  comine  fait  Tauteur  dans  les  §§  67  &  71,  c'est  supp^- 
que  les  il^ents  superficieis  rectangles  de  la  surface  plane  mMiane  ne  changeot  oi  ^  i- 
mensions  ni  de  formes :  il  n'est  pas  dtonnant  qu'alors  on  ne  determine  que  ses  changfx'.: 
en  une  surface  d^veloppable  comme  il  Ta  dti*e  dit.  n  n*en  sera  plus  ainsi  lorsquoo ti> * -^ 
compte  des  effets  des  forces  qui,  appliques  k  la  plaque,  obligent  les  titoents  limairt^  ■ 
sa  surface  m6diane  h  changer  sensiblement  de  dimensions  et  d'inclinaisons muloeUes.  C '« 
CCS  changements  sont  toujours  suppos6s  tris  petits,  la  forme  nouTelle  de  la  surface  u. 
peu,  ou  de  la  forme  primitive,  ou  de  celle  de  la  surface  d^veloppable  qu'cn  aorait  sa>^  ^ 
mdmes  changements ;  mais  le  probl^me  complet  n'est  r^lu  que  lorsqu'on  i  dMenmi-'  ^ 
difTerences,  et  c'est  ce  qui  sera  fait  au  g  72  que  Tautcur  inUtule  :  c  Seconde  approiiffli'' « 
Determination  des  dilatations.  »  Gette  seconde  approximaiiw  est  It  senle  qui  inl^re^  ^ 
probldmes  pratiques  de  rSsiatancede  plaques  planes  fix6es  tout  autour,  car  iafomede^*^ 
mi^re  approximation  de  la  surface  m^diano  n*est  alors  autre  chose  que  son  plan  fnaut- . 
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droites  ne  se  coupent  pas  k  Tint^rieur  de  la  plaque  (*).  Deux  droites 
cons&cutives  comprennent  entre  elles  un  trap6ze  infiniment  petit,  et 
la  flexion  se  produit  par  ce  fait  que  chacun  de  ces  trapezes  tourne, 
par  rapport  au  pr&c6dent»  autour  de  la  droite  qui  Ten  s6pare. 

Pour  6tablir  T^quation  g6n6rale  de  la  surface  ainsi  obtenue,  il 
sufBt  de  se  repr^senter  Tarfite  [de  rebroussemenl  de  cette  surface, 
c'est-k-dire  la  courbe  sur  .les  points  de  laquelle  se  coupent  les  droites 
successives  du  syst6me  que  Ton  vient  de  d6finir.  Comme  sur  chaque 
droite  il  se  trouve  deux  points  voisins  appartenant  h  la  courbe,  les 
droites  dont  on  parte  ne  sont  autre  chose  que  les  diverses  iangcntes 
k  I'arfite  de  rebroussement. 

Cette  courbe,  qui  £tait  primitivement  plane  et  comprise  dans  le  plan 
de  la  surface  mediane  de  la  plaque,  devient,  apr6s  la  flexion,  une 
courbe  il  double  courbure.  Mais,  dans  les  deux  formes  successives  qu'elle 
aflecte  ainsi,  les  longueurs  des  616mcnts  d'arc  qui  la  composent, 
et  les  angles  dedeux  tangentes  cons6cutives,  rcstent  les  m£mes ;  et,  par 
consequent  aussi,  les  rayons  de  courbure.  Par  ces  deux  grandeurs^ 
les  longueurs  des  arcs  et  les  rayons  de  courbure,  la  courbe  plane 
se  trouve  compl&tement  d6termin6e;  et,  pour  achever  de  determiner 
la  courbe  k  double  courbure,  il  faut  y  adjoindre  la  connaissance  des 
angles  que  ferment  entre  eux  les  plans  cons^cutifs  infiniment  voisins. 
On  a  ainsi  les  Irois  variables  qui  peuvent  d^finir  la  courbe  k  double 
courbure  et  par  suite,  la  surface  ddveloppable  dont  elle  est  Tarfite  de 
rebroussement. 

DSsignons  par 

la  longueur  de  Tare  de  Farfite  de  rebroussement,  mesur6e  k  partir 
d'un  point  quelconque  arbitrairement  choisi  sur  cette  courbe ;  par 
^>  v]oi  ^o  1^^  coordonn^es  du  point  de  la  courbe  situ^  k  Vexlrfyaiili  de 
Tare  (;,  et  parX  une  distance  mcsur6e  sur  la  tangente  k  Tardte,  men^e 
par  ce  point,  et  a  partir  du  point  de  contact.  Si  Tarfite  est  suppos^e 
connue,  un  point  quelconque  de  la  surface  d^veloppable  pent  etre 
defini  par  les  valours  de  <;  et  de  a,  puisque  ce  point  se  trouve  toujours 
sur  une  tangente  k  rar6te,determin6e  par  son  point  dc  contact,  lequel 
est  defini  par  ^^  et  k  une  certaino  distance  de  ce  point,  distance 
exprim6e  par  X. 

Je  consid6rerai  (o»  ^oj  ^o^  coordonnies  d'un  point  de  I'arfite,  et  g  qui 
determine  egalement  ce  point,  comme  des   fonctions  d'une  mSme 

(*)  C'est-^«dire  que  Tartte  de  rebroussement  de  la  surface  d^veloppable  doit  tomber  bors 
de  la  plaque. 
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variable  ind^pendante,  dont  la  signification  pourrait,  k  la  rigueur, 
rester  ind6termin6e.  Tons  les  points  de  I'argte  seraient  obtenus  en 
attribuant  a  cette  variable diffiirenles  valeurs.  II  est  possible  dechoisir, 
pour  cette  variable  ind^pendante,  Tare  de  ia  p6riph6rie  de  la  surface 
mSdiane  de  la  plaque,  que  je  d^signerai  par  s,  Les  quotients  difli&reD- 
tiels  ou  d6riv6s  de  5o»  »3o>  Co»  <;t  par  rapport  k  la  variable  iud^peo- 
dante  s,  seront  d6sign6s  par  les  m£mes  lettres  revdtues  d'accents  en 
nombre  ^gal  a  Tordre  des  quotients  ditTi&rentiels,  en  sorte  qu'on  aura : 

(242  a)  ^^=5'.    $2^v ^o^j" 


D'ou,  en  vertu  du   th6oP6me  des  diffigrentielles  de  fonctions  de 

fonctions,  qui  donne  -^  =  -p  -7^, 
^  as       tf ;  as 

[^  _  S)       ^  _\       !?!?  _  5o 

rfcT"  ^Z;""?"         c/;"-c'* 

et  ces  trois  d6riv6es  des  coordonn^es  d'un  point  (Eo>  tjo^  Co)  ^^  TarMe 
par  rapport  k  son  arc  g  sont  les  cosinus  des  angles  que  forme,  avec  les 
axes  de  coordonn^es  fixes  or',  y',  z\  la  tangente  k  Tarftte,  en  ce  point, 
ou  la  direction  de  X.  Les  coordonn6es  ;,  v],  C  d'un  point  de  la  surface^ 
lequel  se  trouve  sur  cette  tangente  k  la  distance  X  du  point  de  contact, 
s'exprimeront  done  ainsi : 

(243)  5  =  5o  +  >^,»     ^  =  „o  +  A-%     c  =  Co-hX^-;; 

et  on  a,  en  m£me  temps,  T^quation 

Cette  derniSre  condition  fait  que  les  quatre  variables  ^,  Tf.^  Cot  c  pea- 
vent  6tre  exprim^eSy  en  fonction  de  leur arguments,  au  moycn  detmis 
fonctions  arbitraires  seulement  (*) .  Et  precis6ment  parce  que  cette  con- 

(*)  C'est-&-dire,  sans  doute,  au  moyen  de  trois  fonctions  de  oet  argummU,  ou  de  ceci^  vi- 
riable  ind^pendante  a,  fonctions  qui  peuvent  6lre  les  expressions  mimes,  en  «,  de  trois  6if 
quatre  quantitds  lineaires  ^,  no,  Co«  ?*  la  quatri^me  6tant  donnee  (ou  au  moins  sa  den»<» 
^tant  donnee)  par  I'^quation  (244)  quand  on  connalt  las  autres.  Si  Tauteur  appelie  cr^* 
traireM  les  trois  fonctions  de  a  dont  il  s'agit,  c'est  qu'en  eCTet  on  peut,  tant  quon  ip  « 
donne  pas  les  forces  qui  font  changer  la  forme  de  la  plaque  ilastique,  choisir  oes  tr».s 
fonctions  comme  on  veut,  au  moins  dans  certaines  limites. 

En  se  donnant  (hors  du  contour  de  la  plaque,  avons-nous  dit)  la  courbe  <m  arHe  de  rv- 
broussement  dont  les  points  ont  (o«  >7oi  ^o  P^ur  coordonn^es,  et  dont  I'arc  est  ^,  on  se  donar. 
par  ccla  seul,  toute  la  surface  d^vcloppable  dont  les  points  ont  pour  ooordonates  {,  c. ;. 
puisqu'ellc  est  formic  par  Tenseiiiblc  des  tangcntes  &  cette  courbe. 

Chacune  de  ces  surfaces  d^veioppabies,  si,  comme  son  arite,  die  s*ecarte  fort  peu  lit 
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dition  est  la  seulc  qui  lie  les  quatre  fonctions ,  les  trois  autres  condi- 
tions sont  tout  a  fait  arbilraires,  ce  qui  fait  que  les  Equations  (243) 
reprteentent  une  surface  d<iveloppabIe  la  plus  g^nirale  possible.  Cette 
surface  n'est  d6finie  que  par  la  forme  de  ccs  fonctions  arbitraiies. 

Voyons  maintenant  quelle  relation  existe  entre  la  surface  develop- 
pable  que  les  Equations  (243)  I'eprisentent,  et  la  surface  plane  dont  la 
deformation  lui  a  donni  naissance.  Dans  le  plan  de  celle-ci,  d6signons 
respectivement  par  a,  b  et  a^,  6o«  les  coordonnies  x',  t/  des  points  qui, 
apr^s  la  deformation,  auront,  sur  la  surface  developpable,  les  coor- 
donnies  g,  y;,  5,  et  ?o.  iioj  Ko  ei-dessus.  Les  points  (a^,  6J  forment,  dans 
le  plan  de  la  surface  m6dianc  primitive,  une  courbe  qui,  dans  la 
flexion,  devient  I'aretederebroussement. 

Dans  la  transformation  de  la  surface  plane  en  cette  surface  develop- 
pable,  il  y  a,  comme  nous  Tavons  dit,  deux  grandeurs  qui  ne  chan- 
gent  pas ;  ce  soiit  rei6ment  de  Tare  de  TarAte  de  rebiH>ussement,  ot 
son  angle  de  contingence,  k  la  place  duquel  on  pent  consid6rer  le  rayon 
de  courbure  dont  I'inverse  est  le  quotient  de  cet  angle  par  rei6ment 
d'arc,  et  qui  n'est  pas  non  plus  modifie.  De  n^fime  que  les  Equations 
(243)  repr^sentent  tons  les  points  dela  surface  d6veloppable,  dem6me 
aussi  les  Equations 

a  h 

(245)  a  =  flo  +  >-7,      ft  =  fco-hX-;, 

repr6sentent  tons  les  points  correspondants  du  plan  primitif  lorsque 
Ton  attribue  &  X  et  &  la  variable  ind^pendante  s  toutes  les  valeurs  pos- 
sibles. Et  pour  correspondre  k  I'^quation  (244) ,  on  a  daj-f-  db\ = d^%  ou 

(246)  «;  +  *„*=«'• 

qui,  avec  (244),  exprime  Tinvariabilite  de  longueur  de  reiiment 
d'arc  d<;. 

Designons,dans  le  plan,  par  9  Tangle  del'eiement  d'arc  d^  avec  I  axe 
des  a  ou  des  2/,  nous  aurons  : 

;j-«  =  cost,      -r=s*"^ 


ih  ^ '      ih 


plan  x'y  de  la  suKace  plane  midiauB  primitive,  sera  la  solution  djdpremitrt  mpproximation 
d'lin  probl^me  de  dtformation  de  la  plaque,  non  aculeraent  quand  les  forces  n'agissent  que' 
tur  la  wrface  cylindrique  latirale  ainsi  qu'il  a  ^Xb  suppose  avant  de  poser  lea  Agalttte 
(09  6),  rnois  mdme  lorsque  les  forces  de  tension  ou  pres&ioo  agissent  sur  les  deux  bases. 

Seulement,  la  deuxihne  approximation,  oid  il  est  tenu  compte  des  diiatationM  dee  ^1^ 
ments  de  It  surface  m^iane,  donnera,  k  partir  dee  points  de  la  surface  d^veloppable,  des, 
^rts  diffiftrents  suivant  les  deui  maniires  dont  les  forces  sont  suppo5^s  appliques. 
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OU 

(247)  ^  =  cos9.         ^=sm?. 

Diffi&rentiant  par  rapport'  2i  s  ces  deux  ^uations,  puis  ^linunant 
entre  elles  -p,  =  ^^  =  c!\  et  remplagant  cos  9  et  sin  9  par  leurs  n- 

leurs  (247),  on  a  la  valeur  suivante  de^  =  -p  qui  est,  commeon 

yient  de  ie  dire,  Tinverse  du  rayon  de  courbure  dont  <;  est  Tare  et  d: 
est  Tangle  de  contingence  : 


(248) 


i      do      »'      a'V  —  Va:' 

^ ]__ 00        00 


Le  rayon  de  courbure  doit  conserver  la  m£me  valeur  pour  I'arftte  de 
rebroussement.  Rappelons-nous  la  formule  connue  qui  donne  le  sinus 
de  Tangle  v  form£  par  deux  droites  faisant  avec  les  axes  des  angles 
dont  les  cosinus  sontp,  q,  r,  pi,  q^,  r^ : 

(248  a)       sin'i;  =  (qr^  —  r^^)'  +  {rp^  —  pr^y  +  (p?,  —  9pJ*.  0 

En  vertu  dc  cette  formule,  le  sinus  de  Tangle  que  la  tangente  doot 
la  direction  est  d6termin6e  par  les  cosinus 

^±.    ^,    ^. 

«'  «'  c' 

forme  avec  la  tangente  voisine  d^tcrminie  par  les  cosinus 
est  donni  par  Tgquation : 

Rempla^^nt  le  premier  membre  par  (—]  =-5  (^\  d«*  =^  W**. 
et,  dans  les  parenth^s  du  second  membra,  les  d  -^  par  ^^  i-i^)^'^ 


(*)  Cette  6galit£  est  facile  k  verifier  en  retranchtott  de  Tunit^,  ehaeun  de 
membres,  et  mettant  ensuite  dans  le  premier,  derenu  cos*p,  poor  cos  v  n  faleor  ptm 
connue  ppt  +  991  +  rr^. 
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ainsi  des  autres,  puis  divisant  les  deux  membres  par  ds*  et  effectuant 
les  difl%rentiations^  des  reductions  s*op6rent  dans  chaque  parenth^se 
et  on  a,  en  divisant  tout  par  <;*  : 

expression  k  laquelle  on  donne  facilement  la  premiere  des  deux  formes 
suivantes,  que  la  relation  (244)  pcrmet  de  rcmplacer  par  la  seconde  : 


{  i  _  (K' + \'  ^  ^:)  (^c + ^7 + o  -  (s:s  -+■  v'; + ^o)' 

(249)      . 

«'* 

Cette  Equation,  avec  celle  (248),  eiprime  rinvariabilit^  de  Tangle  de 
conlingence. 

Nous  avons  d^jh  remarqu^  que,  tandis  que  la  courbe  plane  corres- 
pondant  k  Tarfite  est  d^terminee  par  r6l6ment  d'arc  et  le  rayon  de 
courbure,  il  faut,  pour  d^finir  rar6teelIe-m6me,untroisi&mp  element, 

I'aqgle  dw  de  deux  plans  osculateurs  cons^cutifs,  angle  qui,  divisd  par 

1 
rei^ment  d'arc,  donne  pour  quotient  ^]nvers6^p  de  ce  qu'on  appelle 

le  rayon  de  cambrure  de  la  courbe.  (*)  Mais,  avant  de  determiner  ce 
rayon  R,  nous  nous  occuperons  plus  spicialement  des  coefficients  a, 
p,...  et  des  grandeui^  ou  rotations  que  nous  avons  appel^es  r^  r,,  s^ 
s,,  aux  ^  precedents. 

Diirerentions  les  equations  (243)  par  rapport  kaet  6,  etconsiderons 
en  meme  temps  s  et\  comme  fonctions  de  ces  variables,  nous  trou- 
vons  : 


(*)  L'autear  appelle  R  le  rayon  de  torsion;  on  dit,  le  plus  souvent,  en  France,  rayon  de 
seconde  courbure.  J'ai  montri,  dans  un  MAnoire  mr  let  courbes  non  plane$  {Journal  de 
rEcoie  polytechnique,  30*  cahier,  1844,  et  Comptes  rendus,  6  septembre  1844,  t.  XIX, 
p.  547),  que  ces  deux  expressions  ^taient  impropres  et  que  la  premiere,  surtout,  pr6tait  & 
taire  tomberdans  une  erreur  grave;  car,  entre  autre  raisons, ainsi  que  je  I'ai  encore  montrd 
ailleurs  [Comptes  rendua,  30  octobre  1843,  p.  052-953,  1"  et  15  juillet  1844,  p.  46  et  185  et 
historique  en  t6te  de  Tddition  de  Navier,  1864,  n**  xx  et  xxi),  une  tige  courbe  peut  ^pron- 
ver  de  fortes  torsions  sans  que  ses  plans  osculateurs  changent  d'inclinaison  les  uns  sur  les 
autres.  Aussi  je  me  sers  ici  d'une  locution  que  j'ai  propose  alors,  et  que  If .  Rtel  a  adop- 
tee, notamment  dans  son  Cours  de  I'fcole  polytechnique. 
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•  \la      c  c a/ 


-'1 


c  —  e  »  fc« 


".« 


250) 


Ib'^'oyJb'^J'  u) 


D'aprte  les  Equations (233)-^= a, (1  H-S«),|i=  («,-«- g«»)  (1  +?*). 

■ji-  = ,  ou  9  et  g  sont  g6n6raleineiit  n^-gligeables,  les  expressions 

ci-dessus  sont  les  valeurs  approximatives  des  coefficients  o^,  ^(,  7,. 
0,,  p,,  Ya-  Giles  conlienhenl  •  encore  les  quotients  difT^rentiels  dc  t 
et  de  X  que  Ton  exprime  ais^ment  au  moyea  des  Equations  (345) 

* 

a  =  a^  +  X  -T»  6  =  ....,  et  (247)  a^  =  q  cos  9,  b'  =  q  sin  9.  En  ef- 

fet,-si  i'on  difKrentie  par  rapport  &  a  et  b  les  Equations  (245),  oa 
trouve,  en  ayant^gard  It  (247), 


1  =  t'  cos  f 
O  =  ,'cos?^^ 


0 


i 


._j_>sin9.9^. 

1  ^\ 


ta 


-hi cos 9.9'  -n 


Si  nous  6Iiminons  9  entre  ia  premiere  et  la  troisieme  de  ces  £qua- 
tions,  puis  entre  la  seconde  et  Iji  quatri&me,  nousobtenons  lapremiire 
et  la  troisiSme  des  Equations  ci-apr6s ;  les  deux  aulres  s*obtiennenten 
diminant  de  m6me  q  etles  parentheses  : 

£»      1_  £x cos  9  Ss 


(251) 


cos  9 

•  » 

810  9 


t     f 


-^ siny 

C0S9 


^b 


J     • 
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e(  par  suite,  les  Equations  (250)  fournissent  les  valeurs  approximatives 
suivantes  de  six  des  cosinus ;  les  secondes  formes  que  nous  leur  don- 
nons  r^ultent  de  (247)  : 


(251  a) 


ft' =4' sin  »,  a'=c'coso, 
d'ou       i"  =  «' cos «p.?'  +  ?* sine,  o"=— ^'sin^y  +  t'coSf ; 


(2S2) 


f  TV— <*<' 

«,  =  -;  COS  y  —  »  ^,.^,    '  Sin  9  = 

t  M     /  U      t 

p,=  -;cos? !!__—— 2  sin  9  = 

7.  =  ^C089—  *  ^,    ,    'siny: 

a,= ^  sin  9  -t-  -i^,,-,  -•  cos  9 = 


e  0         00 

0    0  Oft 


^v 


00     00 

5'o"— ?"o' 
_  0  0      0 « 


«"r 


p, = -•  sin  r  +  '    ,.  ,    '  cos  9 


C   9 


T,= -•  sin  9  + -i^-pi^  cos  9  = 


^ViVLo. 


^00      ^06 


c  9 


Quant  aux  valeurs  de  a,  p,  7/ on  les  d6duit  imm6diatement  des 
valeurs  ci-dessu3  au  moyen  des  relations  (192)  du  §  50,  p.  430,  qui  don- 
nent,  eu  ^gardaux  (251  a), 


«= P.r.-P.T,  =  -"-•-,.-/- 


(253) 


P=Yi'«— Ti«i=  - 


0  0 0  0 

C   9 


5«      r>  I  Pf> 


11  est  a  remarquer  que  toutes  ces  expressions  des  cosinus  des  an- 
gles des  x',  y\  %'  (g  64)  avec  les  x,  y,  z  sont  indSpendantes  des  dis- 
tances X  des  divers  points  de  la  plaque  aux  points  de  tangence  de  son 
arAtc  de  rebroussement  et  ne  contiennent  plus  que  la  variable  indi- 
pendante  arbitraire  s.  Cela  signifie  qu'en  suivant  une  m6me  ligne  X 
tangente  a  Par&te,  les  divers  syst6mes  de  coordonn6es  mobiles,  a:,  y,  z, 
de  tons  les  Aliments  silu6es  sur  cette  ligne,  doivent  £tre  paralliles 
entre  eux,  non  seulement  dans  la  position  primitive  de  la  plaque,  mats 
encore  apr^s  sa  flexion. 
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En  vertu  decetle particularity,  on  a,  eu  ^gardaux  (251),  les6qiiatiom 
'difffirentielles  suivantes  (  ou  a',  p',  d6signent  toujours  -j-t    .-): 


a! 


ch ,S^ siny 

,       ^  ""  *  la"       W 

(254)  }  ^  /  et  ainsi  des  buit  autres  cosinus. 

^         ^—     /^—        C0S9    , 

En  introduisant  ces  valeurs  dans les  expressions  (255)  p.  637  des  r^. 
r,,  s^,  s,,  et  en  exprimant  les  quotients  diiT6rentiels  a\...  au  mojen 
des  Equations  prdc^dentes  (252)  et  (253),  on  trouve 

sin  9  cos  o  cos'o 

■"«=— r-""'        "'= — r"' 

(255)  •{  .  .  .  , 

sin*9  sin©  cos  •_ 

ou  Q  repr6sente  Texpression 

(255  a)  a— -Tws 

9   C 

.    Cette  expression  ia  une  signification  g6om6trique  trfts  simple. 

U  a  dkjk  6t^  question  tout  k  l*Iieure  du  rayon  de  cambrure  R  dool 
rinversc  cst^gal  a  I'angle  de  cambrure  dw,  forme  par  deux  plans  os- 
culateurs  cons^cutifs  et  divis6  par  l'il6ment  d*arc  ds  compris  entre  les 
deux  points  voisins  ou  ces  plans  sont  men6s.  Les  normales  k  ces  deux 
plans  osculateurs  sont,  Tune,  ia  ligne  dont  la  direction  est  d^ignee 
par  les  cosinus  «,  p,  y»  ®'  Tautre  celle  qui  Test  par  a  +  da,  p  -+-  ^^ 
Y  4-  ^Y  (*)  5  ^*  ^^s  ^®^^  normales  voisines  font  entre  elles  Tangle  dw. 


(*)  Cela  a  besoin  qu'on  le  d^montre.  On  pcut  le  fkire  par  une  consid^ratioa  d*airB  inilni- 
t^simales  comme  celles  dont  j*ai  fait  usage  k  un  Mimoire  sur  les  courbes  noa  planes,  Se 
1844,  d^JA  cit6.  Sur  I'^l^ment  di  de  I'arSte  de  rebroussement,  dont  les  projectioitt  sur  ie^ 
axes  coordonnte  fixes  des  x*,  \f,  %'  sont  c/(o«  <'>3ot  ''Co*  et  sur  I'd^ment  suinat  doaile 
projections  sont  <'^o  +  <''Co«  <'>7o+<^>}o«  ^?o+^?o<  construisona  un  paraUtiogranuuf; 
ses  projections  sur  les  trois  plans  coordonn^s  des  }f  z\  z'x\  ar'y'  auront  rmptcdtmi^ 
pour  aires 

Les  rapports  dc  ces  aires  a  celle  du  paralldlogramme  constniit  sont  les  cosinus  des  un^ 
qua  fait,  avcc  les  trois  roemes  plans  coordonnds,  le  plan  du  paralldlogramroe,  c'csl-Muvk 
plan  des  deux  dldments  consdcutifs  de  I'art^te  de  rebroussement,  ou  Xeplan  qm  ime$tM' 
eulaieur  au  point  (^q,  >7o«^)t  ^  ^^^  ^^^^  ^^^  cosinus  des  angles  que  fait.aTecdesx.jr'.»' 
la  perpendiculaire  au  plan  osculateur. 

Avec  les  notations  de  I'auteur  on  a  dl^Q—Jtodt,  d*^  t=  I'^diK  Les  cosinus  des  an^  'pt' 
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On  obtient'donc  cet  angle  comme  on  a  obtenu  ci-dessus  dip  [(248  b) 

p.  650]  en  mettant  seulement  a,  6,  y%  &  la  place  des  quanlil6s  ^»  t'  ^' 

«    «    ? 

qui  entrent  dans  Texpression  de  df .  On  trouve  ainsi  : 

dw^  =  (pdy  —  tdpy  H-  (ydoL  -  adt)*  +  {ad^  —  pda)« 

=  (a«  -h  P*  -f-  y')  (d«'  +  dp*  4-  dy')  —  (otda  +  pd?  +  Tdt)' ; 

* 

ou  enfin,  k  cause  de  (232)  a*  -f  p*  +  y*  =  1  dont  la  difliSrentielle  est 
nulle, 

du;«  ==  da* -i- dp* -f- dT*.  f) 

On  aura  pour  -r-»"-  -t7»  les  six  formules  suivantes  (255  b)  qui  se 
dMuisentde  (235)  p.  657  comme  celles  (196)  p.  434  Font  &\&  de  (184) 

da 

et  (185),  c'est-i-dire,  -r-  =  Yi  «t  ~  Yi  «i>  ^^^^  ajoutant  ensemble  la  pre- 
miere, la  cinquiime  et  la  quatri^me  (235),  (la  cinqui^me  prise  sous  la 
seconde  forme  etchang^e  de  signe)  multipli^es  respectivement  par  a, 

Ap  a,,  et  en  faisant  des  operations  pareilles  pour  avoir  -^j^ ' "" 


fait,  avec  les  x,  }f,  7i  la  perpendiculaire  k  ce  plan  osculateur  au  point  (^,  ^qi  Cq)  soul  done 
proportionnels  respectivement  & 

»j'o  ?'o  —  5'o  f/o »     So  5*0  ■"  5'o  S"© »      «  o  ^'o — I'o  ^''o  • 

Or»  d*aprte  les  formules  (353),  a,  p,  y  sont  proportionnels  &  ces  trois  mfimes  bindmes,  et 
sont,  par  consequent,  comme  les  cosinus  dont  nous  venons  de  nous  occuper,  igaux  respecr 
tivement  &  chacun  d'eux  divisd  par  la  racine  carrto  de  la  somme  de  leurs  carr^.  I^nc 
a»  p,  Y,  ou  les  cosinus  des  angles  de  I'axe  mobile  des  %  avec  les  axes  fixes  des  «'.  ^,  %'  soot 
bien  les  cosinus  des  angles  faits  avec  ces  axes  par  la  perpendiculaire  au  plan  osculateur 
&  Tar^te  de  rebroussement. 

La  raison  s'en  couQoit  finalemcnt,  car,  puisque  la  surface  mMiane  primitiTement  plane 
s'est  ployie  extrdmement  pen,  en  entratnant  dans  son  mouvement  les  petites  lignes  mat^ 
rielles  qui  lui  ^taient  perpendiculaires,  les  axes  mobiles  des  a  doivent,  toot  au  moins  k  la 
premiere  approximation  o^  Ton  se  tient  ici,  avoir  lea  directions  des  normales  aux  surfaces 
planes  infiniment  ^troites  dont  se  compose  la  surface  m^diane  devenue  courbe  et  develop-' 
pable.  Les  s,  qui  font,  en  cbaque  point,  avec  les  af,  /,  %\  les  angles  dont  les  cosinus  ont  les 
d^ignations  «,  p,  y,  ont  done  les  mdmes  directions  que  les  perpendiculaires  mento  aux 
mdmes  plans  osculateurs,  qui  ne  sont  autre  chose  que  les  surfaces  planes  infiniment  itroites 
dont  on  vient  de  parler* 

Mais  il  convenait  de  s'en  assurer  analytiquement,  comme  nous  tenons  de  laire. 

(*)  Onobtientbien  plus  directement  cette  expression  dei/ir*  en  stipposant  tirto,  par  Tori- 
gine  des  coordoon^,  detix  droites  ^gales  k  Tunit^,  et  faisant  avec  les  iK,  /,  a',  des  angles 
dont  les  cosinus  sont  a,  p,  y  pour  Tune,  et  a+cfa,  P+^'Pt  y+^^y  pour  Tautre.  Comme 
ces  miftmes  cosinus  sont  les  coordonnte  des  extr6mitto  des  deux  droites,  la  petite  ligne  qui 
Joint  ces  extrdmil^s  a  pour  projection  les  dilf^rences  c/a,  <fp,  cfy.  Or  cette  petite  ligne  est 
la  mcsure  de  Tangle  dw  des  deux  droites  :  done  dw*=idx*  -|-rfp*+rfy*.  i 


656  CHAP.    V.   —   PLAQUES   HINGES. 

(255  ft)     \  |S  =  r,p,-r,p,,        |^=zz8,p,-s,?,. 


^7  _  h  _ 


U  en  r6sulte  imm^diatement 


Mais  d'aprfts  (254)  le  premier  membre  de  cette  Equation  est  egal  a 


I^'S 


I 

tandis  que  le  second  membre,  d'apr&s  (255 ),  est  6gal  a  r-,  •  Oa  a  done 

el  par  suite 

R*~U'«/  ~  «'*         ~    «"    * 

ou 

R -""?"• 

Si  Ton  remarque  que  %  designe  le  rayon  de  courbure.  on  voit  que 

Q  n'est  autre  chose  que  le  rapport  du  rayon  de  courbure  au  rayon  de 
cambrure. 

Ce  qui  pr6cMe  fait  voir  comment  la  consideration  de  la  surface 
d^veloppable  donne  lieu  k  Tintroduction  des  fonctions  arbitraires  ^. 
iio'  ^0  ^t  comment  tout  pent  s'exprimer  au  moyen  de  ces  fonctions  dont 
la  forme  resle  a  determiner,  dans  chaque  cas  particulier,  en  raison  des 
circonstances.  Cette  determination  est  li6e  aux  conditions  d*equiUbrv 
de  la  plaque,  conditions  dont  nous  aliens  maintenant  nous  occuper. 


g  68.  —  EqiiUibr«  •ztArl«iir  des  6Miii«iits. 

Consid6rons  un  paralieiepip^de  dSmentaire   faisant  |)artie  dc  la 
plaque  et  dont  quatre  faces  soient  perpendiculaires  aux  deux  faces  dc 
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la  plaque.  Sur  ce  paraU£16pipSde  agissent  d*unc  part  les  tensions  dont 
les  expressions  (240)  ou  (240a),  ont  6t6donn6es  ci-dessus,  p.  643-44, 
et,  d'autre  part,  les  composantes  et  les  moments  qui  proviennent  des 
forces  ext^rieures. 

Pour  ^tablir  les  conditions  d'equilibre,  nous  aurons  recours  au 
principe  des  vitesses  virtuelles,  en  vertu  duquel,  pour  un  petit  d^pla- 
ccment  du  corps,  la  somme  des  travaux  des  forces  doit  constamment 
otre  nuUe.  Les  d6placements  des  particules  de  la  plaque,  les  unes  par 
rapport  aux  autres,  ne  peuvent  pas  Stre  quelconques.  Pour  en  trouver 
Texpression  la  plus  g^n^rale,  nous  pouvons  prendre  les  Equations  (231) 
x'  =  1  -h  ai(x  -h  u)  -f-...,  y'  =  ..,  z'  =: ...,  page  633,  qui  expriment 
les  coordonn^es  d'un  point  quelconque  dSplaci,  en  fonction  de  S,  19,  i;  et 

des  coefficients  a,  p On  pent,  dans  ces  6quations,  faire  a:  =  0,  j/ = 0, 

ou  ne  consid^rer  sur  la  surface  m^diane  que  les  points  dont  les  coor- 
donn^es  x\  y'  6taient  primitivement  a,  6,  et  que  nous  avons  pris  (§  64) 
pour  origines  de  coordonn^cs  mobiles  x,  y ;  car,  pourvu  qu'on  attri- 
bue  aux  grandeurs  a,  6,  z  toutes  les  valeurs  possibles,  on  obtient  tous 
les  points  de  la  plaque.  D*apr6s  cela,  Texpression  la  plus  gSn^rale  des 
coordonn^es  d*un  d6ment  d'une  plaque  courb^e  d'une  mani^re  quel- 
conque est,  en  nSgligeant  les  quantit^s  d'ordre  supSrieur  de  petitesse : 

Si  tous  les  el6ments  doivent  Stre  a  la  fois  infiniment  peu  d6plac6s» 
cela  veut  dire  que  les  grandeurs  ^,  17,  C>  «»  P^  r  ne  doivent  ^prouver 
que  de  tr&s  petits  changements.  En  introduisant,  dans  ces  equations, 
de  tres  petites  differences  de  ces  grandeurs  ayant  6  pour  caracteris- 
lique,  nous  obtenons  imm^diatement,  sous  la  forme  suivante,  les  d6- 
placements  du  point  consid6r6  : 

(256)       ^x!  =  ^5  -f-  z^QL, .     U  =  ^1?  -f-  «^p,      ^x'  =  Jc  -f-  2^T. 

Les  deplacements  simultan^s  de  tous  les  points  de  la  plaque  sont 
done  exprimes  par  les  variations  de  six  fonctions  qui  ns  dependent 
plus  que  de  a  et  de  6.  Mais  ces  six  fonctions  ne  sont  pas  independantes 
les  unes  des  autres ;  car  il  existe  entre  elles  les  relations  suivantes 

d\ 

Jont  les  deux  derniires  risultent  de  celles  (233),  0-=  a^  (1  4-  3J» 

p.  636. 

(256a)  {  ""Ta-^^Ta-^^Ta-^' 


''Wh^^dh"^^Th  =  ^' 


42 
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en  sorte  que  les  variations  ^(,  etc.  doivent  satisfaire  aux  condilic>Q5 
resultant  de  la  variation,  ou  diCTirentiation  par  o,  dc  ces  equatioos. 
savoir : 

a^oi  4-  p^?  -H  T*T  =  0, 


a 


+?v.-+-T'p-f-c^*«-^;^*?-+-v^*T=o, 


(257)      (  Ca    '  "^  ca   '  '  la   '  Va       '  £a    "^  '    ca 


co^   .    „  c 


D6signons  maintenant  par 

(257  a)  \dadbdz,        \dadbdz,        lAadhdz 

les  composantes,  suivant  les  axes  fixes  des  x\  y\  z\  des  forces  agi^s^: . 
sur  un  element  dadhdz,  composantes  comprenant  a  la  fois  les  (ensioo 
(240)  t^^,  t   ,  t   ,  suivant  les  axes  mobiles  x,  y,  z  projetes  sur  ces  ai^ 

fixes  x\  y',  z\  et  les  forces  ext^rieures  qui  s'exercenl  sur  les  p»»ins 
dc  rinterieur  de  la  plaque.  Le  travail  produit  sur  cet  Element  pour  u'. 
petit  deplacement  ayant  les  projections  ^x\  oy\  ^z'  sur  les  axes  fii^ 
des  x\  y\  z\  sera  alors 

(X^^'  +  Ydy'  -{-  Z62')  dadbdz. 

Int^grons  dans  toute  T^lendue  de  la  plaque,  ct  appelons  c4>  i 
somme  des  travaux  produits  dans  tons  les  Elements;  nous  avons  Iw- 
tegrale  triple  . 

(257  b)  H  =  fjj  (XoV  -h  W  -f  Z^5')  dadbdi. 

U  rcste  a  considerer  les  616ments  qui  se  trouvent  sur  la  piriphori 
de  la  plaque.  Si,  dans  Texpression  de  fi<^  qu'on  vienl  d'ecrire,  X,  Y.i. 
sont  suppos6s  exprimes  d'une  maniere  generale  pour  tous  les  fo- 
ments du  corps,  en  fonction  des  tensions  ou  tractions  (259 flit..--  • 

t  ^  (g  66)  que  ces  elements  exercent  les  uns  sur  les  autres  et  qui.  i  - 
ont  les  valeurs  (240),  mfime  §  66,  page  643,  unc  erreur  se  trouve  or 
mise  pour  les  elements  situes  sur  la  p6ripherie,  en  ce  que,  sur  le^  '-^ 
ces  exlerieures  de  ces  elements,  ce  ne  sont  pas  de  pareilles  tensioa>'{- 
sont  appliqu6es,  mais  bien  des  forces  ext^rieures.  Nousdewosii"* 
ajouter,  a  Tcxpression  prtcedentCi  Ic  travail  des  torees  cxterieur^ 
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ppliqu^es  sur  la  surface  laterale  cylindrique  de  la  plaque,  el  en  re- 
rancher  le  travail  des  tensions  ou  tractions  sur  la  m6me  surface,  qui 
c  trouvent  introduites  dans  les  formules,  mais  ne  sont  pas  applica- 
les  a  la  surface  latSrale  ou  piripherique  dont  il  s'agit.  Comme  nous 
vonsannonc^,  g  67,  page  648,  que  nous  choisissions,  pour  la  varia- 
Ic  ind6pendante  et  d'abord  inditermin^e  s;  Tare  de  la  peripheric  de 
I  surface  m6diane,  un  element  quelconque  de  la  surface  periph^ri- 
ue  est  ds  dz.  Nous  pouvons  designer  par 

(257  c)  X,      Y,      Z, 

es  excte,  par  unite  superficielle  de  cet  element,  des  composantes  des 
brces  exterieures  r^ellement  appliquees,  sur  les  composantes  des  ten- 
ions  qui  se  trouvent  ainsi  mises  en  compte  au  lieu  d'elles  dans  (257  b) 
i<^;  et  c'est  la  somme  des  travaux  produits  par  ces  differences  que 
lous  dcvons  ajouter  a  84>.  Si  $4>i  d^signecette  sommc  de  travaux, 
lous  avons 


S*,  =  ff  (X5^  -f-  %'  -h  W*')  dsdz  ; 


rintegrale  devant  6tre  etendue  a  toute  la  surface  lat^rale  cylindrique 
qui  a  pour  base  la  peripheric  de  la  surface  plane  mediane  de  la 
plaque. 

Dans  les  integrates  3^,  84>i  on  pent  immediatement  effectuer  I'in- 
tegration  par  rapport  a  z.  Les  variations  Bg,  8v),  etc...  sont,  comme  les 
Tonctions  elles-memes,  independantes  de  z  ;  si  done  un  introduit  dans 

i"^  et  S4>i  les  valeurs  (256)  8a:'  =  8§  -h  20a, de  px\  ly'  82',  et 

si  pour  abreger  Ton  pose 


\ 


f\dz  =  \',        rXd3  =  X',        rXsd«=X",       fXzdz  =  \'. 


(258)    <    fYdt  =  \',        fldz  =  r,        C\xdx  =  T ,      f\tdi  =  V, 


in  a 


(258  a)     »♦  =  //*  (X'S5  4-  Y'3„  +  Z'3;  -\-  rSx  -h  Y"3[J  -f-  Z''iy)  dadb ; 
'  (258  *)      *♦,  =    r  (X'*;  +  I'Sn  -4-  Z'Ji;  +  YSa  +  Vi^  +  pr)  ds ; 

P  premiere  integrale  devant  6tre  ^tendue  k  toute  la  surface  m^ 
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diane  de  la  plaque,  et  la  seconde  a  toute  la   surface   periphenqot 
Le  principe  des  vitesses  virtuelles  exige  maintenant,  pour  que :: 
plaque  soil  en  ^quilibre,  que,  pour  tous  les  d^placements  possill: 
de  ces  points,  on  ait 

Si  les  3 § oa,....  etaient  tous  ind6pendants  les  uns  des  autn^ 

la  condition  pr6c6dente  entrainerait  Tannulation  de  tous  les  coe; 
cients  de  ces  variations  dans  les  expressions  de  8(i»,  8<[>i.  Mais  cesv 
nations  sont  li^es  par  les  trois  Equations  (257).  On  pourrait  dot 
au  moyen  de  ces  equations,  exprimerquelques-unes  des  variations  & 
fonction  des  autres,  et  introduire  les  valeurs  ainsi  obtenues  dans:f 
§^i;  et  Ton  devraitalors  6galer  a  zero  les  coefficients  des  .varialiu> 
qui  n'auraient  pas  ete  ainsi  ^liminees.  La  m^thode  des  caeflnciett^ 
indetermin6s,  de  Lagrange,  conduit  au  mdme  resultat  d*une  manie;. 
plus  commode  et  plus  sym^trique.  D*apr6s  cette  melhode,  on  d.'.i 
multiplier  les  Equations  de  condition  (257)  par  des  coeflicients  iodc 
terminus  Q,  Qi,  Q,,  ajouter  les  expressions  ainsi  obtenues  a  la  foiK 
tion  qui  se  trouve  dans  S<l>  multipli^  par  da  db  sous  le  signe  d  inte^ 

gration,  et  consid6rer  ehsuite  tous  les  3$ comme  iQd6peQdar.t> 

les  uns  des  autres,  sauf  a  choisir  ultSrieurement  Q,  Qi,  Q,.  Nous  p*  * 
serons  done  tout  d'abord  : 

Q  (a^«  +  ?^?  -h  ySy) 

Dans  cette  expression  se  trouvent  non  seulement  les  variation 
$(,  8y],  82;,  elles-m6mes,  mais  aussi  leurs  quotients  diffirentieis.  i' 
61imine  ces  demiers,  comme  on  saiti  en  integrant  par  parties  les  it. 
mes  qui  les  contiennent.  Pour  les  termes  ou  entrent  les  quotien:* 
difl<6rentiels  par  rapport  k  a,  on  int^grera  par  rapport  a  cette  van^ 
ble  a  tout  le  long  d'une  bande  de  largeur  d6,  et  parall^le  i  l*axe  >i'^ 
x'  pour  la  position  naturelle  de  la  plaque;  et,  de  m6me>  pour  les  Itf* 
mes  ou  les  variations  sont  diff<6renti6es  par  rapport  a  fr,  on  integrv:. 
le  long  d*une  bande  parall^le  h  y'.  D'apr&s  le  procid^  dija  appiiqu 
plusieurs  fois,  dis  le  gl6,  page  58,  on  obtient,  en  d^signant  par. 
Tangle  fait  avec  I'axe  des  x  par  la  normale  k  la  courbe  deperipbene 
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~JJ  i*'-^r+*'-M--^*^-^j*'*- 

De  cette  mani^re,  J0  se  divise  en  deux  parties,  I'une  formfee  d'une 

intigrale  double,  et  Tautre  d'une  inUgrale  simple;  cette  derni^re, 

dans  r^quation 

$♦  -j-  $♦,  =  0, 

se  r^unit  k  $01,  mais  Pautre  ne  contient  plus  que  les  variations  $^, 
Btj,  se*  8a,  Sp,  ^Y-  Si  Ton  6gale  isolgment  a  zfero  les  coeflGcients  de  cha- 
cune  des  variations  qui  se  rencontrent  dans  la  premiere  partie  (258  a), 
on  obtient  le  syst^me  suivant  qui  doit  6tre  satisfait  pour  un  point  quel- 
conque  de  la  surface  mSdiane  : 

De  r^uation  8<^  4-  2*^  =  0  exprimant  le  principe  des  vitesses  vir- 
tuelles,  il  ne  reste,  aprc^  :*.ela,  que 

(260)      0 = ^♦i  -4-  r  (Oi  1*08  p-hQt  sin  p)  («85  -f-  p«fl  +  y«C)  cf « , 

^nation  dans  laquelle  il  n*y  a  plus  que  des  integrates  simples. 

Toutes  les  grandeurs  comprises  sous  les  signes  d'int^gration  sont 
maintenant  fonctions  de  la  variable  a.  On  n'arriverait  done  h  rien  qui 
eiit  un  sens  si,  dans  la  suite  de  I'application  de  la  mSthode  pric^dentft, 
on  voulait  continuer  simplemenl  d'introduire,  afTectSes  de  facteurs^ 
et  telles  qu'elles  sont,  les  deux  demi^res  Equations  (257),  ou  les  dif- 
tirentiations  sont  faites  par  rapport  a  a  et  6.  II  Taut,  k  la  place  de  ces 
deux  ^nations  (257),  en  introduire  une  nouvelle  dans  laquelle  les  va- 
riations ^,  8v),  Si;  soient  difC&renti^es  par  rapport  k  s^  au  lieu  de  I'fitre 
par  rapport  a  a  et  6. 
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Pour  trouver  les  quotients  diiT^rentiels  par  rapport  a  «,  il  faut  d  ^ 
bord  d6terminer  le  sens  dans  Icquel  on  conviendra  de  compter  rett 
variable.  Convenons  done  que  la  direction  des  s  posiiifs  sera  (^.t 
que  Ton  suivrait  en  parcouranl  un  arc  de  90'',  de  I'axe  des  a-  pj- 
tifs  k  Tare  des  y  positifs.  Avan^ons,  dans  cette  direction  des  $  po^ 
tifs,  d'une  tr6s  petite  quantity  e ;  alors  a  diminue  de  s  sin  />,  tanci^ 
que  b  croit  de  ecosp;  une  fonction  quelconque  f,  de  a  ct  6,  dcriei: 
done  par  Ik 

f{a — €sinp,b-{'tco^p)=f(a,b)'i'€  (f^cosp  —  J- einpj -k- 

et  le  quotient  difT6rentiel  j-  qui  est  la  limite  de 


a  pour  Yaleur 


f{a  —  €  sinp,  fc  +  f  cosp)  —  /"(«»* 


^:^^cosp-^smp. 


D'apr&s  cela,  si  Ton  multiplie  la  seconde  des  Equations  (257)  pa: 
—  sinp,  et  la  troisi^me  par  cos  p^  et  si  Ton  fait  la  somme,  on  oK- 
tient  : 

(260a)  «_4.p-^+T^H-|^o.+^^a?  +  ^^«T  =  0. 

■ 

Ajoutons  k  r^quation  (230),  apr6s  y  avoir  mis  pour  S4»^  sa  valeu^ 
(258  b)  la  premiere  Equation  (257)  et  T^quation  (260  a)  qile  Ton  yien* 
de  trouver  multipli^es  respectivement  par  des  ind6termin6es  D  el  P 
nous  aurons  la  suivante  : 

+  D(a6«4-p5p  +  Y«T) 

+  (Qi  cos  p  -4-  Q,  sin  p)  (««?  +  p«u  +  y^) 

II  faut  encore  ici,  au  moyen  d'une  integration  par  parties,  donn^ 
une  autre  forme  aux  termes  de  la  troisi^me  ligne,  affect6e  de  D^,  fui 
contiennent  les  quotients  difTferentiels  des  variations  3|,  Si),Ss.  Remar> 
quons  que  la  partie  qui,  par  suite  de  cette  operation,  se  troove  mv^ 
en  dehors  du  signc  d*int6gration,  exprimc  une  intcigrale  effectuie  t>jt 
le  long  de  la  p6riph6rie,  c*est-&-dire  entre  deux  limites  qui  coincideol : 
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cette  partie  est  done  identiquement  nulle  et  Ton  a  simplement  : 

En  introduisant  dans  I'^quation  (261)  cette  valeur  d'une  partie  de 
scs  termes,  et  en  egalant  isol^ment  a  z6ro  les  coefficients  de  chacune 
des  variations,  on  obtient,  pour  les  points  de  la  surface  lattirale  : 

X'  +  «(Q,co8p+Q,sinp)— -^=0,         X"  +  Da4-D.||=  0  . 


(262)(  Y'-l-P(Q.cosp  +  Q,sinp)-^  =  0  ,         Y"-t-Dp  +  D,|5=  0. 
Z'-HT(QiCOs;)+Q,8inp)-^  =  0,  r-t-Dy  4-D,|?=0. 

Ces  Equations  doivent  £tre  satisfaites  pour  tous  les  points  de  la  pt^ri- 
pherie :  avec  les  Equations  (259)  elles  d^terminent  complitement  ce 
problfirae. 

Ce  double  syst^me  de  six  Equations  peut  se  simplifier  en  multi- 
pliant  les  Equations  qui  se  correspondent  trois  a  trois,  respect  ivement 
par  ap  Pj,  Yi  ou  par  a,,  p,,  y,»  ou  par  a,  p,  y  et  en  additionnant  chaque 
fois.  On  peut  alors  laisser  de  cdt£  deux  combinaisons  qui  ne  servent 
qu*a  la  d^ermination  des  coefficients  Q  et  D.  Les  dix  autres,  lorsqu*on 
a  egard  aux  relations  connues  (232)  entre  lesneuf  cosinus  a,  ^,  y«  ••-•« 
aux  relations  (233)  page  636,  qui,  en  negligeant  0^,  0^,  g^  devantl  se 

reduisent  h  celles  (241)  p.  645;  aux  relations  (235)  d^Gnissant  r^,  r,,  s^,  s,; 
enfin  i  la  relation  g£n6rale  ^:=  cos  p^^  —  sinp  tt^  trouv6e  tout  i 
Theure,  donnent  les  Equations  suivantes  '. 

Pour  un  point  quelconque  de  la  surface  midiane 
X'«,  4-  Y%  -H  Z't,  4-  Q.r,  -t-  Qa  =  0 , 
X' «,+ Y'  ^  +  Z't,  -  Q,r.  -  Q.8.  =  0 , 

^^*^>      ^  X'«-pY'a^Z'y      ^'      ^Q'-o- 

X''«.  +  Y"P.-HZ"t,-hQ,=0, 
X"«t,  +  Y'%  +  Z"T,  +  Q,=Q; 
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Pour  un  point  quelconque  de  la  courbe  periph^rique 

X'«, -+- Y%  4- Z'y, -h Dj  (s, COS/}— r,sinp)  =  0  , 

X'a,  -f- \'?,  -f-  Z'y,  —  Dj  (Sj  COS /} — Fj  sin  />)  =  0  ,  Ci 

(26.>a')  (         x'«H-Y'p-hZ'Y-hQ,cosp4-Q,sin/)— ^  =0, 

X'\  +  Y"P,-+-Z"y4— D^sinprzrO, 
X"a,  4-  V%  -t-  Z"Yf  -h  Dj  cosp  =  0  . 

II  reste  maintenant  a  donner  les  expressions  des  forces  X%  Y\ .... 
qui  entrent  dans  ces  equations.  Chacune  de  ces  expressions  se  com- 
pose de  deux  parties,  Tune  provenant  loujours  des  forces  exlirieures. 
et  Tautre  des  tensions  t^,  t  ,  t^^.  La  premiere  partie  est  facile  a  det^-- 

miner  :  soient 

(263  2^)  kdadbdz,  Bdadbdz,  Cdadbdz 

les  composantes  des  forces  qui  agissent  dans  Tint^rieur  de  relement 
parallel6pip6de  dont  le  volume  est  dadbdz;  les  parties  correspno- 
dantes  de  X,  Y,Z  [c'est-Ji-dire  des  forces  qui,  d*apr6s  leur  definition 
(257  a)  page  658,  sont  celles  qui  agissent  sur  les  ^I^ments  de  rinte- 
rieur  rapport6es  a  Tunitci  de  ce  volume]  sont  les  quantil6s  A,  B.  C  elles- 
mSmes;  etlespartiescorrespondantes  de  (258)  X',  Y',  Z\  X",  Y'",  Z"{qui, 
d'apr^s  leur  definition,  sont  les  sommes  de  ces  forces  et  de  leurs  in«>- 
ments  pour  toute  I'^paisseur  h  de  la  plaque,  rapport^es  k  Tunit^  super- 
ficielle  de  chaque  element  da  db  de  sa  surface  m^diane)  son!  les  inl^ 
grales  : 

k'=  f  kdz,  k"=  C  kzdz, 

(264)       j  B'  =   r  Ms ,  B"=   r  B5ii5, 


:'  =  /«..  c"=f 


Czdz, 


etendues  a  toutes  les  valours  comprises  entrc  z= — Q®t*  =  '*'5''^' 
h  d^signe  I'^paisseur  de  la  plaque. 


(*)  Dans  le  livre  de  Clebsch,  le  dernier  terme  de  cette  dquation  est  -|-  D  (s,  cos  p  — r,  sic . 
C'est  une  faule  qu'il  corrige  plus  loin  (2*  dqu.  269). 

Les  deux  combinaisons  laiss^es  de  c6U  par  I'auteur,  conune  ne  faisant  que  dtbavur-r 
Q  et  D  dont  on  n'aura  pas  k  se  semr,  sont: 

X'a  +  Y"^  4-  Z'y  4-  Q  =  0,  X'a  +  Vp  -f  Z'y  +  D  =  0. 
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g  89.  —  Introdaction  d«s  valears  des  tensions^  Forme  definitive 

des  conditions  d'6qailibre. 

Pour  determiner  mainlenant  les  lermes  provenant  des  tensions, 
revenoRS  i  T^leraent  dadb  dz.  Les  trois  normales  aux  faces  laterales  a 
eel  element  ne  sont  autre  chose  que  les  trois  axes  mobiles  a?,  y,  s, 
li6s  k  r616ment  et  qui,  apr^s  le  displacement,  forment  avec  les  axes 
fixes  les  angles  dont  les  cosinus  sont  : 

cos  (jj.ar')  =  «! ,  cos  (a:,y')  =  Pi ,  cos  (a:,5')  =  Yi - 
eos(y,x')=oc^,  cos  (5^,2^)  =  p, ,  cos(y,7^)  =  y^. 
cos  (z^a/)  =  a ,  cos  (z,y')  =  p  ,  cos  (z,z^)  =  y  . 

Sur  les  faces  de  cet  ^I^ment,  qui  sont  du  cdt6  des  axes  n^gatifs, 
agissent  des  tensions  dont  les  composantes  respectivement  parall^les 
aux  X,  1/,  2,  sont,  d*apr6s  ce  qui  pr6c6de  : 

Face  perpendiculaire  aux  x  :  —  t^^(iM;5 ,    *  —  ^xy^^^ »      ^ » 


[  Face  pel 

a\  \  — 


(264  a)  <  —  aux  2^ :  —t^Jladz ,      —  ^yy^^^ »       ® » 

\  —  aux  z  :  0,  0,  0 . 

Si  nous  d^composons  ces  m6mes  tensions  parall^lement  aux  axes 
fixes  a/,  y\  z\  les  composantes  sont : 

Parall^lementauxx' :  —  (t„at-Ht^«i)^*^*5  ""  (txi/i "+"  ^yy"«)  ^^^ » 
(264t)  {  -         auxy' :  -(t^Pi-f-t^p.)dM^;-Mi  +  \y^t)dadz'; 

—         aux  ^^  :  —  (t^^Yj  -f-  l^^y.)  dbdz ;  —  (t^y,  4-  i^y^)  dadz . 

Pour  obtenir  les  composantes  des  tensions  agissant  sur  les  trois  au- 
tres  faces  de  Til^ment,  il  suffit  de  changer  les  signes  des  pr6c6- 
dentes,  et  de  remplacer  les  termes  t^a^ par  les  valeurs  qu'ils 

prennent  quand  on  change  a  en  a  -f-  da  pour  ceux  de  la  premiire 
ligne  verlicale,  et  fc  en  b-{-db  pour  ceux  de  la  seconde.  En  ajoutant 
aux  prSc^dentes  les  composantes  ainsi  obtenues,  on  a  les  composantes 
tolales  agissant  sur  les  Elements.  Ce  sont  : 

Suivant  raxe  des  :C :  ^-^^^^^^  +  "^'"^l '"^"'^l  '^W^' 
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Ces  tensions,  rSsultantes  de  celles  qui  s'exercent  sur  chacun  des  il^- 

ments  dadbdz^  introduisent,dans  lesyaleurs(258)X'=  /  Xdz,Y=.,.. 

des  forces  s*exer{;ant  sur  toute  I'^paisseur  de  la  plaque  poiir  Tuniir 
superGcielle  de  la  base  dadb  du  petit  prisme  conlenant  tous  ses  At- 
ments,  les  termes  suivants,  qui  sont  ceux  qu'on  Yient  d'6crire  debar- 
rass^s  du  facteur  da  db  et  int^res  : 


£  (../t„rf.+«./v*)  +1  (../t^d, + .,/t„d,  1 . 


(265) 


^  (P./txx'^' 


^tfi^dz]  ■+■ 


D 


f   J  '  i)h 


(p./V=+^/t„'t )  • 


^  (rt/t««'^« + Y./t^d«)  H-  y^i  (t,/ V* 


T./t„«fc ) . 


Trois  termes  analogues  s'introduisent  dans  les  valeurs  (258)  de 
X*,Y",  Z";  ils  ne  se  distinguent  des  pr6c6dents  que  par  le  facteur: 
ajout^  sous  le  signe  d'int6gration. 

Si  Ton  prend,  dans  les  Equations  (240)  p.643,  les  valeurs  des  t^...  . 

el  si  Ton  efTectue  les  integrations  dont  les  limites  sont  — ^  et-f  ;^*  on 
obtient,  pour  les  integrates  qui  devront  entrer  ainsi  dans  X',  T,  Z'el 

fi^Jz=h3) ,      eu  faisant 3)  =  (a—  -^5^  ^(f  —  ^ )?,. 

/V^^=*3)' a)'=(b-^;)c),  +  (r-^>. 

j\^dz  =  htg; 
A  ^5/fa  =  ^  a,  en  fai8ant3l=— f  a— Mr,-h  /  r  — 

M=^«- *-=(b-?).-(r-ir)„. 

/  i^zdz  =  '^tri. 

Mais  les  X,  Y,  Z  definis  par  (257a)  se  composent  k  la  fois  de  ce  qii 
Tient  des  tensions  et  de  oe  qui  Tient  des  forces  extirieures  A,  B«  C,  drd* 
nies  par  (2636),  et  agissant  Ji  Tinterieur  de  la  plaque ;  en  sorte  que 
\\  Y',  l\ X '•  Y",  r  definis  par  (258)  seront  igaux k  k\  «.  C\  k\ B  X 


(266) 


dV 
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definies  par  (264)  plus  les  termes  (265)  et  plus  aussi  ccux  que  Ton 
composera  d'une  manifere  analogue  pour  X",Y",Z"  en  y  inlroduisant 

les  valeurs  (266)  des  /  idz,  j  tzdz.On  obtiendra  ainsi  les  valeuresui- 
vantes  : 

(266  a) 

Y'-B'+fc/' .  ^P*+fl  ^®+fe^P*4-m  ^84.5^'^^-i.ft  ^^Vfo^P^+m  ^^\ 


\ 


r-B"+  *Y^^4.3  ^^4-2fr  ^''?«+2f3  ^''^  I  ^-^^  ,  a  ^\2rr  ^2^  ^""A 

Ces  expressions,  introduites  dans  les  cinq  Equations  (265),  donnenia 
celles-ci  leurs  formes  definitives. 

Comme  ces   Equations  commencent  par    des  trinAmes  tels  que 

X'a,  4- Y'Pj  -f- Z'Yp  rintroduction  des  six  expressions  de  X', Z"  se 

fera  en  les  ajoutant  trois  h  trois,  multipli^es  par  ai^^i*  Yi9  P^'^  P^^ 
S'  3i«  Tit  pui^  P^r  ^^  9«  Y*  ^^  ayant  6gard  aux  relations  connucs  entre 
ces  neuf  cosinus,  ainsi  qu'aux  expressions  (255)  page  657  qui  d^finis- 
sent  les  r  et  les  s,  enfin  aux  Equations  (258)  page  640  desquelles  il 
r^sulte  qu'ji  cela  pr^s  de  quantit^s  n^ligeables  on  a  r^  3=  0,  s^  =  0, 
s,=  — Tj,  nous  aurons,  pour  les  cinq  parties  affecttes  de/i,  respecti- 
vement  : 

D'ou,  en  mettant  pour  S) ,  3)\3i,3i'  ce  que,  d'apr^s  (266),  ces  lettres 

reprisentent,  les  cinq  Equations  suivantes,  rempla^^ant  eel  les  d'^qui- 
Hbre  (265)  applicables  a  tons  les  points  de  la  surface  mMiane  : 
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(267) 


A'a,+B'p.-HC'r.-H}.r,+Q^+A|(a--)-!+(f--)^»  +  f^^P«. 

-('^T)V,-2f',s|=«- 

Equations  qui  se  r^duisent,  en  vertu  des  formules  (z)  du  n*  16  de 
la  Note  de  la  fin  du  g  16,  s'il  y  a  isotropic  transvertaie,  ou  »i 
a  =  b  =  2f  +  f ;  d'  =  e',  respectivement  k 

(267  a) 

E'h    (^(<)»H-0'3J      1  — 9'^gl     » 
A'«,+B%+C'T.-Q.r.-Q.8.+^— ^  j  J-»^^ -i-  _-i  ^  j  =0. 


I 


&I  -'■ 


»V+B'h+C-T,-M!,+  ,-|^|25^'(/.-<H-|Jj=0.      C 

Maintenant,  pour  poser  aussi  les  Equations  qui  sont  relatives  aux  seuk 
points  des  faces  latSraies,  nous  allons  determiner  de  la  m£me  maniere 

les  grandeurs  (238)    de    \'=  f^Uz,  Y,  T,  ^=  f  "S^z,  V.  T 

ou  les  X,  Y,  Z  sont,  avons-nous  dit,  les  exchs  des  forces  rtellemeot 
appliqu6es  sur  ce  qui  vient  des  tensions  interieures  t  ,  t  

(*)  Ces  I'ormules,  et  tussi  cellos  (268  a)  ci-apr^,  se  conlondent  tvec  odies  dt  Q^t^d 
qui  suppose  I'isotropie  complete,  lorsqu'on  supprime  les  accents  de  E'  et  de  tf,  ee  ^  "^ 
Tient  k  supposer  le  module  d*61uticit6  E'  ou  E^  =  Ey  d'eitensioo  de  lames  taiiltef  trsus**^ 

salement  dans  la  plaque,  ^al  k  celui  E  =  E^  de  petits  prismes  qu*on  en  eitnit  diat  ^ 

sens  %  de  son  ^paisseur,  et  6gaux  les  rapports  des  contractions  anz  eitenskMis  de  i*v  P^ 
deudiculaires  qui  les  amtoent. 
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Designons  par 
(267  6)  Vdzds,  ydzds,  Yidzds 

les  composantes  suivant  les  a?',  j/,  z\  de  ces  forces  extferieures  rfeelles 
agissant  sur  un  616inenl  dz  ds  de  la  peripheries  Les  termes  provenant 
de  ces  forces  el  entrant  dans  les  expressions  de  X',  Y',  Z',  X",  Y",  Z" 
pouri*ont  £tre  d^sign^s  par  la  notation  qui  suit,  analogue  a  ceile  qui  a 
et6  employee  pour  les  X,  Y,  X'.... 


U'  =  r  \dz ,  U"  =  Cvzdz, 


(267  c)   }         v  =  fyds,  r=f 


yzdz. 


W=  C  Vldz,  W  =  Cvfzdz. 


Pour  former  Texpression  des  X', ,  nous  avons  a  d^duire  de  ces 

quantity  les  integrates  correspondantes  qu'on  obtient  en  rempia^ant 

U,  V,  W  par  les  tensions  int6rieures  calcul6es  pour  I'^l^ment  dz  ds  de 

la  surface  p^riphSrique.  La  normale  a  cet  element  forme  avec  les  axes 

des  X,  1/,  Zy  les  angles 

p,        W—p,       90* ; 

de  sorts  qu*en  se  reportant  aux  Equations  fondamentales  (25)  de  la 
fin  du  g  12,  donnant  les  tensions  qui  s'exercent  aux  surfaces  limites 
des  corps,  ou  bien,  en  remarquant  simplement  que  cet  element  dzds  a 
une  projection  dzdscosp  sur  un  plan  'perpend iculaire  aux  x,  et  une 
projection  dzdssinp  sur  un  plan  perpendiculaire  aux  y,  les  compo- 
santes totales  de  la  tension  sur  le  mdme  element  par  unite  de  sa  superfi- 
cie  seront,  d'api^s  le  theor^me  de  r^quilibre  du  t^tra^dre  ou  du  prisme 
triangulaire  616mentaire  de  Cauchy  : 

Suivant  les  x:  t^  cos jo  -t- 1    sin p , 

(267d)      \  —      les  y  :  t^  cos  p  -h  t^^^  sin  p , 

—      les  a  :  0  . 

Et  ce  sont  ces  valeurs  qu'on  doit  faire  entrer,  non  pas  dans  celles 
X,  Y,  Z  qui  d^apr^s  les  definitions  (257  a)  et  257  c)  sont  des  forces  di- 

rigees  suivant  les  axes  fixes  dont  nous  avons  appeie  sfj  j/,  z  les  direc< 
tions,  mais  dans  leurs  composantes  suivant  les  axes  mobiles  des  a:,2^,z; 
composantes  qui,  d'apris  les  significations  ai  =  cos  (x\x)p  Pi  ^  ...., 
sont : 

Xai4-Y?i-hZYi,  X«,  +  Yp,-hZY,,  X«-hYp-f-ZT. 
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h  h 

Inti^grons  done  ces  trois  triiiOmes  de2  =  —  -as:=-+-  ^  apres  lc> 

avoir  multiplies  par  dz,  operation  qui  change  simplement  X  en  X^,...; 
ensuite,  apres  les avoir  multiplies  par  zdz,  ce  qui  les  change  en  X'\...; 
puis,  6gaions  ces  int^grales  trindmes,  telles  que  X'ai  H-  Y^^i  -*-  Z;fi  a 
des  trindmes  tout  semblabies  avec  U',  V,  W  au  lieu  de  X|,  Y',  Z; 
U",  V",  W"  au  lieu  de  X",  Y ",  Z",  en  retranchant  respcctivenaent  ces 

J  (l^ cosp  H- 1^  sinp)  dz ,        J  (l^ cos;> -h t^^^ sinp) cU ,  0 , 

Jlt^  cosp-^i^  sinp)  zdz ,       J  [i^cosp-h  i^y  sinp)  ^s ,  0  , 

nousauronsenrempla^ant  lesj  t^^dr jt^^zdr,..,..  par  leurs  \a- 

leurs  dSja  obtenues  (266), 

X'a,-hY'Pi+Z'Yi=U'«,-hV%  +  W'y,— A(a)  C08/>  +  fgsin;^). 
X'a,+Y%4-Z'Y,=U'a,-hV%  +  W'T,-A(fgcos-hS)'sin;i). 
X'a  -h  Y'p  -h  Z'y = U'a  H-  V'p  -h  W'y, 

X"«, + 1%  +  rYi  =  U^a,  -h  \%  +  W"yi  -  ^  (91  cosji  4-  2fr,  sin  fi), 
X'«,4-rp.4-rY,  =  U"«,  +  V"p.-f.W"Y,- J^(2fr,cosp-h9l'sin//). 

X"a  -f.  r  p  +  Z"y  =  U"a  H-  V"?  -h  W'y. 

Mettons  les  seconds  membres  des  cinq  premieres  de  ces  six  cgalittV 
a  la  place  des  trindmes  qui  en  occupent  les  premiers  membres,  dans 
les  cinq  Equations  (263a)  de  la  fin  du  §  68  ou  ces  trindmes  figurent 
aussi,  equations  a  satisfaire  pour  les  points  de  la  surface  lat^rale  ou 
periphirique,  nous  avons,  en  mettant  aussi  pour  2),  3)',  91,  A',  ceque 

ces  leltres  reprfisentent,  d'aprfes  les  (91). 

\}\ + y%  -h  W'yi  -h-  Dj  (sjcosp — r,  sin  j>) 

('^^^)  \    U'«,+V%-f-W'Y,— Dj(s,co8p— r^sinp) 


/268\ 

\buitc/ 


(268  a) 
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U'« + V'p + W'y  -  ^  -h  Q,  cosp + Q.  sinp  =  0, 
U"«^  +  Y"p4  -I-  W'n  —  Di  sinp 

""  12 1[~  (  *""  V)  ^.4-  (f  —  -^jsiJcosp-h2friSin/>  j  =  0, 

U^otj-hV^-f-WY^-fDjCOS/; 

""  V2  i  [(*^  "■^)  '*-  (^-^)  'J  si«/'-+-2fr,cos;i  |  =0. 

Dans  ces  Equations,  les  deux  secondes  lignes  affecttes  de  —  h  el  les 

A' 
deur  secondes  lignes  affect^es  de  —  j^  se  r^duisent  respectivement, 

ioujours  en  vertu  des  formuies  (2)  du  n^  16  de  la  Note  de  la  fin  du 
g  16,  p.  84^  s'il  y  a  isotropic  transversalCy  a 

"■  fZrifi  [(<>.-+-9^»)cos/;-h  —^  gsin/>J , 

E'A     ^/'^    .     .^x  •       .   1—9'  1 

—  rZ^  [(Sfr -+-•)«>«)  sin;>+  — 2"^  g  cos  pj, 

E'A* 
""  12(1  — n^»)  t~  (*'«  "■  "^'^^^  ^^^^  +  {*  —  9')  ^1  sinp], 

.  —  12(1  —  1,^1)  [(s,  —  9'rf)sin/>+{i— 90^1  cosp]. 

Ces  Equations  (268),  d'ou  il  reste  a  61iminer,  comme  de  celles  (267)t 
les  ind^terminSes  D|,  Qi,  Q,  introduiies  au  §  68  comme  facteurs,  a  la 
maniire  de  Lagrange,  pour  composer  les  Equations  (258  c)  et  (261), 
offrent  les  formes  definitives  des .  (263  a)  qui  sont  a  satisfaire  aux 
points  de  la  surface,  cylindriquc  laterale  ou  contournante,  de  m6me 
que  les  (267)  sont,  comme  nous  I'avons  dit,  les  formes  definitives  des 
(263)  relatives  aux  points  de  Tinlerieur.  II  convient  de  rappeler  que 
d'aprfes  (267  fc),  U',  V,  W,  U",  V",  W"  sont  les  composantes  totales  et 
les  moments  totaux,  pour  toute  I'^paisseur  A,  des  forces  extdrieures 
U,  V,  W,  definies  par  (267  a),  et  qui  sont,  parall^lement  aux  axes 
fixes  d'espace  x\  y\  z\  celles  qui  agissent  par  unil6  superficielle  sur 
cette  mSme  surface  cylindrique. 

g  70.  —  DWislon  dn  probUme.  ^  Premi^r«  approximation.  — 
IMtormination  do  la  snrfaoo  d6¥oloppablo  on  laqaoUo  so  ohango, 
^  ootto  approximation,  la  snrfaoo  piano  m6diano  do  la  plaqno. 

Au  moyen  de  ces  Equations  (267)^  (268),  nous  sommes  maintenant 
en  mesurc  d*aborder  la  discussion  complete  du  probl^me. 
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Nous  (liviserons  cette  6tude  en  1  rois  parties  :  la  premiere  aura  pour 
objet  la  determination  de  la  surface  d6veloppdble  qui  donne  une  pre- 
miere approximation  de  la  forme  affect^e  par  la  surface  mediane  de 
la  plaque  d6form6e.  Dans  la  seconde  partie,  nous  chercherons  Tex- 
pression  des  dilatations  D^,  3^  et  du  glissemcnt  g  =  g^  qui  sont  pro- 

duits  par  les  forces  ext^rieures.  Enfin,  dans  la  troisi^me,  nous  d^r- 
mincrons,  par  des  calculs  de  deuxi6me  approximation,  les  petits  6car^ 
entre  la  forme  r6elle  de  la  surface  m6diane  et  la  surface  d^veloppable 
trouv^e  d'abord. 

Bornons-nous,  afin  de  simplifier,  dans  ce  ^  et  dans  les  trois  sui- 
vants,  71,  72,  73,  au  cas  (Tisotropie  transversale  ou  d'une  contei- 
ture  egalc  dans  les  divers  sens  parall^es  aux  bases  de  la  plaque, 
mais  pouvant  6tre  aussi  diHi&rente  qu'on  veut  dans  le  sens  de  M)a 
ipaisseur. 

Pour  la  premiere  des  trois  parties  6noncees  du  probldme,  ou  pour 
la  surface  d^veloppable,  nous  nous  servirons  des  deux  derniires  equa- 
tions (267  a)  que  nous  raettrons  sous  la  forme  : 

Q,  — (A  «,-hB  p,-hC  Ti)-f-,2(j_^,.j[ Ya ^' ~'  ^7^} 

^IfS-     /v- -^R"fl -^rv  \           E-A»      rg(s,-i)V,)  JtX 

^Q,^_(A  o«,-f.B  p,-hC  Y,)-j^^j__|^ +(1  -0  h-J 

• 

Imaginons  maintenant  que  ces  valeurs  soient  introduites  dam  U 
troisi6me  Equation  (268),  a  laquelle  nous  joindrons  la  quatri&me  el  U 
cinqui^me,  modifi^es  par  (268  a).  Nous  pourrons  ainsi  exprimer  s,  >,  7 
et  les  r,  s  au  moyen  des  formules  du  §67,  principalement(251),  f2*V' . 
(255),  ainsi  que  (245),  (247),  en  fonction  des  variables  l.^  ^,  C«ctdes 
grandeurs  X,  7,  (  qui  ont  6t6  employes  pour  la  representation  de  U 
surface  devcloppable  donnant  la  premiere  approximation. 

Nous  obtiendrons  ainsi  trois  Equations  differentielles  contenant 
5o,  ^o  Co,  X,  9,  g,  D^  et  qui  peuvcnt  m^me  contenir  aussi  a,,  fe„  car  il 
est  possible  que  les  forces,  appliqu6es  k  uu  point  de  la  peripb^ne, 
soient  fonctions  de  la  position  occup^c  originairement  par  ce  point. 

On  peut  cependant  exprimer  quelques-unes  de  ccs  quantitis  eo 
fonction  des  autres.  Des  Equations  (245),  (247)  du  §  67,  p.  649-50.  ob 
obtient  imm^diatement 

(270)         *        ao=a— Xcosy,  io=i— Xsiny. 

Comme  il  ne  s'agit  ici  que  du  bord  de  la  plaque,  a,  6  reprfecnteflt 
les  coordonn6es  d'un  616ment  de  la  courbe  p6riph£rique,  et,  ooouoe 
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telles,  sont  des  fonctions  donnees  de  s.  Lcs  equations  qo  on  vicnt  d*r*- 
crire  eipriment  done  a^.  b^  au  moyen  dcs  fonctions  connues,  et  des 
inconnucs  X,  9,  doJit  la  premiere  est  ia  dislancc,  mesurce  sur  une  tan- 
gente  a  l'ar£te  de  rehroussempnt  k  partir  du  point  de  contact,  jiis- 
qu*a  la  courbe  p^ripherique.  Diff^rentions  c^s  Equations,  et  introdui- 
sons,  comme  varisibic  ind^pendantc,  Tare  s  de  cette  courbe  du  bord 
de  la  plaque.  D6signons  comme  au  §  67,  expressions  (242  a),  par 
des  aixents,  les  quotients  diflerenticls  pris  parrappoit  a  cette  varia- 
ble $.  Puisquc  /i  6tait  Tangle  form6  avcc  Taxc  des  x  par  la  normale  a 
cette  couibe  mente  vers  Tinterieur,  90®  -|-  p  sera  Tangle  formfi  par 
ds  avec  le  mSme  axe ;  el  lcs  cosinus  des  ant^les  de  cet  tUement  uvec 
les  axes  x^  y,  seront  les  grandeurs  a^  b\  qui  auronl  les  valeurs 

a'  =  —  sin/),  ^'=  cos  p. 

En  mdine  temps,  d'apres  (247)  du  mSme  §  67,  on  a 

a  =  c'  cos  cp ,  b'  =Q  sin  », 

Par  cons6quent,  la  diiTerentiation  des  equations  (270)  donne 

;'  cos  »  =  —  sin  p  —  X  cos  9-k-W  sin  ^, 
<'  sin  »  =  cos  p  —  y  sin  9  —  \^'  cos  * ; 

ou  bien,  en  multipliant  ces  deux  equations  une  premiere  fois  par 
cos  9,  sin  fp,  une  seconde  fois  par  sin  9,  —  cos  ©  el  en  additionnanl 
chaque  fois, 

(271)  5'  =  sin(9  — /))— V,  •        0=-cos(»— /;)-hX;p'. 

La  seconde  de  ces  equations  permet  d'exprimer  X  au  moyen  de  9  ct 
dc  la  fonction  donn6e  p ;  la  premiere  donne  ^galcment  ;'  qui  entre 
seul  (^  n  y  figure  pas)  dans  les  equations  du  probl^me. 

On  voit  ainsi  que  Icsinconnues  se  riduiscnt  a  cinq,  r^,  t;^,  ;^,  9,  D,, 
ou  meme  k  quatre,  car  Di  est  facile  a  ^liminer. 

Entre  ces  cinq  inctonnues  el  ;,  il  existc,  outre  lcs  trois  Equations 
deja  mentionn6es,  les  deux  suivautes  [voyez  g  67,  69.  7i].: 

(271a)  l'^*  -r  ^':  -h  ;';  =  c'S       5;  -h  <*  +  ^;*  - ;"'  +  z'^K 

D*apres  ce  qui  pr6c6de,  on  pent  exprimcr  les  seconds  mcmbrcs  dc 
c«'S  Equations  en  fonction  de;ct  de  quantit^s  connues.  Ces  deux  equa- 
tions, r^unies  aux  trois  mentionn6cs  plus  haut  suffisent  a  determi- 
ner lcs  cinq  fonctions  inconnucs.  II  ne  reste  done  plus  qiTa  elahlir 
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Ics  dcrni6res  Equations,  cellos  qui  rcsultenl  dcs  conditions  limitcs  a  la 
peripheric  dc  la  plaque. 

Dans  les  depressions  de  Ot  et  0,  donnfies  ci*dcsssus  (269),  nou'" 
aliens    substiluer  aux  r,.  r,,  s„  s,  les    valeurs  (255)   tclles  qu^ 

Q  sin  9  cos  0  ^         .  ^  ^^  ^^  .        .         ^  ^     - 

fi  =  TT ,  Irouvecs  au  g  67,  page 6o4,  en  tenant  cornplc  de  ce 

que  la  seconde  el  la  quatri^me  dcs  equations  (251),  page  652^  donnent. 
d'abord  pOur  les  quotients  diiT§renticls  de  $  par  rapport  a  a  clfr,  el 
ensuile  la  premiere  ct  la  Iroisieme  pour  ceux  de  X  : 

^s      ,     sin »       A  ,  ^«  ,  c'sin9 

(271  h)\  ^ 

cs        COS*  ^X        .  ,  (U  .  «' cos » 

Tb=  -w:'     rfr=*'"^-'  rft=""^ — ^' 

Nous   obticndrons  ainsi  tout  d'abord,  eu  egard  a  .— = -r—  .— r' ' 

^  da       da     ds 

't  =-r,    V-  •  toutes  reductions  faites  : 
db      db,ds 


(271  c) 


cv^      Dv^ d(a  sin  ®)       (Qsiny)c^ 

Ta'^U"  xycfc '  XV      ' 

c^i      tvy  __      d  (a  cos  ») (acosy)g' 


^a 


^^  '         n        i/a 


Des  deux  dernieres  dc  ccs  ^galili^s  i|  rcsulle  que,  dans  lesexpressioi  - 
(269)  de  Oi,  0,»  les  parlies  aflectties  de  9',  cntre  crochets,  s'annulcnt.  t ; 
les  deux  premieres  donnent  les  valeurs  de  ce  qui  y  restc,  d*ou  il  suit 
qu'on  a,  en  eflcctuant  les  dilfi^rentiations  de  0  sin  9  et  de  Q  cos  9  : 

^„  .  E'A'      /o^'sins    a' sin  9    a  cos  9. 

^'       '  -       ,.„        -,»   V  E'*'      /Q<'cos»    a' cos,     a  sin  5. 

E' 

oil  (Note  du  g  16,  page  8i)  Ton  a  j3-7,=ai. 

Si  mainlenant  on  inlroduit  ces  valcut's  de  Oi»  0,  dans  la  Iroision  - 
I'qualion  (268),  en  posaiit,  pourabr6ger  : 

K  =  [Ya-hV?  -h  W'r  -  (A"a.  4-  r;i.  -f  C'Yi)  oos7>  -(A^^.-f-  ir>,4-Cr;>i'  ; 
^>n  a  d'abord  la  suivantc  : 


g  70.  —  PREMlilRE  APPROX.    LECJR   FLEXION   EN    SURFACE   D£:VEI.0PPARLE.    675 

Et  si  Ton  introduit Ics  valeurs(255)  dc  r^,  r,,  s^  dans  les  Irois  der- 
ni&res  (268)  modifi^es  par  (268  a)  on  a  les  deux  suivanles  : 

D,8in/)=US-|-V''p,-|-W''Y, 

'^Wa ^7[si^?8»"(?'— /^)+*9'cos?cos(|)— ;;)]• 

\-'^^)  \  — D,cosj»=U''a,-f-V''p,-HW"T, 

—  12(1^7^ rt^^^*^*"^^""'')"'^  sin ? cos (9 —p)], 

a  la  place  desqucllcs  on*  peut  ecrirc  les  deux  combinai5?ons  (274)  ct ' 
(27i  a)  qui  suivent,  obtenues  en  multipliant  successivement  par  cos  p, 
sin  Pj  puis  par  sin  p,  —  cos  p  ct  en  additionnant  chaque  fois  : 

(274) )     o="-+-i2(f=^r-t«"'*('-^')  +  '>''="''('-^>]' 

(enfaisantM={U"'«,+V''p,+W''T,)co8p-i-(U''«,+Vp,+W"T,)sinp; 

(274a)j        '>.=N+WT?)r-^'"^'-P)''"'('-^)' 

(en  fai8antN= (U'a.+V?, + Wt.)  sinp  -(r«,-|- VJ.h-W'tOcosp. 

Nousobtcnons  de  l'6quatioa  (273).  apr^s  ea  avoir  61iinia6  D,  au 
moyen  dc  cellc  (274  a)  qui  en  fournit  la  valeur, 


0=K     '"^ 


d» 

(275) 


■^"  ^*  ~  '')  5i  (?  *'"  ^^  ~  P^  *^'  ('  ~^^)\ 


On  a  ainsi  6limin6  la  variable  D, ;  on  peut  inverscment  consid6rer  Q 
commc  inconiiue  et  joindrc,  comtne  nouvelle  Equation,  la  suivante 
(255  a)  du  g  67,  page  65  f  qui  definit  cette  Ibnction  : 

(i7b)  a  =  — — -'i.'s 

Les  deux  Equations  (271),  les  deux  (271  a),  et  cclles  (274),  (275), 
(276)  donnent  sept  relations  cntrc  un  m^mc  nombre  de  fonclions 
inconnues  5o,  v)o»  ?oi  ?»  ><»  ?i  ^• 

Lesquantitos  design6es  par  K,  M,  N.  dans  (275),  (274),  (274.a)  ont 
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uiie  sigiiificaiion  mecaniquc  simple.  Si,  priinifivcincnl,  X,  Y,  Zrcprt> 
sciitaieiit  les  composantcs,  rapport6es  a  I'unil^  dc  surr^ce,  des  forces 
agissant  sur  un  6t^mcnt  ds  dz  He  la  surface  periphiriqiin,  el  dccom- 
posecs  parall^lloment  aux  axes  fixes  des  x\  y\  2',  les  composantcs  dc 
CCS  m^incsj  forces  decomposies  respectivemcnl  dans  le  sens  des  axes 
des 2,  des x  et  des  y  lies  a  i'^lemenl  et  se  inouvant  avec  lui,  sont  lespcc- 
tivement 

Xa+YpH-Zy,     X«, +  Y?,-f-ZT,,    Xa,H-Yp,  +  ZT,; 

el  ces  m6mes  forces  d6rompos6es  parall&lement  a  Irois  droiles  rectan- 
gulaires  dirigees  respeclivemenl  suivant  le  m^me  axe  des  z^  sui?anl 
Ih  direction  de  la  nonnale  a  I'eleraenld^  de  la.ph6riph^rie,  men6e  vers 
rext6rieur,  et  suivant  ce(  6lenienl  ds  lui-in6ine,  auront  pour  compo- 
sunles  : 

Xot  -f  Y?  4-  Zy, 
(Xai  H- Y?, -h  Zy  1)  cos />  H- (X«, -h- Y>,  4- Zr,)  sin  p, 
—  {X«,  -h  Ypj  4-  Zy  J  sin  p  -h  (Xa,  -+•  Y?,  -h  Zy,)  cos  p. 

Multipiions  ces  deux  derni^res  composautes  par  zdzds^  el  inlegfons 

h  h 

de  — rt  a-+-  9-»  'lous  obliendrons  6videmment  Mrf«  el  —  Nrf<,  da- 

pr6s  les  d(i(i.iilions  (267  c)  de  U",  V",  W".  Par  consiquenl,  Mrf<  a 
N  ds  sont  les  moments  des  forces  ext6rieures  agissant  sur  Tileincnt 
d*arc  ds,  moments  tendant  respeclivemenl  a  op^rer  une  rotation  aulour 
de  la  direction  positive  de  Til^menl  ds  et  aulour  de  sa  normale  diriga' 
vei*s  l'exl6rieur. 

La  grandeur  K  se  compose  de  deux  pariies.  Colle  U'a  -k  V?  -h  W'. 
esl  la  premiere  des  trois  composantes  ci-dossus,  inl^gr^e  par  rapport 
a  2.  Cette  premi6i*e  partie  de  R,  mullipliie  par  f/«,  repr^sente  done  ia 
composanle  des  forces  agissant  sur  rt^i^mont  d«,  suivant  la  normale  a 
la  surface  m^diane.  La  seconde  partie,  ou  le  resic  de  K,  est  abM>lument 
semblable  k  —  M,  avec  celle  difliference  qn'il  s'agil  icidc  la  composante 
tolale  des  forces  e\l6rieures  agissant  sur  Tinterieur  de  Ttilemenl,  au 
lieu  de  celle  des  forces  agissant  ext6rieurement  ou  sur  la  surfart*. 
forces  qui  figurent  dans  celte  derniere  quantity. 
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g  71.  —  CoBsiMration  d'lm  oas  particnlier  trds  ^iendu;  solvit 
d'nna  indioation  g^n^rala  relative  k  la  tli6orio  das  plaques  pri- 
mitivement  oonrbes. 

liCS  qunntit^sK,  M,  N  sontordinairemcnt  fonctioiis  dc  «,  $«,  r^^, ; 

il  faiit  done,  en  general,  considerer  a  hrfois  ies  sept  6qualions  dilTiV 
rcntielles  ou  aulres  entre  la  variable  ind6pendaiite  s  et  Ies  sept  incon- 
niies  ^o9  t;o,  Co^  ?i  *^m  ?,  Q*  H  y  a  cepcndant  un  cas  parliculicr,  dans 
letpicl  la  solution  se  siinpliiie  considSrablement,  ence  q'le  K,  M,  N, 
ne  dependent  que  de  s  el  soql,  [lar  suite,  des  tbnctions  donnres  a 
I'avancc. 

Ce  cas  se  realise  si  aucune  force  extSrieurc  n'agit  sur  Ies  poinls  de 
rinlmeur  de  la  plaque,  ctsi  Ics  forces  s'excrQant  sur  son  bord  sont 
invariablement liies  al'^lemcnt  superficiel  sur  lequil  cllcssontappli- 
qu^es,  ou  si  ellesreslent  Ies  monies  lorsqu'ilse  d^place. 

Dans  ce  cas,  en  effet,  on  peut,  au  moyende  Tiquation  (274),  expri- 

mer  r  en  fonction  de  (9 — p);  et,  en  inlroduisant  dans Tequal ion  (275) 

la  valeur  ainsioblenue,  on  obtient  Tequation  dirr^renliolic  suivanloqui 
est  du  premier  ordre  :  (*) 

^        '  ds       sin"(^  — /))-h9'cos*(f  —  p)ds 


+lang 


^'^     ' '  J«\sui«(>-/>)  ^-i)'co»^(*-/>)/"^^       ^  W«\  M  sin  (y-  p)  cos  (*-/>)/ 


(*)  Puiir  cela,  il  faut  se  sertir  dcs  expressions  (271 ), «'  =  sin  (^  —  ;// — A*,  0  =  —  cos  (^  —  I* ) 
-f  >f\  dont  la  scconde  dunne 

1 — L.  =  y'  ,     C-^Ll  =  long  (v  -  ;;), 

>  '? 

et  dont  la  premii^re  fonrnit  • 

a/   ar  a^nir^p)    n-    Qy_n.in(y-p)     d /a\ci  ^/o\ 

CeU  permet  d'terire  IVquation  (275) 

^     „      </N  E'A>       in   ,  ,  .       ,         xTn   ,.       /         ,  ,   rf  /"M 

0=K-jj;-j5^j^;:^^}-?+tang(,-;,)[-/lang{,-;>)4-j^ 

En  y  mettant,  pour  —  t^-t: tk  -t  ,  sa  yalcur  tirie  de  r^uation  (274),  et  en  se  rapp«* 

Iz  (1  — I)    )    A 
laiit  que  V  reprusentc  -r-  on  arrivo  a  r^quatiun  (-70  a]. 


ff 
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qui,  a  part  9,  ne  conlient  que  des  fonclions  donn6es  dc  «,  el  ou.en 
en  posant  tang  (9  —  p)  =  z*  on  fait  dispanitre  loules  les  npres- 
sions  trigonomelriques.  En  integrant  celte  equation,  et  par  suite,  en 
eri  determinant  9,  Ton  trouvc  Q,  X,  <;  au  moyen  des  equations  suivan- 
tes  dont  les  deux  premieres  sont  les  relations  (271)  du  g  70,  el  dont  b 
troisi6me  n'estque  I'equalion.  (274)  : 


(276  b) 


i 


,__  cos i^—p) 

^  —  IT  • 


^__12(l-i)'') 


E'A'       sin*  (?—/>)  +  9'  cos*  (f—py 


On  connait  done  compl^temcnt  Tangle  de  deux  gen<^ralrice$ 
voisines  et  Tangle  dcdeuxplanso^culateurs  voisins^dela  surface  ibo- 
loppable  en  laquellc  se  transforme  la  surface  m^diane  de  la  plaque, 
c*est-i-dire  le  rayon  de  courbure  elle  rayon  decambrure  deTarOtedc 
rebroussement  de  celte  surface,  ainsi  que  la  position,  dans  la  surface 
primilivement  plane,  de  la  courbe  qui  se  transforme  en  celte  ar&le.  II 
I'estea  determiner,  au  moyen  de  ces  ei6ments,  la  surface  d^veloppable 
clle-m6me,  c'est-a-dire  sa  position  dans  Tespace.  On  se  sert,  pourcela. 
des  Equations  simulianees  suivantes  (271  a)  p.  673,  (255  a)  p.  654  : 


r'f 


?'* -u «'« J-  r*  —  «■'* 
"1  —  .,"1 


/i-'i 


qui,  si  Ton  y  considire  comme  inconnues  $'„,  r/^,  C'oi  sont  respective- 
ment  de  Tordre  0,  1,  2.  Un  proc6d6  plus  simple  consiste  a  rcvenir 
aux  coefficients  a,  p, Au  moyen  des  Equations  (254)  p.  ii5(. 

rfa_      sin9       rfa_C0S9  pi  m^  M  n   6^6  !^— r  «  — r  a 

^— -^a„j^^  — a,...,el(J55&),p.b5t),j^_r,a,— r,*j,... 

on  constitue  facilcmcnt  le  sysl6me  «uivant,  en  rempla^nt  r^,  r,,  s,,  s, 

par  leurs valours (255), r^  =  — ~ Q,  r,  =  ....,  etdivisantensuite 

A 


smo 

par — /  ou 

X9 


cos  9 


A9 

a  =  n?'  (a,  sin  ?  —  aj  cos  9) ,  ttj  = 

p'  =3  Of'  (?,  sin  9  —  pi  cos  ?) ,  ?;  = 

t'  =  o?'  (t,  sin  <?  —  Ti  cos  9) ,  y\  = 


—  ilr'a  sin  9  ,      «j  =  Ur'a  COS  9 

— 119'?  sin  9 ,     Pi  —  ii?'?  C0:>  z 
—  09 't  sin  9 »    T^  =  ttf 't  cos  T 


On  peuj  reinarguer  que  les  trois   6quations  dc  la  preraiii^  hp^ 
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liorizoniale  consliluentun  syst^mc  h  part  qui  nccoiitient  que  lcs%;  dc 
m(iine  celles  de  la  seconde,delatroisi6me,  conlicnnenl  seuleinent  Icsp, 
les  Y ;  et,  ii  cela  pros,  chacun  de  ccs  derniers  syslcmes  est  absolument 
identique  au  premier.  II  snffira  done  de  trouvcr  les  integrates  de  Fun  de 
cos  Irois  syst^mes,  pour  chacun  desquels  on  en  connait  d6ja  uno,  navoir : 

aj  H-  aj  -h  a*  =1,  =1,  =  1, 

puis  dc  poser  pour  les  a,  p,....  des  expressions  scmblablesavecdes  con- 
slantcs  arbitraires,  et  enfin,  de  delerminer  ces  conslantes  dc  maniere 

a   salisfaire  aux  Equations  (232),  p.  634  ;  a*-t-  P*  -+- y*=  '» 

a,  a  4-  p,p  H- Y,  Y  =  0 Lorsquc  Ton  aura  trouve  ces  coefll- 

cients  a,  p on  d^terminera ,  par  de  simples  integrations  lesvaleurs  §0% 

Ylo,  ?o  au  moycn  des  six  equations  (252)  page  653,  en  ajoutanl  les 
Irois  premieres,  multipli6es  par  cos  9,  respectivement  aux  trois  der- 
nieres  mullipliees  par  sm  9*  d'ou  resulte  que  les  deuxiSmes  (ermes 
des  seconds  membres  se  d^truisent  deux  a  deux,  ce  qui  donne  en  se 
rappelantque  §'0,  tq'o,  ?'o,  s'designent  les  quoUenls  diflircntiels.  en  «, 
de  So,  Kio,  ^\  <; : 

-«=:(a,COSr-|-«,8m9);jJ, 

Lg=(p,cos9-Hp.sin9)^, 

_o  =  (T,COS9-4-Y.sm9);^- 

llsuffira  d'indiqner  comment  on  pent  trailer  ce  cas  particulicr.  Je 
remarqiierai  seulement  que  la  marche  qui  vieiit  d'fiti^e  donn6e  ne  con- 
duit pas  toujours  a  nn  r6sultat,  car  ii  y  a  une  condition  qui  doit  tuu- 
jours  etreremplie,  c'est  que  les  generatrices  dela  surface  developpable 
ne  puissent  jamais  se  rencontrer  h  Tintericurde  la  surraccmediane(*). 
Si  done  la  solution  conduit  k  un  pareil  resultat,  on  doit  en  conclure 
qu'il  se  produit  des  deformations  exceptionneiles,  ou  des  points  sin* 
guliers  auxquelsla  theorie  nest  pas  applicable. 

Mais  on  peut  toujours  resoudre  le  probienie  inverse,  c'est-^-dire 
trouver  les  forces  qui  doivent  Sire  appliquecs  a  la  peripheric  d  une 
plaque  donnee  pour  lui  faire  prendre  la  forme  d'une  surface  develop- 
pable detcrminee  a  Tavance.  Alors,  il  est  toujours  possible  de  suppo- 
scr  que  N  est  nul ;  ct  K,  M  se  determinenl  au  moyen  des  equations 
(276  a),  (2766),  p.  677,  678. 

(*)  Ou,  corame  nous  I'atons  dil  en  note  au  §  07,  p.  047,  que  Tai^te  de  ivbrousicnienl 
lorn  be  enlidrement  liors  de  lu  plaqiie. 
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Cetle  rcmarqiie  pcut  servir  aussi  de  base  h  la  fhiorie  des  plaques 
qui,  dans  ieur  ^tat  primitif,  ont  deja  la  forme  d*urie  surface  dcvelop- 
pable. 

On  entrevoii  facileinenl  que  ioufe  ccite  tlieorie  donne  lieu  a  \m 
s6rie  de-  solutions  interessantes  absolument  analogues  a  celles  i^ 
gg  precedents  sur  les  tiges  minces,  ou  droiles,  ou  primitivement  cour- 
b^s ;  et  que  les  probl^mcs  sur  les  plaques  pourront  ^trc  Iraites  d'unr 
maniere  semblablo. 


g  72. — D6toniiination  des  potltes  dilatatioiui,  oa  seconde  approxi- 
mation da  la  solatlon  des  probl^mes  da  la  d6formatiott  das  pU- 
ques  dlastiqaes. 

La  premiere  parlie  de  la  solution  du  problemc  de  la  deformation 
d'une  plaque,  et  qui  a  pour  objet  de  determiner  la  surface  courbc 
d^veloppable  oftVant,  a  unc  premiere  approximation,  la  forme  dou- 
\elle  de  la  surface  m^diane,  supposee  primitivement  plane,  dc  cette 
plaque,  depend,  comme  on  vient  de  le  voir,  dc  lintegration  d'un  sys- 
t^me  d'equalions  diir^rentielles  ordinaires,  ou  entrent,  daiisceqoe 
nous  avons  appelo  K,  M,  N,  [expressions  (273),  (274),  (274a)|Je> 
forces  ext^rieuFts  s^cxei^ant  sur  la  surface  lateralc  cylindrique  de  U 
plaque,  ainsi  que  les  forces  (ordinairemcnt  reduites  a  la  pesanteur 
dans  les  questions d'^quilihre)  qui  agissenta  Tinterieur.  Mais  les  autres 
parties  de  la  solution  ne  pcuvonl  s'effectuer  qu'au  moyen  d'equalions 
auxdifl'^rentielles  parlielles  simultanees  ;  je  me  coritcnlerai  ici  d*indi- 
quer  la  maniere  d*(^tablir  ccs  equations.' 

La  secon<lc  parlie  du  probl(^me  total  se  propose  de  d6terjiiufr 
les  extensions  et  glissemcnls,  c*est-a-dire  les  cliangemcnts  de  lon- 
gueurs et  d'angles  que  nous  avons  appeles  3^,  ?^,  g  =  g^^,  etquc  l^ 

forces  exiericurcs  produisent  dans  les  c6t6s  des  ^l^ments  de  la  pbqin* 
On  pent,  pour  y  arriver,  se  servirdestiois  premiiresequations(2()Tjdu 
g  69,  p.  668,  qui,  lorsque  Tony  met  pourOpO,*  rj,r,,.....  les  valcu^ 
approxiinalives  Irouvees  dans  le  paragraphe  pr6c6dent,  setransfor- 
menten  6i|ualions  aux  differentielles  parlielles,  dans  lesquelles  lou5 
les  coelficients  sont  des  fonctions  connues  de  X,  «,  ou  ce  qui  revient  an 
m^me,  de  a,  b.  Ces  Equations  peuvent  done  servir  a  determiner  ie> 
trois  fonctions  3^,  3^,  g,  dont  il  s'agit.  Leur  solution  la  plus  gcnerale 
comporte  un  certain  degr6  d'arbitraire  qui  disparait,  en  prenanten 
consideiation  les  deux  premieres  Equations  (268),  Equations  qui  do<' 
vent  ^!rc  salisfaites  a  la  peripheric  de  la  plaque.  Jc  remarqu^'f'*' 
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encore  que  Ton  peut,  dans  tous  les  cas,  trouver  la  solution  la.  plus 
generate  des  Equations  (267; ;  propri^tS  particuli^re  et  remarquable 
que  je  me  contente  d*jndiquer  sans  y  insister  davantage. 

Knfin,  la  troisirme  partie  du  probl^mc  compiend  les  petites  correc- 
tions qu*il  faut  laire  ^ubir  aui  valeui*s  dcs  (,  y;,  (,  a,  ^, trouvces  a 

prami^re  approximation,  pour  tenir  compte  dc  ce  que  la  surface  me- 
dianecourb^e  ne  coincide  plus  exactemeni  avec  la  surface  d6velop- 
pable  lorsqu'on  ne  neglige  plus  les  petites  deformations  d^,  9^,  g. 

Pour  determiner  ces  corrections^  je  pose  partout  dans  les  formules 
pr^c^dentes  : 

5  =  5'-|-r,  «  =  i»'"hu' a^a'H-*" 


les  letlres  ranrqu6es  d'un  accent  designant  les  valeurs  approxiaiatives 

qui  viennent  d'fttre  trouvdes  et  les  5'',  r/,.....  a", let  corrections  a 

leur  fairesubir,  et  qui  sonttres petites  du premier ordre.  On  a  d^j^vu, 
au  8  57,  (210  a)  p.  460,  les  formes  lelles  que  a' =p,a — pi,,  «',==...., 
qui  doivent  Aire  donnees  aux  corrections  des  a  afin  de  satisfaire  iden- 
tiquement  aux  relations  connues  (232)  p.  634  qui  duivent  avoir  lieu 
entre  les  neuf  cosinus  «,  3,....  On  pent,  d*apr6s  cela,  poser 

(276  c)  j    p; = q,y  -  9p; .    p; = ??;  -?.?' ,    r  -  q^K  -  ?.?;  • 

(    7 1 = 7»r' — df?; »    7;=77;— 9i7»    7' = ^tr; — ^iy;  ; 

OU  q,  g^  g,  repri>sentent  dc  tres  petites  grandeurs  independantes  les 
unes  des  autres.Iiitroduiles  dans  les  cxprciisions  (235)  der|,r,,r„,  s^,.... 
p.  637,  CCS  valeurs,  en  effectuant  les  mullipiicalions,  ct  effa^anl  les 
termes  contenant  les  produits  des  petiles  quantiles  q,  q^^  9,,  ou  dc 
leurs  dei  ivees  en  a  ou  b,  donnent  : 

ft  ft 

Les  corrections  des  ■-  •  rl  v-  ^e  trouvent  au  moyen  dcs  equations 
(235).  r^  =  3t'i  (!  4-  ^„)  »••••  ^^  supprimant  les  grandeurs  d'ordm  ziwc 


•  • 
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qui  sont  6gales  de  part  et  d*autre,  et  en  ne  conservant  que  les  grao- 
deurs  d'ordrc  sup^rieur;  car,  en  meitant  dans  les  premiers  mero- 
bres,  I'  +  5"  pour  s,    et  dans  les    seconds,  a  +  a!'  pour  a^,  on  a 

j^ — •-  7^  =  (a'  +  «")  (1  +  ^a)  ?^'  ^^^  '®  mfinie  chose  que  a  H-  g,  a' 

—  qoi'  -h  a'  3^ ,  en  meitant  pour  a"  sa  valeur  donate  par  la  premien; 

des  ncuf  ggaiit^s  posecs  tout  a  Theure,  (276c),  et  negligeant  les  pr»- 
duits  tr^s  pelits  du  second  ordre.  Or,  on  peut  effacer,  dans  Ic  pre- 

miermembre,  r-  ,  el  dans  le  second,  a  ,  qui  lui  est  6gal  d'apres  h 

premiere  6quation  (233),  ~  =  aj  (1  -+-3 J,  appliquee  aux  dfelcrmina- 

tions  de  premiere  approximation,  ou  les  dilatations  d.sont  suppot^'v^ 
nuUes.  On  obtient  ainsi  la  premiere  des  egalites  suivantes,  donlb 
autres  s'^tablissent  de  mSme  : 

j^  =  ^i^' — 7«;  -^  \\  I  fb  =  *^  ~ '»"'  "^  "Is + ^^» 


(278) 


|l  _ ^,3' _^3;  +  p;d^,     ^^^J=^3;_^^6'+?;gH.?;,. 


g^=9tt'—q^',-+-('A-  jg  =?t;— 9,7'-i-T;g 


T.J. 


Ces  Equations  sont  tout  juste  suffisuntes  pour  exprimer  les  sii 
quantities  gp  q^,  q,  3^,  3^,  g,  en  fonction  des  quotients  dilTerenlieU  > 

V\  t",  I;".  En  mullipliant  les  Irois  equations  de  chaque  systcmc,  i"e5>|K'C- 
livemcnl  par  a^,  &'i,Yi1  pui^  par  a,  p„  y^*  puis  par  a'.  ^',7'  el  en  atlJi- 
tionnant  chaque  fois,  on  oblient,  en  tenant  compte  des  relatione  om- 

nues  (232)  qui  existent  entrc  les  cosinus  «,,«'. 'os  iqualio:^ 

suivantes  : 


(■^zn 


l.= 


a 


t     T — 


C    It 

ft'   ^^     _L     •   ^'^ 


,  SI" 
^  ^  ia 


f.  ft 
en 


C1CW 


<]l  = 


.,^? 


(279) 


C 

ca 


Pn 


cb 


cm 


«• 
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Mais  Ton  a  d^ja,  en  traitani  la  seconde  partie  du  probl^mc,  enscigne  ' 
comment  se  dSlerminent  ^^y'^f,,  g.  Si  done,  au  moyen  do  ces  six  Equa- 
tions, on  en  forme  trois  qui  ne  conliennent  plus;  Ics  trois  fonctions 
inconnues  9,  on  aura  un  syst^me  d'Equations  aux  differentielles  par- 
tidies  pour  la  determination  de  $",  r/',  C'.  Ce  sysl6me  sc  compose  dcs 
Irois  Equations  suivantes,  dont  lesdeux  premieres  sent  la  premiere  et 
la  cinquigme  (279)  et  dont  la  troisieme  rE^ultc  de  Taddition  de  la 
dcuxiEme  et  de  la  quatriEmc  : 


(280) 


J>.= 

,81" 
'*8a 

+p; 

8v" 
8a 

+t; 

8^" 
8a' 

2»= 

.8V 
'^8b 

-HPi 

81," 
lb 

+  7. 

'8b* 

g  = 

.81" 
'*8a 

+p; 

8ir 

8a 

+7; 

8}," 
ija 

.  ^;"  .  ..  ^rr  .  ,  ^r 


Commc  celles  dont  il  a  EtE  question  plus  haut,  ces  Equations  dont 
on  pent,  dans  tons  Ics  cas,  trouver  les  solutions  les  plus  gEnEralcs, 
comportent,  dans  leur  intEgralion,  un  certain  degre  d*arbitraire.  Pour 
Ic  faire  cesser,  il  faut  Elablir  de  nouvelies  conditions,  savoir  celles 
qui  doivent  Eire  satisfaites  a  la  pEriphErie  de  la  plaque.  Ce$  conditions 
s'obtiennent  en  rElablissant,  dans  les  Equations  qui  ont  servi  &  la  pre- 
miere approximation,  les  termes  trEs  pelits  du  premier  ordre  qui 
avaicntEtEnEgligEs  dans  ce  qui  prEcEde;  mais  il  faut  conserver  en  mEme 
temps,  dans  les  valeurs  u,  v,  u;,  et  dan$  les  expressions  des  tensions, 
les  quantites  d'un  ordre  supErieur  de  petitesse,  et  par  suite  passer, 
dans  les  Equations  (255  a),  (235  b)  a  unc  approximation  supErieure; 
ce  qui  du  reste  s*execute  facilemcnt  conformEment  aux  mEthodes  de- 
veloppEes.  On  arrive  ainsi  a  une  forme  modifiEe  des  deux  derniEres 
Equations  (267)  p.  668  et  dcs  trois  derniEres  (268)  p.  671  (*) ;  etsi, 
dans  ces  Equations,  on  introduit  les  valeurs  approximatives  trouvEcs, 
avec  les  corrections,  les  termes  finis  se  dEtruisent,  tandis  que  les 
termes  trEs  petits  du  premier  ordre  foumissent  les  conditions  cher- 
chEcs. 

Je  viens  de  donner  un  court  exposE  de  la  scrie  des  problEroes  qui 
s'ofTrent  a  rEsoudre  lorsquc  Ton  Etudic  la  flexion  finie  des  plaques 
minces.  11  n'y  a  qu'un  scul  cas  ou  Ton  puisse  avancer  da  vantage  dans 
cette  Etude  ;  c'est  celui  ou  les  courbures  finies  disparaissent,  et  ou  il 
n'y  a  plus  a  trouver  que  les  corrections  k  apporter  k  la  forme  primitive 

(*)  Je  crois,  d'apr^s  les  (281)  ci-apres,  que  ce  sont  plut6t  les  deux  premitrct  (267)  et  lea 
1  i  uiy  premih  es  (208 ) . 
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de  la  surface  mt'^diane.  Cest  ce  probii^me,  de  d^lerminer  la  derormi- 
tion  d'une  plaque  dont  les  diverses  parties  ne  s'ecarlent  que  ires  peu 
de  leur  position  primitive,  que  nous  allons  traiter  d*une  raanierepb 
detaiilec. 


g  73.  —  Petits  d^plaoemaDts  des  points.  —  Retoor  an  cas  g^iiM 
d'nne  contexture  qnl  est  sym^trlqne  mais  qui  n'est  pas  isotropi, 
m*me  ponr  les  diverses  directions  paralldles  anx  bases  da  U 
plaque. 

Lorsque  les  points  de  la  plaque  n*ont  eprouvS  que  dc  lr6s  petits  de- 
placemen  Is,  r^tat  nature!  ou  primitif  o/Jfr^  d^d  la  premiere  appraxi- 
malion.  Dans  ccs  conditions,  les  axes  mobiles  x,  y,  2,  apr6s  les  de- 
placements,  sc  trouvent  partout  sensiblement  dans  la  direction  de> 
axes  fixes  x'.  y\  %' ;  ct  la  premiere  approximation  s*obticnt  en  les  sup- 
po^ant  paranoics,  c*est-&-dire  en  posant : 

alors,  les  Equations  (279)  donneiit  : 


(280  a) 


\= 

ia 

1  — 

fa" 

1t- 

$a' 

9-^-S  =  TI 


—  Vi  = 


lb' 

£1! 
lb' 

lb' 


IV 


^~"*^'*~  lb  '^  ca 


En  mdme  temps,  vu  que  les  grandeurs  que  nous  avoiis,  au  |  pre- 
cedent 72,  appel6es  r',,  r'^.....s'^,....  [ct  d^finies  par  (277)  corame  !« 
(276  c)  d6finissent  les  a',  0\  9,'....]  se  composent  [analogiqucinenl 
aux  r^  r,...Si  dctinis  par  les  (235)  du  §  65  page  637]  dc  produiis  IcK 

quea'-7— *dcs  valeurs  dc  premiere  approximation  a,,  p;...  des  ntMi' 

cosinus,  devcnus  constants,  par  Icnrs  quotients  difT^renliels  devenu> 
nuls,  ces  grandeurs  s*evanouissent ;  celles  r,',  r],  s]\....  devienneiii. 
ainsi,  iilenti«|ucs  aux  r^  r,.  Sp...,  ct  on  obticnt  dc  (277)  g  72,  en  ) 
inettant  pour  q^.  9,,  q,  les  valeurs  qu  on  vient  d  ecrire. 


(280  b) 


Vq,              fV 

^'~ib-'  ib" 

*       ia           I  alb ' 

fq,      ^r 

'"   n~  la*' 

''       lb       ialb  • 

ca            ca- 

Iq            :  'n' 
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Toutos  les  grandeurs  3^,  3^,  g,  r^  r,,  Sp  sonl  done  exprimics  en  fonc- 

lions  des  pelils  deplarem  iits  5",  r,",  1^"  6groiiv6s  par  les  elements  de  la 
surface  mediaric,  a  parlir  dc  la  position  de  repos.  Si  nousintroduisons 
cos  expressions  dans  les  Equations  (267),  (268),  p.  668,  670,  nous 
oblenons  les  formes  modifi^es  de  ces  6(|i)ations  donl  il  est  question  k 
la  (in  du  g  precedent.  11  convient  de  remarquer  qii'ici,  dims  le  ealcul 
d(»s  tensions,  il  n'est  pas  n^cessaire  de  retenir  les  lermes  d'ordre 
siiperieur,  eomme  <m  devait  'le  fairc  dans  les  problemes  concernant 
les  flexions  fmies,  car  ces  termes  se  trouvent  ici  naturellement  d'un 
ordre  plus  elevc  de  petitesse  qu*ils  n*ctuient  alors,  puisque  les  quan- 
lites  r,  s,  qui  etaient  alors  des  grandeurs  fmies,  sont,  maintenant, 
du  premier  ordre  de  petitesse. 

Les  Equations  mentionn^es,  savoir  (267),  p.  668,  relatives  a  tons  les 
points  de  la  plaque,  et  (268),  p.  670,  aux  liniites,  c*esl-a-dire  s*appli- 
quant  aux  seuls  points  de  la  surface  lal^rale  ou  p^ripherique,  don- 
nent,  en  y  faisant  (commencement  du  present  §),  a^  =  P,=y=  1,  les 
aulres  a,  3,  •/,  nuls,  et  en  attribuant  h  J)^,  D^,  g,  ainsiqu  a  r^  r,,  s,,  s, 

Icurs  valeurs  difT^ientielles  donn6cs  tout  a  Theureen  ^""^  y;'',  ("(donl, 
pour  abr6ger,  nous  effagons  les  accents,  en  sorte  que  ^  t;,  ;;  dc^signiMit 
les  tieplacements  tr6s  pe  its  qui  sont  ici  les  a^plucemenls  totaux),  les 
sept  suivantes  (280c)  et  (281). 

Les  dcui  premieres  (280  c)  sont  ce  qui  n'^sulte  des  deux  premieres 
(267) :  les  deux  suivantes  rcsultcnt  des  deux  premieres  (268).  On  y  a, 
comnie  on  voit,  supprime  ce  qui  viendrait  des  termes  afl'ectes  de  ces 
quantit^s  Q^  Q,,  D^  qui  ont  et6  introduites  eomme  facteurs  indetermines 
p.  660  et  662;  en  effet,  si  Ton  lireQ^  Q,  des  deux  derni^res  (268),  un 
a  des  quantitis  tr^  petites  dti  premier  ordre  eomme  ^tant  affeclees, 
on  des  r,  s,  ou  des  moments  A'',  U",  U'',  M'  dont  les  bras  de  levier  sont 
deTordre  de  la  demi*6paisseur  de  la  plaque.  L'on  a  ainsi  d'abord  : 

(280  c)  (  avec  les  conditions  aux  limites  lat^rales : 

Li"  -t)  ib^V-  ~)  -at"'' + in^r>'^p-'T 

(K!4'upons-nous  mainlenant  de  ce  qui  po;.t  r/^sulti'r  des  trois  dernieres 
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(267)  ct  dcs   Irois   dernifercs  (268).  Cellcs-Ia,  en  faisant  de  mem.* 
aj  =z=  3,  =  Y  =  1 ,  et  les  aiUres  «,  p,  v  =  0  se  reduiscnl  a 

• 
lei  nous  ne  pouvons  plus,  comme  dans  i*^lablisscment  des  ^ua- 
lions  (280  c),  n6gliger  les  termes  du  sont  engag^es  les  indgterminea 
Qj,  Of  Tirons  leurs  valeurs  des  deux  dernici^s  des  trois  Equations  qut 
nous  \enons  d*6crire  pour  les  substituer  dans  la  premiere  et  donnons 
^  ^1'  ^i*  ^i*  St  ainsi  qu'i  3^,  3^,  g,  leurs  valeurs  (2806)  ct  280a),  nous 

avons  la  premiere  des  trois  liquations  suivantes  (281). 

La  seconde  et  la  troisi6me  (281)  se  lircnt  des  trois  derniercs  yi<^^ 
qui  sc  r6duisent  (vu  toujours  (3i4  =  p,=Y  =  1  etles  autrcs  a,  p,  y=o 
5  : 

W— ^H-Qicosp+O,sinp  =  0, 

h^  (  i 

U" —  Di  sin  w  —  .—  J =0, 

*      ^       l!2f  \ 


V"  +  D,cosp  — J^j 1=^0 


On  obticnt  d'abord,  en  ajoutant  les  deux  derniercs,  mulCipliteres- 

pectivement  par  cos  p  et  par  sin  p,  ce  qui  elimine  D^,  la  seconde 

(281).  Ensuite  en  tirant  D^  des  deux  mfimes  derni^res  Equations,  oe 

qui  se  fait  en  les  ajoutant  apr^s  les  avoir  multipliecs  par  sin  p  et 

—  cos  p,  ct  substituant,  dans  la  premi6rc  des  trois,  la  valeur  ainsi  ob* 

tenue  pour  D^  ainsi  que  celles  de  0^  et  dc  Q,  que  nous  venons  dc  tirer  de 

.  laquatri^meet  delacinqui6me(267),nous  obtenonslatroisi&me(28li. 

12 
Ccs  Equations  sont,  en  les  mullipliant  par  rr  : 

/  Pour  les  divers  poiiifs  de  la  plaque  : 
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avec  les  conditions  limites  ou  rflali\es  eux  points  de  la  surface 
lat^rale  : 

r/       e"\  t*l  ^  /_      d'e'X  S>'q       ,      .   ,,  ^'C     . 

+  ^2Ur--j^s.np.^-J|^(a-r._^  e'j^.+ 

+^b-r-  ^^  d')  IJ?]  sinA>cosp^2f  ^^(cos«p-sin«;,)  j= 

=  ^j  A''cosp-l-B''sinp  — W'-h^lU'siop— Y"cos/>)l  ;  (*) 

Equations' ou  Ton  pcut  faire,  lorsqu'il  y  a  isotropic  Iransvcrsalc,  con- 
forineincnl  anx  formules  (s)  du  n*  16  bis  de  la  Note  finale  du  §  16, 
page  84,  quelque  diffi&rentc  que  la  contexture  ou  i'61aslicite  puisse 
ulrc  dans  Ic  sens  dc  r6paisscui-  de  la  plaque,  6tat  qui  s'exprimc  par 
a=b  =  2f-f-l',  d'  =  e': 

e'«    .     d'«    o,    f.    A'e'  E'       „    d'e'      K'r)' 

a =  b-— -^  2f+f =ai  =  i zr.i" =i — Si=aiO; 

c  c  c       '     1 — n'»  c      1 — n'«     " 

(281  a) I  ' 

a-P  +  ^^=^'e'  =  a-r=b-P  =  2r=ril,,l  =1=1. 

Le  premier  syst&me  [celui  (280  c)]  dc  quatre  iqualions  provenant 
de  cclies  de  composantes,  ou  d*£quilibre  de  translation,  determine 
compi^tement,  par  Iui-m6me,  les  dipiacements  l,  tj  paroli&les  a  la 
surface  midiane.  Lc  second  sysleme  [celui  (281)]  engendrfi  par  les 
6quation$  de  moments,  ou  d'^quilibre  de  rotation,  determine  les  d6- 
placements  1^  perpendiculaires  a  cette  surface  lorsque  les  premiers 
sontconnus.  Dans  la  premifere  Equation  du  syst^me  (281),  Ton  n'a 
pas  pu  nigliger  absolumcnt  les  produits  des  d6placements  entre  eux 
ou  avec  leurs  d6rivees  parce  qu*ils  son!  divises  par  la  quantity  tr^s 
petite  A*.  Ces  termes  ont  d*ailleurs  une  influence  trfes  significative. 

En  ce  qui  concerne  le  premier  syst&me  (280  c),  il  convient  deremar- 
quer  qu'il  coincide  avec  celui  des  Equations  (156),   (154)  du  g  45, 

(*)  Celte  deriii^re  Equation  (281)  est  cellc  dite  de  fusion  des  couples  de  torsion  avec  les 
efforts  traiichanls.  Voyez  lc  n*  LX  do  Vhintorique  <'n  tdtc  dc  I'Milion  annot6e  (18<)i;  des 
La  0118  de  Navier,  el  le  n*  17  de  la  Note  ci-npr6s  de  la  liii  ilu  present  1$  To.  i 
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pages  518,  519,  relatif  a  i*^quilibre  d'une  plaque  d*£paisseur  quel- 
conquc  qui  n*est  sollicit^e,  sur  sa  face  lat^rale  cyiindrique,  que  par 
des  forces  appliquces  parall<^lemeut  a  la  surface  mediane,  et  symelri- 
quement  distribuecs  de  mani&re  a  produire  seulemenl  de^  extension^ 
bans  toi*sioii.  La  seule  difference  en  tie  nos  equations  aclnelles  et  celle> 
que  nous  citons  consiste  en  cc  que  relles-ci  conliennent  des  termes 
dependant  de  forces  agissant  a  rint^rieur  de  la  plaque  et,  par  cootn\ 
ne  conliennent  pas  ceux  qui,  dans  les  6qualions  du  present  g,  sonl 
multiplies  par  les  puissances  superieures  de  h. 

Je  vais  traiter  les  deux  syst^mes  (280  c)  et  (28i)  pour  Ic  casd*une 
plaque  circulaire.  Pour  le  premier  sysli^me,  je  ne  ferai  aucune  hypo- 
th6se  sur  la  nature  des  forces  ext(^rieures ;  mais  pour  le'  second,  j'in< 
troduirai,  afm  de  siinplifier,  rhypoth^se  que  les  dcplacements  I,  r,, 
parall(^les.a  la  surface  midiane,  et  qui  figurent  dans  les  6quationN 
(281),  consistent  principalement  en  une  extension  uniforme  qui  serait 
communiquee  a  la  plaque  enti6re.  Cette  hypothese  n'exclut  pas  Iec3> 
ou  d*autres  dcplacements  paralleles  a  la  surface  m6diane  so  produi* 
sent  en  mdine  temps,  pourvu  qu*ils  soient  as>ez  petil^  pour  qu'on 
puisse  les  negliger  dans  le  second  membre  de  la  premiere  (^{ualion 
(281).  J*admettrai  done  que  les  grandeurs  I,  t;.  tigurant  danscclte 
premiere  Equation  (281),  sont  cibtenues  au  moyen  du  sysleme  (280ri 
en  y  faisant  ^ales  a  zero  les  forces  k\  li'  qui  agissent  sur  les  poinl^ 
de  rinterieur,  et  en  n^mplaQant  les  forces  C,  V,  appliquees  au  Dord,pr 
une  force  de  traction  noimale  Cgale  en  tous  les  points  el  dont  la 
valeur  soit  T  par  unit^  de  surface,  de  sorte  que 

U'  =  TA  cos  p,  V  =  TA  sin  p. 

Dans  ce  cas,  ou  Ton  suppose  aussi  (281  a)  que  la  plaque  est  d*^le 
contexture  dans  li*s  directions  paralleles  a  ses  bases,  les  qualre  Equa- 
tions (280  c)  d*equilibre  horizontal  sont  satisfaitcs  par 

Substituant  dans  la  premiere  (281)  divis^c  par 

_     E' 

ellc  se  reduil  a 


fir        9w      f\y     l^n— n'*\   /f'^i   F*z\    12(1— n'M/       f  K'  f 
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Etles  mAmes  6qualions  (280  c)  donnent,  alors,  3^  6tant  la  dilatation 
horizontale  du  plan  moyen, 

^^^^^^    IJ-;-«;-^°^2]S;::i)— "¥~^'  -Kr^T  =  (l4-9)^=^pV 

* 

D'ou,  si  Torigine  des  a,  b  n'a  subi  aucun  d^placemcnt,  ces  solutions 
dcs  Equations  (280  c) 

Nous  donnerons  plus  tard  la  transformalion  que  doit  subir  I'^qua- 
lion  (282)  pour  6lre  appliquee  aux  problemcs  de  vibrations.  Mais, 
pour  les  problemes  d'equilibre,  traites  dans  cc  qui  suit,  nous  pose- 
rons,  en  particulier  S.  =  D^  =  0,  ou  T  =  0,  ce  qui  annulc  le  qua- 
Irieme  terme  du  premier  membra  (*). 


NOTE  FINALE  DU  g  73. 


(*)  Th6orie  de  la  flexion  et  des  autres  petites  d6foniiations  des 
plaques  6Iastiqaes  planes  minces,  tir6e  directement  des  Equa- 
tions diffErentielles  g«n«rales  de  r«qnilibre  d'^lasticiM  des  solides. 

i .  Generalites  sur  un  etablissement  direct  et  nouveau  des  equations  diffe- 
rentielles  des  petits  de'placements  des  points  des  plaques  de  petite  e'paisseur^ 
dent  la  surface  mediane  est  un  plan.  —  La  principale  de  ces  Equations,  celle 
qui  porte  ci-dessus  le  n?  282,  pcut  Stre  ecrite,  si  Ton  y  met  ^,  y  au  lieu  de 
a,  b  pour  les  coordonnees  rectangles  parallelcs  k  la  surface  mediane 
5=0,  puis  u;^  =  (m^)s  =  o  au  lieu  de  ?,  pour  les  d^placements  normaux  de 
ces  points,  et  si  Ton  efface  le  terme  affects  de  la  tension  gSn^rale  T,  qui  n'a 
d'iniluence  qu*exceptionnellement  comme  on  dira  au  n^  10, 

C*est  I'equation  tr^s  connue  trouvee  en  1813,  sans  dSmonstralion,  dans  les 
papiers  de  Lagrange,  qui  y  6tait  arrive  en  1811  en  examinant  la  tentative 
faite  par  Sophie  Germain  d'^tendre  aux  plaques  la  m^thode  expos^e  dans  la 
MicANiQUE  A?iALTTiQiE  (*)  pour  exprimcr  r^quilibre  des  simples  Gls  ou  lames 
61astiques ;  m^thode  revenant  k  6galer  le  moment  virtuel  total  des  forces 
flechissant  une  pareille  lame,  ill  une  constante  multipli^e  par  la  somme 


rill       r/lX*  ds 

ds  ^  S  -=::t  S  I  {"]  ds  des  moments  virtuels  des  resistances  —  de 
P      P      2     J  Vp/  P 


(*)  Premiere  partie,  section  V,  article  49. 


ses 
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elemeiils  d$  ayant  Jes  rayons  de  courbure  p ;  ou,  ce  qui  roviciit  au  m^me,  i 
Tegaler  k  la  variation  ou  diflerentielle  par  S  d*un  polentiel^   j  ds  1-) 

ces  resistanpes  elastiques  proportionnelles  anx  coarbures  prises  ~. 

P 
Mais,  ainsi  que  nous  Tavons  dit  a  notre  Avertissement^  mis  a  la  soile  do  I 

preface  de  Glebsch,  cette  equation  classique  (a)  de  Tequilibre  des  plaquif^. 

n*a  pas  encore  re^u  de  demonstration  satisfaisante  et  claire  (*). 

Poisson  a  renonc^  a  cello  qu*il  en  avait  presentee  en  1812,  el  ou  il  attri- 

buait  k  la  matiere  de  la  plaque  une  constitution  fort  ^loign^  de  la  realite  i*^ . 

Gelle  qu'il  y  a  substituee  en  1828  ('")  et  celle  du  ra^me  genre  qu'ea  a  donii'-t 

en  m^me  temps  Cauchy  (**'*)  seront ,  nous  le  pensons,  reconnues  insufth 

santes  apres  Texaaien  qui  en  sera  fait  au  n**  23  ci-apres.  Celle  qui  a  e:*. 

donnee  par  Navier,  dans  son  tresremarquable  travail  de  1820,  sur  lequel  n<>s- 

('}  On  pcul  \oir  bui  ii*"  LIX  ei  LX  de  V Uitslinitfue  que  uous  avous  uiis  eii  l^te  de  la  u^*)- 
si^me  ^itioii  (18G4)  du  Hinumi  des  Lrgons  de  Xavier^  un  expose  de  divenes  recbercb^ 
fdites  sur  ce  sujet  depuis^  I'essai,  de  1787,  du  dernier  Jacques  Bernoulli,  qui  proposaii.  >')l^ 

y  msister,  de  prendre-^—  -+-  -rrx  =  F  (x,y). 

L'idte  qu'eul  mademoiselle  Sophie  Germain  d'dgaler,  au  moment  Yirtuel  total  des  forio^ 

cxtcrieures  qui  ont  donne  aux  elements  dxdy  de  la  plaque  des  courbures  priodpales,  -•-* 

1  1 

taiiccd  uiasliques  suppos^es  proportionnelles  &  "+'>*  ^  ^*^^  doute  M  heureuae  paisqoe, 

traits  correctement  par  Lagrange,  elle  a  fait,  d^couvrir  la  vMtable  ^uatioo  (a)  imdr/Uv 
ou  s'appliquant  a  tous  les  points  du  feuillet  moyen  de  la  plaque.  Mais  personne  n'en  a  « 

la  une  demonstration  surtisante;  et  d'ailleurs,  celte  expression  ^  i  jj  oe  foomit  pt.ut. 

par  les  termes  qu'ou  fait  sortir  d'un  des  deux  signes  /  en  integrant  par  parlies,  les  vr^.  -^ 

conditions  definie*  k  remplir  au  contour,  ce  qui  vient  de  ce  que  le  vrai  poie9ttiei.  pi<ir 

(1       1  \* 
— H->j,   mais  Test  k  ce   carre    aupik&te 

1        1 
d*un  terme  proportionnel  k  la  somme  -;  +  -7i ;  laquelle,  traitee  de  la  rotoe  maniere  qc- 

i'autre  partie,  fournit  comme  cclle-ci  le  trindme  difT^renliel  du  quatriime  ordre. 

C'est  cc  qu'a  reconnu  et  tris  bien  fait  voir  M.  Kirchhoff  dans  son  remarquable  Memtrt^^ 
de  1848-50,  ainsi  que  nous  I'avons  roontre  aux  pages  cclfj,  cclvij  de  VHittarique  dte. 

Qu'on  me  permctle  de  profiler  de  roccasion  qui  s'en  pi*^ente  pour  faire  remarquer  qx 
I'on  oblient  d'une  maniere  plus  simple  Texpression  calculi  page  cclvij,  de  la  seeonde  part" 
du  potentiel  moleculaire,  en  no  prenant  pas  pour  axes  des  x  et  y  les  directions  des  diLt.' 
lions  ou  des  courbures  principalea  en  un  point  quelconque,  mats  ensupposaut  de  R'L 
(T.  =:  0 ,  g.t/  =  0  qui  r^sultent  de  rhypoth6se  d'approximation  faile  par  M.  UrcfahoA  p-  ^ 

le  cnlculer. 

(")  M^moire  tur  la  surface  6laitiqu€^  au  volume  de  181S  des  Mtooires  de  la  pttat^  • 
clatse  de  I'lnstitut,  publics  en  1814. 

(•••)  M^m.  sur  ViquiUbre  el  le  mouvemeiit  des  carps  ^lasUqnes^  au  I.  VIII  des 
de  PAcad.  des  sciences. 

(***')  Exercices  de  tnathimatiques^  t.  HI,  p.  328  ct  suivantes. 


a  uiic  s  )iniiio 
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reviendrons  au  n**  34,  se  ressent  de  ce  que  rexcellent  ingenieur-aualyste 
n'etait  pas  encore  en  possession  de  cette  th^orie  g^n^rale  de  T^quilibre 
d'elasticit^,  qui  fut  fondle  par  lui  Tanu^e  suivante;  et  d*ailleurs,  cette 
demonstration  se  base,  comme  celle  du  beau  rn^moire  cit^  de  H.  Kirchhoff 
de  1848-1850  f),  sur  la  supposition  que  les  petites  lignes  droites  materielies, 
primitivement  normaies  k  la  surface  m^dinne  de  la  plaque,  sont  resides  ezac- 
teraent  rectiligncs  el  normaies  k  cette  surface  devenue  courbe :  or  cette 
supposition  g^n^rale  n*est  pas  exacte  puisqu*clle  revient  k  annuler  les  glis- 
seraents  g„,  g.^  ou  les  composantes  de  tension  t^^,  l,^,  et  par  consequent  les 
eiTorts  tranchants  qui  ordinairement  jouent  un  rdle  essentiel  (Note  finale 
du  g  45,  n<>"6,  8).  Enfin  Clebsch  lui-m^me  (§§  64  k  75  ci-dessus),  tout  en  ne 
donnant  que  des  conclusions  justes,  s'est  trouv^  aussi  oblige,  par  sa  nielhode, 
d*annuler  [d^s  son  g  66,  form.  (240)]  t„,  t,y  en  m^me  temps  que  t^,.  Kt  cette 
simplification  du  point  de  depart  n*empAche  pas  son  exposition,  du  reste 
ingenieuse,  d*eire  obscure,  indirecte,  fort  compliquee,  ce  qui  tient  non  pas 
seulement  k  ce  qu*il  a  voulu  embrasser  le  cas  purement  curieux  ou  des 
(leplacements  finis  transforment  d  abord  le  plan  moyen  en  une  surface  d^ve- 
loppable  et  aussi  k  ce  qu*il  a  cru  n^cessaire  de  partager  la  plaque  en  Ele- 
ments dont  chacun  a  ses  coordonn^es  propres  k  origine  mobile  qu'il  faut 
cnsuite  transformer  eii  Taisant  des  suppositions  discutables,  mais  encore  k  ce 
qu'il  a  fait  usage  de  considerations  mettant  dans  la  n^cessite  de  composer 
j^  68,  expression  (257  b)]  un  termc  soustractif  pour  faire  disparaitre  «  une 
errour  »  ou  corriger  une  sorte  de  double  emploi  que  ces  considerations 
imposent.  II  faut  convenir  aussi  que  si  la  m^thode  de  la  Mecanique  analytique 
mise  en  oeuvre  par  le  calcul  des  variations  pent  offrir  quelques  a  vantages, 
celui,  par  exeraple,  qui  lui  est  souvent  attribu6,  de  fournir  le  nombre  d*e- 
quations  d^Gnies  justement  necessairet  en  sorte  que  son  usage  a  pu  faire  aper- 
cevoir  la  reunion  possible  de  deux  des  Equations  de  Poisson  en  une  seule, 
cette  methode  est  toujours  fort  detouruEe  et  bien  peu  propre  k  Eclairer 
I'esprit  sur  la  vraie  raison  des  conclusions  ainsi  que  sur  leur  sens  gEomE- 
trique.D*ailIeurs  on  pent  remarquer  qu*elle  cesserait  de  s'appliquer  si  les 
forces  en  jeu  n'avaient  pas  de  potentiel  (**). 

Or  M.  Boussinesq,  en  reprenant,  sur  notre  invitation,  le  problEme  des  pla- 
ques minces,  dans  la  deuxiEme  partie  d*une  Elude  de  1871  sur  TEquilibre  et 
le  mouvement  des  sol  ides  dont  certaines  dimensions  sont  Ires  petites  par 
rapport  k  d*autres,  et  surtout  dans  son  Complement  de  1879,  que  nous 
Qvons  dej&  citE  pour  les  tiges  au  n*"  8  de  notre  note  du  g  28,  a  montre  (**') 

(')  Gomptfis  rendus  16  octobre  1848,  p.  304  ct  Journal  de  Crelle,  XL*  volume,  1850.  Ueber 
gleichgewicht  und  Bewegung  einer  elastichen  Scheibe. 

('*)  Ainsi  qu'il  arriverait,  par  exempie,  si  Ton  avail  &  mettre  en  jeu  un  frottement,  tel  que 
celui  de  I'archet  sur  les  plaques  sonores  de  Cliladni,  dont  les  curieuses  experiences  ont  txib 
Toccasion  de  ce  programme  de  ((rand  prix  qui  a  determine  en  1810  les  recberches  de  So- 
phie Germain  suivies  de  la  dteouvcrle,  par  Lagrange,  de  I'^quaUon  (a). 

("*)  Comptes  rendus,  3et  10  avril  1871,  p.  407  et  449,  el  Journal  de*  math/matique*, 
inAme  ann^,  aoAt,  p.  125-214.  Complement  k  cette  dtude,  1870,  mdmc  Journal,  pages  163, 
*>29;  surtout  pour  le  pr6ambule,  p.  103,  commun  aux  tiges  et  aux  plaques;  puis  page  329 
pour  les  plaques  seules. 
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qu*on  pouvait  Ires  bien,  sans  mettre  en  ceMwe  le  calcul  des  variatioas 
eviter  ce  qui  a  616  regard^  comme  une  crreur  de  Poisson,  ou  fondre  facil^ 
mrnt  en  une  seule  ces  deux  equations  definies  au  contour  qu'on  lai  i 
reproche d'avoir  separ6es.  II  a  reconnu  aussi  que  la theoric de  lequilibre  dt^ 
plaques  pouvait,  comme  on  a  vu  pour  celle  de  i*equilibre  des  tiges,  et  mf.v 
plus  facilement,  6tre  d6duite  simplemcnt  de  ce  que  pr6sente  de  particulk; 
leur  forme  aplatie,  en  en  tirant  les  consequences  cinematiques  et  statiqii« 

Nous  allons  exposer  cette  mani6re  nouvelle,  en  modidant  sur  quelqn^ 
points  la  marche  du  savant  professeur  de  la  facul(6  de  Lille,  et  en  n'^u^ 
abstenant,  pour  6tre  facilement  intelligible,  de  cette  grande  generalisatio 
par  laquelle  il  a  compris,  dans  son  analyse,  des  plaques  het6rogenes,  cuor 
posees  de  tranches  ou  de  feuillets  d*elasticit6s  difT6rentes,  etc. 

Nous  commencerons,  apres  avoir  d^fini  (n<*  2)  nos  notations,  par  d^inoatnf 
d*une  maniere  simple  (n^  3)  T^quation  difl'erentielle  du  quatriemc  ordre  df 
Lagrange,  modifi6e  de  mani6re  k  s'appliquer  k  une  contexture  non  isotn>f^« 
de  la  mati6re.  Ensuite  (iV*  4),  nous  justifierons  avec  detail,  en  les  fondant  >Qr 
la  nature  ou  la  simple  definition  g6om6trique  de  cette  esp6ce  de  solide,  i^ 
suppositions  mises  en  oeuvre  comme  approximation  sufYisante  et  daaUat 
plus  grande  que  son  6paisseur  est  plus  petite.  Puis  nous  etablirous  les  equ^ 
tions,  aussi  ind6fini.es  ou  applicables  a  tous  les  points  ou  se  trouvent  enp^s 
leurs  petits  deplacements  parall6ies  aux  faces,  et  nous  completerons  iV^ui* 
tiou  des  deplacements  normaux  en  y  embrassant  le  cas  de  la  membrane,  oa 
de  fortes  tensions  parall61es  aux  faces.  Ensuite^  nous  6tablirons  les  coodf 
tions  definies  applicables  aux  points  du  contour,  en  discutant  avec  sola  Ic^ur 
nombre,  et  par  cons6quent  un  point  qui  a  6t6  Tobjet  d'une  vive  controvery 
paraissant  avoir  pris  fin,  et  amener  la  conclusion  que  ce  nombre  de  coadn 
tions,  et,  aussi  les  termes  a  y  faire  entrer,  doivent  6tre  boni6s  a  ce  qu  ■' 
indique  M.  Kirchhoff,  m6me  quand  ou  ne  fait  pas  avec  lui  rhypotbe^c 
simplificatrice  de  conservation  de  la  normalite,  au  feuillet  moyen  devenu 
courbe ,  des  petites  lignes  materielies  qui  lui  etaient  normales  aTaol  m 
llexion.  Nous  terminerons  par  des  applications  des  6quations  aux  flexions  dt? 
plaques  circulaires  minces,  en  montrant  la  conformite  des  resultats  «>tH; 
ceux  que  nous  avons  trouves  d*une  autre  mani6re  k  la  note  du  §  45,  enfii 
par  leur  application  aussi  k  des  plaques  rectangulaires,  en  faisant  coaoaltrv 
et  6tendant  les  remarquables  solutions  de  Navier  de  18!20,  k  peu  pres  iik- 
dites,  et  faisant  disparaltre  un  apparent  paradoxe  qui  Ta  embarrasse  pare: 
que  la  th6orie  de  r61asticit6  des  solides,  dont  rann6e  suivante  il  a  ^te  I'io- 
venteur,  n*etait  pas  encore  cr66e  et  compl6tee  par  les  tli6or6mes  de  Cancb) 
sur  les  tensions  ou  pressions  dans  les  corps  de  toute  nature. 

2.  Notations  dont  nous  nous  servirons.  —  Soil  une  plaque  d*iuie  epib- 
seur  tr6s  petite 

constanle  ou  peu  et  graduellement  variable,  mais  symetriquenient  diw>K  i 
par  un  plan  quo  nous  prendrons  pour  celui  des  :ry  ;  plan  que,  pour  fixer  it^ 


»JX»' 
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id^es,  nous  supposerons  horizontal,  et  que  nous  appellerons  le  feuillet  moyen^ 
en  nommant  g^n^raleraent  feuilleU  les  surfaces  int^rieures  sensiblement 
parall^les  aux  deux  faces  et  partageant  les  plaques  en  couches,  comme  nous 
appelons  fibres  les  lignes  mat^rielles  longitudinales  dans  les  tiges.  Nous 
nommerons 

tto.  t'o»  ^0  les  valeurs,  pour  5  =  0,  ou  pour  un  point  (x,  y)  de.  ce  fexUllet 
moyen,  des  petits  d^placements  u,  v,  w,  de  sens  x^y^z; 

^xf  ^i,  gSyt  les  valeurs,  aussi  pour  2  =  0,  des  deformations  i^,  d^,  g^ ; 

tjy,  (  ^^j  , les  valeurs,  encore  pour  2  =  0,  des  tensions 

et  de  Icurs  d^riy^es  en  ^,  y,  2,  pour  I'unit^  superficielle  des  faces  ou  elles 
agissent ; 

t «»  t'yy»  t'^y  des  quanlil^s  dont  nous  dirons  au  n«  6  Torigine  et  qui  r6- 
sulteronl  de  ce  que,  dans  t^_p,  t^^,  t^^^  rMuits  h  n6lre  fonctions  que  des  trois 

deformations  3^,  3y,  g^,  on  aura  mis&  leur  place  respect  1  vement  y^*  -rr-^t 

i)xPy ' 

(t5jj  =  -hiou-o  ou(t„),.  (t^s)-,,  ou  simplement  t^,  t;;,   les   valeurs 

i\e  t,.,  et  do  mSme  pour  i„^  t^^,  qui  sont   lelatives  li  z  =  g  ou  ill  z= —  c, 

c'est-S-dire  aux  points  des  surfaces  sup^rieure  et  inferieure  de  la  plaque, 

par  unite  de  leurs  elements  superficiels. 
Et  rappelons  ces notations  deClebsch,pourun  point  quelconque  (x,  y,  z)  : 

A,  B,  G,  les  forces  mot  rices  ou  d*inertie  agissant  [§  68  (263  b)]  sur  Tunite 
de  volume  de  la  matiere,  dans  les  sens  x,  y,  z; 

U,  V,  W,  celles  qui  agissent,  aussi  dans  les  sens  or,  y,  2,  sur  Tuniie  super- 
ficielle d'un  element  ds  dz  du  cylindre  contournant,  ds  etant  un  element 
de  Tare  n  du  contour  du  feuillet  moyen; 


^f 


A',  B',  C\  U',  V\  W  =  /       (A,  B,  C,  U,  V,  W)  dz ; 


J  —  € 


A",  B",  C",  U",  y\  W  =  p  ^  (A,  B,  C,  U,  V,  W)  zdz ; 

p  =  It,  X,  Tangle  fait  avec  les  x  par  une  normale  n  au  cylindre  contournant 

ou  k  sa  coupe  par  le  feuillet  moyen. 

Appelons  encore  : 
H|,  le  moment  dit  de  flexion  au  contour  pour  Tunite  de  sa  longueur;  ou 

\ds  le  moment,  autour  de  reiement  d«,  des  forces  qui  agissent  sur  la 

bande  2cr/s  ayant  toute  la  petite  hauteur  2c  du  cylindre  contournant; 
M.,  le  moment  de  torsion  au  contour,  aussi  pour  Tunite  de  sa  longueur ;   * 

ou  Vl^di  le  moment  autour  de  la  normale  n,  des  mdmes  forces  agissant 

sur  la  bande  2$  ds, 

o.  Equation  differentieUe  indeflnie  des  deplacements  w^  des  divers  points 
(<^»  y*  0)  dn  feuillet  moyen  de  la  plaque.  —  Nous  deduirons  cette  equation  de 
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celles  de  T^quilibre  de  translation  (24  du  g  i2)  d*un  61toent  dxdi^di. 
dans  les  sens  x,  y^  Zy  d*un  corps  quelconque  : 

H      di       s)i  H       di       a  n       f\       ;i 

Les  d^riv^es  en  Xy  y  des  trois  composantes  de  tension  t^,  t^^.  t^  peuT^t. 
comme  on  va  voir,  s*exprimer  en  fonction  de  celles  du  deplacemeal  ir^  d« 
points  du  feuillet  rooyen  :  il  convient  done  d*^liminer,  des  equations  qo'w 
vientde  poser,  les  autres  d^rivees,  qui  sont  celles  des  composantes  U^.,  t^,  t^ 
agissant  sur  des  plans  paralleles  k  ce  feuillet,  de  mani^re  k  avoir  une  equa- 
tion ou  n*entrent,  avec  les  premieres  composantes,  que  des  quanlites  con- 
nues.  On  y  parviendra  en  ajoulant  la  troisi^me  des  equations  {h)  aui  deui 
premieres  multipli^es  par  z  apr^s  avoir  ^t^  respectivement  difTerenliees  par 
rapport  &  a:  et  k  y,  puis  en  integrant,  entre  les  limites  — s,  +  c  de  r6paiss<>ar 
de  la  plaque,  cette  Equation  somme  multipliee  par  dz;  car  des  int^gratiuss 
par  parties  produiront  la  destruction  mutuelle  de  plusieurs  termes.  €*est  c^ 
qu*on  produira  m^me  simplement,  avant  les  integrations,  si  Ton  remplace. 
dans  les  deux  premiers  termes  de  la  troisi^me  Equation  (6),  t^^  et  t^.  par  le^ 
seconds  membres  des  identil^s 


mzi  )       01  fizi  ) 


rt 


^  '  xi'  <Jz  eJz  ^y,  —      cz  oZ 

car  Teffet  en  sera,  dans  Tequation  somme,  la  disparition  de  quatre  temie^. 
ce  qui  la  r^duira  k 

id\'^l    ''  a-  9 fy  -I yy  \  j^  ^       "  _L  ^  __=y   1     -»  1  .  r  -^  1  '  **  I 

^'^\-fxi-^^i^y^T^)^Tx.'^^r-^ry~rz-^Ti-^'\rT^r9^'' 

en  sorte  qu'en  integrant  de3= —  tkz^-^-t  apres  avoir  multiplie  par  ai, 
les  trois  termes  qui  restent  en  t^,  t,^,  I,,  ne  fourniront  que  des  qoantites 
cens^es  connues.  Le  premier,  par  exemple,  donnera,  d*apr^  la  notation  dc 

n*»  precedent,  —  elj  — ( — *)  t^  .  On  pourra  torire  (mtoe  n*)  A",  B',C 
k  la  place  de  fkzdz,  fhzdz^  fCdz;  il  en  r^sultera  T^ation  d'^ilibr* 

oij  Ton  a 


expression  dans  laquelle  tout  est  cens^  donn^  et  connu  en  r,  y,  et  dont  on 
n  aura  k  consener  le  plus  ordinairement  que  les  deux  premiers  termes. 

Cette  Equation  (e)  est,  jusqu'ici,  tr^s  g^n^rale,  puisqu*elle  convient  qu^H*- 
que  soit  la  mati^re  de  la  plaque  et  quelle  que  soit  son  ^paisseur  3c,  consUftfi* 
ou  variable. 
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Or  je  dis  qu'elle  se  changera  en  une  autre  ayant  Wq  pour  seule  inconnue 
et  comprenant  comme  cas  particulier  celle  de  Lagrange,  si,  pour  une 
matiere  de  contexture  sym^trique,  Ton  fait  les  deux  suppositions  suivantes, 
qui  seront  justifi^es  ensuite  pour  2c  tr^s  petit : 

i^  Qu*on  ait  partout  (ce  qui  a  6t6  suppose  par  tous  les  auteurs  ayant  6crit 
sur  les  plaques)  (*). 

S""  Qu'on  puisse  prendre  aussi  partout,  si  le  feuillet  moyen  s*est  courbd 

sans  se  dilater  et  si  p,  p'  d^signent  les  rayons  de  courbure  de  ses  coupes 

z  z 

parall^les  aux zx  et sy,  3^  =  -'  3^  =  -;,  ou  ce  qui  est  lam^me  chose 

supposition  qui  paraitra  naturelle  et  rationnelle  puisqu'elle  revient  k  com- 
poser ensemble  ou  superposer,  comme  a  vu  &  la  note  fmale  du  §  45,  [for- 
mules  (d),  (u)  des  n"  3,  5],  deux  flexions  cylindriques,  h.  angle  droit  I'une  sur 
Tautre,  d*un  61^ment  de  la  plaque  (supposition  analogue  aussi  k  ce  qu'on  a 
pour  les  tiges,  ou  ellc  se  realise  lors  mSme  que  des  efforts  tranchants  infl^- 
chissent  leg^rement  les  sections). 

En  effet  1<^  si  la  matiere  de  la  plaque  poss^de  trois  plans  de  sym^trie  de 
contexture  perpendiculaires  aux  Xytj,  z,  on  a[formules  (g)  de  la  Note  fmale 
du  §  16  d6j^  reproduites  au  §  66  sous  le  n9  (239  a')]-: 

[  t    =a<)  H-PD  -l-e'3  ,  t    =dg^  , 

y  XX  X  '        y   *         z*  yx         °yi 

(i)      I  t    =P<)  H-bD  +d'3  ,  t    =reg    , 

V  /        1  yy  X  y  z*  zx  ^xx 

(  t    =6'^   +d'a  -f-cD  .  t_=fg    . 

^  33  J5   '         y   *        3  xy         ^xy 

D*ou,  si  Ton  fait  [g)  t„  =  0  dans  la  troisieme  de  gauche,  ces  expressions 
d6ja  trouv^es  aux  gg  66,  etc. 

2*'  Les  suppositions  [h)  iiitroduiles  dans  -sr-Tr  i^.=^  sr-^r  f  (  —  H — ^  i 


(*)  'fir^    =— 2«f 


i)xdy   xy  ifx^gfy^ 


C)  Mdrae  les  deux  derniers,  M.  Boussinesq  et  N.  L^yy.  Yoyez  pour  celui-ci,  dans  son  M^ 
moire  sur  les  plaques,  du  Journal  dea  mathimatique»t  Tolume  de  1876,  la  quatri^me  des 
formules  XI  qui  sont  relalives  &  une  plaque  d'^paisseur  quelconque ;  puis,  pour  les  forroules 
compl^entaires  qu'il  ajoute,  au  §  III,  k  celle  du  §[II,  ses  exprehsions  (17),  et  le  r^sultat  de 
leur  substitution  dans  la  troisieme  (2);  enfln  au  g  V,  apr^  I'introduction  de  forces  d'abord 
^straites  (oomme  la  pesanteur  et  Tinertie),  la  quatri^me  des  formules  (39). 
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Si  Ton  substitue  cette  expression  ainsi  que  celles  (7)  difTerentiees  deui 
fois,  1  une  en  x^  Tautre  en  y^  dans  Tequation  d*eqailibre  trouTee  [e)  en  mel- 
tant  pour  d^,  d„  leurs  valeurs  [h),  comme  les  w^  sont  independants  de  U 
coordonnee  z^  ils  sortiront  des  signes  d*integration  ;  et  comme  toat  se  troo- 
vera  multiplie  par 

il  en  r^sultera  i'equation  en  w^  du  quatri^me  ordre 

Elle  est  plus  g^n^rale  que  celle  (a)  de  Lagrange ;  et  elle  se  confond  a^t-c 
celie-ci,  non  seulement  quand  la  mati^re  est  completement  isotrope  coram* 
il  Ta  suppose  ainsi  que  Navier,  Poisson,  Gauchy,  mais  encore  lorsque  l*egalite 
de  contexture  n*a  lieu  que  dans  les  divers  sens  paralieles  au  feuillet  mo>en. 
r^lasticit^  pouvant  dtre  aussi  differente  qu'on  veut  dans  le  sens  perpendt- 
culaire.  On  a  en  effet,  alors  [note  du  g  16  form,  (h),  (x)  pp.  77, 8r»,  etc.\ 

e'»  d'e'  d'* 

in)      '  a=:b  =  2f+r,     d'  =  e',     a-— =  2f -ff-— =b  -  —  =  a,, 
^  '  c  c  c 

t 

2(^ 
d*ou  en  divisant  par  -^  ainsi  que  par  ce  coefficient  iVelasticite  a|  que  nous 

avons  dit  (note  du  g  16,  p.  83,  et  note  du  §  45,  p.  339)  6tre  propre  aus  pit- 
quet  dont  la  matierc  a  cette  contexture  assez  ordinaire  : 

Telle  nous  paratt  6lre  jusqu'ti  prfeent,  en  la  confirmnnt  comme  on  va  vnir 
quant  aux  deux  suppositions  gen^ralement  faites  (g)^  (h),  la  demonstratioti 
la  plus  nature!  le  de  Tequation  principale,  etendue  pour  une  contexture 
non  isotrope,  de  T^quilibre  des  plaques  dans  un  sens  perpendiculaire  k  leur 
feuillet  moyen. 

4.  Raisom  et  veritable  sicns  dea  mppositions  (g),  (h)  faites  pour  arrivT  i 
Veqnation  (o)  du  quatrieme  ordre  en  Wq,  —  A  d^faut  de  solutions  gener3l«*> 
et  exactes  que  I'analyse  nous  refuse  pour  r<^quilibre  d'elasticito  de  corp>dt? 
formes  quelconques,  cos  sortes  de  suppositions  se  font  h  I'effet  d*ol>leni'r  d^ 
solutions  approxiinatives  applicables  a  des  corps  speciaux,  comme  on  a  ^i 
qu'il  a  et^  fait  pour  les  tigcs  k  la  Note  du  g  28.    . 

Le  vrai  sens  de  la  premiere  (g),  t,^  =  0,  que  nous  faisons  ici  pour  les  pla- 
ques, n*est  done  point  que  I'equation  obtenue  (o)  soit  applicable  seulennH 
quand  les  forces  ext^rienres  se  trouvent^tre  telles  qu  on  ait  la  composjinte 
de  tension  t  r^ellement  zero  partout,  ce  qui  exclurait  lescas  ou  la  plaque 
supporte  une  cbarge  repartie  siir  sa  face  superiture  :  en  la  faisant,  wto- 
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tend  seulement  que  pour  tous  les  syst^mes  de  forces  non  exceptionnelles,  les 
deformations  se  distribuent  d'elles-mdmes,  en  chaque  endroit,  k  Irte  peu 
pr^s  comme  si  cette  composante  de  tension  t,,  ^tait  nulle. 

La  raison  ou  justification  de  cette  supposition  (9)  ainsi  que  de  Tautre  (/i), 
comme  grande  approximation »  se  trouve  simplement  dans  la  nature  m^me 
ou  la  forme  de  ces  corps  aplatis  qu*on  appelle  des  plaques. 

Goncevons  en  effet  (*)  que  notre  plaque  soit  divis^e  par  des  plans  perpen- 
diculaires  aux  x  et  aux  y  on  tron^^ons  rectangles  ayant  leurs  dimensions  hori- 
zontales  comparables  &  leur  petite  hauteur  2$.  De  ce  qi^e  la  longueur  et  la 
largeur  tolales  de  la  plaque  sont  fort  considerables  relativement  k  de 
pareilles  dimensions,  il  r^sulte  que  deux  tron^ons  voisins  se  trouveront 
dans  des  conditions  a  peu  pr^s  pareilles  par  rapport  iTensemble  du  syst^me 
et  k  ses  limites ;  de  sorte  que  si  Ton  abstrait  des  regions  de  peu  d*etendue 
aupr^s  des  bords,  etc.,  on  peut  admettre  que  chacune  des  six  composantes 
t^, i^  de  tension,   et  chacune   des   six   deformations  eiementaires 

?^, g    ,  s'y  distribuent  de  maniere  k  avoir  des  valeurs  fort  peu  diffe- 

rentes  dans  ces  deux  trongons  contigus,en  des  points  situes  sur  le  m^me  feuil- 
let  ou  aux  m^mes  hauteurs  z  au-dessus  du  feuillet  moyen.  Autrement  dit, 
les  deriv^es  des  t,..  3,..  g..,  qui  peuvent  etre  grandes  par  rapport  k  la  coor- 
donnce  z,  seront  comparativement,  si  on  les  prend  par  rapport  aux  coor- 
donn^es  x^  y,  extrdmement  petites,  et  pourront  etre  traitees  comme  nuUes. 

Poser  ces  -v^  *  ^  °  ■  =  0  comme  une  approximation  d*autant  plus  grande  que 

la  plaque  sera  plus  mince  (analogiquement  k  ce  que  nous  avons  dit  pour  les 
tiges  k  la  fin  du  n**  ii  de  la  note  du  §  28)  ne  sera  que  traduire  analyti- 
quementy  en  quelque  sorte,  la  definition  de  la  plaque,  et  I'enonce  de  la 
question  actuelle,  qui  est  de  s*eclairer,  de  se  renseigner  sur  I'ordre  rela- 
tif  de  grandeur  des  diverses  tensions  ou  des  diverses  deformations  dans 
chaque  trongon  d*une  plaque  mince. 
Contentons-nous,  d*abord,  de  prendre 

^(t^,  t   ,  t   ) 
(p)  — - — ^  ^  =  0,  ou  extremement  pelits. 

Cette  supposition  reduit  les  deux  premieres  equations  d*equilibre  (b)  k 

H  ^t 

Si  on  les  integre  par  rapport  k  la  petite  coordonnee  z  on  voit  que  les  compo- 
santes t^,  t,y  n  ont  de  valeurs,  k  Tinterieur  d*un  tron^on  ou  element  de 
plaque,  que  celles  qu'elles  peuvent  avoir  sur  une  des  deux  bases,  plus  ce 
qui  vient  des  forces  A,  B,  agissant  sur  sa  masse.  Ces  forces  locales  n'on 
qu'nnc  influence  insignifiante  qui  n>st  presque  rien  en  comparaison  de  ce 

(*)  Coromencement  du  CompUment  de  1879^  une  ituide  de  1871  sur  leg  theories  des 
corps  ^lastiques  dotU  certaines  dimetisions  sont  trhs  petites  relativement  *l  ttaulres,  par 
N.  Boussincsq  (Journal  des  matMmatiques^  t.  V,  p.  1b3). 
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qui  vient  k  la  fois  de  toutes  ies  forces  agissant  sur  le  reste  de  la  plaque 
ainsi  que  sur  ses  bords  par  Ies  reactions  des  appuis  ou  autrement,  et  doat 
Ies  efTets  accumul6s  se  transmettent  au  Iron^n  i  travers  ses  quatre 
faces  laterales,  ce  qui  s*applique  surtout  aux  composantes  agissant  horizon- 
talement. 

Leg  composanteg  tangentielles  t^,  t  $ont  done  ou  nuUet  ou  Irh  petitts 
vis-^'vis  de  ces  trois  t^  ,  t  ,1  ,  dont  Ies  intensity,  souvent  considerables, 
sont  ce  qui  r^siste  k  la  flexion,  et  n*ont  de  tr^s  petit  ounul  queleursderivee? 
en  Xj  y. 

Substituons  maintenant  Ies  valeurs,  quelles  quVlles  soient,  des  compo- 

santes  i.  t^  dans  la  troisi^me  Equation  d'eqnilibre  qui  est  -^  -h  -^  + 
zx     xif  ^  ^  ix  [y 

y^  +0  =  0.  Les  deux  premiers  termes  seront  extrftmement  petits  i  double 

titre,  puisque  ce  sont  les  d^riv^es  de  tensions  qu*on  vient  de  voir  ^tre  tr^ 
petites,  prises  par  rapport  k  x  eiy,  c*est-&-dire  dans  les  sens  ou  les  diverses 
quantit^s  ne  varient  qu*insensiblement  ou  fort  lentement  comme  on  a  dit 
En  les  effa^ant  et  en  raisonnant  comme  il  a  ^t^  fait  pour  t   ,  t    ,  on  voit  que : 

La  com})08ante  t^^«  tres  petite  devanl  t^,  t  ,  rest  a  double  raison  dnaai 
celles  t    ,  t   ,  t  ^ . 

Et  si  A  cette  consideration  Ton  ajoute  que,  dans  un  tron^on,  la  force 
^,  a  pour  caract^re,  plus  que  toutes  les  autres,  d'agir  par  sa  valeur  fuir- 
ticuliere  et  locale  sans  rien  emprunter  aux  tron^ons  environnants,  on 
voit  que  Ton  aura  toujours  une  suffisante  approximation  pour  tout  le  reste, 
notamment  pour  les  relations  mutuelles  des  diverses  deformations*  si  I'ot 
determine  ce  qu*elles  seront  en  prenant  avec  tout  le  monde,  comme  n<'u> 
avons  dit  au  n°  precedent  : 

[{g)  reproduite]  t^  =  0. 

5.  Suite.  Raison  ou  justification  des  deuxihnes  suppositions^  (h),  —  II  noo« 
suffira  pour  la  donner,  d'admettre  et  de  prendre 

suppositions  qui  sont  bien  moins  restrictives  que  si  (n^  prte^dcnt^  Ton  faisait 
1»  t,^,  t    et  par  consequent  g^^  g^  nulles,  et  2«  nulles  aussi  [comme  on  J 

\   XX*  Tt/fWth 

il  suivra  que  les  suppositions  (q)  pourront  conduire  k  dea  approiimi- 
lions  plus  grandest   ou  s*appliquant  k  des  plaques  moins  minces  qof  v 

OS'S 

feraient  des  suppositions  g^^,  g^ = 0  et i—  =  0  (Voyez  le  n*  2!  ci^pn^ 

^  (^»  y) 

Les  relations  (q)  de  gauche  donnent  les  quatre  egalit^s 

Cx\dx^  f)t)-^'  Sy\Si^  9m  )  f>y\t)x^  (>t)      ^'  t*\ri  +  r^l 


dit  pour  lllf£i£vijwf]  les  dirivies  du  premier  ordre  de  d  en  x  et  y;  <!'<«■ 
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dont  les  deux  premieres,  et  la  somme  des  deux  derni^rest  si  Ton  a  6gard 
k  ce  que 

reviennent  h 

Or  les  seconds  membres  de  celles-ci,  dilKrenti^s  par  rapport  ^  z,  donnent 
tous  z^ro  pour  r^sultat  en  vertu  des  demi^res  (9),  puisque  d^  n*est  autre 

chose  que  j-.  Ces  seconds  membres  des  (r)  sont  done  ind^pendants  de  la 

coordonn^e  2,  et  on  pent  leur  attribuer,  tout  le  long  d*uhe  perpendiculaire 
quelconque  au  feuillet  moyen,  les  valeurs  qu*ils  ontpour  undes  points  de  cette 
perpendiculaire,  par  exemple  le  point  :s  =  0  oA  le  feuillet  est  coup6  par  elle, 
et  oik  Ton  a  w  =  Wf^;  d^  g  =z  d^,  g^.  Int^rons  done  ces  Equations  (r)  en  y 
reroplaoant  w  par  u'o,  nous  avons  celles-ci : 

($)  Z    =D®  —  Z-;:r-^t      Z    =:Z^  —  z -, — ^»      K     =  K^  — 2«5r-sr^* 

\*'  ^x      ^  dx*  y        V  Vy*        ^xy       ^st  da^y 

Les  deux  premieres  comprennent  celles  (h)  employees  au  n®  3  qu'il  8*a- 
gissait  de  motiver.  La  troisi^me  comprend  implicitement  celle  [k)  que  nous 
en  avions  d^duite. 

Elles  montrent,  comme  consequence  cin^matique  des  ^galit^s  poshes  (9), 
que  les  dilatations  de  petites  droites  mat^rielles  horizontales  de  direction 
donn^e  varient  lirUcuremeni  le  long  de  toutes  les  lignes  primitivement 
verticales,  des  divers  points  desquelles  ces  petites  horizontales  auraient  6t6 
tiroes. 

11  convient  de  remarquer  en  passant  que  cela  n'entralne  nullement,  comme 
cons^uence,  que  ces  verticales  resteront  exactement  droites  et  normales 
au  feuillet  moyen  devenu  courbe,  car  leurs  petits  intervalles  horizontaux 
peuvent  tr^s  bien  croitre  lin^airement  avec  z  quoiqu^elles  soient  devenues 
courbes,  si  celles  qui  sont  voisines  afTectent  des  inflexions  pareilles,  ainsi 
qu*il  arrive  pour  les  sections  voisines,  dans  les  tiges  ^prouvant  (a /fe^non  dite 
inegale, 

Remarquons  aussi  que  lors  m6me  qu'une  plaque  mince  pos^e,  par  exem- 
ple, tout  autour  sur  un  cadre  horizontal,  n*est  sollicit^e  k  fl^chir  que  par 
une  charge  diss^min^e  sur  sa  face  sup^rieure,  cas  ou  il  se  trouve  n^cessai- 
rement  des  tensions  ou  pressions  t^^  d'une  certaine  intensity,  les  Equations 

construitescommea^te  celle  du  quatri^me  ordre  (m)  ou  (0)  ense  basant  sur 
la  supposition  t^^  =  0  partout,  ne  cessent  pas  d*6tre  applicables  et  de  pou- 

voir  donner,  avec  toute  Tapproximation  d^sirSe,  les  d^placements  w^  du 
feuillet  moyen,  en  mettant,  bien  entendu,  dans  le  jecond  membre  f(x^y) 
de  (11),  ou  dans  (/)  du  n"  3,  k  la  place  de  (l^J  ^  sa  valeur  finie  et  donn^e 
en  fonction  de  x,  y.  En  effet,  comme  nous  avons  dit  au  n®  4,  ce  sont  les 
pressions  sur  UnUe  la  plaque,  y  compris  les  reactions  du  cadre  d*appui,  et 
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non  les  seules  pressions  locales  sur  un  616inent  ou  tron^on  parliculier,  qoi 
d^termiuent  ce  qui  se  passe  dans  ce  tron^on.  En  g^n^ral,  les  3,  g,  t  seroot 
sensiblement  les  mSmes  dans  tout  trongon  k  base  carr^e  de  cdl6s  3 1  que  si 
aucune  force  n*agissait  ni  sur  ses  bases  ui  sur  sa  masse  :  leurs  valeors  m 
dependront  tres  sensiblement  que  de  celles  qui  agissent  ensemble  sur  tout 
le  reste  de  la  plaque. 

La  mSme  chose,  au  reste,  est  admise  pour  les  tiges.  Bien  que  les  for- 
mules  de  leur  flexion  aient  ete  bashes  sur  la  supposition  (Note  du  1 2^^ 
que  leurs  faces  laterales  sont  libres,  personne  ne  met  en  doute  que  ces  for- 
mules  ne  s'appliquent  k  une  pi^ce  horizontale  pos^e  aui  deux  bouts  et 
supportant  une  charge  r^partie  sur  toute  sa  longueur  (*). 

6.  Consequences  plus  ge'ne'rcUes  des  expressions  (s)  des  trois  defarmatkni 
3  ,  D  ,  g    de  directions  par  allies  aufeuillet  moyen  de  la  plaque.  —  £quatum 

differentielle  en  u;^  lorsque  la  contexture  de  la  matiere  nest  symetriqne  que 
parrapportaux  plans  paralleles  h  ce  feuUlet  etlorsquelle  manque  meme  de  cetU 
syme'trie.  —  Nous  avons  appele,  au  n®  2,  t^^        ^  les  valeurs  des  tensions  I 

de  mSmes  indices  pour  ;$  =  0,  et  t '  ce  qui  rteulterait  de  ce  que, 

dans  t^^^  supposes  amenes  k  n'^tre  fonctions  que  de  D^,  ?^,  g   ,  on  mil 

k  leur  place,  respectivement,  -<.-,,  -r— r»  2  77-—  • 
^  '^  &'x^    oyr       cxVy 

U   en   r^sulte  imm^diatement  [formules  («)]  que  si  les  composantes  de 

tension  dont  nous  parlous  sont  efTectivement  amenees  k  cette  forme,  on  a : 

(0  (t    ,  t    ,  t    )  =  (t,o .  t; .  tM  -  z  (t ' ,  t' ,  t ' ). 

Si  Ton  integre  de  —  e  a  +  c  apr^s  avoir  multipli^  d*abord  par  ds,  puii 
par  zdz,  on  fera  disparaitre,  la  premiere  fois,  les  t',  la  seconde  fois  les  t*. 

vu  que  /  *  zdz  ==  0  et  que  les  t^,  t'  sont  ind^pendants  de  s.  II  resteni  ces 
deux  ^galit^s : 

Or  on  peut  facilement  faire  voir  :  \^  que  moyennant  la  supposition  ^ 
t^^  :=  0,  faite  et  motiv^e  aux  n^*  3  et  4,  on  peut  toujours  amener  le> 

^xx»  **»•  Ky  *  ^'^tr®  fonctions  que  de  3^,  D^,  g^^  si  la  matiere  de  la  plaque 
a  en  tout  point  un  plan  de  symetrie  de  contexture  parallele  aux  xy: 
2®  que  moyennant  qu*&  cette  supposition  t^,  =  0,  Ton  veuille  joindre  coilrs 

(x)  t    =0,  t    =0. 

^   '  zx  xy 


(*)  J'ai,  dans  un  M6moire  des  30  octobre  et  6  novembre  1843,  cherch^  I  trair  cn:ui'« 
(p.  946  et  1024  des  Gomptes  rendus)  de  cette  pression  latirale  que  je  suppoeais  d^crotlr«oB>- 
formtoent  de  la  face  oii  elle  s'exerce  jusqu'&  la  lace  oppose  de  la  mdme  pi^ce,  o^  ce.-e 
mdme  pression  est  nulle,  et  j'ai  calculi  son  effet  pour  modifier  les  dilatations  ou  ooaiiv* 
tions  longitudinales  des  fibres  de  la  pitee.  Je  n'ai  trouv^  que  des  termes  m*yliircahlfi 
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admissibles  aussi  (mais  k  une  approximation  moindre,  comme  on  a  vu  au 
n»  5),  Ton  pourra  encore  exprimer  1^^  en  3^,  3^,  g     loi^sque  la  pla- 

que n*aura  pas  de  plan  de  sym^lrie  de  contexture,  ou,  si  elle  en  a,  lorsque 
ces  plans  de  symetrie  ne  seront  pas  parall^les  aux  xy  ou  au  feuillet  moyen. 
En  effet,  i^  s'il  y  a  un  plan  de  symetrie  parall^le  aux  xy^  il  r^sulte  de 
quatre  des  forrnules  {f  bis)  de  la  note  finale  du  g  16,  p.  76,  que  les  quatre 
composantes  de  tension  t^^,  t    ,  t   ,  t,^  s'expriment  lin^airement  en  fonc- 

tion  seulement  des  quatre  d^rormations  3^,  3  .  g    et  d,.  En  ^galant  k  z^ro, 

en  verlu  de  la  supposition  (g)^  Texpression  de  t^^,  on  a  une  equation  du 

premier  degr6  dont  on  pent  tirer  3,  pour  en  substituer  la  valeur  dans 

celles  des  trois  autres  composantes,  ce  qui  donnera  bien  t^^,  t    - 1    =  som- 

mes  de  produits  de  3^,  3^,  g^^  par  des  coefficients  ouparam6tres  d*elasticit6. 

S"*  En  second  lieu,  s*il  n*y  a  pas  de  plan  de  symetrie  de  contexture  paral- 
lele  aux  xy^  et  si,  apr^s  avoir  pose  les  six  forrnules  (25)  du  g  11,  p.  38, 
donnant  lineairement  les  composantes  de  tensions  en  fonction  des  six  defor- 
mations D,  g.  Ton  6gale  k  z6ro  non  seulement  t^,,  mais  aussj  i^^,  t   ,  ce 

qu*on  a  dit  au  n»  3  pouvoir  elre  fait  en  tant  que  maniere  d*obtenir  des  rela- 
tions approch^es  entre  les  diverses  deformations  dans  chaque  tron<;on,  Ton 
aura,  comme  Ta  observe  M.  Boussinesq,  trois  Equations  k  premier  membre 
zero,  dont  on  tirera  3^,  g^^,  g   ,  qui,  substitu^s  dans  les  expressions  de  t^^ 

txj^,  t    ,  les  rendront  encore  fonctions  du  premier  degre  de  D^>  D  ,  g     seuls. 

En  y  mettant,  k  la  place  de  ces  trois  deformations,  les  expressions  («)  du 
n^5,  on  aura,  pour  les  trois  m^mes  composantes  de  tensions,  les  expressions 
(t),  d*oii  celles  (v);  et,  par  consequent,  en  substituant  dans  Tequation  d*e- 
quilibre  vertical  (e)  du  n^  3,  on  aura  : 

5  /^n'         ^n'       c)^v 


5    /c^H'  c}*V         cJH'    \ 


Ce  sera,  vu  la  signification  (n*»  2)  des  t'    ,     ,     ,  I'^quation  aux  diff^ren- 

ces  partielles  du  quatrieme  ordre  en  w^^  x,  y,  comprenant,  comme  cas 
particulier,  celle  (m)  du  n»  3. 

On  voit  qu'une  equation  de  cet  ordre,  ou  se  trouvent  engages  les  depla- 
cements,  dans  le  sens  ;:,  des  points  du  feuillet  moyen,  et  exprimant  T^qui- 
libre,  dans  ce  m^me  sens,  des  elements  de  la  plaque,  peut  dtre  pos^e  pour 
toute  contexture  homogene,  ou  ne  variant,  autour  des  divers  points  que 
d'une  mdme  maniere,  du  reste  quelconque. 

Et  elle  est  applicable,  comme  on  voit,  m^me  quand  Tepaisseur  2t  de  la  pla* 
que,  au  lieu  d'etre  constante,  est  une  fonction  graduellement  variable  de  x  et  y^ 

7.  Etablissement  des  deux  autres  equations  differentieUes  ind^finies  ou 
applicables  h  tous  les  points  du  feuillet  moyen^  et  exprimant  Vequilibre  de 
translation  des  elements  dans  les  sens  Xj  y  qui  lui  sont  paralleies.  —  Ces 
equations  ne  seront  autre  chose  que  les  deux  premieres  ^nations  g6n6rales 
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ales  sur  un  616ment  ou  troD^on  | 
dans  ce  tron^on.  En  g^n^ral,  le 
IS  tout  tronyon  h  base  cair^e  de 
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it  que  de  celles  qui  agissent  en- 
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t  et^  bashes  sur  la  suppositio 
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ne  pi^ce  horizonlale  pos^e  ai 
rtie  sur  toute  sa  longueur  (*). 

e'rcUet  de$  expremant  («)  dei 
ill^les  au  feuUlet  tnoyen  delaj 

la  contexture  de  la  motive  n 
les  h  ce  feuillet  etlarsquelle  m< 
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=  K'  K\'  V  - '  (Vx.  ';> 

H-  c  apr^s  avoir  multipli^ 
!,  la  premiere  fois,  les  t', 

!  les  t%  V  sont  ind^pendaii 


fi:  4 


t    ,  t    )dx 
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2.(ti, 
2i3 
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ire  voir  :  i**  que  raoyen 
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t    =0, 

zx 


i    =0, 
'y 
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'iZj^ya  mis  i  afc  i;'t?r»i..ni2-«  s  ar».  ;.iL  cr  e  .  ^  « 

ci'p^iTiene  seroflt  pas  pm!  -.'^^  ni  i  .*  j; '  *  ■ :  r  - 
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(b)  de  r^quilibre,  prises  pour  toute  I'^paisseur,  c*est-^-dire  multipliees  par 
ds  et  int^r^es  de  —  t  i  -f-  t . 

En  y  meltant  pour  les  t^^  leurs  valeurs  (^,  ou  pour  les  /      t  zd: 

leurs  valeurs  (u),  ces  deux  Equations  devienneot,  vu  les  notations  da  mi 
qui  comprennent  celies  de  Glebsch  /(A,  B)da  =  k\  B',  et  pour  t  variable 
comme  pour  e  constant : 


D^veloppons  les  pour  les  cas  de  la  contexture  triplement  sym^qoe. 
ou  les  t  ,  t  „,  sont  representes  par  les  formules  {j).  le  t  T^tant  par  (t)  f?^*. 
nous    aurons,    les    D^,    D^,    g^    6tanl   remplac6s    par   leurs    wlcurs 

^lu  ev  0v   ^u   _,.  .  . .  n 

devenant,  pour  le  cas  d'isotropie  partielle  ou  d'egale  ^lasticite  dan^  le> 
directions  parall^les  au  feuillet  moyen,  oil  Ton  a,  enlre  les  coefficients,  le> 

relations  (n)  a  =  b  =  2  f  +  f rappel6es  au  n"  5,  en  sorte  quils« 

r6duisent  k  deux,  a^  et  f, 

Ces  equations  du  second  ordre  nietlent  en  evidence  cc  qu  a  tr^s  bien 
remarqu6  Clebsch  apr^s  Cauchy  et  Poisson,  que  la  determination  des  depla- 
cements  i/o,  i\  des  points  du  feuillet  moyen  parall^lement  a  son  plan  o>i 
ind^pendante  de  celle  des  d6placemenls  normaux  w^  qui  produiscnl  le> 
flexions,  et  qui  sont  r6gis  par  T^quation  du  quatriemc  ordre  (m)  ou  (01. 

8.  Complement  h  donner  au  second  membre  de  r equation  (m)ou  om* 
(y)  en  Wo  lorsque  des  tensions  preponderantes  sont  exerceei  dans  des  dim- 
tions  paralleles  au  feuillet  moyen.^  Application  aux membranes.—  Ce  coid- 
plement  se  trouvera  en  tenant  compte  de  ce  que  negligent  les  trois  equalioit 
ordinaires  d'equilibre  (b)  des  6l6ments,  k  savoir,  ce  que  peuvent  ^oultr. 
aux  forces  agissant  dans  le  sens  de  la  coordonnee  verticale  a,  les  prujci- 
tions  ou  composantes,  suivant  ce  sens  fixe,  des  tensions  inl*rieu^e^ 
t  ,  t  ,  t  s^exer^ant  dans  des  directions  primitiveraent  horiiontales  « 
perpendiculaires  k  cette  coordonnee  a,  mais  qui  lui  sont  devenues  w  /« 
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obliques  par  suite  de  la  flexion  de  la  plaque,  ou  de  rincurvatiou  de  son 
feuillet  moyen. 

On  s*assure  facilement  que  les  petites  composantes  de  ce  genre  peuvent 
etre  n^glig^es  quant  h  ce  qu^elles  ajouteraient,  dans  les  deux  premieres 
equations  (fr),  p.  694,  aux  forces  ayant  les  directions  a;  et  ^;  mais  elles  peu- 
vent devenir  influentes,  quant  k  la  troisi^me  equation  (fr),  ou  pour  le  sens  s, 
dans  certains  cas ;  par  exemple  lorsquMl  sera  exerc^  de  fortes  tensions  ou 
compressions  horizontales  sur  les  bords,  et  qu*en  mdme  temps  la  plaque 
sera  excessivement  mince  et  flexible ;  car,  alors,  vu  la  faiblesse  du  facleur 

-^  affectant  le  premier  mernbre  de  I'^quation  (m)  ou  {y),  ce  premier 

niembre  pourra  presque  s'effacer  devant  ce  que  nous  allons  ^valuer  conune 
a  y  ajouter;  et  I'^quation  deviendra  aloi^  celle  de  la  flexion  d'une  membrane^ 
qui  n'y  resiste  ou  qui  n*execute  des  vibrations  autour  de  la  situation 
d  equilibre  qu*en  vertu  de  ces  fortes  tensions  horizontales,  tensions  ind6- 
pendantes  de  son  ^lasticit^,  ou  au  moins  de  sa  resistance  ^lastique  k  la 
llexion,  comroe  fait  une  tige  reduite  k  Tetat  de  corde  tendue  et  vibrante. 

Pour  ^valuer  ces  forces  addilionnelles,  de  sens  z^  consid^rons  ce  que  de- 
viennent  les  trois  extr^mit^s  des  deux  c6tes  adjacents  dx^  dy^  du  petit  rec- 
tangle suivant  lequel  r^l^ment  2  e  dx  dy  de  la  plaque  estcoup^  par  le  feuil- 
let moyen.  Ces  extrerait^s  auront,  apres  la  flexion,  des  coordonnees  z  qui  au 
lieu  de  zero  seront  : 

Wo»       ^o  +  -^dXr  WQ-hj^dy\ 

en  soiie  que  leurs  projections  sur  Taxe  fixe  des  Sy  par  unite  de  leur  lon- 
gueur, seront 

Tx  *  Ty" 

En  regardant  ces  valours  uioyennes  de  petits  cosinus  d^angles  l^gerement 
diffdrents  de  Tangle  droit,  comme  sensiblement  applicables  k  toutes  les 
forces  t^  dy  et  t     dy  s*exer^ant  sur  la  hauteur  enti^re  2 1  de  la  face  2 1  dy^ 

on  aura  pour  les  composantes  qu*elles  douneront  dans  le  sens  z  : 

On  aura  aussi,  sur  la  face  opposee  et  ^gale,  une  force  semblable,  de 
signe  contraire  et  augment^e  de  sa  diffi^rentielle  prise  par  rapport  k  x.  En 
raisonnant  de  mSme  pour  les  forces  agissant  sur  les  deux  autres  faces,  de 
superflcie  2  c  dr,  du  m^me  element  2  $  dx  dy  de  la  plaque,  il  y  aura  lieu, 
en  divisant  leur  somme  totale  par  dx  dy,  d'ajouter  au  premier  membra  de 
r^quation  (e)  du  n<>  3,  qui  exprime  T^quilibre,  dans  le  sens  a,  de  cet  ^1^ 
raent  de  hauteur  2  t,  pour  I'unit^  superficielle  de  sa  base  dx  dy  : 

^  *'     S>x\Vx  J    xjc     ^  ^y  J    -^y    J      ^y\dx  J    J^y  ^y  J  yy    J 
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qui  peut  s^^crire,  lorsque  s  est  constant,  ou  bien  lorsqu*on  peut  difli&renlttr 
en  x^  y  sous  les  signes  /  en  n^gligeant  ce  qui  viendrait  de  la  diflereo- 
tiation  des  limites  (*)  : 

[9)%n       n    /^t  ^t       \  ^Wo     /»   /^t  ^t       \         T 

On  peut,  pour  la  deuxi^me  partie  decette  expression,  remplacer  les  deui 
integrates,  comme  on  a  vu  au  commencement  du  n*  7,  par  le  premier 
terme  de  chacune  des  Equations  d*^uilibre  horizontal  (2),  (2'),  ou  ellesse 
trouvent  d^ja  ^valu^es;  on  peut,  par  suite,  et  ce  qui  leur  doiinera  une 
expression  plus  simple,  les  remplacer  par  leurs  Equivalents,  k  savoir,  le^ 
trois  derniers  termes  de  ces  m^mes  Equations  (s),  {z*)  pris  en  sigue  conlraire. 
et  ou  tout  est  connu.  En  rempla^ant  done,  dans  la  premiere  partie  de  U 
mEme  expression  qu*on  vient  d'Ecrire,  les  trois  integrales  par  leurs  valeurs 
que  donne  TEgalite  triple  {ti)  du  n<>  6,  Ton  a,  pour  cette  expression,  ou  pour 
ce  qui  est  &  ajouter  ainsi  au  premier  membre  de  TEquation  (e),  00  10 
second  de  Tequation  (m)  ou  (t/),  afin  de  tenir  compte  de  ces  composanUf:» 
suivant  les  2,  des  tensions  dans  les  directions  que  la  flexion  a  fait  prendre 
aux  Elements  e/x,  dy^ 

^^''  ^  \  ^x*    "  ^    0xdy  ^^9  +  dtf  ^»yj       dx  ^^      ^^  +  -^  ^       dy  ^^H      ^  '  ^ 

9.  Equation  diffe'rentielle  indefinie  complete^  du  4*  ordre,  de  Vequilibf^ 
des  plaques  dans  le  sens  perpend iculaire  a  leur  feuilletmoyen.  —  Supposoos, 
comme  au  n"  5,  que  la  matiEre  de  la  plaque  ait  trois  plans  rcclangulaire^ 
de  symEtrie  de  contexture,  perpendiculaires  aux  x,  aux  y,  aux  s.  L'equ^ 
tion  sera  celle  (m)  de  ce  n°  3,  page  696,  en  donnant  au  second  membn*  Ij 
valeur  {/*),  p.  694,  augmentEe,  pour  comprendre  Texception  mentionnee  to 
n^  8,  du  complement  (d^),  ce  qui  donne 

-^"(V+t^-t-)-^-(B'+t:5_t-)]  + 

{')  Si  Ton  en  ticiit  compte,  il  faut  ajouter  i  cettc  cxpivissioii  (<-',),  vu  que  le!>  I'  itHum- 
rout  dans  des  sommea  telles  que  (tj5j.),=:+,+('jy,).=_,  = 


KQtrATlOX    I)U    4*    OnDHE    COMPLETE.    —    C.\S    PARTIC.    DE    l\    MEMBRANE.       705 


oil  il  V  aura  lieu  de  faire,  dans  la  derni^re  ligne,  si  les  trois  t^,   ^„  ..„  ne 

sunt  pas  donnes,  on  si  par  leurs  intensit^s  a  pen  pies  connues,  ils  ne  rendent 
pas  celle  ligne  n^gligeable  : 

Cette  equation  est  conforme,  vu  2  e  =  A,  ^  la  premiere  (281)  du  texte 
(luand  on  6le  les  lermes  en  i^j^.,.^  dont  Clebsch  n'a  pas  tenu  coniple 

parce  qu*il  suppose  nuls  les  charges,  pressions  ou  frotteinenls  sur  les  deux 
(aces  sup^rieiire  et  inferieure  de  la  plaque  ;  et  aussi,  quand  on  neglige,  a  la 
troisi^me  ligne  de  (ej,  les  produits  tres  pelits  des  forces  horizonlales 
A',  B'  par  les  derivees  de  w^. 

Ainsi  que  nous  avons  dejii  dit  au  n?'^  [^galites  (n)],  lorsque  la  nialiert 
de  la  plaque  est  d'egale  contexture  autour  de  toutc  parall^le  aux  z^  la  pre- 
miere  li^ne  ou  Ic  premier  niembre  de  (ej)  se  r^duit,  a^  ^tant  le  module 

d'*  d'* 

d'elasticit^  =  a =2  f -h  f propre  aux  plaques,  a 

c  c 

et  si  la  matiere  est  tout  a  fait  isolrope,  Ton  a 

>olations  de  Lame,  a  =  c=>. -f  2u..d'=:ie'=x,  a,=4u.— -^=^Gsi  a— ji=G  =  f ; 

Nolalions(a;')delap.359,a  =  c==={2  4-i)G,d'  =  iG,a.  =  4i^|G,E:^-^^ 

bou,si  t=  1,3.-  (^,-)-(2-^5Tj  *"  -  15  *^'- 

iU.  Equilibre  et  mouvement  iVune  membrane.  —  La  derni^re  ligne  de 
loqualion  (e^)  est  negligeable  (|uand  il  b'agit  bien  dune  plaque  proprement 
ditOy  dont  la  matiere  est  solide  ou  d*une  grande  resistance  daslique;  celte 
ligne,  en  effet,  d'apres  les  expressions  (e\)  des  l^,  se  ctjmpose  de  quantil6s 
de  Tordre  de  petitesse  des  carres  ou  produits  des  petits  deplaceincnts  Uq, 
v^,  u'y.Mais  il  n'en  est  pas  de  m(5rae  lorsque  les  tensions  tj»^,  t^J*^,  dans  les 

directions  parall^les  au  feuillet  moyen,  sont  fort  grandes,  lorsque  les  para- 
metres  d'elasticite  a,  b, sont  tres  petits,  et  que  la  petitesse  de  s  rend 

—  tr6s  grand.  Alors  [et  cela  revient  k  ce  que  dit  Clebsch  apres  avoir  pose 

Tequation  (281)],  il  faut  conserver  la  derniere  ligne  de  cette  Equation  (e,), 
meme  k  I'exclusion  de  son  premier  membre ;  et  si  I'on  a 


r-'r 


[ iwL *-?       ry^^     *  Ij.^  1^,  »»  l^^  U, 

ou  j4  b  force  C  aglssant  sur  la  ma^se  de  la  plaque  q'esl  autre  clios«»  quo 

45 
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son  inertie  vibratoire,  sa  densite  etant  />,  ou  la  masse  de  son  unit6  suprh- 
cielie  etant  2e/3,  et  si  T  est  sa  tensien  uniforme  suppos^e  forte,  on  a 

ce  qui  est  Tequalion  qui  a  ^(e  donuee  par  Kuler  pour  les  vibrations  >i-^ 
tambours  (*).  Comrae  leur  membrane  vibre  en  vertu  de  sa  tension  T  plui 
que  de  son  elaslicite  d'extension  ou  de  flexion,  l*on  comprend  que  ce  bckii: 
les  composantes  verlicalesy  considerees  au  n"  8,  de  cclte  tension  prniui  v. 
ment  horizontale,  s'exer(;ant  sur  de  petiles  faces  que  la  ne3uon  a  reii'iir 
l^g^rement  obliques,  qui  tendent  k  raniener  la  membrane  a  sa  forme  plu.it. 
en  sorte  que  nous  avons  du  tenir  compte,  a  ce  n"  8,  des  coniposante^  "I- 
*:ette  sorte,  negligees  dans  les  equations  ordinaires  ip)  de  reqirilibiv  « 
elements  des  solides  (**). 


v 


11.  Determination  des  deplacementa  w,  r,  w  dea  direra  imnts  de  la  pla 
et  des  forces  qui  sexercent  dans  son  interieur,  une  fois  determines  In  '/•- 
placements  m^,  (;o»  m'o  ^^^  points  de  son  fctiillet  moyen.  —  Condition  lU  c 
resistance  p&i^manente.  —  Supposons  r^soluei  les  equatioub  differeuliellf^ 
(e,)  en  it'o,  (-)  et  (i'),  ou  (aj),  [a\),  (6,),  [b\)  en  Mq,  <'o»  de  inanierea  sali- 
faire  aux  equations  deilnies  au  contour  et  ailleurs,  qu  on  etablira  ci-a[>u- 
en  sorte  que  les  deplacements  w^,  m^,  v^,  suivant  les  i,  .r,  y  des  pointj;  "i" 
feuillet  moyen  z  =^{)  d*une  plaque  mince  aient  e(e  calcules. 

11   est  facile  de  voir  que  cetteconnaissance  des  i/q,  r,,,  «/'o  et,  par  >uii- 
des  3°,  3°,  g^^,  tj!^.^  ^^^  ^j^j  relatifs  au  feuillet  moyen,  sufliia  pour  arriver 

connaitre  les  deplacements,  les  deformations  et  les  tensions  en  tou^  i^^ 
autres  points  de  la  plaque. 
En  effet :  1**  Les  formulas  (s)  du  n°  5  donneront  pour  uu  point  quolc  m- 


CU   ^  (V  ou         c  V 


que  les  3 _.  =  — ,  3  =  -^,  g    ==  ^  -f-  ~  exprimes  en  y,  <;\  tt^  A 

d'ou,  par  les  formules  connues  de  cliangements  de  directions,  les  dil    ■ 
tions  3  dans  toutes  les  directions  horizonlales  autres  que  j,  y,  a  des  diA 
ces  quelconques  z  du  feuillet  moyen. 

2°  La  triple  formule  (/)  du  n**  6  donnera,  pour  tons  les  points  de  Ij|«I* 
que,  les  t^^,  ^^,  ^^  en  t;^,  ^^,  ^^,  z  et  w;o  dont  les  t'  sont  des  fonctions .  ■  ^  • 

nues. 


(*)  De  molu  vibratorio  iympanorum,  au  tome  X  (1797)  des  Sovi  commentarit  d«  \'\" 
mie  de  Saint- PiHcrsbourp,  p.  543.  Euler  consid6rait  les  membranes  comme  des  ti«us  A    - 
clastiqiies  sc  croisant  reclangulaireuicnt. 

(•*)  Voyer  aussi  la  neuvieme  des   Lccont  sur  VMaalicitc  de  Lame,  qui  a  dil  honur 
membranes  cette  legon  relative  aux  surfaces  elasti({ues,  comnic  il  a  liorne  aux  corded   -   ' 
cclle  qui   traile  des  corps  allonges,  ne  setant  point  occupi>  des  flexions  dt?s  lif»,  ti.  ^ 
plaques.  Sa  in§lliodc,  pour  les  nieinbraii«»s,  est  plus  simple,  rorimie  il  le  uionlrv\  qji  i- 
dc  Poisson;  mais  cclle  de  noire  n"  10,  empruutde  a  M.  Bous<inesq.  parail  pnl^-itf .  « 
moins  pour  les  mfmbranes  naturellement  planes. 
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>  Quanl  aux  l^.^,  t^.,   si  on  desire  les  connaitre  pour  tous  les  points  au- 
ties  que  ceux  du  feuillet  moyen,  ils  pourront  etre  fournis  par  les  deux 

premieres.  Equations  d'^quilibre  de  translation  (b)  en  en  tirant  -7^*  -fT^\ 

ot  integrant  depuis  la  face  z  =  —  s  ou  ces  tensions  sont  nulles  ou  connues, 
jusqu*^  une  valeur  de  z  quelconquc.  Comme  t^.^  qui  entrant  dans 

ces  deux  equations  sont,  d^apres  les  (f),  du  premier  degre  en  .s,  les  t^,,  t 

seront  du  second  degr^.  S*ils  s*annulent  comme  habituellement,  pour 
:  -  zh  s,  on  pourra  les  supposer,  au  degr6  d'approximation  que  tout  ce 

calcul  Gomporte,  egaux  k  des  functions  de  ,r,  y,  multipliant  i —  ^,  ou  po- 
ser, comme  on  a  vu  dans  la  solution  rigoureuse  donn^epour  deux  cas  par- 
ticuliers  aux  n"  7,  8,  9  de  la  Note  de  la  fin  du  g  45  : 


[9i) 


3P/,       z^'\       .         5(J/,       z^\ 


eji  sorte  que  P  et  Q,  fonctions  de  x,  ij,  seront  les  efforts  tranchauts 
j  .  K„  «.  ''*•  '*»"   '««  glissements  |i^  =  ^.  +  ,^,      g^^  =  _  +  _. 

On  aura  ainsi  ce  qu'il  faudra  pour  determiner  approximativement  par- 
tt)ut,  au  moyen  d'integrations  des  valeurs  trouvees  pour  leurs  d^rivees  en 
r,  y,  z,  les  deplacements  u,  v,  w  des  divers  points  de  la  plaque. 

En  substituaiit  les  expressions  pr^c6denles  de  t^^,  t   ,  du  second  degre 

nil  z,  dans  la  derniere  des  trois  Equations  d^quiiibre  [h)^  on  en  tirera 
pour  t_  une  expression  en  2,  dont  la  non-nullite  n'impliquera  aucune  con- 

Iradiction  avec  la  base  (g)  adoptee  au  n"^  5  pour  la  determination  des  rap- 
ports approximatifs  des  deformations  locales  et  retablissement  des  Equa- 
tions diff^rentielles,  d'apr^s  ce  qu*on  a  dit  alors. 
Los  premieres  de  ces  diverses  determinations,  savoir  celles  (s) 

ien  D^*,  g^,   2  et  Wq,  des  deux  dilatations  et  du  glissement : 
7S  — 3^ z '%      o   =  D**  —  g  ^    "  ,      ff     :=:ff'^— 22 2., 
X  — ^r        *^-x*'         U          9       ''S}y^'      ^^xy        ^ry       ^"^  ^x3y 

qui  se  reduisent  le  plus  souvent  a  leurs  seconds  termes,  sont,  une  fois 
Wo  trouve,  les  plus  faciles,  et  en  raeme  temps  les  plus  utiles  k  obtenir.  Elles 
scrviront  en  e(Tet  k  etablir  la  condition  de  resistance  permanente  de  la  ma- 
tiere  de  la  plaque,  condition  qui,  dans  le  cas  habituel  d*egale  contexture 
dans  tous  les  sens  horizontaux,  consiste  k  astreindre  la  plus  grande  dilata^ 
tion  de  sens  horizontal  k  ne  pas  depasser  une  limite  connue,  aussi  fournie 
par  Texperience.  Ordinairement,  les  plus  grandes  valeurs  des  quantifes 
?  ,  3  .  g  repondent  i  3  =:  1,  ou  &  la  face  inferieure  de  la  plaque.  Si 
?/  est,  surlameme  face,  la  dilatation  dans  une  direction  ,r'  faisant  un  an- 
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gle  a  avecx,  sa  valeur  est,  d'apres  une  formule  connue 

,     '^  ,—'b  cos2*4-3  sin*  a +  g„  sin  a  cos  a 

^  \  -f  cos2a  ,   ^   1— COS 2a  ^^     sin2« 

=  ^x 5 — ^  y       2       "^^'J/    2 

dont  le  maximum,  qui  repoiid  a  I'angle  2  a  determine  par 

0  =  — 3  sin'2a+<^  sin2a-i-g    cos2a, 
X.  y  •'^'^ 

est 


(/,)  Max.  de  D^,  =  -^^  ^  ^  \/(^^  -  ^/  +  g/,  ' 

formule  d'accord  avec  quelques-unes  de  celles  de  la  Note  du  g  57. 
Lorsque  g^,  =  0,  ce  qui  aura  lieu  frequemment,  la  plus  grande  dilala- 

tion  sera  3   ou  ^  .  c'est^-dire,  si  les  S«  sont  nuls,  — «  j-;-  ou  — «  7:» 

12.  DeterminaUoH  des  efforts  tranchanis  —  Us  sonl  plus  uUles  a  con- 
naitre  (n"  U  ci-apres)  que  les  intensit^s  individuelles  des  tensions  tanii-n 
tielles  t^,,  t,^.  Leurs  valeurs,  qui  .sont,  pour  Tunite  de  longueur  des  n't. 
pes  verticales  faites  dans  la  plaque  perpent'iculaireraent  aux  x,  auxi/, 

/••  \  C^    i    dz,  i      \     dz. 

n'ont  nul  besoin,  pour  Mre  d6terniin6es,  qu^on  s'occupe  de  la  loi  queic-i 
que  suivant  laquelle  varient,  en  fonction  de  i,  les  tensions  langentitlv 
1,1,  dont  ils  se  composenl.  lis  sonl,  en  eflVl,  lies  avec  les  deriveci  tu  • 
eVj/des  tensions  horizontales  t^^,  t^^^,  t^^  dont  la  variation  lineairf  am: 
est  connue  [formulas  (t)  el  (K)],  par  ces  relations  qu'on  va  d^monlrer : 

aux  seconds  membres  desquelles  il  faut  ajouter  respeclivement 

s'il  y  a  lieu,  c'est-ii-dire  si  les  l^^,  t,^  ne  sonl  pas  nulssur  les  faces  i=^' 
lie  la  plaque,  el  si  Tunile  de  volume  de  celle-ci  est  soUicitie  horiioiH  • 
niont  par  des  force?  A  suivant  les  .r,  B  suivant  les  y,  ce  qui  sera  rare. 

On  pent  demontrer  de  deux  nianieres  ces  relations  (A*,). 

L'unc  consiste  a   remplacer  conime  on   a  fait,  (c),au   commeuco 

du  n°  5, 

f'(zi  )      a 


m 


r; 
C' 

n'         .       xi 

Jk  * 


tz 
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^    t 

puis,  dans  le  se(!oncl  tcrrae  de  ce  bindme,  -j-^  parsa  valeur  liree  de  la  pre- 

6  3 

mi^re  Equation  d*equilibre  (a),  ce  qui  donne, 


''5  (  Z  \  OA,  ClJ 


/CI  C'l 

\  O.h  C' 


f 

Mullipliaiit  par  dz  et  integrant  de  —  e  a  e,  on  a  pr6cisement  la  premiere 
relation  (k^)  avec  son  lerme  addilif  (/J ;  el  la  seconde  se  d^monlre  de 
rnt^me. 

La  seconde  demonstration,  due  k  M.  Boussinesq,  qui  a  donn^  en  i&7i  les 
relations (Aj,  est  moins  prompte,  liiais  eUe  est  plus  directe,  puisqu*elle  ne 
s*appuie  pas  sur  les  Equations  d'^quilibre  de  translation  (fr),  et  elle  est  pins 
liimineuse  en  ce  qu*elle  fait  mieux  voir  la  nature  de  ces  relations,  ^tablis- 
sant  que  chaque  effort  tranchant  est  uncsommedederiv^es«de  deux  moments 

flechissants,  corame  sont  /  t    z(h^  1 1    zdz;  Ih^or^niesemblable  ^celuides 

,/      rx  J     yx 

liges,  consistant  en  ce  qu'un  effort  tranchant  P^,  suivant  une  de  leurs  deux 


'^M. 


C'.. 

coordonnees  transversales  x,  est  toujonrs  egal  k  la  deriv^t— -J'  par  rapport  k 

ia  cordonn^e  longitudinale  z,  de  leur  moment  flechissant  autour  d'line 
l>arall^le  k  la  deuxi^me  coordonn6e  transversale  y.  On  sait  que  la  demons- 
tration s'en  fait  en  ^galaiit  le  moment  P^  dz  de  la  rotation  que  I'effort  P^  tend 

a  imprimer  k  un  tron^on  de  tige  de  longueur  dz,  autour  de  celte  parall^le 
mix  1/,  k  la   difference  M  -h ^  dz  — M  des  moments,  autour  de  cette 

^         cz  *      . 

m^me  parallele,  des  tensions  longitudinales  t .  da  agissant  k  travers  les  61e^ 
nicnts  dcr  des  deux  sections  extremes  a  de  ce  mdme  petit  tron^On.  Eh  bien, 
de  m^me,  pour  poser  T^quationde  requiiibre  de  rotation,  autour  du  c6t6  dy 
de  la  base  moyenne  dx  r/y  du  trongon  6l6mentaire  2tdx  dy  d*une  plaque 
d'^paisst'ur  2e,  on   n'a  qu'a  poser  T^galite  du  moment  de  I'effort  tranchant 

vertical  dy  I     i    dz  qui  agit  avec  un  bras  de  levier  dx;  k  la  somme  des 

moments  des  forces  parall^fes  aux  x  positifs,  qui  agissent  avec  des  bras  de 
Jevier  a,  et  qui  sont  :  i**  les  forces  A  dtdy  dz  s*exerQant  sur  la  masse  des  ele- 

menfs  du  troncjon;  2°  les  differences  dy  dz--^^dz  des  tensions  qui  agissent 

{  X 

normalement  sur  les  Elements   dy  dz  des  deux  faces  paralleles  et  oppos6es 

a  , 

2«  dy,  eioign^es  Tune  de  Taulre  de  dx;  o^,   Les  differences  dxdz-^dy 

de  celles  qui  agissent  tangentiellement  sur  les  elements  rfx  dz  des  deux  faces 
parallt'les  ct  opposees  ^li  dr,  eloignet^s  de  dy.  II  en  resuUe,  rn  divisanl  tout 
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par  dx  djff 

c*esl-&-dire  la  premiere  des  deux  ^qualions  (k^)  avec  l*un  des  deux   teniit^^ 
compl^raentaires  de  f/j),  auquel  I'aulre  terme,  (l^)  ^  ^  t  —  (l^j  _J  — ti  -^ 

serait  trouv6  joint  si  Ton  avail  tenu  compte  des  tensions  (1^)  ^  ^  Jx  d»t. 

(^.j.) _,^  ^y  sur  les  basL»s  z  =^  ±g,  agissant  avec  des  bras  de  Icvier,  +  t . 

—  t  pour faire,  comme  les  autres  forces,  iourner  le  tron^on  autour  du  cot' 
dy  de  sa  section  mediant. 

IT),  iqiiatiom  de  condition  d^finies,  h  remplir  aux  points  du  cylindre  ri«M- 
tournant  la  plaque. —  Elles  doiveift  exprimer  que  les  tensions  elastiqu4»:y  \ 
font  equilibre,  en  chaque  point,  aux  forces  appeltes  par  Glebsch  (n*  2), 

U,  V,  W, 

qui  agissent  dans  les  sens.r,  y,  z  sur  Tunifec  superficielle  de  Tel^ineut  rec- 
tangle da  di,  de  hauteur  dzei  de  base  ds,  d*une  baude  2f(i<  comprise*  ^nt:» 
deux  aretes  du  cvlindre  contournant,  a  Tendroit  ou 

A 

p^ZllyX 

est  Tangle  fait  avec  les  x  par  la  norraale  h  ce  cylindre,  menee  ver^  !• 
dehors. 

L*^l6ment  ds  est  Thypot^nuse  d*un  triangle  rectangle  dont  les  <V*{c>. 
respectivement  paralleles  aux.r  el  aux?/  positifs  sont 

ds  sin  p,  d$  cos  p ; 

• 

et  didz  est  la  plus  grande  des  trois  faces  lat^rales  d*un  element  de  voluri;  . 
prisraatique'triangulaire,  ayant  pour  bases  deux  triangles  conime  i*elui-l  • : 
les  deux  autres   faces,  perpendiculaires    respectivement  aux  x  el  aux  .. 
6tant 

dsdz  cos  p  f  dtdz  sin  p . 

Posons  r^quilibre  de  ce  petit  prisme.  Les  faces  ayant  ces  demi^res  .11:  <  - 
supportent,  par  unite  superficielle,  des  tensions  dont  l^'s  composanles  >«vi  t 
respectivement,  dans  les  sens  x,  y,  z  : 

Pour  la  premiere.  .   .   .   ,       ,   .     t    ,        I    ,        l    , 
Pour  la  seconde t    .        I    ,        t    . 

yjr  9!f  9" 

Or  (ainsique  Cauchy  Ta  remarqu^),  les  forces  non  r^ciproques  telle:>  qnr 
la  pesanteur  ou  Tiuerlie  qui  peuvent  agir  sur  la  masse  de  ce  petit  priMi'f 
sont  du  mSme  ordre  de  grandeur,  pour  Tunite  du  volume,  que  soni  les  If  r*- 
sio  s  agissant  sur  sos  faces  pour  Tunite  de  la  supeificie  ;  la  soromede>  prv- 
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mieres  forces,  qui  est  proportionnelle  k  uii  volume  tres  petit  du  troisieme 
ordre,  est  done  negligeable  par  rapport  k  chacune  des  sommes  des  sccon- 
des,  qui  sont  proportioniielles  h  des  superficies  tr^s  petitesdu  secondordre; 
d'autre  part,  les  forces  opposees  qui  agissent  sur  les  deuK  bases  triangu- 
laires  n*ont  entre  elles  qu'une  difference  aussi  du  troisieme  ordre  et  negli- 
geable. Done  il  faiit  et  il  suffit  pour  T^quilibre  de  ce  petit  prisme,  ou  pour 
la  nullity  des  sommes  de  composantes,  dans  les  sens  respectifs  des  x^  des  y 
(4  des  3* des  forces  qui  le  sollicilent,  qu*on  ait  les  trois  Equations  qui, 
(livisees  pardz  ds,  donnent  ces  relations  connues  : 

(m,)  l]  =  t     cos»-hl     sinw;    V  =  l     cosp-\-i    sinp;     W=:t    cos«-|-l    sin/i, 

j'x  tfjr  xij  *  yy  JTi  yi 

14.  Equation  au  contour^  entre  forces  hai'izontales  exte'rieures  et  interieures 
a(fmant  dan$  les  sens  jc  et  y,  —  On  suppose  que   les   seules  resultantes 

/      (U,Y)  dz  de  ces  forces  sont  connues  et  donn^es  pour  Tunit^  de  longueur 


•/  —  I 


de  Tare  de  la  periph^rie  du  feuillet  moyen.  Les  seules  equations  qu*on 
pourra  poser  pour  les  sens  x,  //,^sorontainsiceilesqui  rSsulterontdela  mul- 
tiplication des  deux  premieres  (m^)  pavdz,  et  de  ieur  integration  entre  —  c  et 

-f-s.  En  mellant,  pour  les  /      t  dz,  leur  valeurs  donnees  par  les  (iv) 

(It:  n"  6,  on  a,  vu  les  notations  (U',Y')  =  /    (U,V)<i2  du  n°  2,  les  Equations 

(/,.)  2£(t;U'0S/;-f  t;^sin;^)z=U', 

(«;)  t>i  (I  «^  COS/,  -f-  i^^  sin  p)  =  Y'.^ 

Si  Ton  y  met  pour  les  I''  leurs  valeurs  (e[)  en  «„  Vo  (n"  9)  du  cas^de  trois  plans 
di*  symetric  de  conte&lure,  elles  deviennent 

ou,  si  la  contexture  est  egale  dans  tousles  sens  paralieies  au  plan  du  feuillet 
moyen,  et  differente  seuleinent  dans  le  sens  ;:  de  I  ^paisseur  [(n) 
du  n»3,  p.  696], 

w  »■![».  (fe^  ■!)- •<-?]-'■+ '(^--t;) ""'•(=''•■ 

\o.  Autres  equations  d^rmiesd poser  au  contour.  —  Ces  equations  restant 
a  poser  seraient  naturellcment  une  Equation  semblable  de  composantes  pour 
le  troisieme  sens,  celui  des  2,  et  aussi,  trois  equations  d'^quiiibre  de  rota- 
tion, ou  de  moments,  des  forces  dont  nous  nous  occupons,  qui  soliicitent  les 
elements  du  cylindra  contournant  la  plaque. 
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//  ny  a  aucune  equation  de  moments  it  ecrire  autour  de*  z^  ou  des  ar^ic^ 
de  ce  cylindre  ;  car  Ips  forces  U,  V,  qui  agissent,  par  unite  superficieHe,sur 
chaque  portion  d'une  tranc^ie  ds  dz  de  sa  bande  2td8  n*ont  que  des  brasd. 
Icvier  entrezero  et  ds  cos  p  ou  d$  sin  p ;  en  sorle  que  leurs  momenls,  pour 
toute  la  bande,  sont  de  l*ordre  de  J«*,  ou  negligeables. 

Poisson  pose  done,  outre  les  deux  Equations  (nj  et  (n|),  Tequation  de  rem 

posantes  de  sens  2,  dont  nous  venons  de  parler,  et  deux  equations  dc  r^"- 
mentSy  savoir  autour  de  paralleles  aux  x  et  de  paraileles  aux  y,  inenees  {im 
le  point  (Xj  y)  du  contour  du  feuillet  moyen  dela  plaque. 

Pour  bien  reconnaitre,  el  d'unemaniere  simple  et  direcle,  s'il  y  a,  en  o-U. 
quelque  chose  de  trop,  ainsi  que  M.  KirchhofT  Ta  exprira^,  nous  prendmuv 
au  lieu  des  moments  des  forces  autour  de  paralleles  a  t  et  a  y,  deux  autrr^ 
moments  qui,  ensemble,  reviendront  au  m^me,  ou  auront  le  m^roe  mom  >nt 
resultant  :  ce  sont  ceux  qu*ont  adoptes  MM.  Kirchhoff  et  Clebsch.  savoir : 

i®  Leur  moment   autour  de  ds  ou  de  la   tangente  a  la    p^ripherie  «i 
feuillet  moyen,  moment  design^  par  M^  (n'  2),  et  appele  de  flexion  parce  qu- 

i/est  celui  avec  lequel  les  forcei^  appliqu^^s  au  contour  tendenl  h  faire  tl^ 
chir  la  plaque  en  cet  endroit  autour  de  cette  tan^^ente. 

2°  Le  moment  des  mc^mes  forces  autour  de  la  normale  n  a  cette  mem' 
peripherieet  k  la  surface  contournante,  moment  design^  par  M^  toujours  pou. 

les  forces  rapportees  i  Tunite  de  longueur  de  la  p^riph^rie,  et  qui  es»  apf'**!*' 
do  torsion  parce  qu'il  tend  en  effet  a  en  imprimer  une  k  la  plaque  en  cA 
endroit  autour  de  la  meme  normale. 

16.  Suite,  Equation  au   contour  entre  moments  de  flexion  des  forces  e At- 
rieures  et  interieures.  —  Le  premier  des  deux  moments,  M  ,  dont  nous  voiu'ii^ 

d«»  parler,  fournit  une  equation  n^cessaire,  acquise  au  nombre des  conditiii:" 
diifinies  a  conserver.  Les  forces  \V  qui  agissent  suivant  les  aretes  du  cylindr? 
coutournant  n'y  fournissent  rien  puisqne  leurs  directions  reiiconlrent  ?*>:» 
axe.  Celles  U,  V,  d^compos^es  parallelement  et  perpcndiculairemenl  a  '/* 
on  a  la  tangente,  donnent,  perpeiidiculairement,  c>sl-^-dire  dans  le  son?  J** 
la  normale  ii  cette  ligne,  vu  que  Tangle /'  est  =  («,^),  lessomraes  partit^'l^^ 
de  composantes 

(^i)  (Ucosp-f- Vsiup)c/zf/«. 

dont  les  bras  de  levier  sont  2.  On  a  done,  pour  Tunit^  de  longueur  dc  IV'*" 
ment  ds  de  la  p^ripherie,  eu  6gard  aiix  notations  du  \V*  2  : 

(r,)  M^=   I       (Ucos/>-f  Vsin;?)3r/«=rU*cos/;-f  V'sinp. 

LV;quation  d*equilibre  sobtiendraen  ^galant  cette  expression  h  celle  o- 
po  ir  U,  V,  on  aura  mis  les  bindmes(m,)  en  t  du  n«  \7\,  qui  dn^ft 

leur  etre  6gaux  sur  chaque  el^mant  du  cylindre,  ce  qui  donne  re\pr.s>i'^' 
(.';)      cos^  /)    /       1^^  zdz  -h  2  sin  p  civ;  pi'     { ^  zh  +  sin«  /?    /  *   t^    :  "- 
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En  y  mettant  pour  les  trois  int^grales  leurs  valeurs  donn^es  par  (v)  du 
n^6  p.  700,  on  a,  pour  T^quation  d*^quilibre  des  moments  dits  deflexion  au 
contour  de  la  plaque  : 

(ti) ^j  tj^cos'p  -f  St^sinp  cos;?  +  t^^sin*p  |=U'cos;?  +  V''sinp  =  M^; 

ou  en  mettant  pour  les  t'        et  t'    les  valeurs  (j)  et(i),  det        ,1     du  cas 

de  trois  plans  de  synietne  de  contexture,  avec  (n*  2)  ^-f ,   -y-^>  2  7rr->-  nii 
lieuded  3.  ,  g  .ontrouve 

Pcosp-f-  V''sinp  =  Mjr= 
1  5e»(r/       e'«\F^%u      /iv       d'e'\^*ii;o1       .      .   *r  ^X    • 

1    T/k       ^"\^*«'«./^       d'e'\^«u;ol    .,      / 

equation  qui  est  conforme,  vu  2c  =  A,  a  la  seconde  (281)  du  Icxte  de  Clebsch . 
Kile  se  r^duit,  lorsque  a  =  b  =  2  f  -h  f  et  d'  =  e/,  ou  lorsqu*il  y  a  6gale 
contexture  autour  de  parall^les  aux  z,  k 

s,  1  on  fait  ^5^  =  -^-,  cos^p  +  2^-^8inpcx)sp-f  -^^^  sin'p; 

el  il  est  facile  de  voir  que  y-j  est  la  d^riv^e  seconde  de  n»g  par  rapport 
a  line  coordonn^e  n^norraale  au  cylindre  contournant  (*)• 

1 7.  Suite,  Destruction  mutuelle partielle  des  couples  dits  de  torsion,  et  reunion 
de  ce  qui  en  reste  aux  composantes  de  forces  suivant  les  arites  du  cylindre 
contournant.  —  Reste  k  exprimer  l*Squilibre  entre  les  forces  ext^rieures, 
qiiant  k  leurs  composantes  parall^les  aux  2,  agissant  suivant  les  aretes  du 


(')  En  effet,  si  la  normale  n  augrmente  de  dn^  z  augmente  de  (//<cos  p,  et  y  de  drnxn  ;i. 

Ax  dy 

d'od  -r-sscosp,  :r'=  sio  p,  car  ici  dx,  dy  sent  les  diff^ntiellcs  des  coordonnte  cou- 
dn  '^    dn  '^  ' 

rantes  de  points  cxt^rieurs  et  int^rieurs,  et  non  les  projections  d'un  4l^ment  ds  du  contour 

du  feaillet  moyen.  Done 

cWn      ^Wq  dx  ,  e)wo  dy      Pirn  ,  i)wo   . 

rn         ex  dn       Fy    dn       <  x  oy 

(  n*  '   \  Fx*   an      Fxr  y  dn  y  \f  11^'^  dn        r  y*  dn  / 

'*.|  hicii  ^gal  k  son  cxprosfion  (v,). 
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cylindre  contournant,  el  quant  aux  moments  de  torsion  qu'elles  produis: 
nutour  des  normales  n  h  ce  cvlindre. 

S*il  y  avail  des  forces  ext^rieures  isolees,  appliquees  eu  certains  poinl^ 
ce  cylindre  et  faisant  couples  autour  de  scs  normales,  elles  seraient  capji 
d'y  imprimer^  lapiaqueientreccs points,  des  torsions  (inies.  Aucun  aui- 
n'a  suppose  Texistencc  de  pareilles  forces,  qui  sont  capables    de  prwiu 
des  alterations  pcrmanentes  de  la  contexture  de  la  maliere  de  la  plaqu*  - 
elles  agissont  avee  une  certaine  intcnsite  sur  des  portions   eicessi\en. 
pelites  de  sa  surface.  Tous  supposent  que  les  fo^xes  se  repartissent  sur .: 
surfaces d'^tenduo fmie ;  el nousne consid^reronsm^me, ainsiqu'ils  lonti- 
fait,  que  des  forces  agissanl  sur  le  cylindre  contournant  d'une  manitTt^* 
tinuecl  graduelle,  comme  celles  dont  Clebsch  appelle  U,  V,  W  les  com.' - 
Hanles  rapporl^es  h  runit^superficioUe. 

Or,  il  nous  sera  facile  de  voir  que  leurs  couples,  s'exerQanl  autoui  i 
toules  les  normales,  se  d^truisent  en  parlie  les  uns  les  autres  a  cause  <i> 
Bolidarite  des  bandes  2sds  du  contour. 

La  cbose  est  evidento  si  cos  couples  sont  formes  par  des  forces  vertr 
appliquees  sur  les  arStes.  Deux  d'entre  elles,  egales  el  opposees,  ajri^^^ 
sur  une  bande  ei^inentaire  2vls  aux  extremiies  de  sa  base  ti'es  petite  d^  ■ 
>'  qui  est  Telement  de  la  peripheric  du  feuillet  moyen,  tendront  en  eli't 
e?lever  une  des  deux  extr^mites  de  eel  element  lineaireetiiabaisser  Tautp 
or,  sur  la  bande  suivante.  Tune  des  deux  forces  d'un  couple  analogue  «'t  > 
nieine  sens  tendra  k  relever  pr6cist»ment  Textremite  que  le  precedent  .1 
abnissee,  en  sorte  que,  si  tous  les  couples,  agissanl  sur  des  bandes  dr; 
suporficie,  avaient  des  intensites  egales,  leur  effet  total  seraitnul;etsiK-'>' 
inlensites  cliangenl  gradueliemenl  le  long  du  contour,  ils  n'auront,a-'^ 
on  voil,  d'ellel  que  par  leurs  differences  con»ecutives, 

S*ils  sontformes  par  des  forces  horizontales  langentes  au  cylindre,  a;:Lvi 
en  sens  opposes,  les  unes  au-dessus,  les  autres  au-dessous  de   la  penp^'- 
lie  moyonne,  et  si  la  plaque  est  supposee  avoir  une  ^paisseur  com[Mr .' 
;iu\  deux  aulres  dimensions ,  ces  couples  pourront  conspirer   pour  y.  * 
4luire  certains  effets  d*ensemble  dont  nous  ne  nous  occupons  pas.  telsqu ' 
inflexion  iinpriniee  a  toutes  les  ar^tos,  el  accompagnee  de  cello  toni>i<Hi  .- 
norale  autour  d'un  axe  vertical  dont  il  a  et6  traits  dans  les  chapitn^  r^-'  - 
lifs  aux  tit>es.  Mais  si  la  plaque  est  exlremement  mince,  ces  sortes  il<'  '^ 
formations  sont  negligeables.   Les  couples  de  forces  horizontales  d^'i'i 
s*;igit  sVxer^ant  d'une  rnaniere  continue  sur  les  aretes  successives,  ne  y 
duiroiil  que  ces  torsions /oca/e«  dont  nous  nous  occupons  ici ;  et  leurs  ti' 
seront  sensiblement  les  monies  que  ceux  de  couples  de  forces  verlif  * 
(le  meme  moment,  qu'on  leur  substituerait  en  faisant  tourner  ceux-la  ^<  ^ 
do*;res,  substitutions  qui  se  font,  comme  on  sail,  dans  la  statique  elo' 
laire  des  corps  solides. 

Ln  couple  de  forces  horizontales,  agissanl  sur  une  bande  de  lan^fur 
(ill  cylindre  contournanl,  el  ayanl  un   moment  M^(/«  proporlionnel  J  «* 

lar«:our,  pourra  ainsi  elre  remplace  sensiblement,  quant  a  st»s  effeb  >"' ' 
endroit  de  la  plaque,  par  le  couple,  ausbi  de  moment  )\  ds^  qui  serait  1 
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me,  avec  un  bras  de  levier  d«,  par  deux  forces  verlicales  M^,  —  M^  ap' 

pliqu^es  suivant  les  aretes  passant  aux  deux  extr^mit^s  de  la  ligne  ds,  la 
premiere  au  point  (r,  y)  do  la  peripheric  du  feuillet  moyen,  la  seconde 
au  point  (x  -f-  dx,  y  -}-  dy), 

Sur  la  bande  suivante,  dont  la  largeur  ds  commence  en  ce  second  point, 
s'exercera  un  couple  qui  pourra  dc  mt>me  d>tre  remplace  par  deux  forces, 

M,,  -+-  -—1  ds;  —  (  M,,  H-  _L?  ds  )  agissant  suivant  ses  deux  aretes  extremes. 

Coiisid^rons  en  particulier  celles  qui  agissent  sur  le  point  {x-^dx,y-^dy)j 
suivant  la  verticale  qui  y  passe.  En  les  coniposant  ensemble,  k  cause  de  la 
solidarity  drfs  bandes,  Tune  —  Mj^,  se  trouve  d6truite  par  la  partie  M,,  de 

Tautre,  et  il  ne  reslo  que  la  deuxieme  partie  de  celle-ci,  savoir  : 


^\ 


(.r.)  Tu*^*- 


(8 


Comme  il  y  aura  une  pareille  force  residue  sur  chaque  arSte  du  cylindre, 
cette  force  verticale  s*ajoutera  purement  et  simplement,  partout,  comme 
Ta  expliqu^  M.  Boussinesq,  k  la  force  verticale  ou  effort  tranchant  de  meme 
direction  parall^le  aux  z,  et  appelee  par  Olebsch  (n°  2) 


/: 


Wf/5f/»  :==  Wda . 


De  cette  addition  il  resultera  une  force  ou  effort  tranchant  total  qui,  rap- 
porte  en  chaque  endroit  k  Tunit^  de  longueur  du  contour  uu  de  son  61e- 
nuMit  da,  est 

C'esl  pr6cis6menl  CO  que  M.  Kirchhoff  a  trouve  indireclement,  en  se  ba- 
sant  sur  la  supposition,  que  nous  nous  sommes  abstenu  de  fairo,  et  dont 
nous  n'avons  eu  nul  besoin,  de  la  conservation  de  la  forme  rectiligne  et  do 
la  direction  normale,  des  petites  lignes  materiel  les  primitivement  normales 
au  feuillet  moyen  dc  la  plaque. 

Au  reste,  nous  examinerons  plus  loin  (n*"  25,  sous  note)  les  consequences^ 
que  nous  reconnaitrons  d*ordre  negligeable,  de  cette  rotation  de  90  degree 
imprimee  aux  forces  et  aux  bras  de  levier  dos  couples  de  torsion  s'exor^ant 
sur  le  cylindre  contournant. 

18.  Suite.  Demiere  equation  dc  condition  d^finie  au  contour,  produite  par 
la  reunion  des  efforts  tranchants  W'rJ«  aux  couples  de  torsion  quand  la  plaqtif 
est  mince.  —  Nous  pouvons  en  consequence  former  notre  derniere  <.'l 
iraportante  equation  definie  d'equilibre,  entre  les  forces  exterieures  donnecs 
et  les  forces  elastiques  interieures  agissant  au  contour  de  la  plaque. 

Les  forces  horizontales  \}dz  ds,  \dz  ds  qui  agissent  de  Texlerieura  Tinte^ 
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rieur  de  la  plaque  pour  produire  une  rotation  autour  de  la  normale  eiir 
rieure  n  qui  fait  l*angle  /)avec  les  x^  auront  ensemble  des  composautes  : 

'  dzd8(y  cos  p  —  Usinp) 

s'exergant  avec  des  bras  de  levier  z;  en  sorte  qu*on  aura  pour  leur  momtf 
de  rotation  total  par  unite  de  largeur  de  la  bande 

(^^)  Mjj=  j       (Vcos;?  —  \]  sin  p)  zdz  =r  V  cos  p  — I}' sin  p- 

11  en  r^sultera,  d'apres  ce  qu'on  vient  de  dire,  pour  reffort  tranch  i 
total  (y^), 

C) 

(fl,)  W  +  7r-(V''cosp  — rsin/?). 

Cette  soinme  doit  61  re  egal6e  a  une  expression  qu'on  aura  compos^e  avei 
les  tensions  int^rieures  qui,  individuellement,  feraient  equilibre  aux  \ei\- 
sions  U,  V,  W  dont  elle  se  compose. 

Or,  si  Ton  int^gre,  apr^s  Tavoir  mullipli6e  par  ds,  ia  troisi^rae  des  equa- 
tions de  composantes  (mj)  de  la  fm  du  n*"  15,  page  711,  Ion  a  : 


(h) 


j       \Sdz  z=cosp  j       i^^f/s-f-sinp    /'    tj,,^*' 


on  en  remplagant,  dans  le  second  niembre,  les  deux  efforts  tranchants  par 
leurs  valeurs  (ki)  du  n*"  12,  complMees  par  les  (/J, 

W  fl.  Wrf*  =  W'  =  cosp  [e(lj.  +  e(t  J_,+  J  (-^  +  YJ.+  S)  :d:j 


r\Mt 


jrx,Ty^yy  ^^    ^^^^  valeurs  cn  TT — ^-  donn^e^  i^i 
Ix,  ^y  <  r,  ty 

les  expressions  (0  du  n*  6  : 

W  W-cos;,  |;(t;4- 1-)  +  A-  -  ^  (^-^V  jjjj  + 

D'un  auti'e  c6le  on  a,  d'apr6s  les  expressions  (mJ  de  U,  V,  el  en  difteren 
liant  par  rapport  k  Tare  x  de  la  peripberie  moyenne, 

K)     ^  (Vcos/)  — Usin  p)  —  s\npcQsp  \  -o- —  -T^r)  -^(cos«;i— sinV'  -;. 
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dou,  inultipliant  par  zdz  et  integrant, 


+  (cos*p  —  sin«p)  j_  ^  -^  zdz. 


•'    £^t 


Mettons,  d*apres  les  expressions  (t;)  du  n^  6,  page  700,  k  ia  place  des  trois 
iiilegrales,  respeclivement : 

!2eS  £)t'  2e^  Di'  ^O  9V 

3     c)»  '  3'   £>«  '  3    ^»  '  * ' 

nous  aurons,  en  ajoutant  (J,),  celte  derniere  equation  au  contour,  applicable 
a  (  lenteinent  et  graduellement  variable  (n"  6)  conune  k  <  constant : 

f)  r  '2«s/^t'    c/t'\i 

W  +  |i  (V cosp  +  C sinp)  =  cos;,  [. ((-  +  1-)  +  •^' "  T  (if  +  if  j J 

+  -J -p,  [sin;?  cosp (t;,  — t;^)  +  (cos='p— sin«/?)t;j. 
Si  Ton  met  dans  cette  equation,  a  la  place  de  t'^.^,  I'    ,  t'    ,  les  expres- 


cy 


sions  de  t^^,  l^,  t^^^  donnees  par  (/)  et  (i)  du  n«  3,  avec  jj,  -^\  2^ 

pour  3^,  3  .  gj.^  (n<>*  2,  6)  ce  sera  y  faire,  pour  le  cas  de  trois  plans  de  sy- 
nietrie  de  contexture  ou  pour  celui  d*6gale  contexture  autour  de  paralleles 
aux  z  : 


(*)  Nous  avons,  tout  k  Fheure,  en  vertu  des  mdmes  egalit^  (/)  du  n"  6,  t  =t*  — si',  qui 
donnent  les  [v)  j      tsrfs  = j-  i',   remplac^  les   /  g— o-srfs  par  des  —^  ,— - .  ll 

uous  eOt  sufli,  pourOtre  autoris^  h  cette  subsUtutioiit  de  partir  de 


9x,S}y     Dx,^y     "  9x,Vy 
au  lieu  de  (/)•  Or  la  meme  chose  peut  dtre  dttc  do  la  subslitutioo  que  nous  venons  de  faire 

des  -4-  TT  3"*    /  5".  *•'*-•  <^^^'  '<^s  d^riv^es  par  rapport  i  Tare  *  sout  cxpriinables  en  derive 

par  rapport  a  j*  et  a  2/.  (Voir  n*  21  ci-apre».) 
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Ellecoincideraalors,  sauf  lesterraes^t  ~  donl  Clebscli  ne  (enaif  pi« 
coinpte,  avec  la  Iroisieme  equation  (281),  p.  687,  et  avec  ce  qu*elle  devicutefl 
t'aisant  a  =  b  =  2  f  -^  f,  d'  =  e'. 

19.  —  Conclusion  relative  aux  conditions  definies  a  remplir  aux  point 
lies  bords  de  la  plaque  ou  de  son  cijlindre  conlournant.  —  Ces  coaditions  sout. 
ainsi,  au  noinbre  de  quatre,  expriiii^es  par  les  Equations  (/{|),  (n/),  it^),  (/  . 
ct  compl^tement  etablies  pour  une  inati^re  liomogene  et  simplement  syiii^ 
Irique,  en  tout  point,  par  rapport  au  plan  parallele  aux  xy  qu'on  peut  ) 
niener;  avec  extension  possible  (n""  7),  moyennant  quelques  poslulats  de 
p'us,  savoir  1^^.  z=z  0^  t  =  0,  a  une  mati^re  homogene  de  coatextuiv 
qiielconque. 

Les  arbitraires  des  expressions  de  iL\,  i/q,  [^q  a  tirer  par  int^ratioa  dt- 
equations  diflerenlielles  indefinies  (^'J,  (v),  {z')  devront  6tre  determioee^  di 
manifere  k  salisfaire  a  ces  Equations  definies  («j),  (m/),  (fj),  (f^). 

20.  —  Des  conditions  definies  particidieres  pouvant  etre  a  remplir  i^ivr 
certains  points »  —  Si,  par  exemple,  un  point  ,r  =i  a,  y  =^  b  doit  na^U'r 
immobile,  et  si  la  plaque  doit  y  t^tre  boulonnee,  on  aura 


(//«) 


Mais,  aux  bords,  ou  sur  tout  le  contour  de  la  plaque,  ou  une  continuilf 
est  supposee  s'observer,  les  particularites  ne  feronl  qu'affecter  des  valeur^ 
speciales,  zero,  par  exemple,  k  un  raembre  d*une  ou  plusieui-s  des  quain* 
conditions  (/i,),  («',),  (/j),  (/',) ;  ou  bien,  quelques-unes  pourront  4lrc  reni- 
placees  par  d'autres  plus  simples. 

Si,  par  exemple,  les  bords  sont  enlierement  libres,  la  plaque  ifetantfiv- 
(conime  on  vient  de  le  supposer)  qu'en  certains  points  de  rinterieur,  ou 
aura,  en  tons  les  points  des  bords 

(g  U'^0,     V'rnO,     M^^O,     W'  +  -^=0, 

en  sorte  que  les  premiers  membres  des  («i),  (n/),  (f,),  et  le  second  de  /*.  . 
seront  k  6galer  a  z6ro. 

Lorsque  ce  bord  devra  ^tre  appuy6  sur  un  cadre  fixcy  on  y  aura  (si  lefii>t- 
temcnt  peut  y  fiti'e  n6glige), 

(;,)  U':=0,    ¥'=0,    M^=0  avec  ujo=0. 

Ce  tt'o  =:  0  remplacera,  pour  la  solution,  la  quatri^me  condition  (/i) •  ««f 
les  efforts  tranchants,  W,  r<isultant  des  rraclions  du  cadre,  ne  seront  connus 
qu'apres  la  solution  trouvee. 
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Lt  si  le  bord  doit  dtre  encastr6,  oii  devra  y  avoir  de  p.lus,  n  etant,  conune 
au  n"'  16,  une  coordonn6e  corapt6e  sur  la  normale  an  contour  du  feuillet 
moyen 

Ii  faudra  done  y  satisfaire  (sous-note  dc  ce  n°  16,  page  715)  k 
{iiV  »*^o=0,     -rT-  COS  «  -\-  -TT-  sm»—  0  » 

qui  remplaceront  les  conditions  (t^)  du  moment  de  flexion,  el  (Q  de  Teffort 
tranchant;  car  ce  moment  et  cet  effort,  provenant  des  reactions  de  rencas- 
Irement,  sont  inconnues,  et  on  n*en  pourra  determiner  les  grandeurs 
qirapr^s  la  solution  du  probl^me  de  la  deformation  de  la  plaque. 

Pour  certains  probl^raes,  dont  on  a  m^nie  deja  vu  un  exemple  au  n""  14  de 
la  Note  finale  du§45,  relative  aux  plaqutes  epaisses,  deux  parties  d'une  plaque 
quelconque  se  trouveront  soumises  k  des  conditions  particulieresdifferentes 
et  devront  dtre  regardees,  dans  1q  calcuK  conime  deux  plaques  soudees  en- 
semble sitivant  une^iSme  ligne,  c'est-^-dire  suivant  une  m^me  section  plane 
ou  cylindrique,  normale  au  feuillet  moyen.  Les  conditions  a  retnplir  pour  le 
raccoi'd  k  cette  jonction  seront  que,  n  etant  la  direction  de  la  normale  d  la 
section  commune,  et  s  la  direction  de  la  tangente  k  sa  courbe  moyenne,  ap- 
pat  tenant  aux  deux  parties,  on  ait 

(      £n  tout  point  de  cette  courbe  moyeniie  de  jonction,  , 

*     }      "'^ '  T^®^  ^s  *®^  rn«^mes  pour  ies  deux  parties  de  la  plaque. 

21 .  Extension  possible  de  ^application  des  equations  et  fotmules  ci-dessus  a 
des  plaques  dont  I'epaissetir,  toujours  petite^  ne  le  serait  pas  excessivement 
par  rapport  aux  autres  dimensions.  —  Les  Equations  et  formuies,  bien  que 
I'ondees  sur  les  suppositions  (n*^  5  et  5)  non  rigoureusement  remplies, 
savoir 

^(g^^  gJ      ^  ^'^. 

doivent  etre  regard^es  comma  exactes  en  tant  que  suffisante  approximation, 
si  la  plaque  est  d*une  epaisseur  2e  excessivement  petite.  Toutes  m^ritent 
coniiance^  et  nous  regardons  comme  vaine  toute  tentative  d*en  etablir  de 
plus  sures  par  une  addition  de  termes  (v.  jn9  24). 

Mais  il  est  bon  de  remarquer  que  certaines  de  ces  equations,  qui  sont 
meme  les  plus  importantes,  exigent  moins  de  suppositions  que  d*autres, 
pour  etrc  etablies. 

Ainsi,   il   sufQt,   pour  demontrer  Tequation  du   quatriemc    ordre   de 
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Lagrange,  en  Wq,  mSme  generalisee  pour  une  contexture  heterotrope  a  pl^n- 
de  symetrie  (n^^  3,  9j,  de  supposer  (ju*on  a 

OH  ^=«(g    ,  g    )  I'-d 

/       \  ♦■•  A  <»*  "If  n  -  . 

^   *'     ix^,  Dxcy^Oy*  '      ex'-,  cix^y^  cy^  '      '^x^/cx*c  y^  cxr  y*.'ty^ 

suppositions  bien  plus  larges  ou  d*une  nature  moins  restrictive  que  celles  m. ; 
car,  au  lieu  d*ex.iger  la  nullite  de  t^.,  ou  m^nie  de  n'exigerque  ul  conttan 

sur  un  mdme  feuillet  et  dans  chaque  trouQon  ayant  pour  base  un  earre  <i 

^t 
cdt^s  2i,  comine  ferait  une  condition  ^,    "    =  0,  la  premise  (n,)  n'impu^. 

sur  ce  feuillet,  que  la  Unearite  de  sa  variation  avec  x  et  y,  ou  denun' 
seulement  qu*a  Finterieur  de  la  petite  portion  comprise  dans  le  prisnh 
ayant  ses  deux  cdtes  horizonlaux  2i,   la  surface  representative  que  )<>. 
construiraitaveco:,  7/  pour  abscisses,  et  pour  ordonn^es  les  vaieursdet...  f^jt 

eire  remplac^e  par  un  plan,  ce  qui  est  on  ne  pent  plus  admissible,  en  f^:: 
d'approximation,  si  2i  est  petit. 

On  pent,  en  effet,  voir  que  la  premiere  egalile  (n,),  combiDte  av«c  i.i 
troisieme  formule  (i)  de  gauche  du  n»  5,  t.^  =  e'D^  4-  d'd   -f  c?.,  domiera. 

nu  lieu  des  deux  ^galit^s  (j),  leurs  deux  dirferentielles  secondes  en  /  «*t  " 
(]ue  la  seconde  et  la  troisieme  (m^)   donneront,  au  lieu  des  formule^   • 

^^  =  ^s-=^'^- «'»  =  8^  -  2=  S^-  '-^  "''  '^"'^''^  * 

leurs  differentiations  par  rapport  a  ^  et  y.  Or  tout  cela  suflit  pour  demo;.- 
trer  Tequation  du  qualrieme  ordre  (m)  du  n**  3. 

On  a  pu  voir  aussi,  au  n"*  48  (sous-note),  que  pour  demontrer  la  derni«' 
des  quatre  conditions  defmies  au  contour  exprimdes  en   w^,  savov    .': 


C/ 


W'-h  7-  ( )  = avec  les  substitutions  («)  du  n*"  5  dans  ses  ienu 


c  s 


en  t '      ^       ,  il  aurait  suffi  de  supposer  qu'on  a 

^t 
(n'}  -~'^=0,     aulieudet    =0- 

On  aurait  pu  aussi,  au  lieu  des  suppositions  du   n^  6  (0,  t^^ 

t°  —  z  t'  ^       des  tensions  en  t*^,  z  et  les  t',  qui  sont  des  foniti 

de  Wq,  et  leurs  consequences  («),  (w),  ne  demontrer  que  lean  derr- 
en  X,  y,  ce  qui  aurait  suffi  encore  pour  etabltr  d*autres  des  equations  a 
probieme. 

Par  contre,   on  a  vu  que  I'etabhssement  des  equations  difTerentiWi  • 
en  ifQ,  pour  une  plaque  dont  aucun  des  trois  plans  coordonn^s  n*e$t  plu  ' 
symetrie  de  contexture,  exige  qu'on  adraette  t^  =  0,  t     —  0,  vu  qu'oa  ^ 

pent  pas,  pour  cetle  piaque,  se  contenter  de     .  ]   ,       ^=  0. 
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II  ne  faut  pas  conclure  de  1^  que  certaines  des  equations  demontr^es  ci- 
dessus  soient  plus  ou  moins  vraics  que  les  autres,  ou  ne  le  sent  que  sous 
des  restrictions.  Toutes  sont  Sgalement  vraies  pour  des  plaques  extrSme- 
menl  minces. 

Mais  ces  remarques  montrent  comma  quoi  les  formules,  ^tablies  pour  des 
^paisseurs  excessivement  petites,  ou  infiniment  petites  comme  Tout  exprim6 
MM.  Kirchhoff  et  Clebsch,  s'appliquent  encore,  surloulquand  les  plans  coor- 
donn^s  sont  des  plans  de  sym^trie,  k  des  plaques  dont  Tepaisseur  peuts'ele- 
ver  k  des  fractions  d*une  certaine  importance  des  deux  autres  dimensions. 

22.  Comparaison  des  detix  manieres  de  tr alter  et  re'soudre  les  problemes 
des  petites  deformations  des  plaques.  — Ceux  des  tiges  ont  ete  r^solus  rigou- 
reusement  au  chapitre  ii  (§§  22  a  27  et  50  k  51)  pour  des  rapports  quel- 
conques  des  longueurs  aux  dimensions  transversales  de  ces  corps  prisma- 
tiques,  moyennant  que,  leurs  faces  lat^rales  etant  libres,  les  forces  qui  les 
etendent,  fl^chissent  ou  tordent,  soient  appliqu^es  et  dislribuees  sur  les 
elements  des  deux  bases,  de  telle  mani^rc  quo,  d'une  extremity  k  Tautre,  il 
n'en  r^sulte  aucune  tension  normale  sur  les  fibres  ou  elements  longitudi- 
naux  int^rieurs ;  ou,  autrement  dit,  moyennant  que  les  composantes  t^^,  t   ,  t 

des  tensions  sur  les  bases,  suppos^es  perpendiculaires  k  la  coordonn^e  z, 
aient  les  expressions  qu*on  trouve  analytiquement  en  partant  de  la  sup- 
position (§  22)  t^^  =  0,  t     =  0,  t    =  0  de  nuUite  des  tensions  s^exergant 

normalement  sur  les  faces  des  fibres. 

Et,  comme  il  a  6t6  ensuite  d^montre  (sur tout  k  la  Note  finale  du  §  28),  en 
combinant  les  Equations  g^n^rales  de  T^quilibre  avec  le  principc  du  potentiel 
d*elasticite  toujours  positif,  que,  quand  ces  tiges,  ayant  leurs  faces  libros, 
sont  allong^es  el  fort  minces.  Ton  y  a  sensiblement  t^^^  ^^^^  *=  0  partout, 
nous  avons  pu  conclure,  comme  on  a  vu,  que  les  formules  trouv^es  en  par- 
tant de  cette  triple  supposition  donnent  tres  approximativement  les  exten- 
sions, flexions,  torsions,  quel  que  soit  Ic  mode  d'application  et  de  distribu- 
tion, vers  les  extr^mites,  des  forces  dont  on  donne  les  resultantes  et  moments 
resultants;  et,  cela,  mSme  quand  il  y  a  des  forces  mod^rees  agissant  conti- 
nilment  sur  les  faces  lat^rales  ainsi  que  sur  la  masse  de  la  tige. 

Eh  bien,  pour  les  solutions  relatives  aux  plaques,  on  a  trouvS,  avec  quel- 
ques  differences,  une  duality  analogue. 

En  effet,  et  k  Tinslar  de  rhypoth6se  ou  point  de  depart  l^^^  =  0  du 

g  22  relatif  aux  tiges,  on  a  vu  (chapitre  ni,  g  59)  que  Clebsch  a  fait,  pour 
les  plaques,  celle 

(oj  t    =0,      t    =0,      t    =0, 

ou  de  nulle  tensioyi  ou  pression  ni  sur  leurs  bases  ni  sur  les  feuillets  qui  leur 
sont  paralieies,  et  qu*il  a  r^solu  rigoureusement,  en  partant  de  Ik,  pour  une 
plaque  d*6paisseur  quelconque,  divers  problemes,  notamraent  celui  du  g  45 
ou  il  est  question  de  sa  flexion  par  des  Qouples  s'exer^ant  uniform^ment 
autour  des  tangentes  k  la  p^riph^rie  de  son  feuillet  moyen.  Nous-m6me,  k 
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la  Note  de  ce  §  45,  apr^s  avoir  montre  que  le  resullat,  qui  est  une  flciiK: 
sph^rique,  s*obtient  tr^s  simplement  par  la  superposition  de  deux  flexion^ 
cylindriques,  nous  avons,  nous  aidant  de  recherches  faites  par  M.  Boussinesi. 
donne  aussi  des  solutions  rigoureuses  pour  des  plaques  d'Spaisseur  quel- 
conque  en  partant,  non  de  la  triple  supposition  (o,),  mais  seulement  de 

it    =0  partoul, 
avec  t    ,  t     nuls  seulement  sur  les  faces  z  =:±e  de  la  plaque, 

ce  qui  comporte  Vexistence  iT efforts  tranchants;  etnous  avons  applique  nos 
calculs  k  des  plaques  surtout  eirculalres  poshes  ou  encastr^es  soit  U>ut 
autour,  soit  tout  aupr^s  de  leur  milieu,  soit  sur  uu  cercle  fixe  inte^^}^ 
diaire,  etc. 
Gomme  cette  hypothSse  fondamentale,  t^^  =  0,  a  6t6  justifi^e  au  n*  4  de 

la  pr^sente  Note  comme  grande  approximation  pour  les  plaques  tres  minces, 
quelle  que  soil  la  mani^re  dont  elles  sont  sollicitees,  les  solutions  de  U 
Note  du  §  45  se  trouvenl  ^tre  applicables  k  ces  sortes  de  plaques  quand  b 
forces  sont  distributes  sur  les  bords,  de  toutes  aulres  manieres  que  ce 
qu'exigeraient  les  expressions  (I')  et  (u!)  de  t^,  et  t^  sp^cifi^es  pour  r  —  Cy 

de  cette  Note  du  chapitre  in. 

En  consequence,  et  bien  que  Tapplication  trSs  g^n^rale  et  tr^s  ^tendue, 
aux  plaques  minces,  des  Equations  diff^rentielles  de  la  pr^sente  Note  du  g  75 
n'ait  nul  bcsoiu,  pour  offrir  les  approximations  desirables,  de  s*appuyer>ur 
les  solutions  exactes,  mais  trSs  particuli^res,  pr^sent^es  k  la  Note  du§  45,  on 
voit  que  les  deux  analyses  qui  y  sont  donnees  se  confirment  Tune  Tautre,  ei 
qu'elles  doivent  conduire  aux  mdmes  r^sultats. 

C'est  ce  qu*on  verra  surtout  k  quelques-uncs  des  applications  qui  occupe- 
ront  les  n°*  27  k  30  ci-apr6s. 

Avant  de  les  donner,  nous  aliens  examiner  et  discuter,  n***  S3  k  26,  ce  qai 
a  ete  presente  par  plusieurs  auteurs  pour  Tetablissement  des  Equations  diiw- 
rentielles,  tant  indefinies  que  d^finies,  relatives  aux  plaques  diastiquei 
minces. 

25.  —  Examen  de  la  marche  que  Poisson  et  Cauchy  ont  suivie  en  trn 
meme  temps  (1828),  et  presque  identiquement,  pour  etablir  V equation  difft- 
rentielle  indefinie  du  quatrieme  ordre  des  deplacenients  veriicaux  r,  dt^ 
points  du  feuillet  moyen  de  la  plaque  mince,  —  Us  admettenl  Tun  et  Tautrv. 
comme  nous  avons  dit  k  la  Note  du  g  22,  p,  143,  que  vu  la  petitesse  do  li 
coordonn^e  2,  les  tensions  mises  en  jeu  dans  le  sens  z  «  sont  exprimabl«^ 
en  series  convergentes  ordonn^cs  suivant  les  puissances  enti^res  et  po^ 
tives  de  cette  coordonn^e  » ;  en  sorte  qu*en  d^signant  par  Findice  (I  1^ 
valours  qu^elles  ont,  ainsi  que  leurs  deriv^es,  quand  on  y  fait  ;s=:0.  Ton  a* 


(p.)         I-ourt^.  V  t„  :  t  =  t.  +  ,(|i)|il(g;)^  + 


(•' 


(*)  Ainsi  que  nout  avons  dit  i  U  mAote  Note  du  g  Sii  u  genre  de  suppositiea  <ttit  sub 
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D'ou  r^sulte,  comme  ils  supposent  que  ces  troif  compouintes  sont  nulles 
8ur  les  deux  faces  de  la  plaque  ou  que  (t^^^  ^^  M)«=±t=®' 

D*ou,  en  d^doublant.  Ton  deduit,  par  additions  et  soustractions  alterna- 
tives, suivies  de  division  par  2  : 


WO=(tj,+ 


ir^o 


J&V-  -' »=('.^«  +?C^)o+- ''  «=(%)o+6-(S)o+  •• 


Ccs  egaiit^s  ^tablies,  leur  proc^d^  revient  k  ceci : 

Hultiplions  respectivement  les  trois  Equations  g^n^rales  d*^uilibre  int^- 

8*      I*      S' 

rieur  (b)  du  ja9  3  ci-dessus,  par^,  ^,  ?-;  differentions-les  toutes  trois  par 

rapport  k  z,  puis  encore,  la  premiere,  par  rapport  k  x,  la  seconde  k  y^  la 
troisi^me'^  z;  ensuite,  ajoutons-les  ensemble,  ainsi  qu'avec  la  troisi^nie 
non  differentiae  ni  multipli^e,  et  faisons  enfin  z=0  dans  le  tout,  nous 

eu  ^gard  k  Tz^'a=q)' 

vu  que  le  second  roembre  de  T^uation  ainsi  compos6e  serait 

OU  un  trindme  dont  les  trois  parties  sont  nulles  en  vertu  des  ^galit^s  (r,) 
que  Ton  bome,  en  raison  de  la  d^croissance  pr^sum^e  de  leurs  termes  suc- 
cessifs,  aux  deux  termes  qui  sont  Merits  dans  chacune. 

Et  Ton  pent  reroarquer  m6me  que,  pour  Tannulation  des  deux  premieres 
parties  dc  ((,)»  il  aurait  suffi  d*admettre,  au  lieu  de  la  nullity  des  seconds 
membres  des  deux  premieres  ^galit^s  (r^),  celles  de  leurs  d^riv^esen  j;  et  y^ 


doute  connu.  Lafn'ange  s'en  est  senri  dans  son  grand  m^moire  sur  ia  thtorie  du  mouvemeiit 
des  fluides  (Acad^mie  de  Berlin  1781 « ou  ceuvres,  t.  IX  de  Tddition  del869),  car,  k  son  n*  24, 
il  dit :  c  Si  la  masse  du  fluide  ^tait  telle  que  Tune  de  ses  dimensions  (di  consid^ablement 
plus  petite  que  chacune  des  deux  autres,  en  sorte  que  les  coordonndes  s,  par  ezemple,  fussent 

tr^s  petites  vis  ^  vis  de  x  et  y, il  est  clair  qu*on  pourrait,  auz  inconnuesp, donner 

laformep'4'/''^  +  /^'3*  + «  p'%  p^n-'  ^tant  des  fonctions  de  x,yj,  sans  z.  •  Et,  au 

n*  26:  €  Le  calcul  deviendrait  encore  plus  facile  si  les  deux  variables  y  ei  2  dtaient  trte  pe- 
tites vis-ft-vis  de  x;  car,  alors,  on  pourrait  supposerp=p'  +  ;>*y  -h  p^'s -\- p^^y*  +....». 
Et  il  applique,  au  n*  45,  cette  supposition  &  la  propagation  des  ondes  dans  un  canal  peu  pro- 
fond.  Voir  aussi  M^canique  analyiique,  seconde  partie,  section  XI,  n«  22.  —  Mais  le  r^sultat 
principal  de  son  analyse  turait  pu  dtre  obtenu  sanr.  cette  hjpoth^se  analytique  (V.  Cotnples 
rendus,  18  juillet  1870,  t.  LXXI,  p.  180). 
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ou  qu'on  eAt  pris  : 

L'^quation  {s^)  ainsi  obtenue  peut  6tre  consid^ree  comine  identique  i 
celle  (27)  de  Cauchy  (*),  ou  k  celle  (6)  de  Poisson  (**). 

Pour  amener  son  premier  terme  k  ne  contenir  que  les  derivees  de  w  par  rap- 
port k  Xy  i/f  nos  deux  illustres  maftres  eflacent  de  suite,  et  non  k  la fia  du  calcul. 
dans  les  trois  egalites  (rj,  les  termes  afTecles  du  carre  de  la  petite  deini- 

/^t.A 
cpaisseur  c  de  la  plaque.  De  la  troisic^me,  r^duite  ainsi  k  I  -7^  1=0,  IN 

tirent,  en  y  mettant  pour  l^.  son  expression  en  3^,  3  , 3,,  g    la  valeur  del  j;  I . 

et  ils  la  substituent  dans  les  expressions  de   (  -^  \  ,  (  -7^  J  ,  ( -77- ) 

qui  sont  ainsi  r6duites  k  ne  contenir  que    Til^xt^yy^xy)  I       •  Or,  Ifr 

deux  premieres  (r,)  reduites  de  mSme  k  (t^^)<,=0,  (i^^'j^  =  0  et  k  la  place  dt!*- 
quelles  on  peut  m^me  se  contenter  de  prendre 


L  ^t*.»)  J,=o 


leur  donnent,  en  operant  comnie  nous  avons  fait  au  n*  5  pour  obtenir  les  (o. 

p.\     _.fH     /^A ^0.    AX\     _.£!!:: 

Substituant  dans  le  trindme  entre  parenth^se  du  premier  terme  de(s< 
rMuit,  comme  cela  est  d^sign^,  k  la  valeur  qu*il  prend  pour  s==0  aprb 
differentiation  en  z,  on  am^ne  les  trois  composantes  t  &  ce  que  nous  avoni 
appel6  les  V ;  et,  par  suite,  ce  premier  temie  k  devenir  le  premier  membre. 
pris  en  signe  contraire,  et  divis^.  par  2«,  de  Tequation  du  quatri^me  ordn? 
en  Wq,  (m)  du  n<>  3,  quand  on  suppose,  comme  nous  Tavons  fait  ji.ce  numero. 
que  la  contexture  est  u  trois  plans  de  sym^trie ;  Equation  que  nous  rsm 
obtenue  d*une  autre  mani^re,  et  qui  6tait  la  principale  chose  k  ^tablir  et  i 
g^n^raliser. 

On  voit  la  difference  entre  la  mani^re  dont  nous  avons  obtenu  cette  equh 
tion  du  quatri^me  ordre  et  celles  dont  a  us^  Cauchy  ainsi  que  Poissiic 


(*)  Exerciccs  de  malh^maliquet,  t.  HI,  p.  254. 

(*')  Mimoire  tur  V6quiUbre  et  le  mouvement  des  MOlida  iUuliqaes^  Acad,  des  Kitfoes^ 
tome  de  1829,  page  529. 
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Nous  avons  vu ,  par  le  proc^d^  des  n***  4,  5,  6,  que  les  trois  composantes 
t,,,  t„,,  t^,  sonl  lin6aires  en  z,  ou  de  la  forme  L — si'.  Coinme  leurs  secondes 

XX      xy      yy 

parties  seules  contiennent,  par  les  t'  [n^  2),  les  ^  ,  ^.  ,  '  ^  ->  il  f^iut  ^ue 
^  '^  '         ex*,  tJxdy^  oy*  * 

les  premieres,  ou  les  (q,  se  trouvent  61imin6es.  Cette  Elimination  s'op^re 

d*elle-mdme  lorsqu'on  integre  aprSs  avoir  multiplie  par  zdzy  afin  d'Etablir, 

comme  nous  avons  di^  le  faire,  T^quilibre  suivant  les  z,  d*un  element  itdxdy 

de  la  plaque,  sur  toute  sa  hauteur  2i,  ainsi  qu*on  Etablit  les  Equations 

d*Equilibre  de  sens  horizontal  (s),  (z')  du  n®  7.  L'on  voit  qu*on  ^limine  aussi 

ces  termes  lorsquon  diffe'rentie  les  t,, — zV  par  rapport  kz,  puisque  les  t^,  t' 

sont  ind^pendants  de  z.  Cette  deuxiSme  maniere  a  ete,  comme  on  voit,  celle 

de  Cauchy  et  de  Poisson ;  elle  est  moins  propre  k  atteindre  le  but  propose 

qui  est  d*exprimer  les  conditions  de  TEquilibre  de  T^l^ment  2idrdj^. 

Mais  on  doit  surtout  remarquer  que  Thypoth^se  faile  par  eux  de  d^ve- 
loppabilit^  des  tensions  en  series  convergentes,  ordonn^es  suivant  les  puis- 
sances de  la  petite  coordonn^e  z,  est  purement  arbitraire;  eile  n'a  jamais 
eu  de  partisans ;  elle  n'est  pas  suffisamment  fondle  et  pent  se  trouver  sou- 
vent  en  d^faut.  On  a  bien  le  droit  de  d^velopper  de  cette  maniere  une  fonc- 
tion  pour  yne  petite  partie  du  champ  oil  elle  varie;  mais  rien  ne  dit  qu*on 
le  puisse  dans  toute  Vetendue  de  ses  variations  ou  des  valeurs  de  sa  priiici- 
pale  variable,  quand  bien  m6me  cette  Etendue  serait  geome'triquement  petite 
par  rapport  h  celles  d*autres  variables  dont  les  coefficients  de  cette  seriese- 
raient  fonctions. 

II  serait  de  peu  d'intEr6t  de  chercher  dans  quelle  proportion  ces  deux  cir- 
Constances  peuvent  6tre  causes  que  la  m^thode  des  deux  illustres  anaiystes 
donne,  k  la  suite  du  terme  foumissant  le  trindme  diff^rentiel  du  quatri^me 

ordre.  une  partie    (c+^g)^^^+^[|(^+^)]^_^  quid6pend  des 

actions  A,  B,  C  exercEes  sur  la  masse,  d*une  autre  maniere  que  la  ndlre 
(n^^'S  et  9).  Qu*il  nous  suffise  d'observer  que  la  n^tre  les  fait  entrerdans 
I'equation  [expression  (f)  du  u?  5  ou  Equation  (e^)  du  n?  9]  prEcisEment  de 
la  mEme  maniEre  qu'a  fait  Clebsch  [Equations  (281),  (282)],  qui  y  est  arrivE 
par  une  marche  diffErente,  en  apparence  dEtournEe,  mais  parfaitement  ration- 
nelle.  Aussi  nous  prEfErons,  aux  mEthodes  de  dEveloppements  hypothEliques 
en  z,  de  1828,  peu  sures,  et  qui  ont  donnE,  comme  on  sait,  des  rEsultats 
erronEs  en  ce  qui  regarde  la  torsion  des  prismes  rectangles  (*),  celle  que 
nous  avons  exposEe  d'aprEs  le  mEmoire  citE  de  M.  Boussinesq  de  1871 
(2«  partie  relative  aux  plaques)  et  son  complEment  de  1879,  ounous  avons 
fait  quelques  modifications  de  dEtail  et  quelques  simplifications. 

24.  Examen  du  memoir e  de  Jf.  Maurice  Levy,  sur  les  plaques  e'lastiques 
planes^  de  1877  (**).  —  H.  LEvy,  sans  s*Etre  proposE  de  mieux  dEmontrer 

f )  Sout-noie  des  pages  621  k  627  du  g  29  de  I'appendice  IV  de  I'Mition  annotte  de  1864 
des  Lefona  de  Navier,  et  Note  ci-dessus  du  g  37. 

('*)  H^moire  lu  le  26  mars  (Compteg  rendu$,  p.  396)  et  imprimE  en  juiUet,  Bodi  et  seplembre 
de  la  mEme  ann6e  au  Journal  des  Mathfynatiques. 
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r^quation  du  quatri^me  ordre  de  Lagrange  «  qui,  obtenue  par  les  moyem 
les  plus  divers,  ne  peut  faire  doute  )),etprenantplutdt pour  but  cd^elacider 
beaucoup  le  probi^me  si  obscur  des  plaques  »  en  ce  qui  regarde  les  condi- 
tions d^finies  ou  k  la  surface,  sur  lesquelles  porte,  dit-il,  seulement  la  diifi' 
cult6,  s'est  occupy,  dans  son  grand  travail,  de  «  traiter  d'abord  rigoureus^- 
ment  un  certain  nombre  de  probl^mes  relatifs  k  des  cylindres  de  hauteur 
quelconque  »  presses  uniquement  sur  leurs  faces  lat6i*ales,  comme  ceui  qii 
ont  ^tk  consid^r^s  au  §  39  ci-dessus,  mais  pour  un  cas  plus  genial,  car 
H.  L^vy  ne  s*est  pas  restreint,  comme  Clebsch,  k  ceux  oik  aucune  pressioc 
nes*exerce,  mSme  k  Tint^rieur,  sur  les  sections  parali^les  aux  bases. 

11  a  done  cherch^  si,  dans  cette  condition  des  deux  bases  fibres.  Ton  poo- 
vait  appliquer,  sur  les  aretes  de  la  surface  lat^raie  des  cylindres  ou  prisma, 
des  forces  avant  une  r^sultante  et  un  moment  r^suitaut  donnas,  de  teilt 
maniSre  que  les  d^placements  u,  t;,  w  des  points,  et  cons^quemment  les 
tensions  int^rieures,  fussent  exactement  exprimables  (ce  que  Cauchy  et 
Poisson  ont  suppose  a  priori  pouvoir  toujours  T^tre  approximativemad  poor 
une  plaque  mince)  par  des  expressions  algebriques  et  entieres  en  %^  qui  est 
la  coordonn^e  parall^le  aux  aretes ;  mais  expressions  que  H.  Levy  suppose 
n'avoir  qu^un  nombre  fini  de  termes;  et  il  a  cherch^  k  quelles  .coadilioos 
cette  supposition  ^tait  possible. 

De  son  analyse  et  d*une  discussion  delicate,  il  conclut :  1*  que  les  puis- 
sances de  z  ne  peuvent  d^passer  la  puissance  5  dans  ces  expressions  de 
u,  v,  w  entieres  en  2,  et  cons^quemment  aussi  dans  celles  des  trois  compo* 
santes  t    ,  i    ,  i     (*) ;  2°  que  si  cette  forme  alg^brique  de  t    ,  t_,  l„  se 

realise.  Ton  a  parlout,  dans  Tint^rieur,  comme  sur  les  bases,  la  compo- 
sante 

Ti"*  que  les  composantes  t^,  t  ,  nulles  aussi,  par  hypoth^se,  sur  les  bases  ou 
pour  2;=dzi,  se  trouvent  n'^tre  dans  Tinl^rieur  que  du  second  degre  en  s. 
et  affect^es  du  facteur  1* — 2* ;  ce  qui  leurdonne  cette  distribution  iut^eure 
parabolique  qu'ofTrent  souvent  les  efforts  tranchants  dans  la  th^rie  dr< 

tiges;  4»  enfln,  que  la  dilatation  cubique  ^  +  j"  +  -^r  ^*®st  alors  que  do 

premier  degr6  en  %, 

Mais  comme  les  coefficients,  fonctions  de  x^  y,  des  puissances  de  s,  ont 
entre  eux  plusieurs  d^pendances  dont  H.  L^vy  donne  les  expressions,  it 
aper^oit  que  cette  solution  n'offre  qu*un  nombre  d^arbiirairet  moiodrv 
d'une  unit^  que  ce  qu'il  faudrait  pour  remplir,  k  la  surface  lat^rale  pribta»- 
tique  ou cylindrique,  les  conditions,  qu*habituellement Ton  s'impoae,  ditii. 
de  faire  ^quilibre  k  des  forces  ext^rieures  ayant,  sur  les  aretes,  auie  rM- 
tante  et  un  moment  resultant  donnes  en  direction  comme  en  grandeur. 

(*)  Clebsch  avail  trouv^  que  dans  sa  supposition  de  t„,  t,y  nuls  non  seuleoMBt  lar  la 

bases,  mais  partoiit  aussi  dans  I'inUrieur,  les  puissances  de  a  ne  peuvent  d^paaaer  la  1 
[^nation  (154)  du  g  39  ci-dessus]. 
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M.  L^vy,  alors,  pour  y  supplier,  ajoute,  ce  qui  certainementesting^nieux, 
aux  expressions  enti^res  des  d^placeraents  horizontaux  u,  v,  les  d^rivees  en 
x^  y  d*une  fonction  qui  est  transcendante  en  z^  et  qu*on  puisse  charger  de 
verifier,  au  contour,  la  condition  restant  k  satisfaire.  Gette  fonction 

ajoute  ainsi  : 
K)  ill,    ^-sm^-^;  a.,     -^sin^, 

C  etant  une  fonction  de  x,  y^  telle  qu*on  ait  : 

L'arbitraire  d'int^gration,  que  comporte  la  determination  de  :  d'apr^s 
cette  Equation  diff^rentielle,  complete  ce  qu*il  en  faut ;  et,  moyennantTaddi- 
tion  ou  superposition  ainsi  faite  aiixvaleurs  de  u^v,  emigres  en  2,  de  ces  va- 
leurs  d*une  autre  forme,  la  possibilite  analytique  se  trouve  acquise  de  d^ 
terminer  une  certaine  repartition,  sur  les  aretes  du  cylindre  contournant 
d*une  hauteur  quelconque,  des  forces  dont  ondonne  les  composantestotales 
et  les  moments,  de  mani^re  k  n'avoir  aucune  tension  oupression  sur  les  deux 
bases. 

II  ne  pr^sente  pas  d'exemple  de  la  solution  complete  du  probieme  pour 
une  plaque  d*une  dpaisseur  comparable  a  ses  deux  autres  dimensions,  comme 
nous  avons  pu  le  faire  sous  certaines  conditions  k  la  Note  du  g  45  pour  des 
plaques  rondes  dans  des  cas  m^me  ou  il  y  a  des  efforts  tranchants. 

Mais,  en  supposant  f  tr^s  petit,  et  effa^ant  en  consequence  les  termes  af- 
fectes  de  f'  ou  2*,  M.  Levy  change  ses  formules  rigoureuses  en  formules 
suffisamment  approckees  dont  des  integrations  possibles  lui  fournissent  les 
termes.  Elles  sont  semblables  k  celles  de  Poisson,  sauf  les  termes  additifsen 
^  qu'il  y  a  joints  et  qu*il  y  conserve,  mais  qui  disparaissent  d*eux-memes 
dans  trois  des  sept  probiemes  particuliers  qu'il  traite  Onalement,  relatifs  k 
la  plaque  circulaire,  et  dont  il  n'a  pas  calcuie  numeriquement  les  valeurs 
pour  des  exemples  des  quatre  autres  probiemes. 

25.  Suite  de  cet  examen.  —  Ce  genre  de  solution  duprobieme  des  plaques 
minces  est  curieux,  et  il  est  geometriquement  irreprochable. 

Mais  il  n*atteint  nuUement  le  but  que  Tauteur  s*est  propose  et  qu'il  spe- 
cific surtout  dans  le  preambule  de  son  memoire  (*)  (comme  il  Tavait  fait  aux 
Comptes  rendm^  26  mars  1877,  p.  596). 

H.  Levy  y  reconnalt  en  effet,  comme  nous  avons  dit,  que  les  equations  dif- 
ferentielles,  indefiniesj  regissant  les  deformations  du  feuillet  moyen ,  sont 
toutestrouveesetn'ontbesoin  d'aucun complement.  11  veut  specialement,  par 

(*)  Commencement  de  Tarticle  I,  p.  221,  intitule  :  Sur  le*  difficulU*  qui  tubtistent  dan* 
w  tfUorie  des  plaques  mtncef . 
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son  grand  tr.ivail,  ^clairerla  question  du  norabre  etde  laformedesconditioD^ 
definies  a  remplir  au  contour,  disculer  le  desaccord  enlre  Poisson  t 
M.  Kirchhoff,  et  suppleer  k  ce  que  Tun  comme  Taulre  aurait  du  faire,  da':- 
son  opinion,  pour  pouvoir  remplir  les  conditions  qu*imposent  des  forces 
doiit  on  donne  arbitrairement,  au  contour,  les  r^sultantes  et  les  momert* 
resultants  quelconques. 

En  ne  s'occupant  pas  des  deux  conditions  d*equilibre  de  ces  composADb 
do  forces  exterieures  et  int^rieures  dans  le  sens  x  et  dans  le  sens  y  (q*  li 
ci-dessus),  sur  lesquelles  tout  le  nionde  est  d  accord,  M.  Levy  soutientquele? 
trois  autres  conditions  de  Poisson,  savoir,  celle  de  T^quilibre  de  transUtioo 
du  sens  s  ou  des  efforts  tranchants  W  (n°»  17  etlS)  el  celles  des  raonir^ni* 
de  rotation  autour  de  deux  droites  horizontales,  soil  x  ety,  soitcf^etn.DVLt 
rieii  de  surabondant;  qu'elles  ont  besoin  d't^tre,  ioutes  trois,  separeroenl  *:• 
complies  ;  que  la  reunion,  ressortant  des  calculs  de  M.  Kirchhoff,  de  la  pr^ 
miere  et  de  Tunc  des  deux  dernieres  en  une  seulc,  ne  pent  Stre  qu*iine  coih 
sequence  de  sa  vicieuse  hypoth6se  de  la  conservation  de  la  forme  rectUigr 
etde  la  normalite  des  petites  lignes  materielles  primitivement  noriDale»  an 
feuillet  moyen.  H  donne  raison  toutefois  k  U.  Kirchhoff  en  ce  qu'il  a.  pr 
deux  fois  ('),  exprim^.  que  la  solution  Poisson  est  impuissante  5  remplir  b 
trois  conditions  poshes  par  lui,  et  que  la  nianiere  dont  Poisson  a  traile  le>u* 
jet  donne  lieu  k  un  probl^me  d'analyse  impossible  et  k  des  incompatibilit^t 
excepts  dans  quelques  cas  tr^s  particuliers. 

Mais  ce  que  M.  L6vy  attaque  le  plus  vivement  et  taxe  d*ill^gitimc,  cVsl  U 

mani^re  directe  et  g^om^trique  dont  M.  Boussinesq,  en  i87  J ,  a  rendu  coinptf 

decette  fusion  en  une  seule  Equation,  qui  n*est  autre  que  celle  deM.Eiah- 

^M 
holt,  dont  le  premier  membre  a  la  forme  W  4-  -~  (n"  17,  18,  19  ci- 

dessus)  des  deux  Equations  definies  qui  devraient,  suivant  H.  Levy,  dtresep^ 
r^es  et  avoir  pour  premiers  membres,  Tune  W,  el  Tautre  M^. 

M.  L6vy,  en  effet,  permet  bien  (**)  de  remplacer  un  couple  quelcouque  ^^ 
forces  horizontales  appliquees  en  des  points  d'une  des  armies  verticales  du 
cylindre  contournant,  par  un  couple  de  m^me  moment,  compost  de  fon'-^ 
para//f/<?$dce//^s-ci,  ou  aussi  horizontales  et  appliquees  en  d  autres  |)oiiit> 
sur  la  mSmc  ar^te ;  mais,  suivant  lui,  il  est  iliicite  de  le  remplacer  par  uc 
couple  6gal  de  forces  atitrement  dirigees  et  qui,  en  les  prenant  paralleles  a«^ 
z,  peuvenl  etre  reuniesaux  efforts  tranchants.  II  conclut  que  Taddition  qui. 
a  faite,  aux  valeurs  ordinaires  de  u  et  v,  d'expressions  uoa  alj^ebriquesro 
3,  telles  que  les  transcendantes  (Mj),  comme  moyen  de  satisfaire  aux  tr>:> 
conditions  separc^ment,  est  de  necessite  absolue  dans  la  solution  du  prob^nic; 
des  deformations  de  plaques,  mem^  d*une  tres  petite  epaisseur. 

H.  Boussinesq,  ainsi  interpelle  sur  son  Memoirc  de  1871,  a  reponduqo^- 
lorsque  les  points  d*application  des  forces  composant  divers  couples,  sont 

(')  Dans  I'sTant-propos,  ct  aprds  lequalion  (22)  de  son  H^moire  de  1844. 
(")  Page  233,  ou  ant<^p^nulti^nie  alinea  du  §  I  duMenioirede  M.  Levy  sur  leipli.]!^ 
planes. 


pol£mique  de  1877-78  a  ce  sujet.  729 

fort  rapprocbes  les  uns  des  autres,  il  est  tout  aussi  licite,  au  degr&  d*appro- 
ximation  dont  il  faut  bienici  secontenler,  defaire  tournerun  couple  sur  lui- 
inSme,  ou  d*y  remplacer  des  forces  borizontales  par  des  forces  verticales, 
que  d*y  substituer,  comrae  H.  L^vy  le  permet,  des  forces  k  d'autres  forces 
qui  leur  sont  parallMes,  ou  mdme  que  de  remplacer,  comme  le  fait  M.  L^vy 
apr^s  Poisson  et  tout  le  monde,  les  forces  quelcohques,  r^ellement  appli- 
qu6es  autour  d*une  plaque,  par  des  resultantes  et  des  moments  resultants 
qui,  au  total,  ne  sont  que  des  fictions;  que  ces  sortes  de  substitutions  sont 
permises,  en  ce  qu*elles  n*ont  pour  effets  que  de  produire  de  petites  per- 
turbations purement  locales,  sans  influence  sensible  sur  les  deformations 
qu'on  cherche  k  connaitre,  k  savoir  celles  qui  se  produisent  au  dolk  d*une 
bande  etroite  proche  des  bords. 

11  ajoute  que  la  forme  m^me  it  ^, xSinTr  des  termes  aiout^s  ku,  v  par 

c)[x,y)      2i 

M.  Levy  pour  pouvoir  poser  separement  les  conditions  au  contour,  suppose 
un  mode  sinusoidal,  ou  tout  particulier  et  jamais  realise,  de  distribution  des 
forces  faisant  couple  de  torsion  le  long  des  aretes  descylindrescontournant 
les  plaques ;  que,  d*ailleurs,  ces  termes  sont  toujours  de  grandeur  insigni- 
fiante,  au  delk  d'une  zone  dont  la  tr^s  petite  largeur  se  compte  k  partir  du 
bord  de  la  plaque  (*),  zone  qu*on  pent  abstraire,  comme  on  abstrait,  dans 


(*)  H.  Boussinesq  le  prouve  de  deux  maiii^res  : 

i*  Dans  sa  premiere  r^ponse  (Crendusi  17  d^embre  1877,  p.  1158)  il  observe  que  I'dquation 

^-^  -{-  ^  s=  —  ^  peut  etre  remplacte,  «  et  n  ^tant  deux  coordonnto  rectilignes  paralieies 

a  U  tangente  (i*  et  i  la  norniale  n  au  point  considers  de  la  periph^rie,  par  ^  +  ^  ^  I?  ^  * 

que,  dans  les  cas  utiles  i  coosiderer,  de  yariation  graduelle  des  forces  en  jeu  le  long  du 
contour,  le  premier  terme  ne  prend  que  des  valeurs  insigniiiantes  aupr^s  du  second,  diOix 

^  =  une  somme  de  deux  termes  afTectte  de  0  «  ,  dont  il  ne  faut  conserver  que  celui 
doiiL  les  valeurs  de  la  normale  n  dirig^e  vers  I'int^rieur  de  la  plaque  rend  Texposant  n^ga- 
lif,  car  celui  ou  il  est  positif  donnerait  des  valeurs  de  ^  et  par  suite  de  u,  v,  exc^dant  bien> 
idt  toufe  Hmite  d'^Iasticite ;  ^  est  done  tris  rapidement  d^croissant  quand  on  chemine  k 
rintdrieur  le  long  d'une  normale  n ;  il  d^crolt  d*autant  plus  vite  que  «  est  plus  petit,  et  il 
s'annule  bient6t  sensiblement. 

2*  Si,  afln  de  simpliGer,  Ton  prend  pourorigine  un  point  du  contour  de  la  base  inferieure 
du  cylindre  eontournant ;  pour  axe  des  x,  la  normale,  men^e  vers  I'lnt^rieur,  &  ce  cylindre, 
et  par  consequent,  pour  axe  des  y,  sa  tangente  borizontale;  si  en  m6me  temps  Ton  abstrait 
toutes  forces  ext^rieures  autres  que  celles  qui  produisent  un  moment  de  toraion,  en  agis- 
sant  parallMement  aux  y  sur  les  divers  points  de  la  gineratrice  du  cylindre  eontournant 
qui  est  prise  pour  axe  des  s,  moments  supposes  les  mSmes  quand  on  passe  de  cette  genera- 
trice  il  la  suivante,  on  pourra  facilement  ^valuer  les  etfets  deces  divers  moments  ou  couples. 
On  pourra,  effectivement,  prendre  partout  u  =:  Q,  to  =  0  et  rMuire  les  trois  equations 
d'equilibre  indefinies  de  la  plaque,  k  la  seconde,  qui  sera,  si  la  matiere  est  isotrope, 

-—J  +  ^^  =  0,  resoluble  par  v  =  ]S  A«  cos  ms,  les  A  etant  des  coeCQcients  dependant  des 
paramdtres  m  des  divers  termes  de  la  serie  indeflnie  Z  •  On  satisfait  dejA  ainsi  aux  condi- 
tions  t^,  i^  et  t^  =  0.  On  satisfera  aussi  &  t_ = 0  ou  &  ^  =  0  sur  les  faces  s  c=0  et  s  =  2( 
si  m  est  tel  que  sin  Smc  =  0,  ou  2m«  =  tir,  i  dtant  un  nombre  entier  quelconque,  d*oi^ 
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lescalculs  relatifs  aux  tiges,  de  trte  courtes  regions  prochesdes  eztTtoites, 
ou  les  forces  ayant  une  r^sultante  et  un  moment  donnas  peuvent  6tre  dby 
tribu^es  el  appliquees  d*une  foule  de  mani^res,  dont  les  efTets  ne  diflerent 
que  par  de  tr^s  petites  perturbations  locales,  et  dont  le  calcul  estd'ailleun 
d'autant  plus  impossible^  qu'on  ignore  m^me  toujours  le  mode  rtel  de  lear 
distribution ;  enfin  que  si,  dans  le  probl^me  de  la  plaque,  on  voulait  eipii- 
mer  I'^quilibre  entre  les  forces  ext^rieures  reellement  agissantes  aux  points 
des  bords  et  les  forces  int^rieures  ou  ^lastiques  r^agissant  contre  elles,  ce 
ne  serait  pas  deux  ou  trois  Equations  W'  =  ....  et  M„  =.....  ce  serait  une 

infinite  d'^quations  particuli^res  qu'il  faudrait  poser.  11  faudrait,  ce  qui 
revient   au  m^rae,    cxprimer  par  trois  fonctions  arbitraires  de  2  les  ma- 

m  =  S-*  On  aura  aiusi : 

2« 


»  =  JT  Ac        "'COS  -TT-  i 


1.        i'f* 


ce  qui  satisfera  aussi  i  t,2= ^>  ^xx  ^  ^f  ^^^  aeulement  sur  les  faces  s  =0,  s  =s  St.  auu 
partout.  Et  cette  solution  est  applicable  quel  que  soit  le  mode  de  distribution,  suppose  dona^ 
sur  les  616ments  ds  dz  de  la  bande  ^tds  du  contour,  des  forces  ext^rieures  suppoafes  pan)- 
Idles  aux  y,  qui  produisent  le  couple  de  torsion  U^ ;  car  ces  forces,  agissant  aur  une  Utt 

perpendiculaire  k  x,  ne  sent  autre  chose,  par  unit6  superficielle,  que  les  (t    )   ^   doatks 

valeurs,  si  G  est  le  coefficient  d'filasticit*  de  gliasement,  sont  G  ^|^ + 1^)  =  G  f^^ 

Soit  done  F(z)  la  fonction  qui  reprdsente  ces  forces,  fonction  astreinte  seulement  iatoira 
valeur  moyenne,  de  3  =  0&2=:2«,  nulle  puisque  les  forces  ainsi  reprdsentte  ne  font 
qu'un  couple,  on  a  : 

CD  F(,)=G(£)_^=_«i2:A.-co.'g; 

dont  on  pent  tirer  lea  coefficients  A  par  le  prooMd  bien  connu  oonsiatant  A  inlAgrer  ks 


t  vz 


membres  de  0  &  2«,  aprte  avoir  muJtipliS  par  <is  cos  -^t  t'  itant  comme  t  un  nombre  ca- 

tier;  car,  pour  toutes  les  valeurs  de  t  diffdrentes  de  t",  I'intdgrale  I      ifa  cos^cob^ 

JO  ti         zt 

sera  nulle  ;  et,  pour  t  =  t',  elle  sera  6gale  A  «;  en  sorte  qu'ii  ne  subsistera  que  le  laine<fa 
^  pour  lequel  t'  =  t.  Tirant  A  et  substituant  dans  (A'^),  on  aura,  »  ^tant  une  ?ariabk 
auxiliaire  destinte  k  disparaitre  aprAs  rintdgration  de  0  A  %s. 


t  =  ao  txx 

i'tcs 
00.^- 


1  =  00  nz 


pour  les  ddplacements  v  des  divers  points  de  I'ardte  2«  dans  le  sens  horiaootal  et 
tiel  y.  Le  terme  relatif  A  t  =  0  est  nul  k  cause  de  la  supposition  Caite   //*  F  (a)  ^s  s  (L 

Quelle  que  soit,  du  reate,  la  forme  de  la  fonction  F  dont  dependent  lea  ^nleurs  direnadm 
coefficients  A  =   /       de  la  sdrie  vz=^  -^  y\f  ntessairement  trda  convergcnie*  on  vo« 

que  les  ddplacements  v,  k  cause  de  I'exponentielle,  d^roltront  d'une  maniAre  trta  rapid?  1 
roesure  que  croltra  la  eoordonnte  normale  x,  surtout  si  T^paissenr  Sc  de  la  plaque  etf  trti 
petite;  d*oi^  il  suit  bien  que  cet  eflet  de  couples  de  torsion,  produit  par  des  foroai  boriaa- 
talea,  se  bomera  k  des  perturbations  locales  s*annulant  k  de  trte  petitea  *»Syf«n*^—  da  ta^ 
sans  influer  perceptiblement  aur  la  d6formation  gtodrale  de  la  plaque. 
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nitres  dont  se  r^paitissent,  sur  chaque  g^n^ratrice  du  cylindre  contournant, 
les  trois  composantes  ^uivantes  x,  y,  z  des  forces  ext^rieures,  puis  assujettir 
les  lensions  int^rieures  k  leur  faire  ^quilibre  :  or  c'est  ce  que  ni  le  proc^de 
de  H.  L^yy,  ni  aucun  autre,  ne  permet  de  faire. 

M.  Boussinesq  coaclut,  dans  Particle  (18  fevrier  1878,  p.  461)  qui  a  clos 
cette  polemique,  que  la  separation  de  W  et  de  H„  n*ayance  k  rien;  qu'il 

convient  en  consequence  de  d^barrasser  la  solution  des  petits  termes  nou- 
veaux  en  ;  qui  la  compliquent  sans  nul  profit,  et  dont  la  simple  suppression  pro- 
curera,  entre  toutes  les  solutions  ^galement  approchees,  cette  solution-type 
dont  le  caractere  est  d'avoir  la  forme  la  plus  simple  de  toutes.  En  effet,  et 
comme  on  voit  que  H.  L6yy  en  convient  k  la  page  258»ce  n'est  pas  de  la  seule 

manierequ'exprimela  fonction;sin  ^-choisie  par  lui  &  la  page  suivante,  mais 

d'une  infinite  de  mani^res  que,  par  un  ou  plusieurs  termes  additifs,  on  satis- 
ferait  aux  conditions  de  Poisson.  Or,  ces  diverses  solutions,  toutes  ^galement 
possibles,  ne  different  pas  moins  les  unes  des  autres  qu'elles  ne  different  de 
cette  solution  la  plus  simple  resultant  des  conditions  de  H.  Kirchhoff,  et 
qu*elles  ne  diff^reraient  de  la  solution,  si  on  pouvait  Tavoir,  satisfaisantaux 
distributions  r^elles  des  forces  sur  le  contour  dans  chaque  cas.  11  est  done 
juste  de  n^gliger  les  conditions  individuelles,  et  toujours,  on  peut  dire,  idea- 
les,quisupposent  des  modes  speciaux  de  distribution  des  forces  au  contour, 
et  de  ne  garder  que  leurs  combinaisons  strictement  necessaires  k  la  determi- 
nation desiree  de  Tetat  general  de  la  plaque  apres  sa  deformation. 

^6.  Conclusion  de  cet  examen  commence'  au  n^*  24.  —  Les  reponses  et 
repliques  de  M.  Boussinesq  nous  paraissent  fondees  et  logiquement  moti- 
ves. Si  H.  Levy  avait  pousse  jusqu*auxchiffres  les  consequences  de  sa  solu- 
tion, dans  ceux  des  exemples  qu*il  en  a  donnes  oi!i  les  termes  additifs  en 

z  sin  Y  ^^  disparaissent  pas,  il  aurait  reconnu  certainement  que  ces  termes 

n*ont  qu*une  influence  negligeable  sur  la  deformation  generale  des  plaques 
minces,  et  aussi  sur  leurs  vibrations  (*). 

Nous  observerons  aussi,  en  general,  quune  addition,  meme  k  quelques 
egards  fondee,  faite  k  une  solution  trouvee  pour  un  probieme  de  mecanir 

(*)  C'est  aussi  ce  qui  sembie  resulter  des  formules  monies  de  H.  LeTy.  En  effet  les  termes 
dont  nous  parlons,  dans  les  exemples  qu*il  donne  de  plaques  circulaires  de  rayon  r^,  con- 

tiennent  le  facteur  --»  oii  R  est  une  fonction  du  rayon  Tecteur  r,  ou  plut6t  de  g-*  ayant  la 

forme  (62  bit)  de  la  page  284  du  memoire,  et  oi^  Rq  est  la  yaleur  de  R  pour  r  =  Tq.  Or,  cette 
fonction  R,  exprimee  en  une  serie  dont  tous  les  termes  sont  positifs,  est  analogue  aux  ex- 

nl* 

ponentieUes,  et  sa  derivee  par  rapport  k  r  doit  ^fidemroent  dtre  tres  grande  dte  que  ^  de- 

yient  quelque  peu  considerable,  c*est-&-dii-e  pour  des  points  k  une  distance  du  centre  con- 
tenant  un  certain  nombre  de  fois  I'^paisseur  2«  de  la  plaque.  Done,  d^s  qu'on  s'doigne  du 
bord  pour  se  rapprocber  du  centre,  R  crott  tris  Tite  de  fractions  notables  de  Rq,  et  le  rap- 

port  ^  s'^Tsnouit  bientAt. 
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que  physique,  de  quantit^s  du  mdme  ordre  de  petitesse  que  celles  qu'il  i 
fallu  forc^ment  negliger  pour  ea  ^tablir  les  Equations,  n*augiiientera  nul- 
lemcnt  le  degr^  d*approumatioa  de  cette  solution.  En  effet,  suivantb 
grandeur  et  suivant  le  sens  de  Terreur  inconnue  que  la  solution  trouT^ 
comporte,  une  pareille  addition  pourra  tantdt  diminuer  cette  erreur,  tant'-i 
Taugmenter :  il  y  a  autant  de  chances  pour  Tun  que  pour  Tautre,  yu  que  set 
sens  est  aussi  inconnu  que  sa  grandeur  (*). 

11  est  bien  vrai  qu  en  r^unissant  en  une  seule  donn^e  W  -A ^-^t  reffart 

is 

W  et  le  moment  M,^  de  torsion  locale  sur  les  bords,  les  solutions  obtenues 
seront  communes  k  toutes  les  valeurs  de  W  et  de  H^  pour  lesquelles  cettt 
somme  sera  d*6gale  grandeur;  mais  cette  communaut^  qui,  d'ailleurs^nest 
pas  un  inconvenient,  aura  lieu  tout  autant,  pour  la  presque  totale  etendue 
de  la  plaque,  si  on  s^pare  ces  donn^es  en  dedouMant  la  condition  ^iionoei'. 
ou  en  posant  une  condition  pour  W  et  une  pour  M„  par  le  moyen  des  ter. 

mes  additifs  en  c  de  H.  L^vy ;  termes  qui  ne  produisent  en  effet,  que  pour 
des  points  tr^s  proches  du  bord,  des  differences  quelque  peu  sensibles  entr^ 
les  r^sultats  des  deux  mani^res.  Tune  simple  I'autre  compliqu^e,  d*am>ef 
k  la  solution  qu*on  desire  avoir. 

La  conmiunaute  de  solution,  pour  plusieurs  syst^mes  de  donn^es  Wei 
H„  ,  sera  d*ailleurs  analogue  k  toutes  celles  qu*on  a  dans  les  probiemes  ou 

Ton  prend  pour  donn^es  une  resultante  ou  un  tnoment  resultant,  Elles  coo- 
vienneni,  k  celapr^s  de  peiiurbations  toutes  locales,  et  regard^es  coming 
n^gligeables,  k  tons  les  syst^mes  de  forces  quiontcem^me  moment  oucetle 
mdme  resultante ;  et  Ton  s*en  contente  d*autant  plus  generalement  que  Ton 
n*a  presque  jamais  la  possibility  de  faire  entrer  dansle  calculles  forces  iadi- 
viduelles,  forces  qui  ne  sont  m^me  point  connues,  comme  nous  Tavons  rt- 
marque  plusieurs  fois  ci-dessus. 

Concluons  done,  tout  en  rendant  volontiers  temoignage  (ainsi  que  le  fait 
aussi  M.  Boussinesq)  k  la  valeur  analytique  du  travail  de  H.  Levy,  quioffrtf 
dans  plusieurs  parties  de  bons  modeles  de  recherches,  quoique  le  sens  du 
concret  y  fasse  quelquefois  defaut,  et  qui  aura  tout  au  moins  provoqu^ 
une  utile  contro verse ;  concluons,  dis-je,  que  les  critiques  vives  qu'il  f<i' 
des 'recherches  de  H.  Kirchhoff  et  de  H.  Boussinesq  n*ont  pas  la  valeur 
qu'il  leur  attribue ;  en  sorte  qu*il  n'y  a  point  lieu,  dans  les  probiemes  dt« 

plaques  minces,  de  tenir  compte  des  termes  ±:  th r  sin^p  ajoutesparliL 

aux  autres  solutions  donnees  avant  lui,  dans  la  vue  de  se  donner  une  arbi- 
traire  de  plus  poursatisfaire  separement  aux  deux conditionslimitesW^ 


(*)  Soient,  en  gto^ral,  A  une  solution  quelconque  Ux>uvte,  a  son  erreur 
A  Hh  a  la  vraie  valeur  de  ce  qu'on  a  cherch^;  et  soil  a'  oe  qu'on  serait  porU  k  ^ioutcri  i 
pour  avoir  une  approximation  plus  grande.  On  obtiendra  bien  cet  accroissement  d'app(v>^* 
mation  si  e^  est  de  udme  signe  que  a  et  n'excMe  pas  2a ;  mais  Terreur  ten  augnMBl^-  * 
of  est  de  signe  contraire,  ou  si,  etant  de  mdme  signe,  it  est  plus  grand  que  %m. 
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M,j  = ....,  que  H.  KirchhofT  a  r^unies ;  enfin  qu*il  convient,  cornme  Ta  fait 
rillustre  correspondant  de  Tlnstitut,  de  se  donner  plutdt  la  somme  W  -|- 

-^  pour  r^duire  ces  deux  conditions  a  une  seule,  dont  nous  avons  d6ve* 


loppi,  au  n**  23,  Texpression  trouvte  autrement  par  Clebsch  (*). 

27.  Applications  des  Equations  differentielles  indefinies[m)  ou  (ej,  [a^^(a!^^ 
et  definies  au  contour  (0|),  (o'l),  (ii,),  (/*,)  avec  (^,),  de  Vequilibre  d*  une  plaque. 
—  Nous  y  supposerons,  comme  il  a  ^t6  fait  dans  les  chapitres  ii,  iii,  iv,  gg 
22  il  73,  que  I'^lasticit^  de  sa  mati^re  est  la  meme  dans  tous  les  sens  hori- 
zontaux,  ou  parall61es  k  ses  deux  faces,  tout  en  pouvant  dtre  tr^s  diff^renfe, 
comme  cela  a  lieu  g^n^ralement,  dans  le  sens  de  I'^paisseur,  en  softe  qu'il 
y  aura  lieu  de  faire,  dans  les  formules  cities,  ou  celles  (j),  dun® 3  ci-dessus : 

d'* 

[(y«)»  ou (n) reproduites]    a=b=2f-fr,    d=e,    d'=:e',    a4=2f-fP ; 

c 

et  par  suite,  si  t,,  est  nul,  d'oii  3,  = (^x  "t*  ^«  )>  ces  expressions,  dont 


(*)  Ajoutons  line  consideration  sur  T^alit^ 


X 


J'^K.xK^x'rdr^O 


de  la  page  301  du  mdme  N^moire  de  M.  L^vy  (dont  nous  corrigeons  rcrreur  ^videiite  de 
copie  en  terivant  rdr  au  lieu  de  r'^dr)  deatinte  h  lui  fournir  le  moyen  de  satisfaire  k  T^lat 
initial  d'une  plaque  circulaire  ou  libre  ou  appuyde  au  pourtour.  GeUe  ^galit^  pos^e  par  lui 
en  disant  simplement  qu'elle  te  dimontre  par  de»  formulet  connuet  qu'il  ne  rapporte  paa, 
est  parfaitement  eiactc  quand  on  prend,  pour  les  conditions  au  contour  de  la  plaque,  celles 
de  M.  KirchhofT,  mais  elle  ne  Test  plus  lorsqu'on  traite  ces  conditions  A  la  maniire  de 
M.  L^yy,  k  savoir :  1*  dans  le  cas  des  plaques  libres,  en  conservant  les  termes  en  ^  pour  ce 
qui  est  relatif  aux  couples  de  flexion,  et  les  effacant  de  la  condition  relative  au  couple  de 
torsion,  alors  qu'on  les  conserve,  comme  on  le  doit,  dans  celie  de  I'elfort  (ranchant ;  2*  dans 
Je  cas  des  plaques  appuy^es,  en  n'eftaoant  pas  ces  m^mes  termes  de  la  condition  relative 
au  couple  de  flexion,  U  oH  ils  aont  le  plus  ^videmment  n^gUgeables.  Alors,  par  exemple 
dans  le  cas  de  la  plaque  libre,  on  n'a  pasT^quation  que  nous  Tenons  d*terire,  mais  (toujours 
avec  les  notations  de  H.  L6vy) 

(i*-n  j^'  R„,, R„,v r<Jr=  fo  [r„.V  Tr  ('"».X  )  -R«.»fe  (»"».v)]^^^^i 
et,  dans  le  cas  de  la  plaque  appuyte,  une  ^nation  semblable  avec  un  second  membre 

et  non  pas  ziro,  ce  qui  change  les  risultats. 

If .  L^Ty  donne  ensuite,  il  est  vrai,  un  thdorime  juste,  celui  que  la  fl^che  de  courbure,  au 
centre  de  la  plaque,  et  aussi  le  mouvement  vibratoire  de  ce  centre,  sent  les  mdmes  quelle 
que  soit  la  repartition  de  la  charge  ou  de  I'^tat  initial  sur  chacune  de  ses  couronnes  ^16- 
jnentaires  concentriques.  Mais  ce  thtorerae  (n*  20  de  la  Note  du  §  45)  ne  tient  nullement  aux 
bases  du  calcul  op^r^,  car  il  est  une  consequence  evidente  et  immediate  de  rindifrerence 
de  la  position  aximutale  des  charges  partielles,  et  du  principe  de  la  superposition  pure  et 
simple  des  petits  deplacements  et  mouvements  qui  leur  sont  dus. 

Toutes  sortes  de  rootiis  se  reunissentdonc  pour  n'avoir  point  egard  aux  petits  termes  en  (, 
et  pour  poser  la  demiere  condition  au  contour  A  la  maniere  de  N.  KirchhofT,  comme  nous 
avons  fait  aux  n**  17  ct  18. 
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les  deux  premieres  d^finissent  clairement  le  param^lre  a| : 

Nous  commencerons  par  la  plaque  circulaire. 

Nous  ne  nous  occuperons  pas  ici  de  sa  flexion  par  un  poids  unique  por- 
tant  sur  un  de  ses  points,  car  ce  probl^me,  au  moins  pour  le  cas  d'encastre- 
inent  au  pourtour,  a  6t6  traits  par  Clebsch  d'une  mani6retres  gto^raleau^Tti 
ci-apr^s;  et  nous  m^rae,  nous  Tavons  r^solu  dans  la  Note  de  la  fin  du  g  i-') 
pour  lo  double  cas  d*encastrenient  et  de  simple  appui,  lorsque  le  poids  e>( 
pos^  au  centre  de  la  plaque  et  aussi  lorsqu'il  est  uniform^ment  rSparti  sur 
une  circonfi^rcnce  concentrique  k  son  bord.  Ges  solutions  ont  et6  dedtiit^:* 
par  nous,  facilement,  d'une  analyse  directe  et  exacte,  applicable  k  des  pU- 
ques  de  toute  ^paisseur,  sans  avoir  k  integrer  T^quation  difTerentielle  du 
quatri^me  ordre  (e^)  du  n«  9  ci-dessus,  qui  a  exig6,  pour  fttre  pos^e,  des  hypo- 
theses approximatives  fondles  sur  ce  que  la  plaque  6tait  supposee  Irte  mince. 

Nous  allons  consid^rer,  aux  n?*  28  k  51  (ainsi  que  nous  ravens  annonce 
au  n^  22  et  avant-dernier  de  la  m^me  note  finale  du  g  45)  le  cas,  non  traits 
par  Clebsch,  ou  la  plaque  circulaire,  soit  appuy^e»  soit  encaslr^,  sapporte 
sur  toute  sa  surface  une  charge  uniform^ment  r6partie.  Puis,  aux  n»*  32  et 
suivants,  nous  rapporterons,  en  les  discutant  soigneusement,  les  solutions 
qui  ont  6t^  donn^es  par  Navier  pour  la  flexion  d*une  plaque  rectangulahr, 
dans  uu  6crit  de  1820  rest^  in^dit  et  presque  ignore,  bien  qu*il  soitde^ 
plus  m^morables  tani  par  sa  beauts  queparcequ*il  a  servi  de  point  de  depart 
k  Gauchy  et  k  Navier  lui-mdme  pour  la  fondation  de  cette  M^canique  niolecu- 
lairc  ou  interne  que  Lam6  a  appelee  la  th^orie  math6matique  de  T^lasticite  ;*!. 

28.  Plaque  circulaire  mince^  horizontale^  supportant  une  charge  umforme- 
ment  ripartie  sur  sa  surface,  —  Soient,  comme  k  la  note  du  §  45,  a  le  rayon 
et2f  la  petite  ipaisseur  dela  plaque  suppose  horizontale,  r  le  rayon  vecteur 
d*un  quelconque  de  ses  points,  et  soit  Torigine  des  coordonnees  verticale^ 
prise  au  centre  du  cadre  fixe,  en  sorte  que  le  d^placement,  apr^s  la  flexion, 
d'un  point  quelconque  du  feuillet  moyen  sera  ce  que  nous  avons,  k  la  >ok 
du  §  45,  n^  11,  appel^  Wo*  Soit  enfin  p  la  charge  par  unit^  superficielle. 

D*apr6s  ce  qu*on  a  dit  au  n^  9  de  la  pr6sente  Note,  T^quatiou  k  int^gnr. 

si  Ton  prenait  des  coordonnees  transversales  rectangles,  serait,  a|,  =  Sf+t' 

d'* 
etant  toujours  Tesp^ce  de  coefficient  d*eiasticite  propre  aux  plaques, 

(')  Redierchet  »ur  la  flexion  des  plans  €la9tiques,  prisentd.  i  rAcad^mie  le  14  aouM9^ 
Un  eiemplaire,  autographic  de  la  main  de  NaYier,  en  existe  k  It  biblioth^que  de  Xtak  ^ 
ponU  et  chauudes.  Un  extrait  trte  Ctenda  en  a  M  insdrC  par  lui  k  U  page  9*2-10)  du  t0<u^ 
de  1823  du  Bulletin  de  la  SocUU  pMlotnaihique  de  Pari$. 
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Transformons  les  coordonn^es  x^  y^  en  coordonn^es  serai-polaires  r,  «  : 
Gomme  on  doit  avoir,  par  raison  de  sym^trie,  les  derivees  sur  a  nulles^ 

nous  pouvons  faire  promptement,  ici,  la  transformation,  sans  invoquer  les 

formules  plus  g^n^rales  de  Clebsch.  Les  relations 


(w 


I  a:=rcosa,  y  =  rsin« 

donnent 


dx^zdrcosa. — rsinaefa,        dy  =  dr  sin  a. +  r  cos  a.  da  ^       d'ou 
dr  =  dxcos  a  +  dy  sin  a,  rdtLz= — dxsin  a-k-dy  cos  a; 

d*ou  encore,  les  d^riv^es  par  rapports  Tangle  a^tant  nulles, 

-5-?  =  -«-•  cT  cos  a — ---^  sm  a  ^ ,         -5r~  =  -^r^  jr-  sin  «  +  -7:-^  cos  a  -—  ; 
^x*        ^r*  ^a:  ^r  ^x  i)y*        dr*  dy  ^  Br  0y 


ou 


,    ,     Bhi)o      BHoo      «      ,  ^Wosin^a  BMvq      B*Wq  .  ,       ,  E^WgCOs"* 

d'ou 

^  *'  ^x*  '^  &y*  ~'  Bf*  '^  r  dr       "rdry  Hr )' 

L*6quation  (a)  transform^e  est  ainsi  : 

^^»'  r  ^r  (  ^r  Lr  ^r  \     dr  J ]  )       2a,e' 

29.  (Stitf^.)  Integration.   —  Rien  n*est  plus  facile  que  d*int^rer  une 
pareille  Equation.  EUe  donne  tout  d*abord,  C  et  C  ^tant  deux  constantes, 

et  Poisson  annule  la  constante  C  parce  que  le  premier  membre  est  la 
m^me  chose  que  ^T  "*"  Y^^  **  ^®  somme  des  courbures  prises  par 

la  plaque,  dans  deux  sens  rectangulaires,  ne  doit  nulle  part  devenir  infinie, 
comme  elle  feraitpourr=Osicette  constante  C  subsistait.  On  a  done  sim- 
plement 

a  quoi  11  ne  faut  pas  ajouter  de  nouvelle  constante  puisqu*il  en  r^sulterait 

j-^  ou  Wo  infini  pour  r  =  0. 
Diyisant  par  r,  integrant,  et  determinant  la  constante  de  cette  derniire 
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integration  denianiere  qn'onait  its  =  0  pour  rz=a^  c*est-a-dire  sur  le  cadre 
du  pourtour,  on  oblieut 

ifj')  g«=  .  J^  ,  Ir*  —  ff*.  ^ -.,>*— fl4). 

La  constaute  subsistante  C  doit  recevoir  des  Taleurs  telles  qu  on  ait 

IS  la  plaque  est  encastree  -^  =  0  » 

tr 
Si  elle  est  simplemeDt  posee        V^  =  0 ; 

M  designant,  comme  aux  n*»  ci-dessns  2,  16, 25, 24,  et  deja  aui  n»*  4, 8,  9  dc 

la  Note  du  ^  45,  le  moment  ou  couple  de  flexion  de  la  plaque  autour  d*uo*' 
tangente  au  cercle  moyen  du  cylindre  contonmant. 

Or,  lorsqu*on  prend  des  axes  des  x  et  des  y   dont  le  premier  se   confond 
avec  le  rayon  vecteur  r,  on  a  la  tension  normale  t^=  t    k  laquelle  Th^'po- 

th^se  t..  =  0,  faite  au  n«  5  ci-dessus,  donne  la  Taleur  (2,)  da  n«  27  : 

ou,  d*apr^s  les  valeurs  (<),  n*5,  de  d^,  ?  ,  deduites  des  suppositions  cinema- 

tiques  (7)  qui  sont,  comme  on  a  dit,  des  consequences  approximatives  de  It 
definition  m^me  d*une  plaque  mince  : 

d*ou  le  moment 

et,  par  consequent,  d'apres  les  formules  (c,)  de   changements  de  coordon- 
nees  ou  Ton  fait  cos  a  =  1 ,  sin  a  =  0, 

dont  la  specification  pour  r  z=:z  a  donne  la  valeur  de  M^. 

D*autre  part  on  a,d*apres  (/*.),  C  ^tanttoujours  une  constante  non  encore 
d^termin^e, 

dw^  _   Zpr^        Cr  .    ^0  _    9pr«     .  C 
^»'  >  ""32aj63  "^  2  '    ^r*    "32ati»"^5' 

Faisant  r  =  a  et  substituant  dans  (A,)  on  a  : 

On  tire  dc  \h  et  dc  (/I),  pour  la  constante  C,  d'aprte  les  conditions  (k^ 
k  reraplir pour r  =  a: 
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Plaque  posee;  C= ^^-^  •  yf^ 

ai  —  f    loBie* 

Plaque  encastr^e :      C  =^—  rj— :  • 

16  ajc- 

Substituant,  on  obtient  pour  les  valeurs  cherch^es  de  Wo,  ou  pour  les 
4qualionSf  en  Wo  et  r,  des  coupes  m^ridiennes  de  la  surface  de  revolution 
afTecl^e  par  le  feuillet  moyen  de  la  plaque  sous  la  charge  uniforme,  par 
unite  superficiclle,  p^  qui  peut  coraprendre  son  poids  propre  : 

1  Plaque  simplement  posee : 

(Fieche cenlrale  f,  =:KV  =o  =  iJSf  m^- ' 
Plaque  encastr^e : 

(03)  {  128a|E*^  ^  '^      128aji=^\  a*      a^J* 

Fleche  cenlrale  /;  =  (ii?oV  =  o  =  lafsl? ' 

30.  St4t^.  RenultaUetcomparaUons. —  Si  Ton  suppose  laroati^re  isotrope, 

avec  les  coefficients  x,  pi  de  Lam^  ^gaux,  ce  qui  revicnt  k  t  fait  =z  1  dans 

nos  formules  d*isolropie  (v")  de  la  note  du  g  45,  ou  les  tensions  se  r^glant 

conformemenl  k  la  loi  des  actions  mol^culaires  mutuelles  fonctions  chacune 

de  la  seule  distance  ou  elles  s'exercent  (n""*  5  et4  de  la  Notedu  g  16),  d*oii 

8  2 

aj  =  7  ^  >  ^1  —  2f  =  ^  6,  ces  Equations  ou  expressions  se  r^duisent  k 

,  ^,  .  189paVj       '^6r>        5  r*\    *         \S9pa* 

(p^      Plaque  posee :  w^  =  gj^^  (^  -  IT  7*  "^  ^'a^J '  ^^  =  5T2ob  ' 

(q,)      Plaque  encaslree  :    w,  =  ^^/^  ^i  -  2  ^;  +  ^)  ;         /;  =  j^'^-^. 

Ces  expressions  des  deux  flechcs  f^^  /|sont  confonnes,  commenousavons 

annonce  k  lafln  du  n*"  22  de  la  note  dug  45.  k  celles  que  Poisson  a  obtenues 
par  une  analyse  moins  simple,  et  n'embrassant  pas  le  cas  d*eiasticites  in^* 
gales  dans  le  sei^s  des  faces  de  la  plaque  et  dans  le  sens  de  son  ^paisseur. 

11  en  r^sulte,  lorsqu'il  y  a  isotropic,  avec  ^galiie  des  coefficients  >  et  fA 
de  Lame,  (ou  avec  t  ==  1),  ccque  nous  croyons  avoir  toujours  lieu  pour  les 
vrais  solides,  que 

ou  qu*une  plaque  isotrope  uniformement  charg^e  prend  une  fleche  un  pen 
plus  de  quatre  fois   moindre  quand  elle  est  encastree  que  quand  elle  est 

47 
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simplement  pos^e  tout  autour.  Si  nous  nous  reporions  aux  valeurs  des  He- 
ches fff  ohlcnues,  pour  une  chari^  conccnlrcc,  au  n*  11  de  la  Note  du|4o, 
nous  trouvons 

A -15' 

ensorte  que  Tencastrement  ne  diminue  la  fltehe  que  dans  la  proportio0|7 

lorsque  la  charge  n'agit  qu*au  milieu. 

Si  Ton  veut  comparer  les  effets  de  la  concentration  au  milieu  et  de  rooi- 
forme  dissemination  de  la  charge  totale  de  la  plaque,  charge  qui  est  tf'f 

Q 
dans  le  cas  de  la  dissemination,  on  n'a  quk  faire  p  =  — ^  dans  les  expres- 
sions (/i,)  (q^  de  f^y  f\f  ce  qui  donne: 

^  *'  '*  —  5120irGe- '  't ""  1024  cGs* ' 

et  k  les  rapprocher  de  celles  {of)  ( avec^  =  0  J  et  (cT)  defei  f  du  n»  11  d< 
la  Note  du  g  45;  il  en  r^sultera 

21 
d'ou  il  suit  que  la  dissemination  de  la  charge  rMuit  aux  ^  la  fleche  quaad 

la  plaque  est  pos^e  et  au  j  quand  elle  est  encastr^e. 

II  est  curieux  de  determiner  oik  sera  le  point  d'inflexion  des  coupes  meri- 
diennes  de  la  plaque  encastree.  II  suflit,  pour  cela,  de  differentier  deux  kin 

Texpression  (o,)  de  Wo  et  de  faire -Trf  =  0;  il  en  resulte.pour  Tabscisse 
du   point  d*inflexion  quand  la  charge  est  uniformement  r^partie  : 


r=ay/|  =  0. 


5773..  a. 


La  plaque  pose'e  offre  aussi  dans  ses  coupes,  pour  cette  ro^me  suppositkc 
de  charge  r^partie,  un  point  d*inflexion.{On  en  obtient  Tabscisse  r  en  egilwi 

k  zero  le  -rx  ^*^^  ^^  I'expression  (n^)  de  Wo*  ce  qui  donne 


,  .^  =  0  j  est  un  peu  plusprfe  du  centr 
de  la  plaque  que  le  point  (H^  =  0),  qui  est  au  boiti  f  =  it. 
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Dans  la  plaque  encastree,  le  point  H^  =  0  oti  /  W  %dz  =z=  0  de  moment 
nul  repondra,  d*apr^s(/:3),  a  la  valeur  de  r,  qui  satisfera  k 

W  a.^+(a.-20i^«=0. 

d*oA,  d^apr^s  Texpression  (o,)  de  Wo 
W         r  =  ay/^^^,     0U8iil  =  ?,     r==ay/l  =0,6202  a.; 

eii  sorte  que  le  point  de  nullity  du  moment  fl^chissant  est>  dans  les  deux 
cas,  plus  loin  du  centre  que  celui  de  nullity  de  la  courbure  de  la  coupe 
m^ridienne. 

31.  Plaquex  circulaires,  —  Phis  grandes  dilatations.  —  Condition  de 
resistance  permanerUe  h  la  charge  supported  —  La  plus  grande  des  dilata- 
tions ^prouvees  par  la  mati^re  de  la  plaque  doit  dtre  ^gal^e  k  la  limite  de 
celles  que  cette  mati^re  pent  subir  sans  que  la  contexture  risque  de  8*alt6- 
rer  de  mani^re  k  produire  soil  imm^diatement,  soit  k  la  longue,une  rupture. 

La  premiere  expression  (s)  du  n^  4  donne,  pour  la  dilatation  dans  le  sens  x^ 

k  une  hauteur  z  au-dessus  du  feuillet  moyen  de  la  plaque,  3^ — z  -^-^>  d^  ^tant 

la  dilatation  dans  ce  plan,  ou  pour  ^  =  0.  Done,  lorsqu'il  ne  se  produit, 
comme  nous  le  supposons,  aucune  tension  et  par  consequent  aucupe  dila- 
tation dans  le  plan  du  feuillet  moyen,  on  k 

En  appelant  d^  sa  plus  grande  valeur  k  la  distance  r  du  centre  de  la  pla- 
que, comme  dt  t  est  la  plus  grande  valeur  de  z^  on  a,  pour  la  dilatation 
qu*il  faut  mod^rer : 

(x^  3)^  =  Max*  num^rique  de  ±:  e  -^-^  •. 

Voici  les  resultats  pour  les  deux  cas  consid^ris  : 

1<»  Plaque  uniformement  charge'e^  simplement  posee  tout  autour.  — -  D*apris 
Tequation  (nj,  on  a  : 

Le  maximum  num^rique  du  bindme  entre  parentheses,  qui  est  lineaire 
en  H,  aura  lieu  pour  Tune  des  deux  valeurs  extremes  de  r',  savoir  r'  =  0, 
ou  r*  =  a^\  et  c*est  evidemment  pour  r*  ==  0.  On  a  done  la  plus  grande 
dilatation 

/   .  ^        aa,-"f     spa*       /.         8r  ,     r\  iilpa* 


* 
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■    -    — 

2**  Plc^iue  unifoimement  chargee^  eneastree  tout  autour,  -^  L*6qualion 
(o,)  donne 

■ 

Des  deux  valeurs  extremes  r*  =  0,  r'  ^=  a*,  c'esl  la  seconde  qui  donne  k  ta 
parenth^se  la  plus  grande  vaieur  numerique  ou  au  signe  pr^ ;  la  plus 
grande  dilatation  a  done  lieu  pour  r'  =  a*;  d*ou,  pour  cette  dilatation  qat 
est  k  renfermer  dans  une  limite  cens^e  connue,  relative  k  la  mati^re  de  la 
plaque, 

En  egalant  ces  deux  expressions  de  S^  k  la  limite  des  dilatations  perma- 

nentesnondangereusesque  Ton  d^signe  ordinairement  par  pr  (n**  7  de  la  Note 

du  g  57),  les  equations  de  cohesion  pour  le  cas  de  non-encastreroent  et 
d'eqcastrement  d*une  plaque  supportant  uniformdment  une  charge  p  par 
pnil6  de  sa  surface,  se  trouveront  poshes. 

La  coraparaison  des  valeurs  de  3^  pour  le  cas  ou  la  plaque  est  encastref 
et  pour  le  cas  ou  elle  est  siraplement  pos^e  montre  que  rencaslremenl 
augmente  dans  la  proportion  de  11,7  &  9,  ou  del,5  &1  la  chaise  uniforme- 
ment  repartie  que  pent  supporter  avec  security  une  plaque  cii*culaire  /). 

« 

52.  Plaque  rectangulaire  horizontale  pose'e  tout  autour  $ur  un  cadre  fii^, 
et  supportant^  outre  son  poids  propre,  une  charge  verticale  pouvani  varier 
(Vun  point  a  V autre  de  sa  surface.  —  Prenons,  avec  Navier,  pour  origine  ud 
de  ses  angles,  plains  Taxe  des  x  dans  la  direction  d*un  de  ses  cdt&,  a, 
Taxe  des  y  dans  la  direction  de  son  cot^  adjacent  b, 

Gomme  les  forces  A,  B  (n''  2)  agissant  horizontalement  sur  la  maliere  de  li 
plaque,  U,Y  (m^mc  n'^)  agissant  aussi  horizontalement  sur  son  cylindre  con* 

tournant,  et  i"^*,  X^^^ijdem)  faisant  frottement  sur  ses  faces  horizonUl^^ 

sont,  ici,  nulles  ou  supposees  negligeables,'les  Equations  ind^finies  (a  ),  'a  . 

jointes  aux  deux  premieres  d^finies  (oj,  (o^),  ne  donnent  pas  autre  chose  qu** 

Wo  =  0,  »o  =  0, 


(*)  Nous  ne  donnerons  pas  des  Equations  ayant  le  mdme  objet  pour  les  plaques  cirailairf« 
portant  une  charge  concentr6e  au  milieu,  que  nous  avons  consid^rfes,  quant  aui  9txv»< 

Ters  la  flu  de  b  Note  du  ,^  45.  Le  logarithme  qui  subsiste  dans  les  eipre^ions  de  -np  et  ^  i' 

deVieni  infini  pour  rs=Ot  amdne  une  difOculle  ne  pouvant  6tre  lev^c  qu'en  supposant  u 
charge  repartie  dans  un  petit  cercle  d'un  cerlain  rayon,  concentrique  i  la  plaque,  avec  oat 
d^croissance  graduelle  d'intensit^  proclie  sa  circonKrcnce,  et  annulalion  quand  elle  e»t  aH 
teinte.  Cc  serait  une  recherche  delicate,  analogue  h  quelques-unes  de  cdles  de  la  5oie^- 
§  46,  el  qui  n'Murait  ici  que  peu  d'utilitd,  car  ce  qui  se  passe  aiosi  aupr6s  du  oeotre  a'a  p» 
d'influence  sensible  sur  ce  qui  a  lieu  dans  tout  le  reste  de  la  plaque. 
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ou  rimmobilite  horizontale  des  points  dii  feuillet  moyen.  Par  la  in^me  rai- 
soiiy  Taccolade  du  second  membre  de  l*equation  ind^finie  (ej  du  quatriimie 

ordre  du  n«  9,  page  704,  se  rdduil  ft  C  H-  t"^*^—  t"^',  c'est-4-dire  au  poids 
de  la  plaque,  i  '  Cdz,  plus,  aussi  par  uniti  superficielle,  la  charge!  appli- 

qu^e  sur  sa  face  sup^rieure,  en  n'y  ajoutant  pas  la  pression  de  I'atmosphSre 

qui  se  trouve  d^truite  par  le  troisi^me  terme,  vu  que  la  face  inf&rieure  ne 

supporle  que  cetle  pression  \k.  On  pent  repr^senter  cette  somme  par 

une  fonction  f  de  a?,  y.  La  derni^re  ligne  du  m^me  second  membre  est  k 

effacer,  vu  qu*elle  se  compose  de  termes  tr^s  petits  du  deuxi^me  ordre. qui, 

comme  on  a  dit,  ne  sont  k  prendre  en  consideration  que  dans  un  cas 

exceptionnel,  stranger  k  celui  dont  il  s*agit  ici.  L'^quation  (e^)  se  r^duit 

d'« 

done,  vua.  =  2fH-  P ,k 

c 

D*apres  ce  que  nous  avons  dit  au  n*  20,  la  derniSre  equation  d^finie  (/*,) 
du  n®  18  est  remplac^e  par  u^o  =  0  sur  le  contour,  et  Ton  y  a,  tout  du  long, 
z^ro  pour  le  premier  membre  M^  de  la  troisi^me  (u,)  du  n^*  16.  Cette  Equa- 
tion (u^)  OU  (V|)  donne  done 

a,  -j-^  +  (a|  —  2f)  ^,2=0,  sur lesc^tes  a,  oA  cos p  =  0,  sinp= 1; 
aj  -^-f-(aj  — 2f)-^=0,8urlesc6te8t,  oucosp  =  l,  sinp  =  0. 

Or,  sur  les  c6t6s  a  por(ant  sur  le  cadre,  qui  sont  parall61es  aux  x,  ttt  <^s1 

^videmment  nul;  et,  de  m^me,  -rp^Test  ividemment  sur  les  cdt6s6.  Les 
conditions  definies,  ou  au  contour,  se  r^duisent  done  k 

W'       (Wo.  j^f  -^s  )  =  Opoura;=:0,  oux  =  a,  ouy=0,  ouy=:*. 

On  satisfera  Evidemment  k  ces  conditions  en  prenant  pour  Wo,  si  m  et » 
sont  des  nombres  entiers,  une  somme  de  produits 

W  sin  ^  sin  ^ 

a  b 

afTeet^s  de  coefficients  quelconques,  susceptihlea  d'dtre  daermin^s,  comme 
on  va  voir,  par  un  procME  connu,  de  mani^re  que  U  somme  satisfasse  k 
{'Equation  indEfinie  (cj.  Navier  prend  done,  AEtant  un  dtfi  eo^femits  dont 
chacun  rEpond  ft.un  syslErae  d6lermin6  de  valeurs  des  nombreft  Jk»n, 
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s=aD       11  =  00 


fefi)  ^0=     §         §     A 


sin sin  — ' 


Si  Ton  substitue  h  t/'o  le  simple  produit  (f^)  dans  le  premier  membre  de 
l*^lMlion  difTi&rentielle  (c^),  ce  membre  devient 


Done,  pour  que  la  valeur(^J  de  w^  puisse  satisfaire  k  T^quatioa  ind^flnie 
{c^)j  ]|  faut  et  il  suffit  que  les  coefficients  A  soient  tels  qu*on  ail 


m  =  00       nssTO 


w   -*  S     S  '{$-^$y^^'T^^'?=i,n''^)- 


mr=l  91  =  1 


Pour  determiner  ces  coefficients  on  pent  se  servir  du  proc^d^  qui  revieot 
k  appliquer  la  formule  connue  de  Lagrange: 


1=2  00 

(I,)         /  {x)  (enlre  .r = 0  et  .r  =  «)  =  ?  V  Z'  f"  rf«  sin  ^  /"  («))  si 


f  =2  00 

t-KX 

sm 
a 

t=i 


precede  qui  consiste  k  multiplier  cette  Equation  (k^)  par  sin  —^  dy,  et  a 

int6grer  dey  =  Oky  =  b;  de  cette  roaniere,        ^^^   s'y  trouvera  rem- 
place  par 

, . .    /**  .    rnzy  .    n'jw  ,         .  ^    .  . 

^*'  Jo  *'"  "y  ^*"  "?►    ^*  ^"'  ®**  =  0  SI  les  nombres  entiers  n  el  «'  sent  iDe^aox. 

=  ^  s*ils  sent  egaux,  ou  si  Ton  a  prts  m'  tfi\ 
k  Tun  des  nombres  n  en  particulier. 

Ainsi,  il  ne  subsiste  plus  qu'un  seul  lerme  du  second  S,  celui  qui  elail 
aflfecte  de  ce  nombre  particulier,  du  reste  quelconque,  n ;  el  l*equalioo  s* 
reduii  k 


m  =  l 


Pour  reduire  k  son  topr  la  serie  S  subsislante.  k  un  seul  tenne.  multi- 

plions  de  mfime  par  sin dx,  integrona  dea;==0&  x^aet  laisons 

ensuile  m'  ==  une  valeur  particuliere  m  des  nombres  entiers  design^s  par 
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cette  leltre ;  il  restera 

/i\    ^    ^-li/"**    I   '»'\*  5       fJ?  =  a   .    mKC,      ry=f>  '    nicy  ,   ,,      , 

Le  second  membre  est  une  constante  comme  le  premier ;  et  comme  il  n*y 
restera  rien  des  coordoon^es  x^  y  apr^  les  integrations  efTeclu^es,  on  pent, 
pour  6viter  les  confusions,  les  y  remplarerpardes  variables  auxiliairescc,  €. 
En  tirant  de  \k  la  valeur  du  coefficient  A  relatif  aii  terme  de  SS  qui  con* 
tiendra  ces  deux  valeurs  pariiculieres  de  m  et  n,  engag^es  dans  les  deux  s^ 
ries  dont  il  multiplie  le  produit.  on  obtient,  pour  la  valeur  du  petit  d^pla- 
cement  vertical  et  unique  w^  du  point  x,  y  du  feuillet  moyen  2=0, 


w  «'«=2;s;:ii  S    S  ^ 


m=oo  „=oo    ^i^a^^^Ti 


a       '   h 


en  faisant,  pour  abriger 

W  ^«  =  55  Jo  ^*  Jo  ^^  ""  "T ''''  X  '^^•'^^ ' 

en  sorte  que  A,  est  le  produit  de  ce  que  nous  avons  appeli  A,  par 

Comme  cette  expression  (1114)  satisfait  en  mdme  temps  aux  conditions  par- 
ticulidres  de  la  question  et  k  I'^uation  difKrentielle,  elle  est,  comme 
Fobserve  Navier,  rint^grale  complete  de  cette  Equation,  pr^sentie  sous  la 
forme  qui  convient  sp^cialement  &  la  question  parfaitement  d^termin^e 
(§  21  ci-dessus)  dont  il  s*agit :  toute  autre  expression,  ajoute-t*il,  rentrera 
n^cessairement  dans  celle  qu*on  vient  d'^crire. 

35.  —  Navier  commence  par  chercher,  au  moyen  de  cette  formule,  les 
efforts  verticaux  support6s  par  les  quatre  c6tfe  x  =  0,  x  =  a,  y  =  0, 
y  z=h  Am  cadre. 

Calculous  d*abord,  en  g^n^ral,  les  efforts  tranchants  qui  s*exercent  sur 
I'unite  de  longueur  de  sections  faites  k  travers  la  plaque  par  des  plans  ver- 
ticaux  perpendiculaires  aux  x  ou  aux  y.  En  les  appelant  respectivement 

leurs  expressions  seront,  pour  le  point  (or,  y)  d'apr^s  [k^  du  n<*  12  : 


qu,  en  mettant  k  la  place  des  quatre  integrates  leurs. valeurs  (v)  du  n«  6, 
comme  nous  avons  dej&  fait  au  n^  16,  page  713, 

2eV^l«      ^^'«,\  2«*/^''«,      ^^'J\ 
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ou,  en  remplagant  k  leur  tour  les  t'  par  leurs  expressions  [n^  3,  et  (j),  (itt 
du  n*  5]  en  jrr-^ — J  c^  ,>  et  en  ayanl  egard  k  I'egalit^  suppose  de  la  con- 
texture  dans  tous  les  sens  horizontaux,  on  a 

'"»'     **  -  ~  T''  ^  V  ^*  "•"  '^iv '     » ~  ~  T "'  ?5  V'^i*  + 1)^  J* 

Or,  on  tire  de  (mj  : 


w 


.    mtrx  .    nntf 

sin sin  -~ 

a  h 


m^ 


n* 


n*  "*"  ht 


a* 


T)*ou,  en  diffferentiant  par  rapports  a:  et  k  y,  et  substituant  : 


('*)  •'.=iSS*.? 


cos sin  -r^ 

a  b 


'   ^y-lSS^'3 


h* 


sin cos  -^ 

g b 


La  premiere  de  ces  deux  formules  exprime  la  tension  tangentielle  Terti- 
cale  totale  exerc^e  k  traver^  Tunit^  de  longuetir  d*une  coupe  de  la  plaque 
suivant  un  plan  dont  l*abscisse  est  x^  par  la  partie  de  plaque  au  delh^  c*esl- 
^-dire  dont  les  points  ont  des  abscisses  plus  grandes  que  x,  sur  la  partie 
en  degh^  c'est-a-dire  on  les  abscises  sont  moindres  que  x ;  tension  qui  fait 
effort  pour  trancher  la  plaque  suivant  ce  plan,  ou  pour  en  detacher  la  par- 
tie  qui  est  au  delft.  De  mdme,  la  seconde*  F^  est  lefTort  exerc^  sur  Tunite 
ji^  ^^  a       __     ^®  longueur  d*uue  coupe  faite  par  un  plan  Ye^ 

tical  k  la  distance  y  du  bord  pris  pour  ue 
dcs  Xf  de  mani^re  k  detacher  ce  qui  est  au  dcU 
de  ce  qui  est  en  de^. 

Soient  done,  les  x  se  comptant  de  gauche  k 
droite,  et  les  y  de  haut  en  bas, 


c 


r 


aZ 


..?». 

«« 


c 


r 


fi- 


ll 


-c 


AB=a,    AC=^    CD=a,    BO  =  K 
les  cdt^s        y=0,      x=Q,     y=bt 


«=«• 


a^ 


de  la  plaque  A  B  C  D.  Soit  pris,  k  Tint^riear,  un 
rectangle  A'  B'  C  D'  de  c6t6s  a  —  Sx',  i  —  2y' 

dont  les  quatre  angles  soient  distants  de  :)/  et  y'  des  c^t^s  de  la  plaque. 

Appelons 


'-•. 


fl— «" 


y*. 


■*»/, 


W  }  les  valeurs  de  F^,  Fy  pour  x=x\     x^ia^x",    y=y',    y  =  *-!('. 
en  sorte  que  les  (^4)  donneront,  vu  que  cos  —    *"   ■  = 


cos  mn  cos 


■Hr/ 
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cos .  cos- 

h 


(T*) 


F  ,=    ^^Ai-  -r — ^  sin^»F^     r=-CCA|-cosmic-- -sin 

5*  '*"F  '  a*'^  b* 


n   m 


F  ,et  ¥^  =  des  expressions  semblables  avec-T»  —•  y'.  ^i  cos  nw  au  lieu  d6 


m    n 


I  — »  r  t  ic*,  w,  cos  mw  • 

[  ad'* 

Les  eiTorts  Iranchants  totaux  h  travers  las  coupes  verticales  faites  dans  la 
plaque  par  les  quatre  cdt^s  de  A'B'C'D'  s^obtiendrontenmultipliant  F^.,  F^_^, 
par  dy,  el  F  .,  F^_^,  par  dx  puis  integrant  de  y'  k  b  — y\Aex*  k  a  —  x*.  Or 

J^*-y'       .  itjcy     b  ,.              ,      HKu'   T"-^' ,     .   mnx     a  ,,              .      miatf 
ail  sin  - .   =  —  (i — cos  nn)  cos  -—-*  \         dx  sm = — (1  -  cos  mnlcos 
ff         ''         b      nw^               '         b    J**                   a      wiic^               '        a 

On  aura  done  pour  les  efTorts  tranchants  totaux 

^f^,    r^'^y'o     J         ^OOi   mdi-cosmj:      rmaf      nvy' 

atraversAC,  |  F'^'y— -:SSA| ^ ;-cos cos-if-; 

Jt/  -c     *      75«0  0   ^  an  n^      r^  a  b 

]  H  IraversB'D',  f'"''?^  ^,dy=\^^X,'!^^-':^^^^ 


a  travers  A^B'  /      les  deux  m^mes  expressions  sauf  qu'il  y  aura  A|  ? 
a  travers  CD'  )  1  —  cos  «w,   cos  ttw(l  —  cos  nit) . 


n  a 
m 


Si  nous  voulons  avoir  TefTort  vertical  total  qu*exerce  la  mati^re  du  prisme 
rectangle  int^rieur  A'BT'D',  h  cause  des  forces  ext^rieures  qui  le  sollicitent, 
sur  les  parties  de  plaque  qui  Tentourent,  il  faudra,  en  additionnant  ensem- 
ble ces  quatre  expressions  d'efTorts  tranchants,  aiTecter  du  signe  n^gatif  la 
scconde  et  la  quatri^me;  car  n*oublions  pas  qu*eliesrepresen tent  des  actions 
exercees  sur  A'B'C'D'  par  la  matiere  au  del^  de  B'D'  et  par  la  mati^re  au  deia 
de  C'ty^  c*est-&-dire  des  actions  qui  sont  e'gales  et  contraire*  k  celies 
qu*exerce  A'B'G'D'  et  que  nous  voulons  faire  entrer  dans  notre  somme  tolaie 
d'efforts. 

En  additionnant  d^jA  les  deux  premieres  expressions  (94),  la  seconde  6tant 
prise  en  signe  contraire,  on  obtiendra  une  expression  semblable,  except*^ 
qu*au  lieu  des  num^rateurs  1  —  cosmir  eft  cosmi:(l — cosmir)  sous  les 

signes  §§t  iJ  y  en  aura  un  : 

(Ir-COSIIMs)  (1 — cosmir). 

Et  rontrouvera  (1  —  cos  ran)  {\  —  cos  nit)  pour  ce  num^rateur  en  composant 
de  rn^me  ensemble  les  deux  derni^res.  Ces  num^rateurs  sont  ^gaux  k  z^ro 
pour  toutes  les  valeurs  paires  de  m,'n,  et  ^  4  pour  leurs  valeurs  impaires. 
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II  ne  faut  douc  conserver  dans  la  s^rie,  somme  alg^brique  des  quatre  ij^. 
que  les  m,  n  impairs.  En  les  appelant,  avec  Navier, 

et  en  faisant  attenlion,  aprte  avoir  opere  Taddition,  qu*on  a 

mb      n  a ab  /tn*      n*\ 

an      bm      win  \a*       ^*/ ' 

nous  aurons : 
(/J    Effort  toUl  a  travers  le  contour  A'B-C'iy  =  ^  g§  A.  cos  -2^  cos  "^ 

Haintenant,  si  nous  faisons  2/  =  0,  y'  =  0,  nous  avons  Teffort  eien> 
par  le  reclangle  entier  A  B  G  D  de  la  plaque  sur  les  petits  rebords  qui  le  dr 
passent  et  que  porta  son  cadre  d*appui,  ou,  ce  qui  revient  au  m^roe,  rdfoil 
supports  par  ce  cadre.  Nous  obtenoas  ainsi : 

K)  CetcfTort.oUl  =  ^SS-V. 

Or,  on  a,  d*apr^s  les  calculs  du  n^  32,  qui  ont  fait  dMuire  I'^ation  '7,- 
de  celie  (AJ, 


;oe  n  ssoo 

Ism **"-i'' 

msl    n  =  l 


w  /(*..)=  s  s  [«Vo'''"'"Tr'^«"»?H^" 


formule  qui  se  dMuit  d*ailleurs  inun^diatement  de  celle  trfes  connue  (I4I  de 
Lagrange  A  une  seule  variable. 

La  parenth^se  du  second  membra  est  (n^),  ou  ca  qua  nous  avoos  appele 
A|.  Et  si  Ton  Integra  les  deux  membres  de  (v^)  apr^s  les  avoir  multiplies 

par  dx  dy,  en  faisant  attention  que  1     dx  sin  — —  = (cos  m«  —  I' 

exclut  les  termes  dans  lesquels  m  ou  n  est  pair,  on  trouve.  pour  la  chiri^ 
verticala  totale  de  la  plaque,  m'  et  n'  d^signant  toujours  les  seuls  noiiibrv> 
impairs, 

w      j:'"j:'"«'.»>=^ss;^ 

quantity  pr^cis^ment  6gala  A  Texpression  (ti^)  da  refTort  total  qu  allecxerte 
sur  son  cadre,  comme  cela  davait  ^tre ;  ca  qui  offre  une  vArification  de  toos 
ces  calculs. 

L'AgalitA,  trouvee  avec  signe  contraire^  de  la  somme  des  efforts  sur  h 
cdt^s  BD,  CD,  comme  sur  ceux  B'D',  C  J)\  A  la  somme  des  efTorls  sur  les 
c6lAs  A B,  AC,  ou  A'  B',  A' C,  ce  qui  eOt  donnA  zAro  pour  refTort  toul.  1 
beaucoup  embarrassA  Navier  (n*  8,  relatif  A  un  cas  particulier  de  son  ne* 
moire  de  1820).  C*est  que  la  thAorie  de  TAIasticitA,  inaugurAe  par  Ini  r^o- 
nAe  suivante,  et  A  laquelle  Cauchy  a  bientAt  ajoutA  ce  qui  est  relatif  «Qi 
pressions  ou  tensions,  n*etait  pas  encore  crAAa.  Nous  venons,  comme  00 1 
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pu  voir,  de  faire  disparaiire  celte  sorle  de  paradoxe  en  coromenQant  par  con- 
sid^rer  un  rectangle  int^rieur,  ce  qui  rend  plus  claire,  pour  le  rectangle 
entier,  la  distinction  k  faire  entre  les  eflbrls  exerc^s  par  la  plaque  sur  ses 
rebords  pour  8*en  detacher,  et  les  efforts  conlraires  que  iui  font  subir  les 
rebords  pour  se  detacher  d*eile  :  ceia  fait  bien  apercevoir  que  si  on  prend 
ceux-l&  k  travers  A B,  AG,  et  ceux-ci  k  trayers  CD,  BD,  ia  somme  totale  est 
n^cessairement  nuUe ;  elle  ne  Test  pas  si  les  efforts  sont  tous  exerces  par  le 
rectangle  A  BCD  de  la  plaque  sans  que  deux  d'enlre  eux  soient  subis  par  Iui. 

34.  Applications  particulieres  de  cest  solutions,  -r  Prenons  comme  premiere 
application,  avec  Navier,  la  supposition 

f(x,y)  =  une  constante  p 

qui  sera,  par  unit6  superficielle,  le  poids  propre  de  la  plaque  plus  une  sur- 
charge uniforme.  On  aura  pour  (n^) : 

{vA      A|=-5   I     flfltSin  —   I     d6sin-r-  =  — ^(1— cosmir)  (I  —  COSnir); 
'•'  flp  Jo  a   Jo  0       www*  '  ^  ' 

expression  qui  sera  z6ro  pour  les  valeurs  paires  soit  de  m,  soit  de  n,  et 
(24)  Ai  =  ■  ^  )    » lorsque  m  et  n  sont  impairs 

et  qu*on  les  appelle  m^  n'.  II  ne  pent  done  subsister,  dans  la  s^rie,  que  les 
termes  r^pondanl  k  celle-ci.  En  cons^uence,  (mj  deviendra 


*"     ^  "     *        Sin sin      ^ 


m'  =  1    n'  =  1 


La  fleche  de  courbure  ou  la  valeur  maximum  de  cette  expression  se  trouve 
au  milieu  de  la  plaque.  Elle  est,  en  Tappelant  f  : 

m'  =3  ao    n'  =  00 

Si  nous  nommons  f^  le  premier  terme  de  la  serie,  r^pondant  &  m'  =  1, 

(*)  Habituellement,  dans  ces  sortes  de  calcuts,  on  appelle  2m-f-1,  2ii-|-i  les  nombres 
impairs,  et  les  S  se  prennent  de  m,  n  =  0,  &  m,  n  =  oo  ;  mais  cela  eiltoftert,  icl*  une  inutile 
complication,  qui  aurait  exists  aussi,  mais  en  donnant  plus  de  sym^trie  dans  les  calculs,  si 
Ton  avait  mis  I'origine  au  centre  de  la  plaque  de  c6\6s  Sa,  26 ;  ce  qui  eAt  produit 


111=   00  ll  ss  00 


"0=,-;?^?  s  s  (j:>i:>-^-^'-'-=^-«A...)) 


m  =  0  nssO 

"[(^)'+(--=^)T 
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n'=  1,  nous  avons 

Le  quatri^me  termc,  r^pondant  &  m'  =  3,  n'  =  5  ne  sera  qpie  U 
s^  de  celui'lii ;  et  d^j^  le  second  et  le  troisieme,  r^ndani  4  m'  =  3, 

n'  =  1,  el  i  III'  =  i,  n'  =  5  n'en  seront  que  le  =^  quand  a  =  ft.  Cette  s^ 

rie  converge  done  tres  rapidement,  et  on  peut,  comrnedit  Navier,  seborner 
au  premier  ferine  (c^)  dans  les  applications. 

Son  expression  montre  que,  si  la  plaque  est  carr^,  la  fl^he  croit,  pour 
une  m^iiie  charge  p  par  unil6  superficielle,  comme  la  quatrieme  puissance 
du  c^t^  Of  eiy  pour  m^me  charge  totale  paft,  conune  sa  seconde  puissance. 

Alors,  si  Ton  met  pour  A^  sa  valeur  (z^)  dans  Texpriession  g^n^rale  tv^ 
de  Teffort  total  exerc^  sur  le  cadre,  on  a,  pour  cet  eflbrt, 

m'ssoo    ii'  =  ao 

6Apab    CI         CI        ^ 
IT*       iJ        l3    m^V« 

m'  «=  i     n'  =  1 

qui,  sans  rcpasser  par  la  formule  gto^rale  de  diveloppement  (rj,  se  rUuit. 
comme  cehi  devait  6tre,  k  la  charge  fab  de  la  plaque,  vu  que  la  foraiule 
connue : 

O  m'*  ~  '  ^  .V  ^  5*^  7*  ^  •  • 
1 
donne 

SCI       i     «^ 

C*est  une  verification  de  plus. 

r)5.  Second  exemple  prh  par  Navierdans  son  mime  memoire  inedit  de  i8i0. 
Cos  oil  le  pouls  P  par  unite  superficielle  n'agii  que  fur  un  rectangle  inieriev 
cotnpris  etUre  quatre  droites  x  =  a:',  x=  x"^  y=zy\  y  =  y*.  —  Alors. 
comme  le  resle  de  la  plaque  ne  supporte  rien,  on  a  pour  (n^)  de  la  p.  745 : 

((/,)  A,  =-7  I      sin dx  I      sm-r-d6  = 

abjx'  a        J^  b 

4p    /      tnrjc'  m7eaf\  /       mzy*  nnt^X 


i:« 


k  substituer  dans  (mj  pour  avoir  w^. 

Si  Ton  suppose  que  le  rectangle  (x"  —  x')  (y*  —  y'),  si^  de  Ta 
de  la  charge,  est  de  dimensions  tr^s  petites,  comme  on  a  : 

mnjf  mrx*       fn7d.7f  —  sA        .    iimlt'  .    mir  (if  —  jK) 

cos =:  cos cos  — ^ '-  —  sm sm  — i— — :» 

a  a  a  a  a 

oik  Ton  peut  remplacer  les  seconds  facteurs,  k  cela  pr^s  de  quantity  trh 
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petites  du  second  et  du  troisi^iiie  ordre,  par  1  et  pir  — *-^ .  On 

obtient  ainsi : 


mnn'  a 


"T"-^ 


qui,  en  appelant  n  la  charge  tolale,  ou  en  faisant  n=:p(a;"^  j;')(f/''-^^'), 
prend  la  valeur 

[€.)  A,  =-T-sin sin  — r2-» 

*  •'  *  '    ab  a  b 

qui,  substitute  dans  (m^),  donne 

-„       »    «  sui sill     /'- 

If  J)  Wu=-: — i-r  S  N 7—:: kr--  siii Slll  -r^i 


0.0        i^^  +  pj 


pour  le  pelit  d^placement  vertical  subi  par  le  point  quelconque  (x,y) 
d'une  plaque  rectangulaire  de  dimensions  horizonlales  a,  b,  de  pctijte 
epaisseur  2f,  appuy^e  tout  autour,  dont  on  neglige  la  pesanteur  et  qui  est 
pressee  par  un  poids  isol6  n  appliqu^  sur  un  point  ayant  les  coordonnees 
xz=.x\  y  =  y'  quelconques. 
Si  ce  point  d*application  du  poids  n  est  au  milieu,  ou  si 

^      a  b 

il  y  a  lieu  encore  de  ne  conserver  que  les  termes  de  la  double  s6i'ie  ou  m 
et  n  son!  impairs,  puisque  les  autres  termes  sunt  nuls.  En  les  appelant  ton- 
jours  m',  n',  on  a 


Au  mSme  point  milieu,  ou  le  poids  n  est  suppose  agir,  ti;^  est  alors 
maximum,  et  mesure  ce  qu'on  appelle  la  fliche  (*].  Si  on  la  d^signe  par  f\ 

(*)  A  ce  sujet,  Navier  avance  sar  la  formule  gdn^rale  (fg)  deux  assertions  peu  sdres  et  pou- 
vant  £tre  erron^es  dans  un  grand  nombre  de  cas. 
L*une  est  que,  quel  que  soit  le  point  d  application  {x\  y^)  du  poids  H,  le  maximum  de 

I'ordonn^  Wq  aura  lieu  au  milieu  de  la  plaque,  c*est-a-dire  pour  x  =  ^ »  y  =  ^.  Cela    peut 

dtre  vrai,  quant  k  la  valeur  absolue  ou  inddpendante  du  signe,  pour  un  quelconque  des  termes 

^ftSflv  #atfp 

de  la  s^rie  double,  mais  ce  n*est  pas'necessairement  vrai  pour  leur  ensemble ;  car  sin  -—  sin  -^ 

sera,8uivaDt  lesyat^mc  des  valeun  de  m,etn,  tantdt  7^ro,laiitM  +  1,  tant6t — 1,  qui,  roulii- 
pliis  par  les  diverses  valours  de  la  fraction  que  ce  coeUlcient  afrecte,  donnerontune  tomme 
totale  pouvant,  suivant  les  grandeurs  de  x'  et  de  y\  avoir  son  maximum  tantdt  dans  un 
endroit,  tant6t  dans  un  autre. 

L*autre  assertion  est  que,  d'aprte  la  forme  de  la  m^me  expression  {fg),  lorsqu*on  fait 
varier  la  position  du  poids  0,  on  fait  varier  les  valeui*s  absolues  des  ordonntes  iro,  mais  non; 
pas  leurs  rapports.  Cela  n*est  exact  que  pour  chaque  terme,  ouchaque  syst^mc  particulier 
des  valeurs  de  m,  n,  mais  iic  Test  pas  iiccessjii'emcnt  pour  I'eiisemble  de  ccs  tcrincs. 
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on  a 


6n      n  n  1 


(h.)         («'o)^=«  ,='i=/*'=i?i;;^s  S  S 


\a*  ^  b*) 


La  serie  est  rapidement  decroissante,  quoique  un  peu  moins  que  celle 
(b^)  de  f  ou  du  cas  de  poids  uniform^ment  r^parti  sur  toute  Tetendue  de  U 
plaque.  En  se  bornant  au  premier  terrae  rcpondant  i  m'  =  1,  n'  =  1,  e( 
appelant  f^  ce  qui  en  r^sulie,  on  a  : 

_       ma^b^ 

Cette  expression,  compar^e  k  celle  (c^)  de  f^^  pour  une  m^ine  charge  lo- 

talc  n  =  pab  de  la  plaque,  donne  /^^  =  j  f^,  ou  montre  que  les  fl^bes. 

lorsque  cette  charge  est  isol^e,  et  lorsqu*elle  est  uniform^ment  i^partie,  sonl 
entre  elles  comme  ic'  =  9,8696  est  k  4,  ou  environ  comme  5  i  2.  Ce  np- 
port  est  ind^pendant  de  la  grandeur  de  la  plaque  et  du  rapport  de  5<^ 
cAtis. 

36.  Observations  sur  (Tautres  ientatives  faites  par  Navier,  —  Dans  €€ 
mdme  beau  memoire  d^pos^  k  la  biblioth^que  de  I'ficoledes  Ponts  etGhaos- 
s^es,  ou  Navier  n*6tait  en  1820  que  professeur  supplant,  il  eonsid^re  aussi 
une  plaque  d*une  ^tendue  infinie  appuy^e  sur  deux  droiles  horixontales 
immobiles  se  rencontrant  k  angle  droit,  et  charg^e  d*une  mani^re  quelcoo- 
que,  notamment  par  un  poids  isol6 ;  mais  il  ne  s*arr6te  point  k  ces  sortes 
de  solutions,  qui  sont,  dit-il,  sansint^r^t  pour  la  pratique. 

Nous  n*analyserons  pas  non  plus,  en  la  discutant  comme  il  y  aurait  lieu, 
la  tentative  qu'il  a  faite,  et  ou  des  inadvertances  ont  ^t6  remarquees,  de 
resoudre  le  probl^me  de  la  flexion  d*unc  plaque  rectangulaire  doat  \^ 
quatre  angles  sont  assujeltis  a  rester  dans  un  mSme  plan  horixontal,  ]es 
autres  points  pouvant  prendre  de  petits  deplacements,  tant  verticaux  qu  bo- 
rizontaux  sous  Taction  de  forces  comprimantes  horixontales  T  agissant  uai- 
formement  par  unit6  de  longueur  sur  les  quatre  c6t6$  et  normalemeali 
leurs  directions;  ce  qui  ofTre  le  cas  de  mettre,  dans  le  second  membre  de 
r^qualion  du  quatri^me  ordre  {e^)  du  n°  9,  un  terme 

provenant  de  la  derni^re  ligne  de  ce  second  membre,  od  Ton  fait 

S7.  RAistancea  la  rupture  des  plaques  rectangtUaires.  —  CeAun  Appendicf 
sur  les  conditionsde  cette  resistance  qui  sertde  conclusion  pratiqueau  memoir 
cit^de  Navier, de  1820.  Ceque  nous  avons  dit  au  n^ll  etqui  est  food^stirh 
expressions  (h^)  ou  (s)  du  n^  5  en  3^4  g®,  z  et  les  trois  derivees  secoiides  de  ar^doil 
les  deux  premieres  repr^sentent  les  petites  courbures  de  deux  coupes  vfrb* 
Cales  du  feuillet  moyen  fl6chi»  nous  dispense  de  reproduire  ses  raisoooe* 
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menu,  pr^sent^s  avant  rinvention  faite  par  lui  de  la  theorie  de  i'^lasticit^. 

Bornons-nous,  avec  lui,  k  des  cas  de  charge  sym^trique  par  rapport,aux 
m^dianes,  cas  oil  nous  avons  vu  (n*  35),  que  les  coefficients  m,  n,  sontexclu- 
sivement  impairs. 

Si,  en  les  appelant  m',  n\  nous  tirons,  de  Texpression  generate  (mj  de  w^^, 

par  deux  difKrentiations,  jry^i  ^^^s  aurons  une  expression  ou  les  deux  si- 
nus seront  remplac^s  par  deux  cosinus  dont  le  produit  s*annulera  soit  par 
JJ=s,  soil  par  y -^^^  La  d6riv6e  a    J*  est  done  nulle  aux  points  des 

deux  m^dianes  de  la  plaque,  quelles  que  soient  les  charges  verticales 
qu*elle  supporte.  £t  comme  ces  charges  verticales  ne  produisent  aucun 

g^y  =  -7 h  y-^»  le  glisseraent  g^  y  est  nul ;  en  sorle  que,  d*apr^s  le  mdme 

n""  20,  la  plus  grande  dilatation  subie,  k  laquelle  il  convient  d*imposer  une 
limite  pour  pr^venir  une  enervation  de  la  contexture,  ou  une  rupture  k  lu 
longue,  sera,  pour  les  points  de  Tuue  ou  Tautrc  de  ces  m^mes  medianes, 

ou  les  quotients  de  la  demi-^paisseur  «  de  la  plaque  par  les  rayons  de  cour- 

bure  des  courbes  suivant  lesquelles  les  plans  x=  ^^  y  =  ■=  coupent   son 

feuillet  moyen  fl^chi.  Or,  dans  les  deux  cas  consid^r^s  n*""  34  et  35,  for- 
mules  (aj,  (g^),  de  la  plaque  ab  sollicit^e  1®  par  une  charge  p  agissant  6ga- 
lement  partout,  2'*  par  un  poids  n  portant  au  point  milieu,  on  a,  m\  n'  etant, 
pages  747  et  749,  des  nombres  exclusivement  impairs  : 

(U) 

.   m'tsx  .   n'^Ry 

oA  Ton  n*aura]tqu*^  remplacerpar  dbl  Tun  ou  Tautre  des  deux  sinus  affec- 
ts de  X  et  y,  pour  avoir  les  expressions  relatives  aux  points  des  medianes. 

Au  point  milieu  oix  elles  se  croisent,  et  oii  :r=  ^t  9  =  5'  on  a 


{'«i) 
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'  Cos  series  sont  rapidement  convergentes,  et  peuvent  dtre  rcduites  au  premier 
lerme,  m'  =  n'  =  i^  ce  qui  domic,  pour  la  plus grande dilatation eprouTee, 
que  nous  appellerons  3^,  et  en  supposant  a<ib  : 


("») 


On  en  conclut  que,  pour  une  inline  limile  3,^  des  dilatations  qui  ne  met- 
tent  pas  en  peri!  la  stability  de  la  contexture  de  la  matiere,  on  a  le  rapport 


(0.)  »^  ==1=2.4674.... 

ou  qu*on  pent  charger  une  plaque  rectangulaire,  posee  tout  autour,  quel 
que  soit  le  rapport  de  sesdeux  dimensions  a,  fr,  environ  deux  foU  et  demie 
plus,  lorsque  la  charge  est  uniform^ment  r^pandue  snr  toute  la  surface  que 
lorsqu*elle  est  concentric  au  milieu. 

Navicr,  malgre  une  inadvertance  qui  lui  fait  trouver  4  pour  ce  rapport,  a 
cnsuite  remarque  judicieusement  que  lorsqu'pn  fail  a=  h  dans  les  deux 
expressions  (n^),  elles  deviennent,  pour  une  m^me  charge  pafr  ou  n,  inde- 
pendanles  de  lelendue  a  du  cadre  de  support.  Ainsi  le poids,  soit  concen- 
tre, soit  reparti,  capable  de  rompre  la  plaque,  depend  de  son  ^paisseur  et 
du  rapport  do  ses  dimensions  horizontales,  mais  est  le  m^me  quelle  que 
soil  ieur  grandeur  absolue;  ce  th^or^me  avail  ^16  d^montr^  dune  tout  autre 
maniere  par  Mariotte  (*). 


(*)  Navier  cite :  OEuvret  de  Marioile,  \.  II,  p.  168.  J'ai  trou?^  ce  passage,  4  ses  cruTres 
completes,  nouYelle  edition  (LaHaye,  1740,  p.  467,  468)  dans  le  TrnfV  du  Mvuvemmt  ifrt 
Eaux  (qui  avait  6t6  public  a  Paris  en  1686),  $econd  diMcows  intitule  De  la  force  de*  tuyaus 
de  conduite.  Ccs  deax  pages  viennenl  aprcs  le  passage  cel6bre  ou  Mariotte  expose  sa  tbcorie 
de  la  i^sistance  des  prisnies  d  la  rupture  par  flexion,  et  immMialement  arant  le  paragrapbc 
intitule  :  Hegle  pour  let  solides  qui  sont  souples.  La  figure  est  h  la  planche  XXI  et  ponek 
n"  113.  liC  indme  poids.  dit-il,  distribu6  dans  toutc  I'^tendue  d*un  carr6  plat  de  bus  scr  ou 
Uc  verre  pos6  sur  iin  cadre,  et  qui  le  rompra,  roinpra  (out  autre  cari^  de  m^me  ^patsieiir. 
de  quelque  largcur  qu'il  soit.  II  en  Tonde  la  demonstration  sur  oe  thtorinie  de  Galike.  au- 
quel  une  th^orie  exacte  n'a  rien  change,  que  les  poids  uniform^meot  distribu^,  capabin 
de  rompre  deux  tringles  ou  regies  de  mdme  matidre,  largeur  et  i&paisseur,  postes  k  leun 
extrdmitcs,  tout  en  raison  inverse  de  leun  longueurs,  D*ou  il  suit  quo  si  Ton  a  deux  plaqoe^ 
carries  dont  I'une  ait  un  cdi^  double  de  celui  de  Taulre,  et  si  l*on  y  taille,  vers  le  miheu. 
des  bandes  d'^galo  largeur,  la  bande  du  plus  grand  rompra  sous  un  poids  moiti^  moiodiv 
que  ne  fera  celie  du  plus  peiit;  mais  si,  par  compensation,  la  bande  du  plus  grnci 
a  une  largeur  double,  elles  romprant  loutes  deux  sous  la  meme  charge  totele.  II  ai  $t^' 
de  mdme,  ajouie-t-il,  si,  au  lieu  d'une  seule  bande  dans  chaque  plaque,  il  y  en  a  deax  qui 
se  croisent  k  angles  droits,  et  si,  dans  les  deux  sens,  on  en  ajoute  d'autres,  de  ps^  ^ 
d'autre  de  celle-l&,  etc.  D'oii  le  theor^me  ^nonc^,  ou  ce  qu'il  fallait  d^montrer.  Qeoiq**' 
I'as^imilation  d'une  plaque  a  deux  syst^mes  croises  de  ingles  jointivcs  manque  d'ei*.- 
titude,  on  comprend  que  la  conclusion  puissc  etre  juste. 
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g  74.  —  Petits  Mplacements  d'nne  plaque  circulaire  dans  son  plan. 

Nous  avons  rappel6  au  §  44,  page  320,  les  formules  g6n6rales  con- 
iiucs  qui  servent  a  rintroduction  des  coordonn^es  polaircs.  Comme 
le  probl^me  que  nous  avons  a  trailer  ici  se  ratlache  ^troitement  a 
celui  qui  Ta  &\k  en  ce  lieu-la,  nous  prendrons,  de  m6me  qu  alors,  le 
centre  dc  la  surface  m^diane  de  la  plaque  circulaire  pour  origine  des 
a,  6,  et  nous  poserons 

a  =  r  cos  0,  ft  =  rsinO. 

Nous  aurons,  comme  i  ce  §  44,  formules  (162  a),  (163),  p.  320-321 , 
en  les  appliquant  encore  k  une  fonction  K  quelconque  de  a,  6  ou  de  r,  0 : 

—  =cose,     •7j-  =  sme,      7^=  — rsmO,     7--  =  rcos©, 
or  cJr  cQ  ^Q  ' 

(283)     <    -r-  =  -^^cosQ -^^inB,      .- -  =  .;^sme4--7T- cosO, 

^      ^     ]     ca      E)r  ro^  ch       or  ri^ 

i)K      £K       ^  .  ^/f  .   ^       1  M  SK  .   ^      E'K 

br       c/a  lb  r  of}  la  bh 

Comme  nous  nous  bornons  ici  au  cas  d*cgale  elasticity  de  la  plaque 
dans  les  divers  sens  paralleles  ii  ses  faces,  nous  avons  [formules  (:), 
p.  84  de  la  Note  flnale  du  §  16,  reproduites  par  (281  a)  du  §  73,  p,  687] : 

a =b =:a,,      f =  a,  — 2f, 

c  c         *  c         '  ' 

CO  qui  r^duit  les  deux  premi6res  equations  (280  a)  du  g  73,  p.  687,  a 

et,  en  divisant  par  a^,  vu  que  les  mfimes  formules  donnent 

a,  (1 -.  I)')  =  E',       2f=a,(i-i)^ 
on  arrive  aux  deux  Equations  suivantes  :  , 

j^/£i  .  M  .  1— 1)'^  /gS     t/i\__     l-i)^\, 

fa  V  a  "^  ib)  "'       ~  U  \n      Va)  ""      "IT"  ^  ' 

•      ibXW^lb)     '     2     ia\n      ba)~~         E'h 

Si  nous  les  multiplions  respectivement  par  cos6,  sinO ;  puis  par  —  sinO, 
cosO,  enadditionnantchaqucfois,  nous  les  changeons,  vu  les  (283),  en: 

48 


a 
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oT^ca     CO  I  I      rc^\cb      ca'  Lh     ^ 


ji   o  fc^    .   ors\        1—1)    (    /<:; cj5\ 


-r:7A-"(A'siii6— B'cosV. 
L  n 


ie  vais  monlrer  comment  on  peut  Irouver  les  integrales  generalesde 
ces  Equations  ddns  une  forme  appropriee  a  la  Iheorie  des  plaques  cir- 
culaires ;  celle  recherche  s'opere  d'ailleurs  tout  a  fait  de  la  nierae 
mani^rc  que  celle  du  g  44.  Pour  cela,  je  considere  les  deux  gralldeu^ 

(A'  COS  0-hW  sin  0),  (A'  sin  6— B'  cos  6), 

qui  nc  sont  autre  chose  que  les  composantes  des  forces  agissant  sur 
rintirieur  de  la  plaque,  d^composees  suivant  la  direction  de  son  rayun 
et  suivant  une  direction  perpendiculaire ;  et  jc  les  suppose  represeo- 
tees  par  des  series  de  la  forme  : 


/     1 


(284  a) 


V  (A'  cos  Q-\-W  sin  0)  =  ^^  +  f*i  cos  ©  H-  /a,  cos  20 

-j-  ftj  sin  6  -i-  pt^  sin  20  -{-  .  .  . 


i 


7  (A'  sin  0  —  B'  cos  0)  =  v^  h-  v,  cos  0 + v,  cos  20  + 


v|sin0-hv^sin20 


D'apres  ce  qui  a  6tc  dit  plusieurs  fois  dans  cc  qui  precede,  on  troupe 
tris  facilement  les  j;.,  v,  qui  ont  pour  expressions  (*): 

ao  =  :r-r  /      (A' COS  OH-B' sin  0)c/0, 


(284 


») 


UL^=—  j  (A'cosO  +  B'sinO)  cos  iMO 

l^'i  =  -T  I  (A'  cos  0  H-  B'  sin  0)  sin  lOrfO 

vq  =  «-j  /  (A'sinO — B'cosO)dO, 

^'^i  ^="-1.  f  (A'sinO — B'cosO)cosiOdO, 


(*)  Rappelons on  effot  que  si  Ton  muUipUe  par  cos  i9 dd  les  deux  membres  des  c;*''- 
qiroii  vienl  de  poser,  et  si  Ton  inldgre  de  6  r=  0  &  0=  2n  tous  les  Icrmcs  des  second*  n^»- 
bres  donnent,  zero  except*,  celui  qui  est  allccl*  de  cos  I'O  avoc  la  in^me  \aleur  du  noin^'^  * 

COS*  io  f/9  =  7c,  il  eii  rcsullen  l«  "' 

kjur  ecrile  de  (jl^.  Gel  les  des  aulres  fi  ci  v  s'obtiendront  do  mdme. 
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Si  maintenant  on  pose  de  mfiine  : 


(285) 


!^-|-rT  =  Uo-l-UiCOs0-l-u,cos2©-f- .... 
c/a      cQ 

uj  sin  0  H-  Uj  sin  29  +  .... ; 


7T  —  1^  =  Vo -f- Vj  COS  0 -h  V,  COS  29  4-  .  .  .  . 

-h  v;  sin  9-f-  vl  sin  29 -h  .  .  .  . ; 

1  z 


oil  les  u,  V  sont,  de  m6me  que  les  j*,  v,  des  fonclions  du  rayon  vcc- 
teur  r  seulement,  les  deux  membrcs  de  chacune  des  Equations  (284) 
se  coinposent  de  series  de  termes  qui  contiennent  en  facteurs  les  sinus 
ct  les  cosinus  des  multiples  de  6.  Si  done  Ton  6gale  les  coefficients  des 
termes  ou  les  multiples  sont  les  m£mes  dans  les  deux  membres,  on 
obtient  les  Equations  suivantes,  dans  lesquelles  i  pent  acqu^rir  toutes 
les  valeurs  1,  2, oo  : 

rfuo_    l-i)^«  ii:l'^i!!f-_ijZi?l" 

(^**^   1      dr-^-27-*"^  =  --E^'*'-        -2-TS:-r*"r= r-V 

rfu;    1-1)',^  1-9'^   ,  1-1)^^'    i.  i-9'V 


«v,=_ 


(/r        2r       •  Yl     *''  2      dr  '  r     <  E' 

La  premiere  et  la  quatri^me  de  ces  6quations  donnent  immediate- 
ment,  A,,  et  B^  6tant  des  constantes  arbitraii'es  : 

/OQ^X  A  *— O'V         I  '^8o  2  (t  -f- I)')    f  »•        ^ 

(287)  Uo=Ao E^J^M'-^       ^0=1^-       E.   '  J^   vorfr; 

ou  Ton  pent  faire  partout,  tcujours  d'apres  (281  a), 

(287fl)  -E^-^»  E        -f'         ~2--H;' 

en  sorte  que  les  formules  ne  contiendront  que  le  coefficient  d  clasti- 
cite  d'cxiension  ai  des  sens  x  et  y^  propre  aux  plaques,  ct  le  coeffi- 
cient de  glissement  f  =  ^  • 

Les  quatre  autres  Equations  rentrent  deux  &  deux  dans  la  forme  : 

(288)  ?^  +  ^  =  S,  f-^'l=1: 
^       '                     dr        r  dr        r 

oil  U  aura  pour  valeur  tantdt  u^^  tanl6t  u], 


756  CHAP.    V.    —    PLAQUES   CIHGULAIRES   MINCES. 

et  V lanldt ^-=^' v' ;  tantdl  — i-Il^v  ; 

2       '  2       • 

S  et  T  d^signant  des  fonclions  de  r. 

11  est  facile   de  d^duire,  d'6quations  de  cette  esp^ce,  ies  valeurs 
g6nerales  de  U,  V. 

Formons  eneffet  Ies  combinaisons 

dr  r  dr  r 

nous  obtenons  immediatement  des  formes  int6grables  en  mullipliaDt 

1 

la  premiere  de  ces  ^qaalions  par  r'et  la  seconde  par -^,  car  nous  pou- 

Yons  mettre  Ies  r6sul(als  de  ces  multiplications  sous  ies  formes  sui- 
vanles  : 


dr 

T          ST 

dr               r 

d'ou,  par  inl6gration, 

U  +  V=l7  r(S4-T)r'd>-f--,,      U  — V  =  — r'  r"(S  — T)?^+Cr'. 
r  Jo  r  Jr  r 

Ici,  R  d^signe  le  rayon  du  disque,  et,  dans  la  derniere  iquatioo, 
on  a  pris  pour  limiles  d'int^gralion  r  et  R  au  lieu  de  0  et  r«  pour  que  la 
fonction  a  inti^grer  ne  devicnne  pas  infinie  entre  Ies  limites  de  Imti- 
gralion. 

Remarquons  qu'en  general  toutes  Ies  grandeurs  Irouvees  ici  doi- 
\ent  fitre  applicablcs  lorsque  r  ==  0,  et  par  consequent  ne  doivcnlpas 
devenir  infinics  pour  celte  valour  de  r,  ce  qui  exige  que  Ton  ail  C=0; 
cartons  lesaulres  tcrmes  satisfonl  a  cette  condition.  Un  peut  s'en  assu- 
rer en  supposant  S  -h  T  et  S  —  T  remplaces  par  Ies  valeurs  Ies  plus 
grandcs  que  puisseut  prendre  ces  fonctions  dans  Ies  limites  de  Tinte* 
gration.  Solent  M  et  N  ces  valeurs  maxima,  il  est  evident  d*apnb 
ccla,  abstraction  faite  du  signe,  que  I'on  a 

Kn  eflccluanl  Ies  int6grations,  on  voit  que  Ies  expressions  consitii- 
rees  son!  rcspectivcmcnt  plus  petites  que 


Mr  Jir'   (  1 l_y 
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ou,  lorsque  i  =  1,  plus  pctites  que 

Mr  XT    t     ^ 

y,  Nr  log-; 

grandeurs  qui,  pour  r  =  0,  ne  deviennent  pas  infinics.  On  a  done  do- 
montr^  par  la  que  les  valeurs  trouvees  peuvent  6tre  admises  pour  re- 
pr6senter  U  et  V.  Ces  fonctions  elles-mfiraes  prenncnt  alors  les  valeurs 
suivantes,  demi-soraraes  et  demi-difKrences  de  C  +  Y,  U  —  V,  prises 
en  remplagant  par  z6ro  la  constanle  C  et  en  ne  conservant  que 
celle  C : 


(288  a) 


G'r' 
T' 

C'r' 
T' 


expressions  qu'on  peut  recoimaltre,  par  verification  ct  substitution 
dans  les  (288),  satisfaire  ces  deux  Equations  diiT^renticllcs  siniul- 
tan^es. 
Appliquons  cela  aux  Equations  (286),  en  prenant 


Une  premiere  fois  :  U  = 

d'ou  [2»  ct  6«  (286)] : 

1 n't 

S= vr-l^= 


V      *— 0'   ■       f    • 


(288  ft) 


E' 


a.' 


1  — «)"  ■ 1 


et,  une  seconde  fois  :  U  =  a^    V= 


1  — n'  f 

L.  V   — — V  • 

2       '      a,   '• 


a, 


1 


d'ou  [3«  et  5*  (286)1 


_{1.   T  =  i^::2:!v=!i 


a, 


E' 


a, 


Nous  obtiendrons,  A^,  B^  6tant  des  constantes  arbitraires  remplagant 
|>eteu6gard&(281a)  : 


2Br* 


a,  „  * 


(289) 


u,  =  U,  +  A/,    v,  =  V,  +  y^,  =  V,+"fB,r 


9 


!>«  I  ..*. 


u;=u;+B/.  v;=v;-^=v;-'^iA/ 
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ou  Ton  a,  pour  abi^gcr,  repr^nt^  par  U^,  V'.,  Y.,  VJ  les  foactions 
suivantes  de  r  : 

(290)     ( 

ou  Ion  peulfa.rc-^=-;_^  =  --;  j_=-^. 
Si,  dans  les  equations  (287),  on  pose  egalemcnt  pour  abr^r 

dc  mani^re  a  les  r^duire  a 

2B, 


(291a)  iio=ro-+-Ao,         Vp  =  Vo-j- 


1—9'  * 
on  pent  enfin  mcttre  les  Equations  (285)  sous  la  forme  : 

o^-j-v-^  =  Uo+U4Cose+U,co8  2e+....-+-U;sine4-D;sin2e+ 

+ A<,-hA,r  COS  0 -|-A,r*  COS26-I-. . .  .-^Bjr  sin6-|-B,r*sin2S-}-... 

(292)^^5       ^» 

V      Mfl-       ^=,v  _^v,cose  +  V,co82<i-|- -hV;sin6  4-V'8in20-h... 

2 

>  (Bo-fB,r  cos  6-|-B,r*  cos  26  -h.. .— A,r  sin  »— A,r"sin2d— -. 


1-17 


II  reste  a  developper  les  expressions  les  plus  g^nirales  de  (.  r,,  .i 
moyen  de  ces  Equations  (292),   dans  lesquelles  les  U^,  U^,...  l,.- 

Yq,  V^,...  V'^...  sont  des  fonctions d^termin^es,  et  les  A^^,  A^....  B^^,  B, ... 

des  constantes  h  determiner  ult^rieurement. 

Les  Equations  (292)  r6solvent  d^j^  une  partie  du  probl^me,  pui^- 
que,  par  leur  moyen,  h  la  place  des  Equations  diiT^rentielles  du  >^ 
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cond  ordrc  (284),  on  n*a  plus  maintenant  que  des  Equations  du  pre- 
mier ordre. 

Pour  integrer  ces  Equations  (292),  il  est  prfeftrable  de  chercher, 
non  pas  les  d^placeraents  $,  yj,  qui  ont  lieu  parall61eraent  aux  axes 
coordonnes,  mais  les  deplacements  qui  s^op6rent  dans  la  direction  du 
rayon  r  et  dans  une  direction  perpendiculaire,  laquelle  correspond  a 
celle  d'un  accroissement  de  Tangle  6.  On  pent  se  rcpr6senter  ces  de- 
placements comme  si  le  point  (r,  0)  avait  d'abord  d^crit  un  petit  arc  9 
de  rayon  r,  et  s'6tait  ensuite  avanc6  d'une  petite  distance  p  dans  la 
direction  du  rayon,  pour  arriver  dans  sa  position  definitive.  II  en  r^- 
suite,  d'une  mani^re  tout  k  fait  analogue  aux  formules  ci-dessus, 

a  =  r  cosOf  b=r  sinQj 

qu*apr6s  les  deplacements  on  a  : 

a-hE  =  (r+/))cos(e+9),  *  +  ^  =  (r  +  jB)sin(64-?); 

et  si  on  developpe  ces  expressions  suivant  les  puissances  des  tris 
petites  grandeurs  p  et  9,  en  conservant  seulement  les  premieres  puis- 
sances, Ton  obtient  les  formules 

(295)  5  =  /) cosO  —  r?  sin 0,  u  =  p  sin  0  +  r9  cosO, 

par  lesquelles  ^  et  t)  sont  exprim^es  en  fonctions  des  nouveaux  depla- 
cements 9,  p,  Tun  angulaire,  Tautre  lineaire. 

Ces  expressions,  introduites  dans  les  premiers  membresde  (292), 
donnent,  lorsquc  Ton  remplace  en  meme  temps  la  difTerentiation  par 
rapport  ka^  b  par  celle  qui  est  operee  par  rapport  a  r,  0  d'apres  les 
formules  generales  (283)  de  changement  de  variables  : 

(293  a)    { 


(293  b) 


Cette  transformation  effectuee,  9  et  p  se  determinent  tres  facilement. 
On  peut,  en  effct,  se  representer  ces  grandeurs  sous  la  forme  sui- 

vante : 

|B=;>j+p,cos0-Hp,cos2OH-...-hj!>'^sinO-H;>^8in2O+-.M 

9  =  9oH"9iCOs0  +  g,cos2O-|-...-hg'^sinO4-9isin2e-f-..., 

ou  les  p  et  9  doivent  etre  fonctions  de  r  seulement.  Si  maintenant  Ton 
introduit  ces  expressions  dans  les  equations  (292)  et  si  Ton  egale  les 
coefficients  des  sinus  et  des  cosinus  correspondants,  on  obtient,  pour 
la  determination  de  ces  grandeurs,  les  equations  suivantes  : 
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Ces  Equations  renlrenl  aussi  dans  la  forme  (288)  lorsqu'on  Ics  niul- 
tiplie  par  r,  et  que  Ton  considere  rp^,  r^q^^  rp\.  r^q\  comme  les  incon- 
nues;  elles  devienncnt 


Ao). 


d,rp[      i.r^q.  . 


2B.r 


<-»-l 


r  *         1  — 


rfr 


dO  V  rfV 

Or  les  equations  simultanees  (288),  -^  -f- 1  -  =  S» 


0 

•0       T 

r 


ont  pour  integrales  les  expressions  (288a)  U  =  .,..  Y=.... 
Prenons  d'abord  U  =  rp^ ,  V  =  r*g^'  el  S,  T  egaux  respeclivement  aax 

seconds  membres  de  la  2*  et  do  la  6*  dcs  Equations  (295  d)  qu'on 
vient  d'^crire,  puis,  en  second  lieu,  U=^rpj,  ¥=  —  1^9^,  etSegalau 

second  membre  de  la  3'  equation  (295  d),  avec  T  6gal  a  celui  de  la 
5*  pris  en  signe  contraire;  les  intigrales  (295  a)  donnent,  en  divisanl 
ensuite  par  r,  r%  r,  —  r',  les  expressions  de  p^,  </],  p^  q^  comprises 

aux  formules  suivantes  (294),  dans  lesquelles  C^  et  D^  sont  des  conslan- 
tes  arbitraires  remplagant  1/2C' : 


Po  =  Po-^Y 


^o  =  Qo  — 


B. 


i 


.#    9 


^^-f,+-T-U_,^>,-(-i  +  rz:^(^-'-)j-»-Cr    . 


(294) 


„-Q+^('Li9:_!::^ i±n:,R.  _^A_  (-/-•.  • 


(*)  Dans  le  livre  de  Clebsch,  les  seconds  termes  des  qualre  demi^res  eipressioiis  (^ 
unt  des  signcs  opposes  i  ceuz  que  nous  leur  donnons,  et  il  y  a,  dans  les  pareothbe^  d< 
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,   „  l  +  n'      a,— f  3—1)'      a,  +  f 

et  oil  P^ ,  Q^,,  P ,  Q^  etc.,  repr^sentent  les  fonctions  suivantes  : 

P.=i/;rUA,  Qo=-i/;rVA. 

(294a)    (      Q,=  -^.Xr-(U;  +  V,)dr-^/^   -ij^Jr, 


t-,t 


Dans  les  expressions  de  p^,  q^  les  constantes  d'int^rafion  ont  6te 

supposes  nuUes,  afin  que  pour  r  =  0  les  valours  de  p^  et  de  r  q^  ne 

deviennent  pas  infinies. 

Si  Ton  substitue  les  expressions  (294)  de  p^,  p^ dans  les  series 

(293  b)y  on  obtient  enfin  pour  p  et  9  les  valours  suivantes  qui,  substi- 
tutes dans  (293),  donnent  ^,  iq  et  repr6sentent  ainsila  solution  la  plur 
g^n^rale  des  Equations  (284)  applicable  au  cas  dont  il  s'agit : 

(294  b) 
p  =  Po-HP4Cos04-P,cos2e-|- 4-P4sine-|-P;sin2eH- -h 

+T+4^3r)(T-'"'^+¥^'2^^ 

+  X  /J        .v(R'~0  (AtCOseH-A,rco82e+...H"B|Sine4-B,rsin26+„.)H' 

•     ^(^—^) 

+  Ci  cos  0  -h  C,r  cos  20  -h +  D|  sin  0  -+-  D,r  sin  20+ ;  * 

9  =  Q^^H-Q,cose+Qcos20+ +Q;8inO  +  Q;sin2e  + 

Bo  3—1)'  7  2       ^    B,r»      ^^  ,  A^r  .   ^     A,r«      ^^       \ 

+jj^t2l(Ri_r«)^?lcosO  l-B,c^^ 

D                                                     C 
-f--icos6+D,cos204-D,rcO83e+... ^sinO — CLsin2d — C,rsin50 — ... 


r  "  r 


^^,  ^J  traosposiiion  rteiproque  des  coelflcients  j-^-  »  r-^/  •  Ce  sont  des  erreurs  que 

ous  avoDS  Gorrigtes.  Nos  formules  rectifiees  (294)  sati^ont  identiqueraent  aux  Equations 
"  itficlles  (293  e). 
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Dans  cctte  valeur  de  9,  on  voit  que  certains  termes  deviennent  inii- 
nis  pour  r  =  0 ;  mais  ccia  ne  peut  soulever  aucun  scrupule,  puisque 
le  produit  r^  reste  fmi  ct  que,  par  consequent,  Ics  deplacements  \,  i 
conscrvent  partout  des  valeurs  finies. 

Les  P,  0  ont  les  expressions  (294  a),  dans  lesquelles  les  U,  V,r,Y' 
ne  sont  pas,  comme  aux  ^  pr^c^denls,  des  composantes  de  forces  agis- 
sant  sur  la  surface  lat^rale;  ce  ne  sont  pas  non  plus  les  symboles  mis 
dans  les  Equations  types  (288) ;  ce  sont  les  expressions  abr^viatives 
des  fonctions  (290)  du  rayon  vecteur  r,  ou  se  trouvent  engages  les 
|A^,  y^,  coefficients  des  series  (284  a)  qui  repr^sentent  les  cooiposantes 
suivaat  ce  rayon  et  suivant  sa  perpendiculaire,  des  foi'ces  k\  B\  agis- 
sant,  conrorm6ment  aux  (264)  et  (267),  sur  les  points  de  rinterieur,  a 
la  mani^re  de  la  pesanteur  ou  de  I'lneriie. 

Les  A,  B  ne  sont  point  ces  forces,  mais  sont  comme  les  C^,  D-,  des 

constantes  arbitraires  devant  se  determiner  au  moyen  des  conditions- 
limites  a  remplir  au  bord  de  la  plaque.  Si  la  plaque  est  enti&rement 
libre,  et  soumise  seulement  a  des  forces  donn6es  appliqu6es  sur  sa 
surface  periph^rique,  ces  conditions-limites  sont  d^finies  par  les  deux 
dcrni^res  Equations  (280  c)  du  g  73.  II  est  facile,  moyennant  qudques 
calculs,  d'introduire  dans  ces  Equations  (280  c)  les  variables  p  et  9  au 
lieu  de  §,  iq;  d'y  substituer  la  diiTdrenliation  par  rapport  &  r,  0,  a  celle 
qui  est  prise  par  rapport  a  a,  b^  et  de  developper  les  forces  U',  V  [des 
(267  6),  (268)]  agissant  sur  la  surface  lat^rale,  en  fonction  des  sinus 
etcosinus  des  multiples  de  0,  comme  on  I'a  fait  pour  les  forces  A',lt' 
[des  (264),  (268)]  6galement  ext^ricures,  mais  agissant  sur  tous  les 
points  ou  elements  de  Tint^rieur.  Ensuite,  en  comparant  les  coeffi- 
cients des  sinus  et  cosinus  des  m6mes  multiples  de  0  dans  les  deui 
membres,  et  en  egalant  ces  coefficients  deux  h  deux,  on  obtient  les 
conditions  necessaires  pour  determiner  les  A,  B,  C,D. 

Je  vais  considerer  simplement  Thypoth^se  ou  la  plaque  a  sa  peri- 
ph^rie  rendue  fixe,  de  sorte  que  les  il^ments  du  bord  ne  puissent 
subir  aucun  d^placement.  Alors  les  derniires  Equations  (280  c\  ne 
donnent  que  la  valeur  des  forces  de  resistance  necessaires  pour  pro- 
duire  cettc  immobility.  Mais,  pour  la  determination  des  constantes. 
on  a  comme  Equations  de  condition,  pour  r  =  R,  R  etant  le  rayon  de 
la  plaque  : 

5  =  0,  u  =  0, 

ou,  ce  qui  revient  au  m6me  : 

9  =  0,  |B  =  0,  aussi  pour  r  =  R. 
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On  peut  done  rcTenir  aux  Equations  (294)  ou  (294  b)  el  yfaire 
Po^  9o'  Pr  y<»  Pi*  ?i  ^gaux  k  z6ro  pour  r=R,  ce  qui  donne  immfediale- 
men!  deux  (Equations  du  premier  degrfe  pour  determiner  A^  el  C^,  et 
deux  autrespourdfelerminer  B^  el  D^;  d  ou  Iris  simplement  les  valeurs 
suivantes  i  donner  aux  coefficients  A^,  B^,  C^,  D^  pour  salisfaire  a  la 
condition-Iimite  qu'on  vicnl  de  specifier  : 

^— 2^^,(P,+rq;)^^^,     B,=2*^;i+i.(RQ-p;U,, 

2R'-*       '  '^  2R'-*       \ 

Et  le  probl6me  sc  Irouve  ainsi  completement  resolu. 


§75.  —  P^tita    d^placementa   d'ane   plaqae    drculair^    plan^, 

p^rpendicalalrement  &  son  plan  mojen. 

L*6quation  difl^rentielle  (282)  de  la  fin  du  §  73,  ou  se  trouvent  en- 
gages au  4*"  ordre  les  dSplacements  inconnus  ^  des  points  d'une  pla- 
que plane,  perpendiculairement  a  ses  bases,  et  qui  est  applicable 
lorsque,  parall61ement  a  celles-ci,  il  ne  s'exerce  qu'une  tension  uni* 
forme,  ou  la  m6me  partout  et  en  tous  sens,  se  traite  d'une  mani^re 
beaucoup  plus  facile.  Imaginons  la  surface  mediane  divis^e  par  une 
serie  de  cercles,  ayant  tous  pour  centre  celui  de  sa  pSripherie,  et  une 
s^rie  de  rayons  partanl  de  ce  centre ;  nous  aurons  un  double  syst^me 
de  lignes  orthogonales,  c'est-a-dire  telles  que  chacune  d'elles  coupe  a 
angle  droit  toutes  celles  de  I'autre  syst^me.  En  outre,  a  chaque  ligne 
d'un  des  syst6mes  (k  chacun  des  cercles  concentriques)  correspond 
une  valeur  particuli^re  de  r,  et  a  chaque  lignc  de  Tautre  syst&me  {h 
chaque  rayon)  une  valeur  particuliere  de  6. 

Si  maintenant  a,  b  sont  les  coordonn^es-  rectangulaires  primitives, 
r  et  0  les  nouvelles  variables  correspondant  k  ce  nouveau  syst^me, 
nous  pourrons  appliquer  la  formule  gSn^rale  (102)  du  §  33,  page  828, 
pour  la  transformation  d'une  expression  ou  les  diffi6rentielles  sont  pri- 
ses par  rapport  k  des  coordonntes  rectangulaires  rectilignes  telles  que 
a,  6,  en  expressions  ou  elles  sont  prises  par  rapport  k  des  coordon- 


764  CHAP.    V.    PLAQUES    CaRCULAIRES  MINCER. 

n^es  orthogonales  quelconques,  telles  que  r,  6 ;  formulc  qui  est,  pour 
une  fonction  B^  quelcouque,  soil  des  premieres,  soit   des  secondes 

coordonn^es  : 


el  dans  laquelle  A  et  B  sont,  d'apr^s  Texpression  (279)  da  m^inr 
§  53^  les  coefficients  de  la  formule 


qui  exprime  en  fonction  des  il^ments  dr,  dO  des  coordonndes  nouvel- 
les,  le  carr^  d'un  616raent  ds  d*une  ligne  courbe  plane  quelconquc. 

Dans  le  cas  dont  il  s*agit,  on  peut  toujours  imaginer  un  petit  trian- 
gle rectangle  dont  Thypot^nuse  ds  aurait  une  grandeur  et  une  direc- 
tion quelconques,  et  dont  Tun  des  cAtes  de  Tangle  droit  colncidenit 
avec  la  direction  du  rayon  r  mend  a  Tune  des  extremitds  de  ds.  Li 
longueur  de  ce  cAtd  est  done  la  distance  dr  des  deux  cercles  concen- 
triques  passant  par  les  deux  extrdmitds  de  ds;  Tautre  cAli  de  Tangle 
droit  est  un  petit  arc  de  cercle  rdO.  On  a,  par  consequent : 


En  comparant  cette  expression  avec  I'expression  gdndrale  de  ds^  ci- 
dessus,  on  ddduit 

A==l,  B  =  r»; 

de  sorte  que  la  formule  gdndrale  de  transformation  devient 

Cette  formule  appliqude  k  T^qualion  (282)  en  prenant 

(md)  Bo=7j.+  ^,=:^4-.^^4..^,, 


(*)  n  6tait  sans  doute  interessant  de  diduire,  ainsi  que  le  fiiit  ici  CMisdi,  oette 
de  transformation  (294  e)  comme  cas  particulier  de  oelle  (102)  du  $  S3,  qui  est  applict'i*' 
h  tous  les  systimes  de  coordonnto  curvilignes  orthogonales. 

Mais  elle  aurait  pu  6tre  obtenuc  directement,  au  moyen  des  relations  «  =  r  ea^  •• 
b=.r  sin  $  et  de  celles  (162  a)  qu*on  en  a  d^duites  I  la  premiere  partie,  d'oik,  Ueikmnt 
les  d^rivto  de  divers  ordres  de  Bq  ou  de  ^  sur  a  et  6,  en  fonction  de  tears  ^iiiwiu  •c 
r et  Bt  comme  il  a  d^jit  M  fait  au  commenconent  du  g  74,  form.  (285)  pour  les derivto  'k 
premier  ordre. 
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donne 

£5  J- 9  _£!i_  J- ill  —  ^     2£;_j_£»5     j_£5 
la* "^  " ia'lb'  '*'  ib* ~ i)r* "*" ~r  fr*      r' i r« "^  i- ^V "*"  ^  ^ 
(394  e) 


de  sorlc  que  cette  Equation  (282)  prend  la  forme  suivanle  : 

^♦;     'JtK      l^'i:      \^x.     <2gJI+i)')/^'!:     U;\ 

tV      r^r»      r'cV      r^cT  A»  V^i»      r^»7 

(ooeix      ]       ,    ^'[-2.-';      2gi:      4        425, (!  +  ■)')  n      1  g*; 

ou  [fom.  (282  «)]  i^  =  i.  1 4-9'=2  ^iTL^  J.  =_r_ 

Imaginons  maintenant  la  fonction  C  -+-  -rj h  -^  d6veloppte  sui- 

vant  la  serie  des  sinus  et  des  cosinus  des  multiples  de  0,  c*est-a-dire 
ecrivons  : 

(295a)  C'+^V|^=7o+7iCoseH-7,cos2eH-...4-7;sine-h7;8iii!2e-h.... 
ou  las  coefficients  y  sonl  des  fonctions  de  r  seul,  et  ont  des  valeui-s 

Stt  Jo     \  ca         CO  / 

Pour  trouvcr  Texpression  la  plus  gentiralc  de  la  fonction  C  cherch^e, 
satisfaisant  a  Tjiquation  aux  differences  partielles  du  4*"  ordre  (295), 
supposons  cette  fonction  d^velopp^e  de  m£ine  en  la  s^rie 

(295  c)      i:  = ::. -h  ^4  cos  0 -h  ;,  cos  2e -h H-:;sine-h;;8in20-h 


(*)  CeUo   premidre  ligne  du  second  membre  de  (294  e)  peut  s*6crire 

r  0r(     i}rlr8)r\  ^rJiS 
(**)  Voir  ci-dessus  uuc  note  relative  k  la  determination,  toate  semblable,  des  taleurs  de 

H.*  J"*,.  |i/,  V  "V  */• 
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ou  Cqi  Kif  etc.,  nc  doivent  plus  6tre  fonction  que  de  r.  Les  deux  meinbrcs 
de  Tequation  (295)  se  transforment  ainsi  en  developpements  ana- 
logues ;  et  comme  il  n'y  a  de  differentiations  a  faire  que  par  rapport  a 
r  et  nulleraent  par  rapport  k  6,  si  Ton  compare,  apres  qu'ollcs  soni 
faites,  les  coefficients  des  sinus  et  des  cosinus  6gaux,  on  obtient,  pour 
la  determination  desC^,  Tequation  suivante  : 

f  et  pour  les  c^'  une  Equation  identique,  avec  r)  au  lieu  de  t^  au  second 
merabre  (*)• 

11  n'y  a  aucune  difficulli  a  trouvcr  les  inl6grales  generales  dc  ces 
equations  siraplement  differcntielles,  en  n6gligeant  d*abord  le  second 
membre,  puis  en  developpan!  les  integrates  en  seric,  ctensuite  en  tenant 
compte  des  seconds  mcmbrcsau  moyen  de  la  variation  des  constantes. 
Cependant  pour  simplifier  nous  poserons,  dans  tout  ce  qui  va  sui- 
vre,  ?o  =0,  ce  qui  revient  a  supposer  qu'il  ne  s'exerce  sur  la  plaqw^ 
aucune  tension  dans  le  plan  de  la  surface  m^diane.  On  peut  encore, 
dans  ce  cas,  proceder  comme  on  \ient  de  le  dire  pour  trouver  les  inte- 
grates des  equations,  mais  on  peut  arriver  au  resultat  d*une  maniere 
plus  simple,  et  sans  avoir  besoin  d'aucun  developpemenl  en  sorie. 
L'6quation  (296),  danslaquelle  on  a  fait  ?„  =  0,  peut  en  effe*  sorem- 
placer  par  la  combinaison  des  deux  suivantes  : 


(297) 


or^    ^    r  ir       r^ 

£%     i  a     i\ 

£r*  '^  rlr        r* 

12(1  — 9' 'j 

En  effet,  la  premiere  de  ces  equations,  lorsque  Ton  y  remplace  0  par 
sa  valeur  que  fournit  la  seconde,  devient  identique  a  (296)  apr^  quon 
y  a  fait  3^  =  0. 

Si  Ton  niglige  d'abord  le  terme  dipendant  de  y^  et  si  Ton  essan* 

d'exprimer  C<  et  Q  ou  moyen  de  puissances  dc  r,  on  trouve  facile- 


()0ulonpeutfaire-gl-=-;l+9=7j=2Jj^,So=5-j;^-:^^  =  .^ 
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ment  que  I'integrale  complete  de  ces  equations  est  exprim^e  par 

(298)  ^^^xy-^By-^'^^-^  -^,.  n 

'i       r 

oil  A^,  B^,  C^,  D^  reprfesentent  des  constanles  arbitraires.  Si  Ton  vcut 

maintcnant  tenir  compte  du  ternie  cuy^  dans  la  premiere  Equation 

(297),  on  devra,  d*apres  la  m6thode  de  la  variation  des  constantes, 
eonsiderer  les  A,  B,  C,  D  comrne  des  fonctions  de  r.  Mais  comme,  ici, 
pour  chaque  fonction !;  on  a  introduit  quatre  constantes,  on  peut 
admetlrc,  entre  ces  quatre  grandeurs,  trois  relations  arbitraires  quel- 
conques.  On  choisit  ces  relations  de  maniire  que  non-seulement  C^, 

mais  encore  ses  trois  premiers  quotients  differentiels  (c'cst-a-dire  le 
premier  —'  ainsi  que  Q  qui  contient  aussi  Ic  second  ct  -77    qui    les 

contient  tous  trois  ainsi  que  ^^)  conservenl  exactement  la  m^inc  forme 

que  si  A,B,  C,  D  ^taientdcs  constantes,  c'cst-^-dire  de  maniere  que  cha- 
que fois,  dans  la  formation  d'un  quotient  ditTi^rentiel  de  I'expression 
(298)  de  !;,  on  ait  z^ro  pour  I'ensemble  des  termes  provcnant  dc  la 
differentiation  des  A,  B,  C,  D.  Cela  donneies  conditions 

0=t{i-i)r      _H-(,-f  2)(.  +  l)r  ^+-^-^^+ -^ ^  . 

et,  avec  cette  hypoth^se,  il  ne  reste  plus,  des  equations  (297)  ou  de 
I'cquation  (296),  que  la  suivante  : 


(300) 


12(1— n'«)  ,   ,'/A,  ,    ,«ffi, 

-W^r,=  i(.--l)(i-S)r'-'^'+(.-4-2)(i-fl).V'--^; 

t(t  +  l)(t  +  2)  dC,  ^  (t— 2j(t  — l)t  dD,  _ 
~  ff*'  dr  r***  *■ 


(*)  En  cffet,  faisant  5  =r  dans  la  deuxi6me  dqualion  (297)*  on  trouve n=(»i'— i*jr 

qui,  sabstitue  dans  la  premiere,  rendrason  premier  membre=(«*—t*)  [(»«— 2)*— «*]  »*""* 
cjui  9'annule  pour  «  =  1,  n  =  -=- 1,  n  =  i  -f  2<  n  =  —  (i  —  2)i 
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Les  quatre  equations  (299)  et  (500)  suffisent  pour  detenniiKr  le^ 
quotients  difTerentiels  des  A,  etc.,  qui  y  entrent  d'une  maoierelr 
neairc;  et,  ensuite,  on  pourra,  par  integration  t  determiner  les  coeS 
cients  A,...  cux-m^mes.  La  solution  de  ce  systeme  d^^uations*  se 
trouve  d'une  inanidre  elegante  si  on  le  remplace  par  celui  des  quatie 
suivantes,  qui  s'obtiennent  en  divisant  d  abord  les  trois  (299)  par  dc-^ 
puissances  dc  r  lelies  que  les  exposants  de  r  soicnt  les  memes  qoe 
dans  (300);  ensuite,  en  ajoutant,  a  la  troisi^me  (299),  la  seconde; 
enfin,  en  ajoutant,  a  celle  (500),  la  seconde  et  trois  fois  la  Iroisieme 
de  cellos  (299) : 

dr^  dr^ /-^-  dr  ^  /  ^«  dr  ~  "' 

,    .dk,  ,    ,rfB,         i    dC,      I  — 2Jn       ^^ 

,  .di  ,  ,<m,      »••  rfc,    (t— 2)'</n     „ 


I'r 


J-3**"< 


''A<      ,.     „.,-,'/B,        i'  rfC,      (i-2)'rfD.     I2(l-i)'M 


+  («+2jV-'^_-j^^'_ 


dr   '   ^'  '   ">'  dr~r*^'^dr         r'^*     dr  E'A- 


Dans  ces  equations,  on  pent  considircr  comme  inconnues  les  quan- 
tilcs 

,    .r/A,  ,    ,r/B,  1    dC,  I    db 

dr*  dr'  r'^'^dr'  ,.*-«i/r' 

et  les  coefficients  rcspectifs  de  ces  inconnues  sont  aiors  les  puissances 
0,  1,2,  5de 

t,  1^-2,  —  i,  — 14-2. 

On  sail,  d*apr&s  les  Elements  de  Talg^bre  que  si  l*on  a  un  systeme 
d'^quations  de  la  forme 

ttiXi-^a^i-^ -}-a^T.  =  0, 


• 


la  valcur  des  inconnues  est  donn6e  par  la  formule 

* 

''^'~ («,  —  «,)  («,—«,) («<—«,)* 
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dans  le  dSnominateur  dc  laquelie  on  doit,  bicn  enlcndu,  ne  point 
metlre  le  facteur  (a^  —  a^)  qui  est  nul.  En  appliquant  cette  formule 

aux  ^nations  pr^cedentes  on  trouve  imm^diatement,  pour  les  incon- 
nues,  les  valeurs  suivant^s  qui,  en  efTet,  substituees  dans  les  quatre 

equations,  qu'on  pent  diviser  toutes  par    Vp/./    T<>  donnent  des 

■ 

identitis, 

i^.dk^__    5(1-9^')  i    rfC,_        5(l-i)-') 


,_,dB,        5(l-9'«)  1    dD,        3(1-9") 


.  0 


rfr  ""2i(e-M)E'A**''  /"^*  rfr       2t  (t  — l)E'/i5'< 

D'ou,  par  integration, 

_    3(1  — 9'«)      /•RY.dr  3(1— 9^«)      /''•     ,^. 

Ai=2i(i— l)E'/iVr  ;7r5-^K,.  C^— — 2t(i-+-l)E'A' Jo  V      ^^+M,, 

B<=-2i(,-hl)E'A^Jr  T^*"^^''  ^'"-2t(i-l)E'A'Jo  ^'''      *"^^'' 

ou  lesK,  L,  M,  N  repr^sentent  des  quantit6s  constantes  rdelles.  Deux 
d'cntre  elles  se  d^terminent  imm^diatement ;  car,  pour  que  la  valeur 
dc  c  ainsi  que  celles  de  ses  quotients  difT^rentiels  des  quatre  premiers 
ordres  quifigurent  dans  les  equations  (297)  ou  (296)  et  qu*on  tirerait 
de  r^quation  (298)  ne  devienne  pas  infinio  pour  r  =  0  lorsque,  dans 
cette  Equation  (298),  on  introduitles  valeurs  prec^dentes  des  A,  B,  C,  D, 
il  faut  que  Ton  ail  M^  =  0,  N^  =  0.  Si  done,  pour  abreger,  on  pose 

z^  etant  par  consequent  une  fonclion  parfaitement  d^finie,  I'expression 


(')  Nous  n'avons  pas  besoin  de  rappeler  (voy.  ei-dessos  g  16,  p.  84)  que  dans  toutes  les 

formules  de  Tauteur,  il  y  a  E  et  i)  sans  accents,  parce  qu'il  suppose  ses  plaqaes  complete- 

ment  ifotropes,  ce  qu'elles  ne  sent  jamais;  et  que  si  nous  meltons  E'  et  f)\  c'est  parce  que 

nous  ne  supposons  I'isotropie  que  dans  les  directions  paralldies  aux  faces  de  la  plaque,  E' 

exprimant  le  module  d'^lasticit^,  E^  =  Ey  de  petits  prismes  de  sa  matiire  ayant  leurs  aretes 

parallftles  aussi  k  ces  faces,  et  9'  6tant  le  rapport,  k  leurs  extensions  longitudinales,  des  con- 

tractions  lat^rales  qui  en  nisultent. 

•1 n''      1  e'*  d**  fi'i 

De  tellcsortequ'on  a(281  a),        '  =  -,  aj  6tant  =  a— --  =  b =  2f+r-  — . 

c  a|  c  c  c 

40 


770  CBAr.    V.    PLAQCES   GHbCl'LAiKES   XDGES. 

la  plusgenerale  de  ^^devicndra  : 

(502)  ;.  =  ,^_^.K^r'  +  L.r 


iff 


Les  cas  de  i  =  0  et  i  =  1  exigent  an  calcul  partieulier  des  :,  A,  F>, 
C,  D.  Dans  ces  deux  cas,  Fintegrale  de  requation](296)  n*est  plus  repm- 
scntee  pai'  la  forme  (298) ;  maisrona(le  logariUimeelant,  bien  cotcndu. 
ncperien)  : 

::o=A,  +  B^  +  (C,+D,Hjlogr. 

(L 
;,  =  A,r  +  B,r5 -I- --h  D,r  log  r, 

qui  satisfont  bien  a  Fiquation  (296)  avec  2^  =  0,  y  =  0,  si  Ton  y 

Tail  d'abord  i  =  0,  ensuitc  i  =  1.  Et,  au  lieu  du  systeme  (299),(300i. 
on  a  les  suivants  : 
Pour  1  =  0, 

cl,  pour  t  =  1 , , 

rfA,  ,     .  rfB,  .    1  rfC,   .      ,        dD, 

''■dF^'-lF-^-rlF-^'^''«''lF     =«• 

r/r        r*  rfr        r  dr 


dr        r*  rfr        r*  dr  ~         K'A^ 


ii* 


iH  Ton  obtient  : 


rfB, 
r/r 


//»•  ~  E7i'  * 


<%  _  5(t— 9'')Y,r  J,  _^    .  5(i— I)")  f-r 

dr  '"  E'A--         ♦ 


C.=M.-H:Lii^'j;%^r; 


z. 
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(/A,       3(l-i)'»)Yjr'logr  .        „       5(i— i)'')    P      ,i        j 

rfB,  _  5(l-i)"Tt  „  _.,        5  (1  —  I)")   /•«     . 

W -      iWh*      '  "•~^*  WF~Jr  ^*     ' 

dr-  4E'A*        •  ^*-"'  4E'A»     jo^'        ' 

riD._       5(l-i)")T.r'  ^  _«        ^,(1-.)")     /r 

rfr  ~  E'A»         '  "'-"'  E'A'        jo  ^' 

On  doit  encore  ici  annuler  les  constantes  M,,  N,,  M,,  N^  pour  que  ni 
Ics  valeurs  de ;,  cl  de  c,,  ni  les  valeurs  de  leurs  quotients  difTi^rentiels,  ne 
deviennent  infinies  pour  r=  0.  Si,  par  analogie  avec  (301),  on  d^ignc 
par  z,,  z^  Ics  fonctions 

1*8'"  /    T«»*dr -+-»■' log  r   /    T»»'rf'"  {, 

(oOo)  ( 

5(1-9")  1  r"*      ,1       J       ^   C^    J 

les  valeurs  de  C^,  i;^  pcuvenl  s'fecrire 

?:i  =  «iH-Kir4-V''; 

ensorle  que,  pourvu  qu'ony  donnek  Zp,  z^  leurs  valeurs  (303)  non  com- 
prises dans  celle  (301)  de  2^,  les  expressions  des  c  sont  toutes  contc- 

nues  dans  la  formule  g^n^rale  (302)  : 

Les  expressions  des  C'  sont,  de  mfime,  comprises  toutes  dans  la  for* 
mule 

et  les  valeurs  de^'^se  d^duisent  de  celles  de  s^  en  y  remplagant  y^ 
par  t;. 

II  resle  etifin  a  determiner  les  constantes  K,  L  au  moyen  des  condi- 
tions limites.  J*admettrai  que  la  plaque  soit  maintenue  de  telle  fagon 
que,  par  une  sorte  d'encastrement,  ses  Aliments  extremes  restent 
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necessairement  paralleles  au  plan  primitif  de  la  surface  mediaiK. 
Alors,  pour  r  =  R,  on  doit  avoir  non  seulement  5  =  0,  mais  aussi 

Ce  ne  sont  done  pas  seulement  les  2,  z'  qui  doivent  s^annuler,  mais 

dz  dz' 
encore  les  ^»  -p»  quand  on  fait  r=R  dans  leurs  expressions.  Les  con- 
ditions a  remplir  sont  ainsi 

avcc  des  formules  analogues  pour  les  z'.  On  en  dMuit  les  valeurs  sui* 
vantes  de  K^  L^ : 

Pour  les  K^',  L^  on  obtiendra  des  valeurs  tout  k  fait  scmblables. 

a  cette  seule  difT^rence  que  z  doit  dtre  i\  mplace  par  z'.  En  inlrD- 
duisant    les  valeurs   ci-dessus    dans  Texpression   (302)   de  ;^,  «i 

trouve  enfin,  pour  cette  fonction,  la  valeur* suivante,  qui  est  comple!-- 
ment  d6termin6e  et  qui  convient  m6me  pour  i  =  0  et  t  =  1,  en  dot- 
nant,  bien  entendu,  a  z^  et  a  z^  leurs  valeurs  sp^ciales  qui«  comroe  oc. 

a  vu,  ne  sont  pas  des  specifications  de  celle  de  z^  pour  i=  0  et  i  =1 : 

v=«.-+-  (l^  T^  -  ('+2)«J       r^i  -  U  $•'  — ".^       —, 

'       '      \    dr      '  Vr  =  R2R'       \     dr         7,  =  ^5R''' 


"•^'"^2R'" 


I  et  5j  =  une  formule  semblable  avec  des  s)  au  lieu  des  z , 


§76.  —  Flexion,  par  nn  ipoids  nniqoe,  d*nne  plaqvo  drcnUrt 

horisontale,  enGastr^a  k  son  bord. 

Dans  ce  qui  pr6c6de,  la  solution  du  problenie  est  raroeo^  aa a- 
cul  de  certaincs  integrates  qui  se  pr^sentent  dans  les  fonctions  V't 
et  (505),  et  qui  d6pendent  des  forces  exterieures  agissant  sur  les  point* 
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dc  I'interieur  dc  la  plaque.  Je  vais  maintcnant  considerer  le  cas  par- 
ticulier  d*une  plaque  circulaire  horizonlale  cliarg^e  uniquement  d*un 
poids  qui  y  est  appliqu6  en  un  point  d6termin6.  On  peut,  avec  une 
grande  approximation,  trailer  ce  probleme  commc  si  le  poids  £tait 
remplac^  par  une  force  donn^e  qui  agit  uniformement  sur  tout  Tinte- 
rieur  d*un  616ment  cylindrique  vertical,  ayant  une  hauteur  egale  a 
r^paisseur  h  de  la  plaque  et  une  base  tres  petite  dont  le  centre  est  le 
point  d*application  du  poids.  Le  cas  ou  il  y  aurait  plusieurs  poids  ap- 
pliques en  des  points  difierents  se  traitera  absolument  de  la  m^rne 
mani^re;  les  d^placements  produits  alors  ne  sont  autre  chose  que  les 
sommes  de  ceux  qui  seraient  produits  par  ces  poids  isol^ment. 

Soit  done  un  seul  poids ;  imaginons  a  sa  place  une  force  Ires  grande 
C  agissant,  disons-nous,  sur  tout  r^liment  cylindrique  de  volume 
dont  la  base  est  I'dl^mcnt  dc  de  la  surface  mMianede  la  plaque;  force 
suppos^e  telle  quo  C'd^  s'approche  d'une  limite  finie  6galc  a  un  poids 
donnd  P;  et  supposons  qu'en  dehors  de  cet  616mcnt,  C  soit  partout 
nul. 

Si  nous  nous  reportons  aux  definitions  donn6es  a  la  fin  du  §  68, 
p.  664,  d'abord  k  cclles(263  b)  de  A,  B,  C,  forces  agissant  sur  Tunit^  de 
volume  des  6I6ments  inliniment  petils  en  tons  sens  da  db  dz  =  da  dz 

dc  rint^rieur  de  la  plaque; puis  (264)  de  C'=    /   Cds,  le    /     s'fiten- 

dant  ^  toute  son  6paisseur  A;  enfinde  A''=   /  Xzdz,W=  j  hzdz^ 

sommes  des  moments  des  composantes  horizontales  A,B  autour  de  pe- 

tites  lignes  tracees  sur  la  surface  m^diane  parallilement  aux  coordon- 

n6es  horizontales  6,  a,  nous  verrons  que  A",  B"  s'^vanouissent^  et  que, 

^A'       i)&' 
dans  les  formules  ci-dessus  (295),  (295  a),  (295  ^)i  C'  -h  ^  4-  th- 

doit  are  rfeduit  a  C. 

Nous  pouvons  prendre 

d7  =  rdOdi\ 

ounous  represenler  rfeiement  superficial  Jc  comme  un  petit  rectangle 
compris  entre  deux  cercles  concenlriques  de  rayons  r  et  r  +  dr,  et 
enlre  deux  rayons  tris  voisins,  faisant  les  angles  0  et  0  +  dd  avec  un 
rayon  d6tcrmin6. 

Voyons  quelles  seront,  en  consequence,  les  valeurs  des  fonctions  z 
definies  par  la  formule  (301 ),  §  75. 

Dans  la  composition  de  celte  formule,  ii  enlre  quatre  intfigrales 
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ay  ant  les  formes 

j     T/(r)rrfr        et  /    y/(r)rdr; 

ct  les  Y9  ces   fonctions  de  r  definies  par  (295  a)  comme  ctant  le<^ 

coefficients  de  cos  6,  cos  26, sin  0,  sin  20 dans  la  serif 

trigonom6trique  suivant  laquelle  on  suppose  d^veloppee  la  force  ver- 
ticale  C\  sont,  d'apr&s  les  valeurs  (295  b)  qu'on  leur  a  tronv6es,  de  k 
forme 


(iff. 


Par  suite,  les  integrates  entrant  dans  les  fonctions  z   repr^nte^s 
Par  (301),  sont  des  integrates  doubles, 


// 


C'¥{^).f{r)rdrdb 

^tendues  sur  certaines  parties  de  la  surface  mediane. 

Appliquons  ceci  au  cas  present  d'un  poids  unique. 

Comme  C  ne  diffi^re  de  z6ro  qu'au  point  ou  se  trouve  pose  le  poids  P, 
point  qui  peiit  6tre  d^fini  paries  coordonnees  polaires  r«,  0,,  el  comme. 
en  ce  point,  C'rdr  dO  prend  une  valeur  finie  P,  on  voit  que  Tintigrale 
double  qui  prteMe  a  la  valeur 

0  ou  P.F(Oo)/-(ro) 

suivant  que  le  point  (6^,  r^)  est  a  Textdrieur  ou  a  rinlerieur  dc  Tinier- 
tervalle  ou  s'itend  Tint^gration.  Or,  Tint^gratiou  par  rapport  a  0  sr- 
tend  toujours  de  0  k2z^  c'est-a-diresur  la  circonfference  enliire  d'unt 
bande  circulaire  ayant  pour  centre  le  centre  de  la  plaque ;  au  coo- 
traire,  rint^gration  par  rapport  a  r  s'itendtautdtde  Oar,  tant6ttli-r 
h  R.  L'int^grale  ci-dessus,  lorsqu'elle  a  pour  limitcs  0  et  r,  a  p<  t 
valeurs  0  ou  bien  P  F  (%)  f(r^)t  suivant  que  r  est  plus  petit  ou  plu- 
grand  que  r,,  et  c'est  Tinverso  quand  les  limites  de  rint^gntioi 
sont  r  et  R . 

Pour  avoir  done,  en  fonction  du  rayon  vecleur  r  de  tout  point  dt  !: 
plaque,  les  valeurs  (303)  el  (301)  de  z^,  s^  z^,  qui  y  sonl  relali>r 

[el  qui  doivent,  par  substitution  dans  (303  a)  de  la  findu§  75,  fuunr 
les  valeurs  des  C,,,  5^,  K^^  coefficients  de  1,  cos  6,  cos  i  6,...,  daiisTei- 

pression  Irigonom^trique  (295  c)  du  dcplacemenl  vertical  cherrh'  I 
de  tout  point  (r,  0)  de  la  surface  m^dianel,  on  devra,  dans  les  fomiDl^ 
(301)  et  (503)  des  s  : 
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Pour  r  <  fo  ou  pour  lout  point  plus  rapproch6  du  centre  que  le  point  r^r^f 
d*application  du  poids  P,  faire  les  /  =0  et  les  /  =  PF  (Oo)  fir^) ; 

Pour  r  >  r^  ou  pour  lout  point  plus  61oign6  que  le  point  r  =  r^,  faire  les 
j^  =  0  et  le5  j^  =  =  PF  (Oo)  f  (r,) ; 

cheque  f  (r^)  6tant  (particularisSe  pour  r  =  r^)  la  fonclion  dc  r  qui 
multiplie  les  -prdr  sous  le  signe  conserv6  /  ou  |  ,  el  F  {%)  6tant, 
d'apris  les  expressions  (2956)  des  y,  page  765, 

Pour  To.  sous  les  sjgnes  /     ou   /     de  (503)  ou  (301) g- 


Pour  T^  (m^me  quand  t  =  1)< 
Pour  T^  (mSme  quand  i  =  1) . 


cos  t  6^^ 

sintOo 


En  consequence,  Ics  formules  (301),  (303)  donnent  pour  les  fonc- 
lions  z  les  expressions  suivantes  : 
Pour  les  points  de  la  plaque  ou  r  <C  r,, 

'•  =  ^  li^E'A^*^  (r*  (1  -h  log  r.) — rj  (1  -  log  r,)) , 
3(1— n'»)P/      ,  r»\ 

^•= — ;e^  !"'•**«  '■•■^  i5="J  ''*"^ ' 

_5(1-9'>)P/         r*  t'^*    \       .„ 

Pour  ceux  ou  r>  r, , 

3(1— n'«)P,_.  ,     ,,  , 


^_5(l-9^')P 
"*  2i7rE'/»» 


I '—7—. ? )  «os  «•.' 

V(i-l)r'-'       (e  +  1   rV 


Et  les  z'^    i        ont  des  valeurs  semblables  oA-  cos  d„    cos  i6, 

z]    [        sont  remplac^s  par  sin  e^,    sin  to^. 

Au  moyen  de  cela,  il  est  facile  de  d^velopper  les  expressions  com- 
pletes des  C,  et  par  suite  C  lui-mfime.   Apres  quelques  calculs  qui 


% 
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n'ofTrent  aucune  difficult^,  on  obtient  les  r^sultats  suivants  : 

■ 

;  =  Zo-hZ,cos(e  — eo)-+-Z,co82(©— OJ-f-...H-Z^cosi(e— Oj-h...     (•) 
ou,  pour  les  points  r  <  r^,  I'on  a 


-(R'  +  rJ)logR], 


-^ 


3R»-r'   /rf 


5(l-9'')Pr       ^'  ^«^.       R._^,  '/_Llll!_ii:?_!L\ 

'         2»,E'A«    L(,_l)r'-'  (,-Hl)rr2R'**''  WlR'-"''     t-iR'-/ 

(t  +  2)R'-.V'  .  /    r'"'     _         r^        Xl  . 

^         2R'^'  \(i-+-l)R'      (•-1)R'-VJ  '  ^  ^ 

et,  pour  ceux  qui  r^pondent  a  r>  r, 

„       3(1— 9")Pr     K  ,        .  R»-r»    /"^         ,     „       \ 

=l!r(^^4-Rr.logR)]. 


3R»-r» 


'-    2t,rE'A»    L(t_l)r'-      (.-Hi)/     2R'**'*\»H-lR'*'     i-iR'W 

(f+2)R'-tr'    ,/    r^*  W        XT 

2R'*'  \(t-l-l)R'      (.•-1)R'-7J' 

(*)  Puisqu'on  a  (205.  c)  p.  765,  ?  =  C©  +  5i  cos  0  +....  -h 5  cos  1 0  +....  -f  r'  >ia  «  +.... 
4-^  sin  td -{-....  et  puisque  les  s'  et  par  suite  [formule  (303  a)  de  la  fin  du  g  751  1& 
^  ue  different  des  z  r  que  par  un  facteur  siu  t  6o  au  lieu  de  coa  1 9^,  on  a  biea,  <i  re- 
pr^ntant  par  Z  les  r  ou  les  ^  ddbarrass^  de  ces  deux  facteurs,  I'expressioa 

^  =  Zq  +....  +  Z  cos  t  OqCOS  0  +  Z  sin  i$QUH$  +....  =^*  2^-f-....  +  Z^coa i  (6  —6^  +.... 

qu'on  vient  d'icrire. 
(**)  Les  valours  deZo»Zi,  Z^onta^  calculus  au  moyen  de  la  formule  (303  a)  de  la  flo  do  $75 

««— <  +  8R*-'       W,  =  «  8R'-*  ^    ''  =  • 

en  mettant,  pour  son  premier  terme  s  ,  successivement  les  six  valours  qu*on  vient  de  dooMr 
pour  les  Sq,  Z|,  a  ,  dans  la  double  expression  r<  r^  et  r  >  r,,  en  las  dibarmsaDl  des  bt- 
teurs  cos  0^  et  cos  t  6^.  Quant  aux  deux  aulros  termes,  on  y  a  mis  uniqoement  les  valeen 
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\ n't       I 

forinules  ou  Ton  peut  faire  — ^^  =  — » el  qui,  cominc  cela  doit  6tre, 

(leviennent  identiques  pour  r  =  rf^  (*). 

C'est  h  des  formules  d'une  telle  complication  que  conduit  un  pro- 
bl^me  dont  T analogue,  pour  les  tigcs  minces,  passe  a  juste  litre  pour 
un  des  plus  elimenlaires(**).  El  mfime,  on  n'est  arrive  a  ces  formules 
qu'en  supposanl  la  plaque  circulaire.  Cependanl  c*est  un  probl6me 
surTimporlanceduquel,  au  point  devue  des  applications,  il  convienl 
d'appeler  Tallenlion  des  geometres-physiciens,  ainsi  que  sur  la  m6- 
thode  au  moyen  de  laquelle  on  reussira  peul-Stre  a  Irouver  la  solution 
pour  d'aulres  formes  que  la  forme  circulaire  (***). 

Les  formules  pr6c6denles  se  simplifienl  consid6rablemenl  si  le  point 
d*application  du  poids  est  le  centre  dudisque.  On  a  alors  r^  =  0  el  il 
n'y  a  plus  que  le  second  des  deux  syst^mes  de  formules,  puisque  r  ne 
peut  jamais  devenir  plus  petit  que  r^.  Dans  ce  cas,  on  voit  que  tous 
les  Z  s'^vanouissent  a  Texception  de  Zg,  et  la  formule  riduite  a  C  =  Z^ 
donne  a  C  la  valeur 

et  en  faisant,  dans  cette  formule,  r  =  0,  on  trouve  rabaisscment  du 
centre  de  la  plaque  chargde,  c'est4-dire  la  fleche 

/n        —  3(i— 9^«)PR»  _  5  PR' 

de  2  relatives  a  r  >  r^  puisqu*il  faut  y  (aire  r  =  R  qui  est  la  plus  grande  de  ces  valeurs  :  aussi 
les  deux  dernien  termes  des  quadrin6mes  eotre  crochets  des  expressions  de  2^,  Z|,  Z^soot 

les  m^mes  pour  les  trois  premieres  que  pour  les  trois  demiires. 
On  aurait  eu  z6ro  pour  les  trois  premiers  Z>i  )'on  avait  mis  pour  s,  dans  (  ^  )  __   ^U^)  __ 

les  valeurs  de  %  relatives  aux  points  r  <ro;  ce  rdsultat,  entralnant  e;=0  pour  tout  point 
de  la  plaque  plus  proche  que  le  point  d'application  du  poids  P,  eAt  M  une  absurdity. 

(*)  Lorsqu'il  ne  s'agit  d'avoir  que  la  fl^lie  centrale  de  flexion  de  la  plaque,  il  faut  faire 
r  =  0  dans  ces  di verses  formules.  Gelles  de  Z|,  Zt,...  relatives  aux  points  od  r<roS*annu- 
lent  totttes,  et  il  ne  reste,  pour  cette  fltehe,  que  le  premier  terme,  3^,  de  la  formule 
^  =  Zo+  Z|  cos  (d — 6o)  +  •••  donnant  I'ordonnte  ou  depression  ^.  Elle  est  done  ind^pen- 
dante  de  rangle  azimutal  du  rayon  vecteur  du  point  ou  le  poids  est  appliqu^,   comme  il 

3/i— n'«)P/R* — ^  ra\ 

6tait  facile  de  le  pr^voir.  Cette  valeur  se  r6duit  alors  4  5  =  '^    i  — 3 '"  ''0  *^^  R  ) ' 

E', 
olle  est  identique  k  la  formulo  (dp  de  la  note  du  %  45,  page  362,  si  on  remplace  ^.  P,  R,  h, ._  ' 

pu*  r*  Q*  ^*  ^<  ^v  fit  si  Ton  supprime  notre  terme  en  y*  comme  tr^s  petit  du  second  ordre. 
(**)  En  d^veloppant  les  expressions  entre  crochets  des  valeurs  de  Zq,  Z|,  Z^,  il  s*y  op^i*e 

des  rMuctions,  et  elles  deviennent  moins  compliqu^. 

(***)  Voir,  a  la  fin  de  la  Note  du  §  73,  les  solutions  donates  par  Navier  pour  une  plaque  rec- 
tangulaire,  poste  tout  autour  sur  son  cadre,  et  cbargte  de  diverses  maniires. 
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EUe  est  proportionnelle  a  la  charge,  proportionnelle  a  la  surface  du 
(lisque  et  invcrsement  proportionnelle  au  cube  de  repaisseur(*;. 


§  77.  —  MoaTements  vibratoires  d*oa«  pla^«. 

A  I'aide  du  principe  de  d'Alembert,  on  peutiinmediatcmoatdtrduiro. 
dcs  Equations  generates  d*cquilibre  etablies  ci-dessus,  les  iqualion- 
correspondantcs  pour  les  mouvements  de  la  plaque.  II  n'y  a  pour  cela 
qu'ii  ajouter  aux  forces  qui  agissent  sur  Tinterieur,  celles  qui  seraient 
necessaires  pour  d^iruirc  les  accelerations  de  chaque  point  (**). 

Soient  or",  x(^  z'  les  coordonndes  de  reliment  dont  le  Tolume  est 
dadbdz^  et  soit  n  le  poids  de  Tunite  de  Tolume ;  il  faut,  pour  cet  ele- 
ment quclconque,  ajoulcrles  forces 

—  -  -r—  dadbdz  , ^  dadMz  , t-t  dadbdz ; 

ct,  au  lieu  des  grandeui^  suivantes  (264),  p.  664,  qui  figurent  dans 
les  equations  (267)  de  Tiquilibre  interieur,  p.  668, 

k'=CKdz,  W=CBdz,         C'=Cuz, 

h!'=  C  kzdz,        B"=  f'bzdz,        0"=  f  Czdz 


(')  On  tire  encore,  dcs  expressions  ci-dcssus  de  %,  Zq,  Z|,....  Z  ,  relalives  aux  poiuU  pour 

lesquels  r  <ro,  une  formule  tris  simple,  savoir  celle  qui  donne  la  fltehe  centnle  de  a^-n^ 
bure  ^  d^termin^  par  une  charge  unique,  P,  pos^  i  la  distance  r^  du  centre.  11  subi 
pour  cela  d'y  faire  r  =  0.  Tous  les  Z  s'annulent,  comme  affect^  de  r,  except^  le  premMf 
ZoquI  donne  seul,alors,  la  valeur  de  la  depression  ^,d*apr6s  la  s6rie  C=ZQ4-Zfl  cos(«»6«-r- 

L'on  a  ainsi,  en  faisant  r=  0  dans  ZqCI  r^uisant  |  si  A  =  2c,  ;j— — ^  =  a«  j,  la  tV^Je 

centrale : 

expression  qui  est  d'accord  avcc  celle  (</ H  que  nous  avons  obtcuue  au'n*  18.  p.  ^6i,  ik  b 

Note  du  g  45  pour  une  plaque  d'^paisseur  quelconque  encastree  au  pourtoiir.  EUe  s')  c^«- 
fond  en  taisant  7*  =  0. 

(**)  Ces  forces  qui  ont,  ainsi  qu'on  Tad^jiidit^li,  pourmesure  les  produits,pnscii5i.t- 
contraire,  des  masses  des  points  ou  dl^ments  roat^riels  parleurs  accelerations,  soot*  eoou^^ 
on  sait,  ce  qu'on  appclle  aujourd'liui  les  inertict  de  ces  points  ou  eidroents.  On  doit  a  P  -c- 
colet  d'en  avoir  introduit  la  consideration  d'une  mani^re  ei^mentaire  ct  simple  dac?  «^ 
Cours  de  m^canique  pratique,  en  montrant  par  quelques  fails  sensibles  qu'on  peut  In  ^^ 
gardor  comme  forces  et  les  admettre  au  mdme  litre  que  les  autres  dans  les  equatK:^• ' 
qui  dispense  d'invoquer  dans  chaque  question  Ic  principe  dii  de  d*Alemberl,  hi»  ^ 
enonce  obscur  et  autre  que  celui  qu'il  en  a  donn6  dans  sa  Dtfnamiqme^ 
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on  devra  mettre  respectivement 

^-FJW^''        ^--gjw'^'    ^-iJ-W^'' 

Ics  integrales  etant  toujours  elendues  a  toute  I'epaisscur  de  la  plaque, 

h  h 

c'esl-i-dirc  de2=  —  ^a2  =  4-5» 

Si  S,  37,  C  designent,  apr^s  les  deplacements,  les  coordonn6e$  d*es- 
pace,  ou  rapport^cs  aux  axes  fixes  des  x\  y\  z'  du  point  de  la  surface 
mddiane  qui  est  pris  (§64,  p.  632)  pour  Forigine  (a:=0,  y  =  0,  s=0) 
des  coordoiin^cs  mobiles  x,  i/,  2  des  points  de  I'^liment  dont  il  fait  par* 
tie,  on  aura  pour  les  coordonn^es  du  point  silut^  a  une  hauteur  z  au- 
dessus  de  celui-ci,  et  suppose  appartenir  k  Tel^ment  consid^r^  de  la 
plaque  : 

:r'  =  5  +  5  cos  (j/,2) ,     y'z=y-^z  cos  (y' ,z) ,     s'  =  ;  +  3  cos  (z',z) ; 

OU,  vu  ceque  signifienta,  p,Y  (m^meg  64),  les  expressions  suivantest 
qui  ne  sont  autre  chose  que  les  expressions  (231),  p.  633,  oil  Ton  fait 
a:=0,  y=0,  et  oil  Ton  neglige  les  w,  v,  w  comme  d'ordre  sup6rieur 
depetitesse  : 

Les  six  expressions  dcrites  ci-dessus  prennent  ainsi  les  valeurs  sui- 
vantes  : 

. ,      \\h  PI  nk  Sh^  ijA  l^\ 

En  introduisanl  ces  expressions  dans  Ics  Equations  (267)  a  la  place 
de  A',  B',....  C",  on  obtient  les  equations  les  plus  gSn^rales  du  mou* 
vement  de  la  plaque. 

Dans  ce  qui  va  suivre,  je  ne  considererai  que  les  petils  mouvements 
executes  par  une  plaque  perpendiculairement  a  son  plan,  lorsqu'cllc 
s*6carle  pen  de  sa  position  d'equilibre.  On  pent  toujours  supposer 
qu'aucune  force  perpendiculaire  a  la  plaque  n*agit  sur  son  int6rieur; 
car,  d*apr£s  ce  qui  a  6te  dit  au  §  14,  les  vibrations  qu'un  corps  exe- 
cute autour  d*un  etat  d'iquilibre  quclconque  qui  resulle  de  Taction  de 
forces  exterieures,  sont  exacteroent  les  mtimes  que  cellos  qu'il  execute- 
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rait  autour  de  son  6tat  d'^quilibre  naturel.  On  admettra  simplcraent, 
en  outre,  que  les  Equations  du  mouvement,  commc  Ics  Equations  cor- 
respondantes  de  I'^quilibre,  sont  lineaires  pour  de  petitsd^placements. 
Cela  se  voit  pour  les  Equations  (280),  p.  683,  qui  d^finissent  les  de- 
placements  et,  par  suite,  les  vibrations  des  points  de  la  surface  me- 
dianede  la  plaque  dans  son  propre  plan,  et  pour  les  Equations  (281), 
qui  d^finissent  leurs  d^placements  ou  vibrations  ()erpendiculaires  au 
plan  de  la  mSnie surface,  lorsqu'on  y  consid&re  seulement  la  grandeur ^ 
Mais  on  voit  aussi  que  les  deplacements  de  la  plaque  dans  son  plan 
influent  sur  ces  dernieres,  puisque  les  coefficients  des  Equations  (281 ). 
p.  686,  propres  a  donner  les  vibrations  pcrpendiculaires  dont  les  ;  sont 
les  amplitudes,  conliennont  les  deplacements  parall^les  S,  73.  Les  vi- 
brations pcrpendiculaires  a  la  plaque  ne  sont  done  pas  les  m^mes  lors- 
que  la  plaque  est  soumise  a  des  deformations  diverses,  paralleiement 
a  son  plan  ;  ellcs  deviennent  diff^rentes  loi*sque,  par  exeroplc,  la  pla- 
que est  soumise  tout  entiere  a  une  certaine  tension  uniforme  commc 
onl'a  suppose  en  etablissant  T^quation  (282),  ou  9^  represente  la  pro- 
portion de  la  petite  dilatation  3^  =  S^  que  produit  cette  tensionTdans 
toutes  les  directions  paralleles  a  la  surface  m^diane. 

Dans  retude  des  mouvements  tranversaux  des  plaques,  je  conside- 
rerai  deux  cas.  Le  premier  sera  celui  ou  la  plaque,  tout  a  fait  librc. 
est  abandonn^e  a  elle-mfime,  cas  sur  IcquelTattenlion  des  mathema- 
ticiens  et  des  physiciens  a  6t6  appel^e  depuis  longtemps.  On  sait  en 
effet  que,  lorsqu'une  parcille  plaque  vibre  de  maniere  a  produire  des 
sons  parfaitemcnt  purs,  il  se  forme  certaines  lignes,  appeldes  lignes 
nodaleSf  qui  ne  prennent  pas  part  aux  mouvements,  de  mfime  que  font 
les  points  nodaux  d'une  corde  vibrante.  Ces  lignes  peuvent  6tre  ren- 
dues  visibles  par  Texperience  connue  qui  consisle  a  ripandre  sur  la 
plaque  du  sable  fin  qui  s*accumule  sur  les  lignes  nodaleset  forme ainsi 
des  figures  varices,  le  plus  souvent  courbes,  appel^es  figures  sonotrs 
(Klangfiguren).  Jusqu'i  present,  ce  n'est  que  pour  des  plaques  cirru- 
laires  que  Ton  a  pu,  d'apres  les  travaux  de  Kirchhoff,  determiner  ana* 
lytiquement  ces  lignes;  cette  forme  de  plaques  sera  done  la  seuka 
laquelle  on  appliqueru  ce  qui  va  etre  donn6. 

Le  second  cas,  dont  la  solution  est  ordinairement  dMuitedela  tli^o- 
rie  des  corps  parfaitemcnt  flexibles,  sera  celui  d'une  membrane  forte- 
ment  tendue,  fix6e  par  son  bord  et  executant  de  petitesvibrationssous 
ladoubleinfluencc  deson  elasticity  et  dela  tension  a  laquelieelle  est  sou- 
mise. Dans  ce  cas  aussi,  je  supposerai  la  forme  circulairc.J*obtiendrai 
des  r^sultats  dilferanl  un  peu  de  ceux  qui  ont  616  trouvds  conime  on 
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vient  dedircau  moyen  de  la  seulc  th^orie  dcs  corps  parfaitement  flexi- 
bles,  de  mfimequeplus  haut  (g  61 ) ,  j*ai  trouvS,  pour  les  cordes  vibrantes, 
des  r^sultats  diiT6rant  de  ce  que  donne  la  s6rie  simple  des  sonsharmo- 
niques,  k  laquclle  conduit  la  th6orie  ordinaire  qui  suppose  aux  cordes 
una  flexibility  parfaite  sans  resistance  a  la  flexion. 


g  78.  —  Figures  sonores  nodales  ii*aii«  pUqae  circnlaire  libr« 

mlse  en  vibration. 

La  Ihiorie  des  figures  sonores  d^une  plaque  circulaire  mince  se  rat* 
tache  tr^s  facilcment  aux  considerations  dii  §  75,  ct  en  particulier  a 
r^quation  (295),  p.  765,  qui  donne  implicitement  la  loi  g^n^rale  des 
d^placements  perpendiculaires  a  la  surface  m6diane,  exprimSs  en 
coordonn^es  polaires. 

Revenons,  pour  un  instant,  aux  Equations  (281),  (282),  p.  686, 688. 
Lorsqu'il  y  a  mouvement,  on  doit,  dans  ces  Equations,  remplaccr  C, 
K'\  B",  par 

et  comme,  d'aprfes  les  §§  72,  75,  on  a,  pour  de  pelits  d6placemenls, 

cos  {z,x')  =aL=  —  q^  =  —  j^  ;         cos  {z,t/)  =  p  =  7.  =  —  ^  ,        (*) 


(•)  Qn  trouvc  en  diet,  au  g  72,  Equations  (278),  p.  682.  -^  ==  ^,v'  —  77^  +  ^^fl^i '  "^  = 
s=qy'  —  q^y'  -f  gy'  -f.  ^^y\  oH  i"  est  ce  que  nous  appelons  ici  X,,  car,  p.  681,  on  prenait 

C  =  C'  4-  2;',  i;'  itant^une  valeur  de  ^  de  premiere  approximation,  ou  un  d^placement  chan- 
geant  la  surface  plane  de  la  section  midiane  en  une  surface  dH>eloppable  qui,  dans  la  ques- 
tion pr^ente,  est  son  plan  primitif  lui-m6me,  en  sorte  qu'on  a  5'  =  0.  Ensuite  on  a  y'  =  y  = 
=  cos  (5,  %*)  =  I  sensiblement,  et,  &  la  mdme  approximation,  f\  =  y,  =  cos  (x,  s')  =  0 ;  y^  = 

=  y,  =  COS  (y,  »')  =r  0.  Done,  sensiblement  5I  =  7« »  jj  =  ~"  7i»  ^  9"*  risulte  foment 

des  Equations  (279),  p.  682,  et  des  ^uations  (280  a)  et  (2806)  du  commencement  du  g  73,  p.  68i. 

Or  on  a,  3*  et  6«  Equation  (276  c),  «*  =  ^j «;  —  7, a\ ;  p''  =  94  p;  —  9,^'^ ;  ou,  en  rempla- 

oant «', p»  par  a,  f,  ct «'  =  cos  (y, «')  ^,  =  cos  («,  y')  par  x6ro,  et «;  =  cos  (ar,  x')  ainsi  que  p^  = 

=  co8  (y,  }f)  par  i,  «  =  — ^„  ^  =  91,  ctf  qui  dimontre  les  deux  dgalitte  «  =  — -g, 

^-^^^mxe  Tient  de  poser  I'auteur  en  se'contenlant  d'invoquer  les  §§  72  et  75. 

Mais,  sans  toute  cette  analyse  ni  ce  retour  k  des  paragraphes  ant^rieurs,  on  peut  remar- 
quer  que  ~  Aa  est  la  quantity  dont  deux  petiles  droites  paralliles  aux  2,  distantes  de  Aa 
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Ics  expressions  ci-dessus  deviennent : 


6^  A"      ^^  B" 
Les  deux  combinaisons  C  +  -7^ — h  -7-7-  et  A"  cosp+  B"  sin  p  que 

Ton  rencontre  dans  deux  des  equations  (281),  et  ensuite  dans  celle 
(282)  dc  la  fin  du  g  73,  deviennent  les  suivantes,  dont  la  seconde  n*cn- 
tre  que  dans  celle  des  deux  (281)  qui  est  relative  aux  points  de  la  surface 
lat^rale,  et  ou  nous  avons  6crit,  comme  dans  un  paragraphe  de  la  pre- 

mi&re  parh'e,  au  lieu  du  bindme  -r-  cos  »  -f-  -rr  sin  p,  la  dferiv6e  ^  du 

cOt  lb  en 

d^placement  C  par  rapport  k  la  normale  n  a  la  periph^rie  de  la  section 

mediane  : 

^'^  i)a'^  m         g  m*}  ^       12  W  "^  [bO  ) ' 


et         A'cos;,4-B"slnp^.^^(^). 


Dans  le  cas  que  nous  consid^rons,  aucune  force  ext6rieure  n'agil  ni 
sur  I'int^rieur,  ni  sur  le  bord  du  disque.  Aucune  tension,  non  plus, 
n'est  communiqu6e  k  ce  disque,  de  sorte  que  les  d6placements  longi- 
tudinaux  5,  y)  n'existent  pas,  etque  les  C,  A",  B"  se  reduisentaceque 
nous  venons  de  leurajouter  pour  lenir  compte  des  inerties,  ouquelos 
deux  expressions  qu'on  vienl  d'6crire  doivent  fttre  reduites  k  leurs 
derniers  termes.  D'apr^s  cela,  les  trois  Equations  (281),  ou  il  faul, en- 
core, faireU"  =  0,  V"  =0,  W'==0,  se  transforment  dans  les  trois  sui- 
vantes,  dont  la  premiere  remplace  aussi  celle  (282)  de  la  fin  du  §  73  el 
ou  Ton  pourraitfaire,  d*apr6s  les  formules  (x),  {z)  de  la  note  du  g  16, 

p.  83,  84,  -/.  =  -,  1-9  =  -,  9'  =  !--: 


Tune  de  Tautre,  et  coupant  Tune  et  1 'autre  I'axe  des   a  ou  des  x\  ont  gliss^  rane  denct 

Tautre  dans  les  d^placements  des  points  de  la  plaque;  que,  par  consequent,  -^  est  lepeti! 

an 

angle  dont  a  augmeutd  I'angle  droit  primitif  des  petites  lignes  paralliles  aux  s  el  aox  x'  on 

aux  a;  ce  qui  est  bien  la  Taleur,  prise  en  signe  contraire,  de  ai,  oosinus  de  Tangle  de  Tue 

fixe  des  x'  et  de  I'axe  mobile  des  3  apr^s  les  ddplaceroents :  et,  de  mdme,  -^  doit  Hrtrf»\ 

do 

0-/3.  Done,  etc. 


t^  +  2 
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g*g        ^n_      12(1— 9^«)n  g'f  _A1/^  .  ^\1 


Cette  Equation  doit  dtre  satisfaite  en  lous  les  points  du  disque,  et 
les  conditions  limites  siiivantes  s*appliquent  aux  points  de  la 
piriph^rie : 


30.1  c) 


(i-9')[gsin. 


^^(cos-;;-«m';,)J 


+ 


^^\_(\-t)'^)^  o'  {H 


E'flf       ^ 


On  pourrait,  dans  ces  Equations,  nggliger  les  tcrmes  multiplies  par 
AS  si  ccstermesne  contenaient  pas  pr6cis<iment  les  quotients  difC^ren- 
tiels  les  plus  61ev6s.  Comme  il  peut  arriver,  et  comme  il  arrive  en  ef- 
fet  dans  certaines  circonstances,  que  ces  quotients  diflSrentiels  du 
second  ordre  contiennent  des  facteurs  tr6s  grands,  il  est  n^cessaire, 
pour  ne  pas  restreindre  Tapplication  des  r6sultats,  de  conserver  tous 
les  termes. 

Lorsquil  s'agit  d'un  disque  circulaire,  il  faut  inlroduire  les  coor- 
donnees  polaires  r,  0;  les  conditions  limitesdoivent  6lre  rempliespour 
r =R,  et  les  616menls  dn,  ds  de  la  normale  ct  de  I'arc  de  la  p6riphe- 
rie  doivent  fitre  remplaces  par  dr  et  rdO. 

II  est  facile  de  donncratoules  les  autres  expressions  la  forme  qu*elles 
prennent  lorsqu'on  differentie  par  rapport  aux  coordonn6es  polaires. 
On  a  d^ja  trouvS  au  g  75,  comme  particularisation  d'une  formule  ge- 
n^rale  de  changement  de  coordonnSes  rectilignescncoordonn^cs  cur- 
vilignes  orlhogonales  la  relation  (294  d),  p.  764, 


i  ^'- 


f 
o 


pouvant  £tre  oblenue  aussi  d'unc  mani^re  facile,  par  differentiation 
de  fonction  de  fonction,  au  moyen  des  formules  (162  a)  de  la  pre- 
miere partie,  §  44,  p.  320, 


a  =  r  cos  0 ,                 i  =  r  sin  o 

> 

^       coso, 
or 

ob        .    ^       \ia 

^r      ''"''     r£^           ''"'' 

P-  —  COS  0 , 
ca 

^8           sinO      cr       .    , 
o  =      — -,     ^,=:sine, 
ca              r         CO 

^8       COSO 

i)b~    r    ' 

qui  donnent,  avec  non  moins  de  facilite  : 
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^"' 


^  =  ^-5  COS*  e -H -p-j^  Sin  e  COS  e -+- rr;  Sin*  5 


r^o  cd  CO 


£^ 


cos6  +  j-jt(cos*6  —  sin*  6); 


ainsi  que  les  autres  relations  posecs  versle  commencement  du  g  75,  a 
savoir  (294  e)^  page  765,  permettant  d  exprimer  toutes  les  combinai- 
sons  entrant  dans  les  Equations  prte^dentes  (303  c)  qui,  en  faisant, 
pour  abrf  ger, 


(303  d) 


""120(1  — 9'*)' 


ou     ••== 


12n  • 


prennent  alors  les  formes  definitives  suivantes,  si  Ton  remarque  que, 
pour  les  points  de  la  p^riph6rie,  il  faut  prendre  p=  0,  en  sorte  que  le 
trindme  ct  le  bindme  entre  crochets  des  deux  derni^res  (305  c)  ne  soot 


autre  chose  que  les  valeurs  qu'on  vient  de  trouver  pouFTr-jel  pour 

S  i   c' 

Peripherie,  peuvent  filre  remplaces  par  ^  et  par  -  7- : 
En  un  point  quelconque : 


(304) 


^2^ 


r*^r*"*"r=*^?r"^6e*\r*^'r*      r' ^r  "*"  r*  7  "*"  r*  6  e' 


1 


""      m'DtA^      12  V^r«"*"r^?r' 
et  k  la  peripheries  Ics  deux  conditions 

^*:       ,/l^^_^l  ^*5\_n 

^/fH      lgg\       g*  /2— 9^A      ^—"^'rW 
iJr  \tr*  '^  rDr)'^  ^  0*  V    r*     ^r         r'      ) 

2f 
ou9'=  i . 


1  ^;\ 

r»  in') 

1. 

^r 


r% 


12**^(«^r 


pour 


Examinons  maintenant  les  difT6rentes  esp^ces  de  vibrations  qui  peu- 
vent sc  produire  dans  la  plaque.  D'apr^s  les  principes  g^neraux  expo- 
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ses  dans  le  §  19,  &  Toccasion  de  la  recherche  dcs  vibrations  d'une 
sphere,  p.  119,  expressions  (39),  chaque  son  isole  produit  par  la  pla- 
que pcut  6tre  exprim^  en  ^galant ;  a  une  fonction  des  coordonn6es, 
multipliie  par  cos  kt  ou  par  sin  kt ;  et  alors  la  quantity  k  est  d6tcrmi- 
n6e  par  une  Equation  transcendante  dont  les  racines,  en  nombreinfini, 
donnent  les  diff^rents  sons  qui  peuvent  £tre  rendus  par  le  corps.  Un 
simple  cxamen  des  equations  (304)  montre  que  la  fonction  des  coor- 
donnSes  dont  il  s'agit  pcut  6tre  exprim6e  par  une  s^rie  dcs  sinus  etdes 
cosinus  de  multiples  dc  0,  dont  chaque  terme  est  multiplie  par  un 
coefficient  nc  dependant  que  de  r  et  pouvantStre  calculi  indSpendam- 
mcnt  des  autres.  En  d'autres  termes,  la  fonction  C  pent  6tre  mise  sous 
la  forme  : 

A^.  cos  m  0  cos  A-   /  4-  iL.  sin  mO  cos  k 
-f-  C„.  cos  m  0  sill  A  .  t  -i-  D^„  sin  m  6  sin  k 

mn  ma  mH 

OU  m,  et  rindice  n  dc  Pordre  de  racines  dont  on  vient  de  parler,  peu- 
vent repr6senter  tons  les  nombres  entiers  possibles  de  0  ou  de  1  jus- 
qu'k  rinfini,  et  oules  k^^  sontces  racines  deT^quation transcendante 

qui  sera  ^tablie  ult^rieurement.  Les  A,  B,  C,  D  ne  sont  fonctions  que 
de  r.  On  pent  voir  immidiatement  que  lorsqu'on  substituecettevaleur 
de  (  dans  les  Equations  (304),  aussi  bien  dans  la  premiere,  applicable  a 
lous  les  points,  que  dans  les  derni^res,  applicables  seulement  au  bord 
de  la  plaque,  elles  donnent,  affect6s  des  quatre^ roduils  de  cosinus  et 
de  sinus,  des  polynAmes  idcntiquement  de  la  m£me  forme  en  A^^, 

qu'en  B^^,  ou  en  C^^,  ou  en  D^^,  cequi  tient  a  ce  que  les  d6riv6es  par 
rapport  a  0  et  &  <  ne  sont  que  d*ordre  pair.  On  en  conclut  que  A^,^, 
^mnf  ^mn*  ^mn  P^uvent  filrc  pcrmut^s  les  uns  dans  les  autres  sans  ces- 
ser de  satisfaire  la  ces  Equations  (304),  et  que  par  suite  ils  sont  6gaux 
a  une  m&me  fonction  de  r  multipli6e  par  des  constantes  arbitraires  dif- 
fi&rentes ;  de  sorte  que  C  pent  6tre  mis  sous  la  forme 


/•Aft-v  "^*     *v^*  D    I        a^cosmocos*   /  +  j3^.sinmecos* 

(505)     C=     2         2-        "*|  mn         rmn  mn 

iH=:i     »=i        I    -f-y_^  cos  mesin  Ar   «  +  8    sin  mO  sin* 


OU  R^^  d6signe  une  fonction  de  r,  et  les  a,  p,  y»  ^>  ^^^  constantes  ar- 
bitraires. 

En  inlroduisant  cette  expression  dans  la  premiere  Equation  (304) ,  on 
obtient  d*abord  pour  determiner  R^^  Tequation  ginerale 


d»R 
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d'fi^      2  (ffi^      1  4-  2jn»  d»fl^       1 4-  2m«  dft^      m*  —  4m' 
(506)1 -5^  +  --3j|5 _        _«4-_____^ _       ft^= 

—  o*  L  «"      12  V  dr'   "^   rc/r  r«    /J ' 

et  des  deux  derni^res  Equations  (304)  on  dMuit  les  suivantes  : 
k  satisfaire  pour  r  =  R 

(307)  [  dr*   ^  ^  V^   dr        r*    ^J      "' 

(f/d«ft  Irffl    \  /2-n'rfft..      3-9'       \         fc«*«(if} 

(irV  rfr«  '^  r  dr  J  \    r^      dr  r»       -/  ii«*  dr 

La  premiere  de  ces  trois  equations  permet  de  trouver  facilement  les 
expressions  qui  conviennent  pour  jR^,„,  que  Ton  peut  se  figurer  dive- 

lopp6  suivant  les  puissances  ascendantes  de  r,  commenQant  a  un  d<^ 
gr6  quelconque ;  on  peut  done  essayer  pour  R^^  une  expression  de  la 

forme 


On  n'a,  dans  cetle  s6rie,  pos6  que  les  puissances  de  r  croissantes  de 
deux  en  deux,  ce  qui  est  jusfifi^  par  le  resultat.  Si,  enefTet,  Too  intro- 
duit  cetie  s6rie  dans  Tequation  (306),  et  si  Ton  egale  deux  a  deux  des 
coefficients  des  mSmes  puissances  de  r  qui  se  trouvent  dans  les  deox 
membres,  on  obtient  la  suite  d'Squations  : 

(i«  _  m«)  [{i  —  2)«  —  m«]  Co  =  0, 

[(i  +  2)*  -  m«]  (t«  -  m«)  Q  =  -  jIJ^,  (I*  -  m«)  Co, 


[(£^4)«-m'][(i^-2)^-m^C,==-^^J(i  +  2)«-m^C,4-^^ 
[(i4-6)«^m«]L(i  +  4)«-mTC,  =  ---^[[(tH-4)«-m«]C,4-^Q 


La  premiere  de  ces  Equations  donne  immidiatement  les  ^aleurs  de 
I  admissibles  pour  le  ddveloppement  en  s6rie ;  il  en  y  a  quatre  qui  sont 

t  =  m,  — m,  m-f-2,  — m-h2. 

Mais,  quoi  qu'il  iaille-  tenir  comptc  de  toutes  quatre  dans  la  oompo* 
sition  de  la  valeur  de ;,  on  voit  de  suite  qu'il  suffit  de  considirer  le> 
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deux  premieres  i=m  et  i= — m,  puisquelcs  deux  autres  conduisent 
^videmment  a  dcs  series  comprises  dans  celles  qui  r6sullent  de 
Tadoption  des  premieres. 

Les  \aleurs  i=m,  i= — m  prfeentent  celle  propri6t6  remarquable 
qu'elles  satisfont  identiquement,  non  seulement  a  la  premiere  d*entre 
les  equations  dont  les  quatre  premieres  viennent  d'etre  ecrites,  mais 
encore  a  la  seconde.  En  les  adoptant,  Ia«constanle  Co  et  la  constante 
C|  peuvent  6tre  laissSes  arbitraires,  et  les  autres  se  d^duisent  succes- 
sivement  des  valeurs  adraises  pour  celles-ci.  Par  consequent,  aussi 
bien  pour  i=m  que  pour  1= — m,  on  obtient  des  integrales  avec  deux 
constantes  arbitraires ;  et  leurs  combinaisons  forraent  la  solution  la 
plus  g^nerale  dont  soit  susceptible  r6quation(506). 

Mais  on  peut  aussi  laisser  de  c6t6  la  valeur  t= — m.  Car,  pour 
cette  valeur,  la  s6rie  contiendrait  des  puissances  negatives,  et  par 
consequent  ne  serait  pas  applicable  au  cas  ou,  comme  on  le  suppose* 
le  corps  consider^  contient  le  point  r=0. 

Lorsque  m  =  0  ou  m  =  l,  les  quatre  valeurs  m, — m,  m -+-  2. 
—  Tin-  2,  susceptibles  d'etre  prises  par  Texposant  i  de  r  dans  le  premier 
terme  de  R^^,  deviennent  6gales  deux  k  deux,et  ce  cas  exige  une  men- 
tion particulifere.  Les  quatre  intfegrales  frouv6es  par  la  m6thode  qui 
precede,  et  dont  chacune  rfepond  k  une  valeur  do  i,  sont  alors  6gales 
deux  a  deux,  et  ne  pcuvenl  plus  representer  la  solution  la  plus  gen6- 
rale  de  T^quation  diff6rentielle  (306) ;  mais  les  integrales  que  Ton 
pourrait  oblenir  aulrement  contiennent  logr,  qui  devient  infini  pour 
r=0;  et  par  consequent  ne  peuvent  convenir  k  la  solution  cherch6e. 

Si,  dans  les  Equations  prec6dentes,  on  introduit  la  valeur  i=m,  on 
a  le  syst6me  suivant  pour  la  determination  de  C,,  C3 

0  =  lU.2.(m+l)(m-f-2)C,H ^J  ""    C,~>^Co> 

2  (m  4-  2)  klh'  *« 

0  =  16.2.5.{iiH-2)(m4-3)C,-^ ^    "»    c,  — -^C,, 


Lorsque  Ton  pose, ;  6tant  un  nombre  entier  quelconque  plus  grand 
quezfero, 

^i— 1.2.....;.(mH-l)(mH-2) (m-hjV 
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toutes  les  Aquations  prtc6dentes  se  rMuisent  a  une  seule, 

'    ifc'   A*  A' 

qui  sert  a  determiner  p.  Cette  Aquation  du  second  degrA  a  pour  racines 


Oil  la  constante*^  est  toujoursdonnAe  par  (303  d)  •*  =  j|—  • 

On  peut  done  composer  C  de  deux  termes  ayant  chacun  la  fomie 

ci-dessus,  et  pour  cocflicienls  Tune  de  c;es  deux  racines ;  en  d'autrcs 
termes,  si  Ton  appellep^^  et  ?^„  des  quantitAs  6gales  a  ces  mAmes 

racines  prises  avec  un  signe  contraire^  ou  si  Ton  pose 


h}  k*  Iky        fkih'V 

(307  a)   {  ^  ______ 

/:»  h}  /F         /A*  A*\« 

mn        .      A    /     am      .     I     iw*       l  , 

^««—  96a*  "^  V  16«*"^\96«7 


de  telle  sorle  que  q^^  dfesigne  toujours  un  norabre  positif>  et  p^^  u: 
nombre  nAgatif,  Fexpression  la  plus  gAndrale  de  C^  sera  la  suivanli. 
qui  contient  deux  constantes  arbitraires  Jb ,  S  : 

i-^^      '^  1.2.....j(m  +  l)(m  +  2) (m-f-»' 

et,  par  consequent,  en  attribuant  aux  deux  constantes  Jb,  S,  airv 
qu'a  celle  C^  dont  la  valeur  n'est  pas  donnAe  par  cette  expression,  ci> 
formes  plus  propres  a  obtenir  une  formule  sym6ti*ique,  a  safoir  cr 
faisant  : 


la  valeur  la  plus  genArale  de  R^^  applicable  au  cas  qui  nous  occu; 
e^t : 

(308)  /L = A,,^^  (v;r)  +B„^.  (rV5D, 

ou  la  fonction  f  ^  d*une  variable  quelconque  X  est  representee  par  It  xt 

X* 


(309)  ,jX)==X^[l-f^ 


-+■ 


-+•1)   '    !.2.(m-hl).(iin-i.l 
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11  resle  k  introduire  cette  expression  de  R^^  dans  les  Aquations  dc 
condilion  (307).  Si,  pour  simplifier,  on  represenle  les  quotients  diffi- 
rentiels  des  fonctions  9  par  des  accents,  la  premi6re  de  ces  Aquations 
devient : 

Elle  donne  entre  les  deux  coefficients  A,  B  des  mfimes  indices 
myfi  une  relation  qui  se  trouve  satisfaite  en  posant : 

Si  Ton  forme  en6n  la  dernifere  Aquation  de  condition  (307)  et  si  Ton  y 
remplace  les  A,B  par  les  valeurs  ainsi  IrouvAes,  on  obtient  TAquation  : 

+^!ii^UR«]  [..<(R^/D^2:f^?:(Bv/5;:;)-'^9^a^/,-)] 


Cette  Aquation  ne  renferme  plus  d'autre  inconnue  que  la  quantitA 
^mn  C'^lr^"'  ^^^s  p^n^q^n'  ^'®*'  ^^^^  TAquatiou  qui  servira  k  dAter- 
miner  les  valeurs  diverses  de  k^^ ;  Equation  iranscendante^  en  ce  que  les 

9, 9,  9",  f'  sont  autant de  sAries  d'une infinitA  de  termes.  Ses  diverses 
racines  donnent  toutes  les  vibrations  simples  possibles,  dont  la  combi- 
jiaison  ou  superposition  compose  ie  mouvement  vibratoire  total. 

Ce  n'est  qu*en  apparence  que,  dans  cette  Aquation,  figurentles  raci- 
nes carrAes  dep^„  et  q^^\  car,  eu  Agard  k la  forme (308)  dela  fonction 

9^,  touteT Aqua  lion  qui  vient  d'Atre  Acrite  est  divisible  par  (yjp  \«. 
UZ^  )"•.  En  effet,  les  quatre  polyndmes  entre  crochets  ont  tons  leurs 
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termes  divisibles  respectivement  par  R'^"^(v/p)'",R"'"Xv'9)"'»'*""~^(H ' 
R*"""^(v/p)'".Lequotienl  du  premier  membreparR*"*~^(v^p)"'  (v^)*  fom 

la  partie  esscntielle  de  I'^qualion  :  elle  est  rationnelle  en  ?«.» 9«a:' 
n*offre  plus  que  des  produits  de  series  ordonnees  suivant  les  puissanof^ 
ascendanles  0,  1,  2....  de  R*p     et  R'cr 

'       '  *  win  *mn* 

U  y  a  plus :  comme  l'6quation,  ainsi  r6duite,  est  identiquement  satb- 
faite  par  p^^=:q^^,  son  d^veloppement  doit  filre  divisible  par 


en  sorte  que  tons  scs  termes  ont  pour  facteur  commun  ce  radical. 
demi-diff6rence  des  deux  valeurs  de  q„„  et  p_..  En  retirant  ce  facteur, 

■imn        *  win 

toutce  quireslerade  I'^quation  d^velopp^e,  ou  Ton  aura  mis  pour  p^,. 
q^^  leurs  valeurs  (507  a),  devra  se  trouver  aflranchi  du  mdmc  radi- 
cal, e'est-i-dire  ne  contenir  plus  que  son  carrS  ou  la  quantite  sous  le 

signe  ^  .  En  effet,  le  premier  membre  de  I'^quation  prec6denle  chanc' 
de  signe  lorsque  Ton  y.  permute  p^^  et  q^^;  le  facteur  q^^ — p^^  qui 

Faflecte,  change  6galement  de  signe  par  cette  permutation,  qui  revicnt 
k  changer  le  signe  du  radical;  le  premier  membre,  d6barrasse  du  fac- 
teur q^^ — p^^^  ne  doit  done  pas  6trc  modifife  par  un  changement  Je 

/k*        71?    A*\" 
signe  de  1/    '""-hI    *""     )    :  cette  quantity  qui  entre  dans  les  va- 
V  16«*     \  96«*  / 

leui^s  dep^^  et  q^^  ne  devra  done,  toutes  reductions  faites,  subsister 

dans  r^quation  transcendante  ci-dessus  qu'^  des  puissances  paires. 
L'dqualion  dont  nous  parlous  contient  done  son  inconnue  k^^  engaj^t 

seulement  d'une  mani^re  rationnelle,  et,  aussi,  avec  des  puissana^ 
paires  seulement.  On  d^montrera  plus  loin  que  cette  m&me  6qua(ii<' 
ne  donne,  pour  les  A*'^^,  que  des  racines  rfeelles  el  positives,  et  jvir 

consequent,  pour  les  /c^^,  eux-m6mes,  des  valeurs  rteiles  seulement 

Si  Ton  connait  toutes  les  racines  de  cette  Equation  transcendante,  le> 
facteurs  R^^^  fonctions  de  r,  se  trouvent  aussi  compl&tement  coonus, 

et  tout  dans  2;  est  determin6,  k  Texception  des  constantes  a,  6.  t*  -- 
Ces  constantes  se  d6termincnt  au  moyen  de  I'etat  initial  de  la  plaque, 
ainsi  qu'on  le  dira  plus  loin;  mais  le  caract^re  g^n^ral  de  lasolutK« 
du  probl^me  n*est  pas  modifi^  par  les  valeurs  particulieres  qu* elle> 
peuvent  acqu^rir  dans  chaque  cas. 
Revenons  aux  vibi:ations  isol^es  ou  simples.  On  pent,  dans  Tequ^ 
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ft" 

tion  transcandantc,  considSrer  — ^  comme  rinconnue.  D6signons 

par  T*^  ,  t'^  , la  s6rie  des  valeurs  que  doit  prendre  celte  inconnue 

pour  satisfaire  k  requation.  Les  nombresT  ne  dependent  plus  que  de  h 
et  de  R,  c'est-a-dire  des  dimensions  de  la  plaque  et  du  facteur  relatif 
k  r^lasticit^  que  nous  avons  d6sign6  par  f)\  Pour  les  racines  les  plus 
petiles,  on  peut  mfime  n6gliger  les  termes  multiplifes  par  A*(*);  les 
nombres  t  deviennent*  alors  inversement  proporlionnels  a  R*.  Cast 
sous  cette  forme  que  Kirchhoff  a  6tabli  cetle  Equation;  touteiois,  pour 
les  racines  tr6s  grandes,  les  termes  multiplies  par  A*  qui  sont  aussi 
multiplies  par  t'  acqui^rent  une  influence  appreciable.  Les  nombres' 
de  vibrations  des  sons  qui  peuvent  £tre  rendus  par  le  disque  sont 

ft 
lesdifferentes  valeurs  de  -^,  c*est-i-dire  les  nombres 

2tc 


i*T  .  m\ 


ml  mi 


D*apres  ce  qui  vient  d'etre  dit,  les  rapports  de  ces  nombres  de  vi- 
brations ne  dependent,  abstraction  faite  de  m,  que  du  coefficient  t)' 
et  des  dimensions  du  disque^  Et  mftme,  pour  les  sons  les  plus  bas, 
ces  rapports  ne  dependent  que  de  9' ;  et,  par  consequent,  pour  toutes 
les  plaques  dans  lesquelles  ce  coefficient  a  la  meme  valeur(**),  les 
differents  sons  harmoniques  seront  dans  un  meme  rapport  avec  le  son 
fondamental. 

Le  son  fondamental  estdefini  par  lenombre  de  vibrations  fL^^ou, 

en  mettant  pour  •'  sa  valeur  resultant  de  (303  d) ,  page  784  : 


»*T,„ 


21=    v/l2(i-9'«)n"2,r"Yi2ii 


Sir         2ic     y/T2 


Pm*l       *"m«*"        *-«/  **•««**  \ 

(•)  Alors,  comme  ^^  ^"^J^^  f  =  -^ :;:  ^  (^i  4. .  ^J^ j  on  prendra  simple. 

k       A*  A*A*     R*      4 

plus  petites  Taleurs  de  9*^    ndgliger  devant  ^  1  —  m*'(2  —  9')  dans  les  deux  parenUiAses 
de  r^uation  transoendante. 

{**)  C*est-4-dire,  pour  toute  plaque  solide  compl^tement  isotrope,  ou  seulement  d'^ale 
tiasiiciti  daus  les  sens  paralliles  aux  faces,  et  pour  laquelle  il  y  a  le  m6me  rapport  entre 
les  modules  d*extension  et  de  gUssement  que  nous  avons  appall  a|  et  f,  puisqu'on  a, 

f 
Note  du  §  16,  p.  83,  formules  («),  9'  =  !  — 2  — . 

■t 
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Ce  nombre  de  vibrations  par  seconde  est  directement  proportionnel 
k  rSpaisseur  h  du  disque,  et  a  la  racine  carr^e  de  ce  module  d'6las- 
licite  aj  que  nous  avons  dit  6tre  propre  aux  plaques  (n*  16  6i«,  p.  85 
de  la  note  du  §  16,  ou  §  59  form.  129  a,  p.  300,  etc.),  de  sorte  que  la 
hauteur  du  son  fondamental  augmente  avec  ces  deux  quantit^s.  Ce 
mfime  nombre  est,  k  cause  de  t^  ,  inversement  proportionnel  au  carrt 

du  rayon  R  de  la  plaque,  et  k  la  racine  carr^e  du  poids  sp^cifique  D 

de  la  matifere ,  ou  de  la  densil6  - ;  c'est-a-drre  que,  toutes  choses 

9 
d'ailleurs  Agates,  un  disque  d'un  plus  grand  diametre  ou  plus  dense 

donnera  des  sons  plus  bas. 

Mais  ce  n'est  pas  une  seule  et  unique  sSrie  de  sons  que  le  disque 
pent  ainsi  produire;  il  y  a,  au  conlraire,  une  infinite  de  series  de  ce 
genre;  elles  correspondent  aux  diff6rentes  valours  du  nombre  entier  m 
que  Ton  pent  introduire  dans  TSquation  transcendante  ci-dessus.  Ces 
diff^rentes  series  de  sons  se  distinguent  lesunesdes  autres  absolument 
de  la  mSme  maniere  queles  diff^rents  sonsd'unecorde,  par  la  position 
difTSrente,  dans  le  disque,  des  points  qui  pour  chaquc  son  ne  prcn- 
nent  pas  part  au  mouvement  et  qui  constituent  les  lignes  nodales  de 
ce  son.  Les  mouvements  isol6s  etaient  repr6sent6s  [Equation  (505), 
page  785],  chacun  par  une  expression  de  la  forme  suivante,  Z  ^'l^n^ 
toujours  le  d^placement  dans  un  sens  perpendiculaire  k  la  plaque,  au 
temps  /,  du  point  d6termin6  par  les  coordonn6es  polaires  0  et  r,  dont 
R^^  est  une  fonction  : 


mn 


^=C/)    cos  me  COS  A:  ^ 

Si  done  on  veut  trouver  les  points  qui,  dans  le  mouvement,  r^pon- 
dant  k  cette  Equation,  restent  en  repos,  ou  dont  le  ddplacement  ^  est  nul 
quel  que  soit  le  temps  t^  ii  faut  poser 

R^  cos  me  =  0 ; 
c'est-k-dirc 

cos  me  =  0,        ou  bien        R^^  =  0. 

La  premiere  de  ces  Equations  fournit  pour  0  la  s6rie  de  valeurs 

jr^         5jr         5ir  (2m  —  i)  ir 

2m'     2m"     2m' ^       ' 

donnant,  pour  chaque  valour  du  nombre  entier  m,  des  lignes  nodales 
qui  sont  des  rayons  formant  entre  eux  des  angles  £gaux.  Dans  (V> 
mouvements,  le  disque  se  divise  done  en  forme  d'eventail,  en  m  sec 
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teurs  dont  chacun  vibre  sSparemeni  des  autres.  Les  lignes  noddies 
fornixes  par  ces  rayons  sont  communes  a  toutes  les  racines  de  I'^qua- 
tion  transcendante  correspondante;  elles  constituent  le  caract^re  propre 
de  chacune  des  s^.ries  de  sons^  en  nombre  infini,dont  il  a  6t6  question 
plus  haut. 

Et  ce  r6suUat  est  identiqueraent  le  m^me  lorsque,  dans  Texpression 
des  vibrations  isol6es,  on  remplace  cos  mO  par  sin  m6.  ^ 

Outre  ces  lignes  nodales,  communes  k  tons  les  sons  d'une  s6rie,  il 
en  existe  d'autres  qui  sont  difTSrentes  pour  chacun  des  sons  de  chaquc 
s6rie ;  ce  sont  des  cercles  concentriques  dont  les  rayons  r  doivent  6tre 
calculus  en  r6soIvant  par  rapport  h  r  TSquation 

et  qui,  par  consequent,  dependent  en  m6me  temps  de  m  et  de  la  racine 
k     de  r^quation  transcendante  ci-dessus  (*). 


§  79.  —  Vibrations  d'ane  membrane  circnlaire  tendne. 

Les  vibrations  d*une  membrane  tendue  se  distinguent  de  celles  que 
nous  venons  d'^tudier,  en  ce  que,  dans  Tequation  g^n^rale  d^duitc 
de  (282),  §  73,  page  688,  il  faut  conserver  le  terme  en  T  ou  en  3^, 
dilatation  qui  depend,  (282  a),  de  cette  tension  generate  T  k  laquelle 
on  a  suppose,  en  etablissant  cette  Equation,  que  la  plaque  etait  sou- 
mise  dans  toutes  les  directions  paralieies  au  plan  de  sa  surface  m^diane. 
Comme,  cette  tension  etant  ajypeiee  T,  on  a,  ainsi  qu*il  a  616  vu  alors, 

d^  =    y,-  T  =      _  A>  le  terme  a  conserver  est 

12(1^9^«)T/^«;      £^\  __  12T  /^     ^\ 
E'A'         \^a«  "^  8b*)  ■"      a,h*  \i)a*  "^  ^)fc»/ 

Si  done  on  pose 

(310)  ^;^12(l-9-')T^igT. 

et  si  Ton  se  rappelle  qu'en  introduisant  les  coordonn6es  polaires  r,  0 
au  lieu  des  coordonn6es  rectangles  ordinaires,  on  a  trouv6  Ip.  764, 

form.  (294  d)] 

(*)  Poisson  avail  obtenu  sealement  les  lignes  nodales  radiales. 
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il  faudra,  au  premier  membre  de  la  transformte  de  r&juation  (i^t 

qui  est  la  premiere  (504),  g  78,  p.  784,  ajouter  ce  trindme  multipli^ 

1 
par -, ,  ce  qui  donnera  au  lieu  de  (282)  la  suiyante  : 

pC      2^_l^£n      i  £5\      ^/2£«5_2^h      4  .\     l<^ 

Lcs  conditions  limites  changent  en  m£me  temps.  Dans  ce  cas,  en 
effet,  le  bord  de  la  plaque  n'est  plus  libre,  mais  il  est  soumis  aui 
forces  n6cessaircs  pour  le  rendre  immobile,  sans  toutefois  ^tre  soumb 
k  des  moments  de  rotation,  puisque  nous  ne  supposons  pas  que  \e> 
demiers  61^ments  de  la  surface  mediane  soient  maintenus  dans  one 
direction  invariable.  Les  forces  appliques  au  bord  sont  done  simple- 
ment  des  tractions  perpendiculaires  a  la  face  m6diane.  Des  deai 
Equations  de  conditions  limites  (281),  p.  687,  laderni&re  sert  a 
determiner  ces  forces  nicessaires  pour  produire  Timmobilite,  il  n> 
a  pas  k  s'en  occuper  ici;  la  premiere,  au  contraire,  foumit  une 
condition  resultant  de  ce  que  II"  et  V"  doivent  s'ivanouir.  Cette  con- 
dition a  d6ji  6t6  exprim^e  page  784,  §  78,  formule  (304),  et  elle  a  e^ 
mise  sous  la  forme 

m)      p+,.(lg+*g)=o,p..,=». 

A  cette  condition  s'ajoute  celle  qui  exprime  que  tons  les  points  de  h 
peripheric  sont  immobiles,  c'est-^-dire  qu'en  chacun  de  ces  points 
on  doit  avoir 

(513)  ;  =  0,  pourr  =  R. 

Si  maintcnant  on  examine  les  equations  (311)  &  (313),  on  voit,  sans 
aller  plus  loin,  comme^on  I'a  fait  dans  le  paragi*aphe  precedent  pour 
la  plaque  vibrante,  que  Tetat  general  de  la  membrane  vibrante  peut 
etre  represente  par  requation 

^=  Z  S  Kn  (      ««»<5Os^^co8*«««H-P«.8inm0cos*^l  \  ^ 

\  +  T    cos  me  sin  A:   i  +  6     sin  mO  sin  hi  J 

ou  les  a,  6,  Yi  i  sont  encore  des  constantes,  mais  ou  R  est  une  autrr 
fonction  de  r  que  dans  le  cas  precedent.  En  introduisant  cette  expres- 
sion dans  les  equations  (311)  k  (313),  on  obtient  des  equati^ms  suffc* 
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santes  pour  determiner  R   .  L'6quation  (311)  donne  d*abord  la  sui- 

vante,  ne  diff^rant  de  celle  (506)  que  par  Taddition  in  terme  affects 

1 

de  Ti  6t  qui  doit  6tre  remplie  pour  toutes  l^s  valeurs  des  r  : 

(314) 
d*fi..       2  d'R^      1  -H  2  m»  d^R^      1  +  2  m»  dfl  .       m*  —  4m* 

e/r*         r  rfr*              r*          dr               r*         rfr               r*  *» 
I         wit  . 11!! ««  — fi       I -3^1  R     _,_(         «w  I       in  p       I  I* 

*«\  dr«  "^r  rfr  r*  "•»/■"«♦  L'"»  12\  rfr«  "^r  dr  r«  --/J* 
et  les  Equations  (312),  (315)  donnent  les  suivantes  : 

(315)    \  dr^^'fyrdr         r«    -«;-"'     ^  pourr  =  R, 

Pour  satisfaire  ^  I'^quation  (314),  reprtsentons-nous  comme  nous 
avons  fait  pour  celle  (506)  p.  786,  R  d£velopp6  suivant  les  puis- 
sances ascendantes  de  r,  sous  la  forme 


Si  nous  introduisons  celte  valeur  dans  I'iquation  (314),  et  si  nous 
6galons  les  coefficients,  dans  les  deux  membres,  des  m£mes  puissances 
de  r,  nous  obtenons  pour  la  determination  des  C  le  syst^me  suivant : 

0=(i»-m«)[(i-2)»-m«JC, 

0  -^  [(.+  2)«-m']  (t*  -m')  C,  +  (?  -m')  (^  -i)  C. , 

(316)jo=[(i+4)'-m'][(i+2)'-m«]C,+[(i+2)*-m'](^:-yC,-^C., 

0=[(H6)«-m'][(.+4)'-m%+[(i+4)'-m'](^-^)(;-^C.. 


Ces  Equations  ont  lout  a  fait  la  inSme  forme  que  celles  du  paragraphe 
prScMent,  p.  786.  En  faisant  les  mftmes  raisonnements,  et  en  d^si- 
gnant  par  9  la  scrie  (509)  introduile  k  ce  paragraphe,  on  trouve 
absolument  de  la  m£me  raaniSre  que  /t    a  la  forme  (308)» 


R    =A   f   (r\/p")4-B   9    (rv/a~); 
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OU 


^«"»  ~"  96a*        86«        V     16a*  "*"  \  96a*       8*7 
q      =        mn I    4    /      mil       .     /  «ii I   . 

""       "96a*       86"  "^  V  16«*         \  96a*       8*7       • 

Lorsque  Ton  a  ainsi  la  forme  g6n(^rale  de  R  ,  Tapplication  des  con- 
ditions iimites  ne  prSsente  plus  aucune  difficuItS.  La  seconde  Equation 

(315)  (B J  ^^^  =  Odonne: 

et  Ton  pcut  poser,  pour  satisfaire  k  cette  relation  entre  A  et  B : 

ce  qui  donne  k  R    sa  forme  d6finitive 

(317)  fl^  =  9.(RN/5j9,(-rN^)-9.(-RVp;;;}9,(rv/9j- 

La  premiere  des  Equations  de  condition  (315)  a  la  p6riph6rie  devient 
alors  : 

^«(I^vO/ W^ +  R  ^R 1 

(318)  {  _.  ,      _ 

\        ^-(RVPJI ^Ri +1 ^R |-"- 

Equation  transcendanle,  dont  les  racines,  par  les  valeurs  des  k  qui 
leur  correspondent,  donnent  les  diverses  vibrations  isol6es  ou  simples 
qui  peuvent  se  produire  siraultan6ment  dans  la  membrane. 

Abstraction  faite  du  changement  apport6  k  Texpression  de  A  et  a 
r^quation  transcendante ,  le  probl^me  actuel  est  manifeslement  le 
m6me  que  celui  qui  a  &lk  traits  dans  le  paragraphe  pr6c6dent  pour 
une  plaque  dastique  libre.  U  n'est  done  pas  n^cessaire  de  rip^ter  ici 
ce  qui  a  &lk  dit  au  sujet  des  diverses  series  de  sons  et  ies  ligncs 
nodales  (*). 


(*)  De  m^me  que  pour  la  corde  vibrante,  le  probl^me  de  la  membrane  Tifarante  se  tnitt 
ordinairement  en  la  supporant  parfaitement  flexible.  Cela  revient,  apris  avoir  fait  di^i* 
retire  le  d^nominateur  E'A'  du  second  membre  de  liquation  diff^rentielle  (989)  de  la  ii 
du  §  73,  p.  688,  k  n^gliger  ce  qui  reste  affectd  de  ce  produit  E'A'  mesurant  la  rgaistaooe  i 
la  flexion,  qu'on  suppose  niille;  c*est-&-dire  effacer  les  termes  du  quatritoe  ordre,  qui  toti 
les  trois  premiers  de  cette  Equation.  EUe  se  rMuit  de  cette  manitee,  en  eflacant  aussi. 
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L'introduction  des  conditions  resultant  de  T^tat  initial  se  fait  aussi 
de  la  m6me  mani^re  dans  les  deux  probl^mes.  Avant  d'aborder  ce  point/ 
il  faut  6lablir  une  formule  int^grale  pour  les  fonctions  R,  ct  cette  for. 
mulc  pent  se  d^duire  comme  cas  particulier  d'unc  autre  plus  g^nerale 
qui  montre  en  mfime  temps  que  les  grandeurs  k  sont  n6cessairement 
rfelles.  C'est  ce  qui  fera  Tobjet  du  paragraphe  suivant. 

§  80. —  R4alit6  des  radnes  de  r^qaation  transcendantey  et,  oomme 
cons^aence,  periodicity  n^cessaire  des  moavements.  —  Preave 
qae  les  probldmes  d'^qoilibre  de  la  plaqae  sont  determines.  — 
Galcnl  des  constantes  des  expressions  des  deplacements  ;  ponr 
satisfaire  k  on  etat  initial  donne. 

Pour  terminer  cette  6tude  des  mouveraents  de  la  plaque,  il  resle  a 
montrer  comment  peuvent  se  calculer  les  coefficients  a   ,6   ,  v   ,8 

*  «»      MJi      mn      ««» 

en  prouvant,  d'abord,  que  les  Equations  transcendantes  auxquelles  on 
est  arrive,  n'ont  que  des  racines  k*^^  r6elles  et  positives. 

Je  donnerai  cette  preuve  pour  Tequation  la  plus  gen6rale  (311), 
p.  794,  attendu  que  cette  equation  contient  implicitement  celle  qui 
est  relative  a  la  plaque  libre,  savoir  la  premi6re  (304)  qui  lui  corres- 
pond, et  qu'il  suffit,  pour  passer  de  Tune  a  Tautre,  de  supposer  e  infini. 
Et  pour  trailer  la  question  dans  toute  sa  g^n6ralit£,  je  reprendrai  cette 
equation  sous  sa  forme  primitive  en  coordonnSes  rectangulaires  [Equa- 
tion (303  c)  p.  783,  compl6tEe  dans  le  premier  membre  en  faisant  (310) 

-Ti  =  -^  ct  (303  d)  «*  =  ^7^77-,  comme  on  a  dit  a  la  fin  du  §  78  et  au 

commencement  du  g  79,] 


Clebsch  le  fait  plus  loin,  les  termes  "^  +  ^  repr^sentant  des  moments  qui  n*existent 
pas,  k 

^uadon  semblabic  k  celle  (/*,),  p.  706,  de  la  note  du  g  73,  et  dont  la  resolution  donnerait  I'^tat 
d'iquilibre  ou  les  petits  d^placements  statiques  %  des  points  d'une  membrane  plane,  bori- 
zontale,  ayant  un  contour  quelconque,  avec  une  tension  uniforme  AT,  soUicitte  en  scs  divers 
points  a,  b  par  des  forces  verlicales  C 

En  rempla^ant  ces  forces  par  les   inerlies  —  ^  *  ■^'  on  a  une  Equation  comme  celle 

Iji-  =  CM  J  ,  -f  -^  J  donnte  sous  le  n«  16  au  §  48  de  la  9-  legon  sur  rfelasticit^  de  Lam^, 
qui  la  r6sout  pour  des  membranes  rectangulaires  et  triangulaires. 
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ou  on  a  remplaci  par  x^  y^  les  coordonnees  primiliTemenl 
par  a,  b.  Soient 

(ril8  fc)  ;  =  uco8x/,  ;  =  vcos5i; 

les  expressions  prises  pour  deux  quelconques  des  vibrations  siir-j'-^. 
en  nombre  infini,  dont  la  superposition  produitle  mouvement  ImUI.  S: 
on  les  introduit  dans  I'equation  diflerentielle  qu*on  vient  d'einn^  e: 
observant  que  u  et  v  ne  dependent  plus  que  des  coordonne^^  .*r 
trouve  que  les  fonctions  u  et  v  de  a:  et  t/  doivent  satisfaire  aax  r;'j^ 
tions 


(519) 


Cela  pose,  nous  considererons  I'integrale  double 

I,.  _  M /^*u £*v         _£«u^  _£«v_     {2h£!I\  1 

,/£*u     £^\/£Mr     Py\      l[/{u£v      £ii£v  (      ' 

qui  doit  fitre  ctendue  a  toute  la  surface  m6diane  et  qui  nous  est  m^o?- 
saire  pour  la  demonstration  que  nous  avons  en  vue.  Cetle  inteirnle 
est  sym6trique  en  u,  v  et  pent  gtre  eflectuee  par  parties  de  deui 
maniifes ;  en  faisant  d'abord  Tintegration  partielle  des  quotients  diife- 
rentiels  de  v,  puis  en  operant  de  meme  sur  les  quotients  differen- 
ticls  de  u. 
Int^grons  partiellement  une  expression  quelconque  de  la  forme 


//(^^ 


B  f )  ^,. 


appliquee  a  toute  retendue  d'une  surface.  Ex6cutons  une  des  deux 
integrations,  pour  la  partie  en  A,  A'  le  long  d'une  bande  super- 
ficielle  parallfele  a  Taxe  des  x  ayanl  une  largeur  dy  et  dont  les  point> 
extremes  seront  indiqu6s  par  les  indices  inferieurs  ^  et  j.  Executons  do 
mfime  rint^gration  de  la  partie  en  fl,  B'  le  long  d'une  bande  dx.  dont 
les  extr6milfes  le  seront  par  les  indices  superieurs  S  *,  et  ajoutons  lt*^ 
deux  r^sullats,  nous  obtiendrons  : 

(519fc)       JJ{a  |£+Bg')  J^rfi,  =  J[(.iJ'),_(.4.r).]dy 

+  /  mY  -  [BBJ\  ax  -  ff  (a^^  4-  B'  ll)  dydr. 
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On  a  deja  montr^  plusieurs  fois,  notamment  g  16,  que  les  deux  inte- 
grales  simples  du  second  membre  sont  ^quivalentes  chacune  a  une 
integrate  ^tendue  a  toute  Tenveloppe  de  la  surface  dont  il  s*agil;  en 
sorte  que,  si  ds  d^signe  relcment  de  la  courbe  de  la  p6ripherie,  et  p, 
Tangle  form6  avec  Taxe  des  x  par  la  normale  a  cct  616ment  dirig6  vers 
Texlerieur,  oh  a : 

J[(AA%  —  (AA%]  dtj  =  JaA'  cos  p  ds, 
f[(BBy  -  (Bffy]  dx  =   fsff  sin  p  ds ; 

et  par  consequent,  on  obtient  T^quation  identique  suivante  : 
(319  f) 

Appliquons  cette  equation  g6n6rale  a  chacun  des  termes  des  paren* 
tiicses  de  rintSgrale  J;  en  prenant  pour  Ay  B,  tons  les  quotients  difl%ren- 

tiels  de  u,  et  pour  -r-,  —  tons  les  quotients  difTSrentiels  de  v;  nous 

aurons,  apres  avoir  fait  la  mfime  chose  pour  tous  les  termes,  Texpres. 
sion  J  transform^e  ainsi  qu'il  suit : 


i 


(+0 


Ai 


Si  maintenant,  au  moyen  de  la  inline  formule  gSn^ralc  on  transforme 
dc  la  mSme  mani&re  la  premiere  partie  de  la  derni^re  int^rale  dou- 
ble, partie  comprise  entre  crochets  [  ],  ce  que  Ton  fera  en  posant : 

celte  partie  se  transforme  en  la  suivante 
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De  sorte  que  Ton  a  la  formule 

•(319d) 


H- 


Cette  expression  pcut  se  simplificr  en  introduisant  les  quotients 
diflerenliels  scion  la  normale  et  selon  Tare  de  la  courbe  p^riphirique. 
si  I'on  passe  d'uu  point  de  cette  courbe  a  un  point  voisin  situi  en 
dehors,  en  s'avan^ant  d'abord  de  ds  dans  la  direction  de  Tare,  puis 
de  dn  dans  la  direction  de  la  normale.  Alors,  6videniment,  les  accrois- 
sements  des  coordonnecs  or,  y  seront  exprim6s  en  fonction  de  dn  el  de 
ds  par  les  formulcs 

CX  cx 

dx  =  dncosp — dssinpf    d'oii7p=  cos/),  7— =  — siiip; 
dy=:dnsinp-hd8C0sp,    d*0U7p  =  sin/?,  7^=:.cos/;. 

Si  done  K  d^signe  une  fonction  quelconque,  on  aura  : 

en      cx  en      oy  en      bx        '^        by        *- 
^^^^  ^^    ^         ^K      ^K  ^x  .  £Yi  ^y  ^K   .  i)K 

rs=rxFs'^ryr.=-Tx^'''^^i^/''^f' 

ct  par  suite  en  multipliant  d'abord  par  cos  p,  —  sin  /),  puis  par  sin  /). 
cos  p  et  ajoutant  chaque  fois 

Appliquons  ce$  formules  a  la  premi6re  parlic  de  J  (319  d)  coInpri^: 
dans  le  signc  /  simple,  et  mettons-y,  k  la  place  des  diriv^s  du  premier 

ordre  par  rapport  k  a;  et  ii  t/,  de  u,  de  v  et  de  ^  +  j^-r  •  les  expivs- 
sions  que  ces  deux  formules  donnent  en  fonction  des  derivees  des  trais 
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mftmes  quantites  par .  rapport  k  n  el  a  s  :  nous  verrons  que,  toutes 
reductions  iaites,  les  d^rivfa  en  «  de  u  et  de  ^  4-  -^  disparaissent. 


Reste  celle  tt-- 

&8 


r 

Nous  poQvons  int6grer  par  parties  ce  qui  en  est  alTecte  et  qui  est 

J   ^^-'>^lW-^)'''^P'^P^^^  (C08»p-8in»p)J  ^-ds. 

Dans  rintdgration  par  parties,  le  terme  int6gr6,  ou  qui  sort  du 
signe  /,  s'^vanouit  n6cessairement,  puisque,  Tintigration  ayant  lieu 
sur  toute  Fitendue  de  la  courbe  p^riph^riquc,  les  deux  limites  coin- 
cident; il  ne  reste  done  plus,  pour  celte  portion  de  J,  que  ce  qui 
vient  du  second  terme  de  la  formule  g^n^rale  d*int6gration  par 
parties,  qui  donne 

^  j  (*-')^  ^sLfe-^-J.)  cospsinp-  ^  (cos«p-sin«p)J  A; 
et  Ton  pent  alors  reprisenter  J  dc  la  maniere  suivante  : 
(320)  J=:  r^vU'-f-|jr)   ds -h  ff  ylidxdy. 


oil  Ton  a 


(32i)  I  0"=  (1  --90  (|pC08«p  H..gsm«p-^2^sinpcosp) 

,/^«u  ,  ^u\     i  dM 

Rempla^ns  maintenant  U  par  la  valeur  que  cette  fonction  doit  ac- 
quirir  en  tons  les  points  de  la  surface  mSdiane,  en  vertu  de  la  pre- 
miere equation  (319),  ou  x  est  le  coeflQcient  du^temps  i  dans  Texpres- 
sion  posee  (3786)  !;=u  cos  x/  d'une'des  vibrations  simples;  nous 
aurons 

M 
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La  formule  generate  (3196)  pour  les  integrations  paiiielles  peat  etre 

''Hi  *Q 

appliqu6e  a  la  partie  de  celte  int^ale  qui. est  affectee  de  7-^  +  — * 
en  prenant 

cx  cy 


On  obtient  alors,  eu  £gard  a  la  premiere  formule  (319  «)  cos  p  r^^ 
+  sin  /)  ^^TT^  de  changement  des  diflerentiatioas : 

el,  par  consequents  pour  J  Texpression  definitive  suivante  : 


J 


Rcmarquons  maintenant  que  la  grandeur 


est  nuUe  pour  tous  les  points  de  la  Peripherie  dans  les  trois  cas  soi- 
vants : 

1.)  Si  chacun  des  elements  du  bord  est  maintenu  fixe  en  position  d 

cn  direction.  En  eiTet,  alors,  les  quantites  v  et  ^7-  s'cvanouissenl  evi- 

demment  en  chaquc  point. 

2.)  Si  chacun  des  elements  du  bord  est  simplcment  maintenu  immo- 
bile, sans  eirc  fixe  en  direction,  car  alors  v  s'evanouit,  et  la  premiere 
des  conditions  limites  (281)  page  687  conduit  a  U'=0,  comme  od  Fa 
vu  dans  le  g  precedent  (*). 

3.)  Si  le  bord  est  parfaitement  libre.  Dans  c^  cas  d'abord,  on  doit 
laisscr  de  cAte  tous  les  termes  en  »,  et  les  conditions  limites  fi^l 


(*)  L'auteur  vcut  sans  doute  rappeler  que,  d'aprte  ce  qa*il  a  dit  au  commeneenacDt  Je « 

§  70,  page  1051 ,  et  d^j&  au  commencement  du  ,^  78,  pa^  1036,  le  second  monbre  ^  * 

deuxidme  Equation  (281)  page  687  doit  alors  6tre  nul;  il  en  r^ulte  que  oequ'il  apH^  ^' 

1   ^u 
521)  U*  86  r^duit  it  r;  n- .  qui  dans  le  cas  ici  suppose  est  nul  auasi. 
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donnent,  comme  on  Fa  vu  au  g  78, 

Dans  tous  les  cas  qui  viennent  d'etre  6num6r6s,  on  a  done 

(o2ifl)        J=-jj  jvu  +  ^(^^^-t-^^)jrfxrfy. 

Comme  nous  I'avons  dit,  J  est  sym^trique  par  rapport  a  u  et  v, 
c'est-i-dire  que  cette  integrate  doit  conserver  la  mfime  valeur  lorsqu'on 
y  change  u  en  v  et  par  consequent  x  en  X.  Mais  i'expression  ci-dessus 
est  le  produit  de  deux  facteurs  dont  Tun,  Tintegrale  double,  ne  change 

pas  de  valeur  par  celtc  substitution,  et  dont  I'autre,  -^  devient  -^-  Si 

done,  comme  nous  Favons  suppose,  x  et  X  sont  deux  valeurs  difT6- 
rentes,  la  condition  que  J  ne  change  pas  de  valeur  entraine  n6ces- 
sairement  T^quation 

rr  i  h*  (^  ^v      ^u  ^v\  i  ,   ,       ^ 

(321  t)         jfjrjvu4-j2(^^^-  +  ^-^J|rf:rrfi/  =  0. 

Cette  equation  doit  subsister  pour  chaque  groupe  de  deux  solutions 
qui  correspondent  a  deux  racines  difT^rentes  de  I'^quation  transcen- 
dante. 

On  en  conclut  d'abord  que  Vdquation  transcendante  d  laquelle  cent- 
dull  le  prohltme  rCadmet  pour  v}'  que  des  racines  r^elles.  En  effet,  si 
x',  X'  repr^sentaient  deux  racines  imaginaires  conjugu6es,  et^ar  con- 
sequent differentes,  on  pourrait  aussi  consid6rer  u  et  v,  ct  par  suite 

^u   ,^v    .    .         ^^u   ,^v  J  ,.,^   ... 

jp  et  jr-^  amsi  que  jp  et  j^-  ,  comme  des  quantit6s  imagmaires conju- 

(*]  On  Yoit  en  effet,  comme  nous  veuons  de  dire,  qu*au  commencement  de  ce  §  78, 
deuxiime  Equation  (303  c),  p.  1030,  le  second  membre  de  la  deuxi6me  Equation  (381)  est 

nal,  ce  qui  r^uit  U'  encore  k  p^  et  par  consequent  &  z^ro,  puisque  les  termes  gffectds 

1 
de  ^doivent  6tre  supprim^,  ou  que*  la  tension  T  ^tantnulle,  on  a  7|  =  0. 

On  ne  voit  pas  aussi  clairement  et  de  suite  comment,  de  ce  qui  a  ^t^  dit  au  §  78,  ni  de 

(318  h),  5  2i=  u  cos  xl  qui  donne  ■^-  ( ^  j  =  —  x'  «-  cos  xf ,  Ton  pent  tirer  I'^galit^  de 

A*x*  ^u     nil n'^)     ^u 

I'expression  (321)  de  U'  k  jg-jj  ^  =  — ^,        ^*  §~'  ^'*  demanderait  des  explications. 

Qu*il  nous  sufOse  de  dire  ici  que  M.  KirchhofT,  dans  son  m^moire  citd  ci-dessus  :  Sur 
r/quiiibre  et  le  mouvement  d*un  disque  ^iastique  (Journal  de  Crelle.  40*  volume,  I'*  livrai- 
8on,  Berlin,  1850,  page  51),  qui  ne  consid&re  que  le  troiutme  cas  de  Clebscb,  oil  le  bord  est 
parfaitement  libre,  trouve,  en  suivant  pour  I'int^gration  une  marche  un  peu  diffdrente,  le 
mtoe  r^nltat  que  Clebscb. 
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gu6es  deux  a  deux ;  eU  puisque  le  produit  de  deux  imaginaires  cooju- 
gu^es  est  (oujours  positir,  le  premier  membre  de  r6quatioD  prccedenle 
serait  tormk  d'une  somme  de  termes  positifs  et  ne  pourrait  6tre  ^i 
a  z6ro. 

Mais,  non  seulement  les  x'  sont  r^els;  ils  sont  encore  positiiSf  etpar 
consequent  les  x  eux-m6mes  sont  r^els.  Si,  en  efTel,  on  poseu=T. 
rinl^grale  J,  dans  sa  forme  primitive  (319a),  devient  une  somme  de 
Carres  et  est  done  toujours  positive.  On  tire  de  (321  a),  dans  ce  cas : 

"°//l--R©--(g)'JI->' 

x'  est  done  le  quotient  de  deux  nombres  positifs  et  par  consequenl 
positif  lui-ni6me ;  ce  qu*il  fallait  d^montrer. 

La  denii^re  partie  du  probl^me,  qui  restait  k  risoudre  dans  les 
paragraphes  precedents,  et  qui  consiste  k  trouver  le  mouvement  d'uo 
disque  ou  d'une  membrane  k  parlir  d*un  etat  initial  donoi,  troupe 
aussi  sa  solution  par  requation  (321  b)  qui  prend  la  forme  suivanle. 
lorsque  Ton  y  introduit  les  coordonnees  polaires,  en  se  servant  des 
formules  de  transformation  (283),  page  753 : 

/TC.OX       rrr    .  **  /^«  ^v ,  i  ^u  ^)v\i  .  .^  ^ 

(322)  jJ["v-t-^2(^^  +  -.^^)JrrfrdO=0. 

J*osons  en  effet  de  nouveau  I'^quation  (305),  page  785,  savoir : 

(322  ayx  =    "yf     Y  «..  I       ^'""  **'  "*•  "^  P~  "^  "'^  **  *-' 1. 
m = i      « =  1  l^-f-  (y^^  cos  m6  -h  5^  sin  m6)  sin  *^< J 

Supposons  donnes  initialement  le  d^placement  vertical  et  la  vitesse  de 
tout  point  (r,  6)  de  la  plaque,  par  deux  fonctions  /"« F,  telles  que 

(322  b)  X.  =  /-(r.O) ,     j^=¥ (r,6)  pour  t  =  0. 

Les  constantes  a,  3,  y»  8  ^  determiner  devront  satisfaire  a 

fi^f^)  =  2]  Z  '^■m  (••«•  ^^^  ^^  +  P«»  ®'°  "*^)  • 

(323)  { 
F(r.0)=2S  *««  ««.(^«.  <^osm0  +  8^  sin  me). 

Pour  airiver  a  les  determiner,  considerons  d'abord  one  solotMs 
simple,  ou  une  valeur  particuliere  de  v,  c*esl-&-dire  de  (  poor  i^O- 

v=  R    (acosmO  +  P  sin  me); 


flW 
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ct  construisons  la  valeur  que  prend  rintSgrale  double  occupant  le  pre- 
mier membre  de  (322)  quand,  apris  y  avoir  mis  pour  v  cette  valeur 
particuli6re,  on  remplace  u  par  f  (r,  6)  qui  est  la  somme  22  de  toules 
les  valeurs  de  ce  genre.  La  valeur  que  prendra  ainsi  Tinlfegrale 
double  //  sera  ^ale  a  la  somme  de  celles  qu'on  obticnt  lorsqu'on  y 
remplace  u  successivcment  par  chacun  des  termes  du  second  membre 
de  la  premiere  (323).  Mais  toutes  les  intigrales  //  ainsi  obtenues 
s'6vanouissent,  d'aprte  (322),  2i  Texception  de  celle  dans  laquclle  les 
indices  m,  n  d^s  termes  provenant  de  u  sont  les  m6mes  quo  les  in- 
dices m,  n  de  v.  II  reste  done  simplement,  pour  rigalit6  des  deux 
r6sultate,  /*ayant  la  signification  (322  b), 

rr  r/         a»  !)f  sn  \ 
JJ  W^^-^  12  g?  '^)  ("  ^^^  "^^  -*-  P  «^"  '«^) 

+  i2p  ^  ''■,{—  «  sin  me  +  p  cos  me)      rdrd9= 

-4-  .  o-i  ^mn  ("  ^*"  ^0  —  P  COS  wiO)  (a^^  siii  mB  —  p^^  COS  m$)      rdrd^. 

Et  le  mfime  raisonnement  conduit  k  une  Equation  correspondante  en  F. 
Si  Ton  .eflectue,  dans  le  second  membr^  de  celle  que  nous  venons 
d'6crire,  les  int^rations  indiqu^es,  qui  ont  pour  limites  r=0,  r=R, 
et  6=0,  6= 2w,  integrations  par  lesquelles  ce  second  membre  devient, 
vu  /  cos'8de=/  sin^6de:=w  et  /  cos  me  sin  m6rf6=0, 

et  si  Ton  6gale  les  coefficients  des  nombres  quelconques  «,  ^,  on  a 
imm^diatement  deux  Equations  qui  d^terminent  a^^  et  ^^^. 

Les  deux  autres  coefficients  y^„,  8  ^  se  trouvenl  d'une  mani^re  tout 

a  fait  analogue  au  moyen  de  la  seconde  Equation  (323). 

L'^quation  (322)  est  encore  susceptible  d'une  autre  application.  Si 
Ton  examine  I'equilibre  d*un  disque  qui  n'cst  que  tr6s  peu  d^forme 
par  des  forces  exl6rieures  perpeiidiculaires  a  sa  surface  m^diane,  on 
peuty  en  consid^rant  les  d^placements  qu'il  a  subis  et  au  moyen  de 
cette  Equation  (322),  d^montrer  que  le  probl^me  n'a  qu'une  seule 
solution,  sans  aucune  ind^tennination. 

Admeltons  en  effet  comme  possibles  deux  6tats  d'6quilibre.  For- 
monsv  pour  ces  deux  6tats  consid6r6s  isol^ment,  les  equations  des 
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d^placements  s ;  nous  aurons,  pour  les  differences  des  deplacemenls 
de  ces  deux  eiats,  des  Equations  identiques,  qui  ne  se  distingueroot 
des  premieres  qu'en  ce  qu'elles  ne  contiendront  plus  les  forces  eiti- 
ricures.  D6signons  par  ;'  cetlc  difference  des  d^placements. 

Introduisons  maintenant  celte  difference  dans  les  formulas  develop- 
pees  ci-dessus,  aussi  bien  pour  u  que  pour  v;  et,  comme  il  s'agit  d*etat> 
d'equilibre,  faisons  en  m^me  temps  x-=0.  L'equation  (521  a)  donne 
alors  J=0  ;  et  comme  J^  dans  sa  forme  primitive,  lorsque  u=t,  se 
transforme  en  une  somme  de  carr^s,  dont  chacun  doit  par  consequent 
s'^vanouir,  on  a 

^H^-0        ^-0        -^-0 

D'apris  cela,  ;',  difference  des  d^placements  amcnant  les  deux  posi- 
tions d'&iuilibre  admises,  ne  pent  6tre  que  de  la  forme 

ax-\-by^c 

oil  a,  by  c  sont  des  constantes.  Pour  fixer  le  syst6me  des  coordonnees, 
on  peut  toujours  supposer  que  le  d6placement  de  Torigine  est  nul,  que 
le  point  infiniment  voisin  de  Torigine,  sur  I'axe  des  x,  s'y  trouve  en- 
core apr^s  le  d^placement;  et  enfin,  que  r616ment  de  la  face  m^iane, 
Yoisin  de  Torigine,  se  trpuve  encore  dans  le  plan  xy.  En  d*aolres 
termes,  on  peut  toujours  admettre  que  pour  x=0^y  =  0  les  quan- 

tit6s  ^^  Y'  IF  s'^^vanouissent,  c'est-a-dire  que  Ton  peut  faire  a,  6,  c 

6gaux  i  z6ro.  La  difference  de  deux  positions  d'equilibre  est  done  ne- 
cessairement  nuUe,  et  chacune  des  positions  d'equilibre  esl  toujours 
parfaitemcnt  determinee  sans  equivoque. 


TROISIEME   PARTIE 


APPLICATIONS 


CHAPITRE     VI 


EXTENSION  ET  COMPRESSION  LONGITUDINALE  DES  TIGES 


g  81.  —  Extension  des  tiges  k  section  transversale  constants. 

Apr^s  avoir  expose,  dans  les  sections  prScSdentes,  les  principes 
g^n^raux  de  la  th^orie  de  TelasticitS,  ct  les  avoir  particularisms  par 
divers  exemples,  je  vais,  dans  cette  demiere  partie,  poursuivre  plus 
loin  I'application  de  quelques-unes  des  solutions  obtenues.  Ce  sont 
surtout  les  tiges  ou  barres  droites  consid^r^es  dans  leurs  trois  modes 
principaux  de  deformation,  Textension,  la  flexion,  la  torsion,  qu*il  est 
important  de  consid^rer  au  point  de  vue  de  la  pratique ;  ce  sera  done  ce 
qui  est  relatif  a  ces  tiges  que  je  vais  plus  particuli^rement  exposer.  Je 
partirai,  a  cet  cffet,  des  furmules  de  solution  du  probleme  de  Saint- 
Yenant,  formules  donn^es  §g  23  a  28  et  relatives  a  des  modes  particu- 
liers  d'application  et  de  distribution  des  forces  ext^rieures  a  la  sur- 
face de  tiges  exactement  prismatiques,  mais  dont  j'ai  demontr^  plus 
loin  (soit  aux  gg  49  et  50)  la  suffisante  exactitude  pourd'autres  modes, 
lorsque  les  sections  transversales  sont  relativement  petites.  II  sera  ne- 
cessaire  d*6tendre  Tapplication  de  ces  formules  h  quelques  probl^mes 
auxquels  elles  ne  paraissent  plus  rigoureusement  applicables,  par 
exemple,  dans  les  cas  ou  latigecessed'fitreparfaitementcylindriqueou 
prismatique.  Dans  ces  circonstances,  je  ne  manquerai  jamais  de  faire 
remarquer  le  d^faut  de  rigueur,  precaution  qui  parait  aussi  naturelle 
que  ndcessaire,  et  qui  cependant  n'est  que  trop  souvent  negligee  dans 
Ics  ouvrages  sur  les  applications  de  cette  espfece  (*). 

(*)  Celte  applicaliou,  en  taut  qu'approximation,  k  des  tiges  ^iiofi-cylindriques  ou  prisma- 
tiques  dont  les  divers  points  intdrieurs  sont  soumis  k  des  forces  (au  nombre  desquelies  il 
faut  coniprendre  rinertie  dans  les  cas  de  mouvement  vibratoire,  ou  autre  mouvement  qui 
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Consid^rons  d'abord  le  cas  de  tiges  etendues  par  des  forces  dirigees 

suivant  leur  axe  longitudinal.  S'il  y  a  une  force  P  agissant  sur  Tei- 

tr^mite,  etsi  a  d^signe  la  section  transvei*sa!e,  on  admet  que  la  tension 

P 
longitudinale  provoqu6e  dans  la  tige  est  - ;  et,   d*apr^  la  definition 

du  module  d'^lasticit^  represents,  §  2,  parE,  I'extension  de  I'unitede 

p 
longueur  est  de  ^-  Par  consequent,  Tallongement  total  d'unc  tige  de 

longueur  /  est 

?l_ 

la 


(524)  S=^. 


Cette  formule  repose  sur  Thypothese  que  tons  les  points  d*une  mbmo 
section  trans versale  eprouvent  des  tensions  egales,  ce  qui  ne  pent 
arriver  que  si  Ton  imagine  la  force  P  rSpartie  uniformement  sur 
la  section  transversale  extreme,  et  qui,  par  consequent,  s^approche 
d'autant  plus  de  la  verite  que  la  section  transversale  est  plus  petite  ('). 

Supposons  qu'en  mfime  temps  Tinterieur  de  la  tige  soit  soumis  a 
des  forces  (pesanteur,  inertie,  etc.)  agissant  paralieiement  a  Faxe  et 
dont,  aux  points  de  la  section  a,  ayant  primitivement  la  coordonnee :. 
rintetisit^ par  uniii  de  volume  soit  appeiee 

Designons  par 

w 

le  petit  d^placemerU  eprouve  par  cette  mfime  section  transversale  v. 
Nous  avons  trouvS  au  g  54,  pour  des  sections  transversales  suppose 
petites,  une  formule  que  Ton  peut  eiablir  de  la  maniere  suivante. 
Mesurons  les  z  a  parlir  d'une  des  extremites  de  la  tige  que  nous  pou- 
vons  considSrer  comme  fixe,  c'est-^-dire  que  w  est  suppose  nul  a  cette 


n*est  pas  uniforme  et  rectiligne),  des  formules  qui  n'ont  M  ddmontrtes  que  pour  les  ti|^ 
cylindriques  soumises  seulement  k  des  forces  agissant  sur  les  bases  extrftines,  se  trouie 
justifite,  comme  celle  qui  est  relatiiw  k  divers  modes  de  repartition  de  ces  deroiires  forces, 
par  les  considerations  de  la  note  du  %  28,  emprunt^es  surtout  au  memoire  d^l  cite  ^ 
M.  Boiissinesq,  de  1871  (premiire  partie,  relative  aux  tiges),  et  dans  son  compiemeAi  ^ 
1879. 

(*)  On  Toit  bien  que  dijk  pour  ce  problime,  le  plus  simple  de  ceux  qui  sent  posfai  sor 
reiasticite  des  corps  solides,  la  solution  naturelle  et  generalement  admise,  confirm^  pf 
Texpdrience  avec  une  approximation  sufflsante  lorsque  la  tige  a  une  longueur  asset  grao^ 
par  rapport  k  ses  dimensions  transversales,  exige,  pour  Hre  rigoureuse,  et  tout  autanl  ^ 
pour  les  probiemes  plus  compliques  dont  je  me  suis  occupy  (g§  23  et  suivants),  un  modff^ 
ticulier  ir application  et  de  diMtribution  des  forces  agissant  aux  extremites.  II  y  a  les 
raisons  pour  etendre  les  solutions  donnees  de  ces  probiemes  de  torsion  el  d^  /tri 
cas  odi  le  mode  dont  il  s*agit  est  autre,  que  pour  le  probieme  simple  dont  Clebsch  s*< 
ici.  Voyez  une  note  dela  fln  du  §  22,  p.  142,  oA  i&\k  Ton  en  faisait  la  remarque. 
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extrtmit^.  line  section  transversale,  dont  la  coordonn6e  6tait  primi- 
tivementz,  a  pour  coordonnte,  apr^s  I'allongement,  2  + 1^;  la  section 
voisine,  distante  de  dz,  prend  la  coordonn6e  z  -h  dz  -h  w  -h  div.  La 
longueur  de  T^l^ment  dz  est  done  devenue 


dz-i'dw:=dz  (l  -h  J-) 


L'allongement  de  Tunit^  de  longueur,  qui  est  ici  variable  avec  z, 

est  done  -^ ;  la  tension  n^cessaire  pour  leproduire  est  E  -pi  et  la  force 

qui  doit  agir  sur  la  totality  de  la  section  transversale  pour  donner 
naissance  k  celte  tension  est 

„   dw 

dz 

Cette  force  mesure  en  m6me  temps  la  tendance  de  la  section  trans- 
versale k  reprendre  sa  position  primitive.  Posons  done  la  condition  de 
r^quilibre  ext^rieur  dela  partie  dela  tige  comprise  entre  cette  section 
transversale  et  Textr^mit^  libre  z  =  L  En  ^galant  a  z6ro  la  somme 
de  toutes  les  forces  agissant  parall&lement  k  Taxe  des  z»  nous  avons 

d*un  cdt6  la  force  Ea— ,  et,  de  Tautre,  la  force  P  appliqu6e  k  Textr^- 

mit6,  et  les  forces  p  appliqu6es  aux  ^l^ments  int^rieurs,  forces  dont  la 
valeur,  pour  chaque  ^l^ment  vdz^  esipfrdz.  Nous  avons  done  I'^qualion 

(325)  E<r^=P-|-   rptrdz. 

En  diff^rentiant  par  rapport  k  z  cetle  ^uation,  qu'on  peut  regarder 
comme  identique  k  celle  (209  e)  du  §  54,  page  454,  on  la  d^barrasse  du 
signe  d'int6gi*ation  comme  il  a  6t6  fail  alors.  Mais  on  peut  Femployer 
immMialement  telle  qu'elle  vient  d'etre  6tablie,  bien  que,  k  la  v6rit6, 
p  dipende  en  g6n6ral  de  la  coordonnSe  z  -f-  u;  de  son  point  d'appli- 
cation  ;  car,  comme  w  est  tr6s  petit,  on  peut  le  negliger  devant  z  en 
reslant  dans  les  limites  de  Tapproximation  dont  on  a  besoin,  et  Ton 
peut  considirer  p  comme  fonction  de  z  seulement,  ce  qui  permet 
d'effectuer  immMialement  Tint^gralion. 

Les  tensions  aux  diffl&rents  points  de  la  tige  sont  alors  representees 
par  requation 


,».,  Eg  =  ?-.i/>; 
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el  les  d^placemeots  par 

Si  la  tige  est  placee  verficalemont  el  soumise  a  Faclion  de  la  fe^n- 
tcur,  el  si  Ton  appelle  n  le  poids  de  riinil^  devolumetOa  a,  siiiTinlqu- 
rextrdmile  libre  esl  rextremit^  inferieure  ou  rextrtmili  supeneun? 
p=  -hU  OU  p  :=  —  n;et  par  consequent,  en  rtunissant  les  di'ui 
cas: 


w 


et  enfin,  pour  I'extension  totale  de  la  Uge, 

?l  .  IV* 


"'•=e;=^2e 


Si  Ton  remarque  que  U<rl  reprtsente  le  poids  total  de  la  tige,  on  pent 
mettre  cette  expi'ession  sous  la  forme 


w.= 


• 

On  voit  que  rextcnsion  totale  est  la  m^me  que  si,  a  la  force  P* 
etait  ajoutec  une  traction  ou  une  prcssion  agissant  dans  le  sens  de  la 
pesanteur  et  ^gale  a  la  moitie  du  poids  de  la  tige.  Lorsque  la  force  Pelle- 
m6me  est  dirfgde  en  sens  inverse  de  la  pesanteur,  et  ^gale  k  la  moitit' 
du  poids  de  la  tige,  rallongement  disparait. 

L'expression  de  la  tension  en  un  point  quclconque  ne  contient  que 
la  premiere  puissance  de  z.  Si  done  on  imagine  la  tension  repr^ntee 
graph  iquement  par  des  ordonnees  perpendiculaires  a  la  tigeet  6gale>J 
sa  valeur  en  chaque  point,  les  extr6mit6s  de  ces  ordonnees  serontsur 
une  ligne  droite : 

(327  a)  y=:-rbn(/— 3). 

U  en  resultc  que  la  plus  grande  tension  se  produit  JiPune  des  extr^ 
mit^s,  et  qu'elle  a  pour  valeur 

P  P 

(327  fc)     ou    -,pour«=/,     ou     -dill/,  pour 3  =  0, 
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suivant  la  direction  de  la  force  P.  Si,  comme  cela  aura  toujours  lieu 
dans  ce  qui  va  suivre,  on  introduit  la  tension  maximumy  ou  tension 
limite  dont  Tintensitfi,  fix6e  a  I'avance,  ne  peut'ttre  ddpassie  nuUe 
part,  qui  a6t6appeI6c  (note  du  g  57) 

le  plus  grand  des  nombres  prdcddenls  (327  6)  doit  restcr  plus  petit 
queRo(*). 

Comme  second  exemple,  nous  consid^rerons  une  fige*  attach6e  k  un 
arbre  tournant  de  machine,  dans  une  direction  perpendiculaire  k  Taxe 
de  cet  arbre  et  participant  k  son  mouvement  de  rotation  uniforme, 
comme  fait  le  rais  d'une  roue,  ou  le  brasd'un  volant.  Soit 

CO 

la  Vitesse  angulaire  de  la  rotation.  Si  n  dSsigne  toujours  le  poids  de 
runit6  de  volume,  on  aura,  pour  la  force  centrifuge  developp^e  dans 
r^l^ment  de  tige  dont  la  longueur  est  dz,  le  volume  adz^  la  masse 

-<7d2,  se  mouvant  avec  une  vitesse  cos  sur  une  circonfSrence  de  cercle 

9 

de  rayon  z^ 


d'ou 


^9  ^9 


(327  c)  p  =  ^  «»a. 


Substituant  dans  les  Equations  (326)  el  (327),  dies  donnent  pour  les 
tensions  et  les  dSplacements  : 


(*)  Nous  substituons  cette  notation  Rq,  assei  gto^ralement  adoptee  en  France,  k  oelle 
T|  de  I'auteur. 

Rappelons  qu'k  la  note  cit^e  du  ,^  37,  R,  sans  indice  z^ro,  dteigne,  par  unit^  superfi- 
cietle  de  section  d'un  prisme,  la  force  reconnue  capable  de  produire  par  traction  sa  rupture 
immediate,  et  Rq  la  force  tris  inf6rieure  k  R  qui,  mfime  k  la  longue,  ne  produirait  aucune 
alteration  ou  Enervation  de  la  matiire  de  ce  prisme,  en  sorte  qu'on  pilt  Ty  soumetire  d'une 
roani^re  permanente  dans  une  construcUon,  m£me  sujette  k  de  lagers  ^branlements  tels 
que  ceux  qui  sont  inivitablement  produits  par  I'agitation  de  I'air  ou  celle  du  sol,  sans 
crainte  d'une  rupture  k  venir. 

Si,  au  lieu  dc  tractions,  les  forces  P  etp  produisent  des  prestiotu  longitudinales,  on  a 
▼u  qu'il  fitut,  a  Rq,  substituer  une  autre  limite  Rq'.  Cette  deuxi^me  limite  est  g^n^ralement 
tr^  sup^rieure  &  Rq  (notecit^  n*i1);  mais  son  intensity  est  soumise  k  cette  restriction, 
de  ne  jamais  atteindre  celle  qui  serait  capable  de  faire  fltehir  la  tige  ainsi  comprim^ 
suppose  tr^s  mmce  par  rapport  k  sa  longueur.  [Voyez  le  g  89  ci-aprte,  et.  tons  les  traits 
de  la  r^istance  des  mat^riaux,  sur  les  pieces  charg^es  debout,  par  exemple  les  Cours  de 
M.  Bresse  (3-  ddit.  1880,  n*  108,  p.  369)  et  de  M.  E.  GolUgnon  (1809,  n*  104).  Voyes  aussi 
la  Micaniqae  de  Poisson,  1833,  n*  313]. 
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j,dw      P      n   ,/*  — s« 

Cj  -5 —  =  —  -f-  —  w' 


dz        V      g  2 

(327  (i)      ' 


w 


et  rallongement  total  deyient : 


'""Ea^  5Ej~Ea\    ^       Zg     ) 


II  est  le  mSine  que  si  le  tiers  du  poids  total  UqI  6tait  appliqui  a 
rextr6mit6  de  la  tige  et  soumis  k  la  mfime  rotation  (i».  On  peut  encoK 

se  repr6senter  la  tension  E  -^  en  chaque  point  comme  figurte  par  une 

ordonn6e  y  perpendiculaire  k  la  tige  :  les  extr^mitSs  de  ces  ordcmiite 
forment  alors  la  parabole  : 

Cette  Equation  ne  change  pas  quand  on  y  remplace  z  par  —  %;  Taiede 
la  parabole  peut  done  6tre  pris  coincidant  avec  Taxe  de  rotation  de 
I'arbre;  axe  qui  est,  a  tout  instant,  une  perpendiculaire  2=0  a  la  piece 
tournante  de  longueur  /  entrainee  dans  son  mouvement.  La  position  du 
sommetde  la  parabole  surcet  axe  est  a  une  distance  du  point  d'assem- 
blage  de  la  piece  donnee  par  la  valeur  r^pondant  &  z  =  0  : 

P^n  _/« 

et  la  m£me  parabole  passe  k  une  distance  de  Textr^miti  de  la  pi^ 
tournante  donnee  par 

P 

La  tension  maximum  se  produit  done  encore  ici  k  Tune  de$  deux 
extr6mit6s  de  la  tige;  elle  est  6gale  k  I'une  ou  k  I'autre  de  cesdeui 
valeurs  de  y  suivant  la  direction  ou  la  grandeur  de  la  force  de  tensioD 
longitudinale  P. 

§  82.  —  Extanalon  des  tigea  a  saetioii  vaiiabla. 

Les  raisonnements  dont  on  a  d6duit  prec^demment  Tiquation  (32t>' 
laissent  supposer  que  cette  m£me  Equation  peut  encore  £tre  applicabk 


I 

^--i 
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dans  une  certaine  mesure,  lorsque  la  section  transversalc  n*est  pas 
absolument  constante,  mais  qu'elle  est  soumise  k  de  petites  variations, 
c'est-&-dire  lorsque  cette  section  transversalc  ellc-mdme  est  une  fonc* 
tion  de  z,  mais  une  fonction  qui  ne  s'^carte  pas  trop  d'une  valeur 
constante.  Sans  doute,  alors,  la  condition  d'une  repartition  uniforme 
dans  toute  la  section  transversalc  n'est  pas  satisfaite ;  mais  on  doil 
consid^rer  que  les  differences  de  cette  ]:epartition  sont  d'autant  plus 
petites,  et  par  suite,  les  formules  d'autant  plus  approximatives,  que  la 
section  transversalc  elle-m6me  et  ses  variations  seront  plus  petites. 
Dans  ce  cas,  oncherche  a  determiner  quelles  doiventetre  les  variations 
de  la  grandeur  de  la  section  transversalc  pour  que  la  tension,  rapportee 
a  Tunite  de  surface,  soit  partout  la  mfime;  par  consequent  pour  que 
toutes  les  sections  transversales  soient  6galement  resistantes,  ou  que 
la  tige  soit  d'^gcUe  resistance. 

Designons,  comme.pr6cedemment,  parR^  la  tension  maximum  admis- 
sible, nous  pouvons  ecrire,  multipliee  par  <7,  r^quation  (326) 


R,(T  =  P+  C  ptrdx. 


Si  nous  difl'6rentions  par  rapport  a  2  en  considerant  <i  comme  variable, 
nous  avons 

avec  la  condition  limite,  pour  z=l, 

R.<r,=P. 

La  premiere  equation  donne  a  en  fonction  de  z,  car  si  on  la  met  sous 
la  forme 

*:  =  -£.  ifa, 

(T  Ro 

on  trouve,  en  integrant  de  z  h  ly  et  en  ayant  egard  a  la  condition 
limite  : 


Iog.-log£  =  i-j;'pd.; 


ou  bien,  en  rempla^ant  les  logarithmes  par  les  nombres  : 
(328)  »=ie«oJ. 

Le  caract^re  des  hypotheses  admises  s'accorde  parfailement  avec  ce 
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fait  que  c'est  seulcment  la  superficie  de  la  section  transvcrsale  qui  est 
(i6terinin6e,  tandis  que  sa  forme  reste  absolument  arbitraire.  En  effet, 
si  la  tension  est  i^parlie  d*une  mani^re  parfaitement  uniforme  sur 
tous  les  points  d*une  m6me  section  transversale,  la  forme  de  cetle 
section,  pour  la  determination  de  la  force  portante  de  la  tige,  est  tout 
a  fait  indiff(irentc;  c'est  seulement  sa  superficie  qui  en  donne  la 
mesure.  Cette  consideration  approximative  se  traduit  dans  la  formule 
precedente  (528),  qui  sert  uniquement  k  calculer  la  superficie  de  la 
section  transvcrsale  dont  on  a  choisi  arbitrairement  la  forme. 

Appliquons-la  aux  deux  probl^mes  particuliers  que  nous  a?ons 
traitds  dans  le  g  precedent.  S'il  n*y  a  que  la  force  de  la  pesanteur  qui 
agisse  sur  Tinterieur  de  la  tige,  et  si  rextrSmitS  supirieure  est  fixe, 
on  a  p  =  n,  et  par  consequent 

tv» 

On  pent  se  faire  facilement  une  id6e  de  Taccroissement  de  la  section 
transvcrsale,  en  imaginant  la  tige  divis^e  en  parties  d^^gale  longueur 
et  en  calculant  la  superficie  <s  pour  chacun  des  points  de  division.  En 
ces  difiiSrents  points,  /  —  2,  mesurS  depuis  Textremite  libre,  a  les  valeurs 

0,  -,  2  -, /;  et  si  par  consequent  on  pose 

ni 

nRo 

a=  e      , 

on  obtient,  pour  les  valeurs  correspondantes  de  cr,  una  progression 
geometrique : 

P       P  P    ,  P^  . 

qui  exprime  d'une  mani^re  simple  la  loi  de  raccroissement  de  la  section 
transversale. 

Dans  le  cas  ou  la  lige  est  soumise  a  Taction  de  la  force  centrifuge*, 
que  nous  avons  aussi  consid6ree  au  §  precedent,  les  sections  transver- 
sales  s*accroissent  plus  rapidement.  On  a  alors  (327  a) : 


ou  bien 


9 
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La  loi  d'accroissement  peut  se  repr6senter  d'une  mani6re  analogue 
au  cas  pr6c6dent  par  la  s^rie  suivaate,  qui  donnc  les  valeurs  des  sections 
transversales  pour 

/       — n     '  2^  ^^  / 

P      P  ,2«-l         P  .iii-4  P  .m(2ii  — m)  P  ,    - 

ou  Ton  a  pos6  : 

Les  exposants  de  h  ne  forment  plus  une  sirie  arithm^tique  de  pre- 
mier ordre,  mais  une  serie  de  second  ordre ;  les  sections  croissent 
done  plus  vite  que  dans  le  premier  cas. 

On  peut  facilement  appliqucr  ce  qui  precede  au  cas  d'une  compres- 
sion uniforme,  au  lieu  d'une  extension.  II  n*y  a  qu'&  consid^rar  P  et  R^ 
(ou  plut6l  R'^,  note  de  la  page  811)  comme  des  quantit^s  negatives,  et 
a  employer  exactement  les  m6mes  formules. 


CHAPITRE    VII 


FLEXION  DES  TIGES 


83.  —  Ftozion.  —  Snppoiifioiui  %i  formol^s  gta4ral«s. 

Dans  les  paragraphes  qui  pr^c^deiit,  on  a  etabli  les  principes  sui- 
vants,  concernant  la  flexion. 

Lorsqu'une  tige  cylindrique,  primitivemenl  droite,  est  flechie  d^nne 
petite  quantity  par  des  forces  ext^rieures,  sa  d^fonnation  se  compose 
de  deux  "flexions  dontchacune  ne  produirait  qu'une  courbure  simple 
de  Taxe  dc  cette  tige.  Les  plans  de  ces  flexions  sont  ceux  qui  sefaieof 
menes  par  Faxe  longitudinal,  et  par  chacun  des  axes  principaux  de  la 
section  transversale  {*).  I^s  directions  de  ces  plans  sont  done,  ea 
g6n6ral,  d^ter minxes ;  cependant,  si  les  moments  d'inertie  principaux 
de  la  section  transversale  sont  6gaux,  on  peuU  au  lieu  des  plans  ainsi 
difinis,  prendre  pour  plans  de  flexion  deux  plans  quelconqucs  menes 
par  I'axe  longitudinal  dc  la  tige  et  h  angles  droits  Tun  sur  Tautre. 

Soient  u,  v«  les  d6placements  lateraux  de  la  ligne  des  centres  de 
gravity,  mesur6s  dans  les  plans  de  flexion ;  ces  d^placements,  larsque  les 
sections  transversales  sont  pctites,  se  d^terminent  au  moyen  des^ua> 
tionssuivantes,  ou  MetN  designentles  moments  des  forces  ext&rieures 


(*)  Cette  dteomposition  a  6t6  donnde  pour  la  premiere  fois  en  1843,  aux  n**  8  el  SS  d'n 
Mimoire  sur  le  calcul  de  la  rAistance  et  de  la  flexion  de*  pUces  iolides  ^  nmple  9m  i 
double  courbure^  en  prenant  simuitafufment  en  consideration  les  divers  effonUs  amxffl* 
elles  peuvent  itre  soumises  dans  tous  les  sens,  lu  k  rAcadimic  les  30  oclobre  eC  6  DOfCB* 
bre  (Comptes  rendus,  t.  XVII,  p.  942  et  lOSO)  et  d6j&  cit6. 

Navier  De  Tavait  pas  aper^ae;  car,  comme  nous  avons  d^ik  dit  k  une  note  du  g  38,  p.  VT*. 
il  supposait  qu'une  pitee  fl^chit  tou jours  dans  le  plan  du  couple  qui  la  sollicile  ft  fltekir. 
ce  qui  n'est  vrai  que  lorsque  sa  section  transversale  a  tous  ses  moments  d'inertie  <gBis 
autour  des  diverses  droites  qui  y  sont  tracte  par  son  centre  de  gravity.  (Toyes  auss  ^ 
n*  XVI  de  I'historique  mis  en  t6te  de  I'^dition  de  1864  des  lemons  de  Navier,  at  rankle  IS 
du  mimoire  sur  la  tor:>ion,  du  t.  XIV  des  Savants  Strangers.) 

Cette  maniire,  qui  a  6i^  adoptte  par  Clebsch,  de  calculer  une  flexion  oblique  en  eomp^vt 
ensemble  deux  flexions  droiles  dues  aux  moments  des  forces  autour  d'axes  etmmms^  wmr 
ceux  d'inertie  des  sections,  est  bien  pr^f6rable  k  celle  de  prendre  le  moment  autour  dr« 
axe  unique  et  inconnu,  qu'il  faut  d'abord  determiner,  et  dont  Taogle  d'indinaiMa 
plique  les  Equations  et  formules. 
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appiiqu6es  a  la  tige  depuis  la  section  a  dont  Fabscisse  est  2,  jtisqu'a 
rcxtrftmilfe  s  =  /,  autour  de  lignes  menses  par  le  centre  de  gravile  de 
cette  section  transversale  c  parall61ement  k  scs  axes  principaux  d'inertie 
pris  respectivement  pour  ceux  des  coor^onn6es  Xj  y  : 

(329)  Ea«g=M,  E««g  =  N. 

D'apr^s  ce  que  Ton  a  vu  au  §  54,  on  pent,  au  lieu  de  ces  Equations, 
prendre les suivantcsi(330)qui  leur  sont 6quivalentes,  clou U,  V,  W^,  W, 
sont,  comme  a  ce  §  5i,  formules  (209)  p.  450,  deux  sommes  (187  d), 
i:^  50,  p.  425,  de  composantes  dans  les  sens  x,  t/,  et  de  deux  sommes 
(188  fe),  p.  427,  de  moments  autour  des  axes  d'inertie  a:,  y  des  forces 
extdrieures  agissanl  it  Vintdrieur  de  la  tige,  par  unit6  de  sa  longueur; 
enfin  oil,  dans  les  deux  termes  ici  ajoutes  aux  formules  du  §  54, 


d^signe  une  force  de  traction  ou  de  pression  supposee  appliquee 
aTextr^mile  2  =  /  de  la  tige  dans  une  direction  longitudinale,  et  qui 
produit  des  moments  T  [w  —  (m)J,  T  [y  —  (i;)J  autour  des  parallSles 

aux  y  et  aux  x  men6cs  par  le  centre  de  la  section  cr  dont  Tabscisse 

est  z : 

(.50)     Ea'j^  =  T-^-,-f-UH--^,    E.x«^-T^^-f-V  +  ^. 

A  ces  Equations  doivent  6tre  jointes  les  conditions  limites  suivantes 
(330  a),  (330  6),  applicablesa  rextr6mit6  de  la  tige,  conditions  ou 
K,  L  sont  les  composantes  suivant  x^  y,  des  forces  appliqu^es  a  une 
exlremitd  2=/,  et  (A')^,  (B')^  les  moments  de  rotation  des  mSmes  forces 

autour  des  axes  d*inertie  a  la  m(imc  extr6mite  : 


(o.lO  a) 


(330  b)         E^X'  ('g)^  -  (A'), ,       E««  i^^^  ==  -  (B'),. 

Les  moments  (A') ,  (B'),  sont  consid^r^s  comme  positifs  lorsque, 

pour  un  obscrvateur  plac6  sur  Taxe  positif  correspondant  ct  regardant 
vers  I'origine,  ils  Icndent  5  produirc  une  rotation  dans  Ic  sens  de  la 

52 
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marche  des  aiguilles  d'unemontre;  et  que  la  position  relative  des  ii-^ 
coordonnes  est  telle  que,  pour  robservateur  ainsi   place  sur  Isv 
posilif  or,  Taigutlie  d'une  montre  se  meut  de  Taxe  positif  y  a  Im 
positif  z. 
Maintenant,  soient  nominees 

(330  c)  \dxdydz,  Wlvdydz,  Idxdydz  ^ 

Ics  forces  agissant  sur  tout  Element  infiniment  petit  dont  les  coordoR- 

n^es  son!  designees  para:,  i/,  z  et  qui  est  compris  enlre  les  secti'»n> 
dont  les  abscisses  sont  z  et  /.  Alors  les  moments  de  rotation  que  n<>u^ 
avons,  dans  (329),  designSs  par  M,  N,  de  toutes  les  forces  agissant  m 
la  portion  de  la  tige  comprise  entre  les  sections  transversales  apnt 
pour  abscisses  z  et  /,  ces  moments  etant  pris  par  rapport  aux  aies 
men6s  par  le  centre  de  gravite  (0, 0,  z)  de  la  section  transTersaleayant 
Tabscisses  parallelement  a  ses  axes  principaux,  auront  pour  Taleurs: 

M===(AO^+K(/— 5)  — T(m^  — ttj+jfjfT^^ 
(530(/)  \  'T^^ 

^  =  {^')—\^(l—^)  +  '^(v—v)^f(r    ''C^{z^z)  —  Zydjdiff:. 


Les  int^grales  par  rapport  a  dxdy,  dont  les  liroites  ne  sont  pas  indi 
quces,  doivent  6tre  ^tendues  a  toute  la  superficie  dela  section  tnn> 
versale.  On  d6duit  de  ces  equations,  en  les  differenliant : 

s='-4=+//(i::v--^')^'»- 


et  par  une  secondc  difl'6rentialion  : 

d 


On  a,  chaque  fois,  supprimS  les  traits  horizontaux  lorsque,  daD>  >• 

fonction  correspondante,  ::'  devait  6tre  remplace  par  t* 

Rappelons-nous  maintenant  que  nous  avons  introduit  au  §  50  d 
forinules  (187  d)  ct  (188  6),  p.  425-427,  les  notations  suivantes : 

l-r^  fJ\dxdy^==ff\dxdy^^=fj^d^^^^^^^^ 
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dc  sorte  que  les  expressions  preeedcntes  deviennenl ; 

(h^  ""</«»■*■'*'  dz  '  rf5«  ^  <lz  dz  • 

Par  consequent,  en  differentiant  deux  fois  de  suite  les  Equations 
(529),  onlrouve  identiquement  les  equations  (330) ;  et  en  faisant  2=/ 
dans  les  equations  (329)  elles-mAmes  ou  dans  cellesque  Ton  en  deduit 
par  une  seule  differentiation,  oh  trouvc  les  Equations  de  condition 
(330  a)  ct  (330  6),  ce  qui  d^montre  Videntite  complete  des  deux  sys- 
tdmes  d^ equations, 

II  est  a  rcpiarqucr  que,  dans  la  plupart  des  cas,  les  integrales  desi- 
gnees par  VV\,W,  s'6vanouissent.  C'est  surlout  lorsqu'il  s'agit  de  trou- 
vcr  les  equations  du  mouvement,  au  moyen  de  Papplication  du  prin- 
cipc  de  d^Alembert,  ou  de  la  prise  en  consideration  des  inerties 
rempla^ant  alors  ordinairement  les  forces  Z,  que  ces  deux  int6grales 
peuvent  fit  re  a  prendre  en  consideration. 

La  tension,  en  un  point  quelconque  de  la  section  transversale  (r,  de- 
fini  par  les  coordonnees  x,  j/,  s'obticnt  au  moyen  de  la  formule  (230) 
page  651 ,  d^apres  laquelle  il  se  produit  en  cc  point  une  tension  longi- 
tudinalc  dont  la  valeurest 


T      ..  /    (Pu         d'v\ 


Pour  trouver  le  point  du  corps  ou  la  tension  est  la  plus  grande,  ce 
qui  a  une  grande  imporlance  dans  les  applications,  il  faut  chercher  les 
maxima  de  cetle  expression.  Dans  chaque  section  transversale,  il  y  a 
un  point  ou  elledevient  maximum,  et  il  est  facile  de  trouver  la  posi- 
tion de  ce  point.  En  effet,  dans  I'interieur  d'une  mime  section  trans- 
versale, les  quanlites  -tt»  "ui  sont  constantes;  si  done  Ton  considerc 
la  droite 


d^u  .     d^v      I 


ou  bien,  en  rempla^ant  les  quotients  differentiels  par  les  inverses  des 
rayons  decourbure,  la  droilc 

P      9 
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cette  droite  coupe  les  axes  x,  j/,  a  des  distances  p,  p'  de  roriginc;  cl 
une  droite 

X      y 


9       P 

qui  est  parall6Ie  a  la  premiere,  coupe  les  monies  axes  k  des  distances 
mp  et  m^'  de  Torigine.  D'un  autre  cdt6,  la  tension,  aux  points  de  cclle 
derni6re  droite  qui  sont  compris  dans  la  section  transversale,  a  \) 
valeur : 

T 

t    z=  — ^  Em. 

Les  points  de  plus  grande  et  de  plus  petite  tension  dans  la  seclioo 
transvcrsale  se  trouveront  done  en  cherchant  le  maximum  el  le  mini- 
mum de  m,  c'esl-a-dire  les  points  oil  uneligne  men^e  parall^lement a  b 
droite  (335)  devient  tangente  au  contour  de  la  section.  On  a  ainsi 
la  rfegle  suivante  : 

Pour  irouver  le  point  d'une  section  transversale,  oil  a  lieu  la  p/«» 
grande  tension ^  on  prendra  surles  axes  principaux  de  cette  seclion. 
d  partir  de  leur  point  d' intersection,  des  longueurs  Agates  aux  rayons 
decourbure  des  flexions  correspondantes,  et  onjoindra  les  extremity 
de  ces  longueu7's;  on  mdnera  ensuitey  iilaligne  ainsi  trade ^  des  parol- 
leles  qui  soient  tangentes  au  contour  de  la  section.  Les  points  de  con- 
tact sont  ceux  de  la  section  transversale  oil  s^exerce  la  plus  granrff 
tension  ou  la  plus  grande  pression. 

Les  points  ainsi  delerminfes,  dans  chaquc  section  transversale,  formen' 
une  courbe  sur  la  surface  ext6rieure  de  la  tige.  Le  maximum  absoludf 
tension  se  trouve  en  un  certain  point  de  cette  courbe,  et  doit  dire  deler 
mine  conform6ment  aux  regies  du  calcul  differentiel.  CcpendaoL  ilf^ 
a  remarquer  qu'il  ne  se  trouve  pas  toujours  un  maximum  propremcni 
dit,  ou  dans  le  sens  analylique  du  mot.  Le  plussouvent,  aucontrain* 
Ton  n'a  aconsid6rer  que  la  valeur  la  plus  grande  de  la  tension,  qui  s^ 
produit  auxextr^mitds  de  la  tige,  el  il  faut  particulieremcnt  porter  so*: 
attention  sur  ces  extr^mites  dans  tons  les  cas.  En  d*autres  termes.  .• 
faut  toujours  prendre  les  valeurs  du  maximum  de  la  tension  daos  l^ 
sections  extremes ;  puis  chercher  s'il  existe,  dans  T^tendue  de  la  ti: 
un  autre  maximum;  et  prendre,  enlrc  toutes  ces  valeurs,  U  pi- 
grande  en  valeur  absolue. 

Lorsque  la  ilexion  est  plane,  et  que,  par  consequent,  u  ou  r  di>r^ 
rait,  la  chose  devient  beaucoup  plus  simple.  Dans  la  construction  ' 
diqudc,  Tun  des  rayons  de  courbure  devient  infmi,  et  la  tangente : 
etre  men6e  parall^lcment  k  Tun  des  axes  principaux ;  alors  b  tibr 
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plus  tendue  est  toujours  la  plus  61oign6e  de  Taxe  principal  autour 
duquel  la  flexion  se  produit,  el  la  tension  de  cette  fibre,  en  designant 

para:;;=  ±h  sa  distance  k  Taxe  principal,  s*exprime  par 

T      Eh 

(353)  t,,  ■=:  -  q=  y 

Cela  Concorde  rigoureusement  avec  les  r6suUats  de  la  Iheorie  ordi- 
naire (*). 


{*)  L'auteur  ajoute  ceci  :  «  Toutes  les  hypotheses  de  cette  th^orie  se  trouvent  de  indme 
confirmees  lorsque  Ton  suppose  la  section  transversale  extr^mement  petite.  Maisc'est  seu- 
lement  h  cette  condition  qu'elles  sont  Teriiiecs;  c'est  seulement  dans  cette  hypothese  que 
les  sections  transversales  restent  planes  apr^s  la  flexion  et  i>  (ajoute-t-il)  «  que  les  tensions 
eroisseni  uniform^ment  suivant  le$  tranches  parallHes  de  la  section  transversale.  11  n'y  a 
qu'un  des  r^sultats  de  cette  th^orie  qui  soit  impossible  dans  tons  les  cas  v  [mSme,  appa- 
remment,  comme  I'auteur  semble  le  penser  aussi  quand  la  section  est  extrSmement  petite) 
«  c'est  la  production  d'une  flexion  plane  dont  le  plan  ne  passe  pas  par  I'un  des  axes  prin- 
cipaux  des  sections  trans?ersales.  » 

Or,  presque  tout  ce  qu'il  exprime  ainsi  est  inexact  et  plus  ou  moins  contraire  aux  formules 
qu*il  a  obtenues  lui^mSme  aux  g§  26  et  suitants,  en  sorle  que  les  reserves  qu'il  fait  ici 
sont,  nous  le  pensons,  presque  enti^rement  sans  sujet. 

En  effet  :  1**  Quelles  que  soient  les  dimensions  de  la  section  transversale  par  rapport  k 
sa  longueur,  si  la  tige  n'est  sollicil6e  k  ses  extr^mites  que  par  des  forces  faisant  couples, 
appltqu^es  normalement  &  ses  bases  en  tons  leurs  points,  et  si  on  les  suppose  d'intensites 
proportionnelfes  aux  distances  de  ces  points  h  une  mdme  droite  passant  par  le  centre  de 
grayite  de  chaqne  base,  les  sections  resteront  toutes  planes,  et  c'est,  si  les  couples  resul- 
tants appliquds  aux  deux  exiremites  sont  dansle  mfime  plan  passant  par  I'axe  longitudinal 
de  la  tige,  le  cas  de  la  flexion  dite  egale  d'un  bout  &  I'autre,  ou  en  arc  de  cercle. 

2"*  si,  la  section  transversale  ayant  encore  des  dimensions  quelconques  par  rapport  k  la 
longueur,  les  forces  determinant  la  flexion  ne  font  pas  couples,  mais  sont  appiiquees  et 
distribuees  aux  divers  points  des  deux  bases  conformement  aux  expressions  de't;^,,  \y^,  i^^ 

des  formules  (75  a)  du  conunencement  du  §  26,  la  fonction  B^  de  a;  et  j/  eiant  deiei  minee 
de  manitee  k  satisfaire  aux  troisiemes  equations  (69)  et  (70)  du  g  24,  determination  dont 
on  a  developpe  le  principe  au  §  30  pour  les  sections  symetriques,  et  dont  la  deuxieme 
formula  (91  a)  du  g  32,  p.  204,  donne  le  resultat  pour  la  section  elliptique,  alors,  les  sec- 
tions primitivement  planes  prennent  il  est  vrai,  par  I'effet  de  la  flexion  (qui  est  dite  in/gale 
ou  croissants  d'une  extremite  k  I'autre),  la  forme  de  surfaces  legerement  courb^  en 
doucine,  coupant  normalement  la  surface  laterale  qui  a  cesse  d'etre  cylindnque ;  mais 
toujours  les  tensions  t^^,  s'exergant  k  travers  la  section,  croistent  (tout  comme  dansle  cas 

de  la  flexion  egale  ou  circulaire)  unifomifynent  k  partir  de  la  ligne  qui  y  est  tracee  par  son 
centi-e  de  gravite,  perpendiculairement  au  plan  de  flexion ;  car  elles  soot  alors  exprimees, 
k  travers  toutes  les  sections  comme  sur  les  sections  extremes,  par  la  demiere  des  formules 
(75  a),  Xzz=^  £'  (a|-f-6|3),  prouvant  bien  leur  croissance  ou  decroissance  uniformeavec  la 

coordonnee  transversale  x  (ou  y).  Et  c'est  ce  qu'on  pent  prouver  elements irement  en 
admeltant  ou  en  montrant  d'abord  que  toutes  les  sections  se  changent  en  une  meme  sur- 
face courbe  (note  du  n*  80  de  la  3*  edition,  1864,  du  R^sumt'  des  Lemons  de  Navier^ 
gg  «.  3,  4,  pages  33-36). 

3*  n  est  bien  vrai  que  ces  modes  d'application  et  de  distribution  des  forces  qui 
produisent  la  flexion  egale  (du  1*)  ou  inegale  (du  2*)  ne  sont  jamais  realises,  et  que  ces 
forces  faisant  ou  ne  faisant  pas  couples  sont  en  general  appiiquees  llteralement  et  non  sur 
les  bases.  Mais,  ainsi  que  nous  I'avons  dit  k  deux  notes  du  g  81  ci-dessus,  il  y  a  les  memos 
raisons  de  i*egarder  les  formules  relatives  k  la  flexion  et  k  la  torsion  comme  aussi  bien 
appHcables,  alors,  que  celle  de  Textension  simple,  passe  des  points  k  de  tres  petites  distances 
des  extremites  pour  peu  que  la  longueur  de  la  tige  soit  plusieurs  fois  son  epaisseur.  C'est 
ce  que  dit  Clebsch  lui-meme  au  g  28 ;  et  c'est  ce  qu'apprennent,  comme  nous  avons  dit  a 
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Les  formules  du  §  55  donnent  aussi  des  r^sultats  semblablcs  pom 
des  tiges  primilivcment  courbcs.  Je  laisse  de  cdt6  la  discussion  cono^r- 
nant  ces  liges  et  je  ne  trailerai  les  probl^mes  principaux  que  pour  les 
tiges  droites  prismatiques,  en  ne  les  supposant  flechies  que  dans  it 
plans  passant  par  un  des  deux  axes  principaux  d'inertie  de  leur  sei* 
tion  n, 

§  84.  —  Flexion  d'ane  tige  sons  I'actioii  de  forces  ripartifli 
snr  ga  longnear,  sans  traction  on  pression  dans  la  directtos  4i 
son  axe. 

Rcprenons  les  Equations  (329)  du  g  83.  ConsidSrons  une  tigeployee 
par  des  forces  dirigees  perpendiculaireinent  a  son  axe»  et  admeUous 
qu*en  m6me  temps  elle  ne  soit  pas  tendue  ou  comprim6e  par  une  tres 
grande  force  longitudinale ;  admeltons  aussi  qu^aucun  couple  de  for- 
ces n'agisse  sur  int6rieur,  c'est-S-dire  que  W\  et  W,  (g  54,  formules 
209,  et  g  83,  form.  330)  s*£vanouissent.  Examinons  k  part  la  flexion 


la  grande  note  de  la  fin  de  ce  paragraphe  28,  non  seulement  des  exp^rieooes  de  dntr^ 
sortes  rapport6es  en  cet  endroit  ainsi  qu'aux  pages  19,  40,  254,  520,  829  (g  6  des  doUs  des 
n"*  21  et  80,  etc.)  de  I'ddition  de  1864,  annot^e,  des  Lecons  de  Mavier,  mais  eocoreao 
raisonnement  thdorique  circonstanci6,  de  H.  Boussinesq,  fond6  sur  le  princi'pe  du  poteotie.. 
tom'ours  positif,  des  forces  ^lastiques,  et  sur  la  nature  m6me  des  solides  appel^  tipes 
dont  chaque  troncon  n'a  ^prouv^  que  de  petites  deformations  ne  d^passant  pas  lei  limi*- 
de  stability  de  leur  contexture. 

4"  L'auteur  s'exprime  mal  lorsqu*il  dit  qu*un  des  r^sultats  de  la  thterie  ordinaire  est 
impossible  dans  ious  les  cas  (c'est-&-dire,  done,  m^me  avec  une  section  extr^memeDl  peui^ : 
ce  r^sultat  est,  dit>il,  la  prodttclion  d^une  flexion  plane  dont  le  plan  ne  paue  p^*  p^' 
run  des  axes  principaux  de  la  section  transversale.  Une  flexion  plane^  c'est-i-dire  c2i3< 
laquelle  I'axe  longitudinal  primitivement  rectiligne  de  la  pidce,  devient  tiiir  courbe  ptn*.', 
est  en  effet,  contrairement  k  cette  negation,  possible  suivant  tout  autre  plan  que  les  d'*! 
qui  comprennent  un  axe  principal  transversal  :  seulement,  alors,  ce  plan  de  la  roarbe 
de  I'axe  longitudinal  ne  coincide  g^n^ralement  pas  avec  le  plan  du  couple  ou  in<^n.^e' 
resultant  des  foi^ces  qui  font  fl^chir;  il  se  rapproche  plus  ou  raoins  (ce  qui  n'anit  pu* 
i^Xk  apergu  par  les  premiers  auteurs  de  la  thcorie  de  la  flexion),  du  plan  de  plu*  f^'^' 
flexion^  perpendiculaire  k  Taxe  du  plus  petit  dea  moments  d'inertie  de  la  sectioo;  e($"S 

B 

inclinaison  se  determine  par  la  formule  (117  a)  tang9=:-r  du  §38,  page  289.  ^Toirla  ^*^ 

de  la  p.  287  au  m6me  g.  Yoir  aussi,  pour  une  demonstration  eiimentaire,  le  g  9  de  li  9<^ 
du  n*  83  de  I'Mition  cit^e,  1864,  de  Navier). 

(*)  Voir,  dans  la  deuxi^me  moitie  d'une  note  du  1$  38,  pages  284,  285,  une  cttttiof  * 
ce  qui  a  6te  fait  pour  la  solution  de  probldmes  de  flexions,  toiyours  plus  ou  n><  :> 
accompagn^es  de  torsion,  des  pieces  courbes  k  double  courbure,  ou  de  pito«  eour<^ 
pianos  soUiciiees  k  fl^chir  dans  un  autre  plaa  que  celui  de  leur  axe  longitudinal;  el  ii''" 
cation  de  ce  qu'il  faut  faire  pour  completer  ou  modifier,  dans  le  cas  le  plus  ptoM*  ^ 
«oUition8,  lond^ea  siJI  I'integmtion  d'^quations  different ielles  donnies  dans  ua  m^*" 
du  50  octobre-6  novembre  1843,  et  que  M.  Bresse  a,  depuis,  etablies  d'une  autre  mn  " 
(Cours  de  mdc.  appl.  Resistance  des  matdriaux,  1859,  p.  86).  Voir  aussi  Thistonque  <«  c 
de  redition  annotde  de  Navier,  1864,  n«*  20  et  21,  pages  130  et  132.  Voir  encore  la  An  ^'-; 
article  des  comptes  rendus  de  la  stance  de  I'Academie  du  27  Janvier  1879  (Sur  une  fono- ' 
donnant  approximativement  le  moment  de  torsion,  t.  LXXXVIII,  p.  145). 
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produite  dans  le  plan  d6lermin6  par  Taxe  de  celte  tige  et  I'un  dcs  axes 
principaux  de  sa  section  transversale.  Nous  aurons,  dans  ce  cas,  pour 
determiner  les  d^placements  u  des  points  de  Taxe  de  la  tige  dans  le 

sens  X  qui  lui  est  perpendiculaire,  I'^quation 

(554)  EirX«  ?^  =  M  , 

ou  [§83,  Aquations  (529),  (550),  (550c),  (550d)],Udesignanl  toujours 
les  forces  motrices  ou  d'inertie  s'exer^ant  par  unitA  de  volume  sur  un 
(^ISment  int^rieur  de  la  tige,  et  U,  ses  valeurs  aux  divers  points  d*abs- 
cisses  Zj  entre  les  sections  dont  les  abscisses  sont  z  et  /, 

(555)  M  =  (A'),-f-K(/— 3)+   r"'u(3— 5)dl 

Le  terme — T  [u^ — u)  de  (550  d)  ne  figure  plus  dans  cette  expression, 

car  il  est  d'ordre  sup^rieur  de  petitesse  lorsque  la  tension  longitudi- 
nale  T  n'est  pas  extraordinairement  grande. 

Alors  M  est  une  fonction  donn^e  de  Zj  et  Ton  trouve  par  deux  int£-  ' 
grations,  C  et  C  Atant  des  constantes  arbitraires, 

(J37)        .=.c+c=+/;(/;^,i.)^. 

J.. 

On  determine  C  et  C"  en  se  rappelant  que  -p  reprSseate  la  tangente 

trigonom^trique  de  Tangle  formS  par  la  tangente  k  la  ligne  des  cen- 
tres de  gravity,  avec  la  direction  primitive  de  Taxe  de  la  tige,  c'est-k- 
dire  avec  I'axe  des  2.  Comme  cet  angle  est  toujours  ti*6s  petit,  on  pent 
le  substituer  a  sa  tangente  et  le  consid6rer  comme  ayant  pour  valeur 

du 
le  rapport  -p*  Si  maintenant  on  examine  les  conditions  auxquelles  la 
dz 

tige  peut  £tre  soumise,  on  trouve  les  cas  principaux  suivants,  avec  la 
determination  correspondante  des  constantes  arbitraires. 

!•  Iai  tige  est  encastr^e  d  Vune  de  ses  extr^mMs,  De  cette  sorte,  pour 
z  =  Oy  la  position  et  la  direction  de  la  ligne  des  centres  de  gravity  se 
trouve  determine.  A  I'autre  extr6mit6  agit  une  force  P  dans  la  direc- 
tion de  Taxe  des  x,  perpendiculairement  a  I'axe  de  la  tige.  On  a  done 
imm6diatement 

K  =  P.  (V),=  0; 
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ct,  puisque,  pour  :=0,  m  et  -7-  doivent  s'6vanouir,  les  Equations  (356) 
et (357)  donnent 

ej,  par  consequent,  la  solution  du  probleme  se  pr6sente  sous  la  forme 
suivante 


Si  la  force  P  exisie  seule,  et  si  aucune  autre  force  n'agit  sur  Tiate- 
rieur,  on  a  simplement 


(55«)  «= 4  (¥-?)= 


et  la  fifeche  dc  flexion,  pour  2=Z,  est 


P 


Si  la  tige  est  horizontalc,  et  si  Ton  doit  prendre  en  consideration  le 
poids  propre  de  cette  tige,  ou  bien  une  charge  uniform^ment  r^partie, 
ce  que  Ton  peut  regarder  approximativement  comme  una  extension 

du  poids  propre,  on  doit  alors  prendre  pour  U  le  poids  II<r  par  uniti'  de 
longueur ;  et  on  a,  dans  ce  cas, 

L    ^   []{z—z)dz  =  — i-^ — '-; 
et  par  consequent 

(5^^)  "  =  E^'(Y-6)  +  Er^(T-y  +  24)- 

La  fl^che  de  flexion  devient 

___   f^    iP      n<Tl) 

et,  puisque  II9/  d^signe  le  poids  total  de  la  tige,  cette  il6che  est  la  in^nie 
que  si  le  poids  P  appliqu^  k  rex1r6mit6  avait  &ii  augments  des  ^  ilu 
poids  de  la  ligo. 
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2°  La  tige  est  encastree  d  une  extr^mM^  et  V autre  exirdmite,  situee 
a  la  meme  hauteur,  est  posde  librement  sur  un  appui.  Ce  cas  sc  distin- 
gue seulement  du  precedent  en  ce  que  la  force  P  n'est  pas  donn6e, 
mais  se  Irouve  remplac6e  par  une  reaction  inconnue  —  Q  exerc6e  par 
I'appui  centre  rexlr6mit6  libre  de  la  tige.  II  survient  une  nouvelle  con- 
dition consistant  en  ce  que  w  doit  s'evanouir,  non  seulement  pour  5=0, 
mais  aussi  pourz=/;  et  en  faisant,  dans  T^quation  (358),  z  =  /  ct 
u  =  0,  on  trouve  pour  la  valeur  de  Q  = — P, 

Lorsque  Ton  aura  determine  Q  au  moyen  de  cette  formule,  on  intro- 
duira  dans  la  formule  (338)  la  valeur  —  Q  au  lieu  de  P  et  Ton  aura  la 
valeur  de  m.  Si  par  exemple  la  lige  est  charg6e  uniformfiment,  et  par 
consequent  si  U = lid,  on  trouve,  en  faisant  dans  (540),  P =  —  Q,  m= 0, 

2=/, 


d'oii 


Q  =  g  ntrl. 


5 

De  sorte  que  si,  dans  Tfiquation  (340),  on  pose  P  =  —  ^  IIg/,  on  a 

(•^*^)  "  =  Ixi 48 

D'apris  cela,  lacourbe  affecl6e  par  Taxede  la  tige  s'infltehit  d'a- 

bord  vers  le  bas  avec  la  concavite  tourn^e  vers  la  partie  infferieure ; 

ensuite,  apr^sun  point  ou  il  n'existepasdecourbure(poinld'inflexion), 

la  concavite  de  la  courbe  se  tourne  vers  le  haut ;  enfin,  plus  loin,  se 

trouve  un  point  ou  la  tangente  est  horizontale  etapr^slequel lacourbe 

elle-m6me  remonte.  La  position  du  point  d*inflexion,  ou  la  courbure 

1      d*u 

-==  -j-j  doit  s'6vanouir,  se  trouve  d'apris  r^quation 

0=  ^,,        ou  bien  0=/«  — 5/;8-h43«  =  (/— «)  (l—4z). 

L'une  des  deux  solutions,  2=/,  montre  seulement,  ce  qui  6tait  Evi- 
dent de  soi,  que  Textrimite  libre  et  simplement  posde  n'6prouve 
naturellcment  aucune  flexion,  en  sorte  que  la  courbe  (342)  en  u 
et  2,  si  on  la  prolongeait  au  dela,  aurait  une  inflexion  en  ce  point. 
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L^autre  solution,  donnant  la  situation  du  point  d'inflexion  interieur: 

inontre  que  la  distance  de  ce  point  k  rextr6miti  libre  est  triple  de  s^ 
distance  a  Textr^mit^  encastrte. 
Le  point  ou  la  tangente  est  horizontale  se  trouve  en  faisant 

0=^     ou    0  =  6/«3  — 15/3»  +  8^. 
az 

En  supprimant  4a  solution  z  =  0  que  I'^qualion  devait  donnerpuis- 
que,  au  point  d'encastrement,  la  tangente  est  horizontale,  cette  equa- 
tion donneensuile: 

15±v^, 

16        ' 

ou  ividemment  il  faut  prendre  le  signe  inf^rieur  pour  avoir  un  point 
appartcnant  r^ellement  k  la  tigc  et  non  au  prelongement  fictif  de  la 
courbe  qu'elle  aiTecte,  ce  qui  donne 

«= 0,578..../ 

pour  la  distance,  k  I'extr^mit^  encastrte,  du  point  ou  la  tangente  est 
horizontale. 

11  convient  encore  de  faire  i^marquer  que  la  charge  se  partage  ine- 
galement  entre  les  deux  points  d'appui.  Puisqju'a  Textr^mild  libre  on 

a  trouv6  que  la  pression  support6e  par  I'appui  £tait  ^gale  aux  ^  du 

o 

5 
.  poids  total,  Textremit^  cncastrte  doit  supporter  les'^de  ce  poids  afin 

o 

que  les  deux  appuis  portent  ensemble  la  charge  complete. 

3*  La  tige  est  encastrde  aux  deux  exMmiUs.  Alors,  u  et  -r^doivenl 

s'^vanouir  pour  2  =  0  et  pour  2=/.  On  a  ainsi  quatre  conditions,  et 
il  sb  trouve  en  eflet,  dans  les  Equations  (556)  a  (338)  quatre  grandeurs 
ind6termin6es ;  car,  dans  ce  cas,  ni  la  r^sultante  K,  nile  moment  (A'} 

relatifs  [Equation  (355)]  au  point  2=/,  nesont  n6cessairement  nuls: 
ils  repr^sentent  au  contraire  la  force  exl^rieure  et  le  moment  de  n>- 
tation  inconnus  qui  doivent  6tre  appliques  k  cette  extremity  de  la  \k^ 
pour  la  forcer  a  y  prendre  la  position  et  la  direction  donn^es.  Si  Xov^ 
dftsigne  cette  force  et  ce  moment  par  —  Q  et  par  R,  on  a,  d'api"tb 
r^quation  (554)  : 
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(343)  E<rA*^  =  R  — Q(/  — s)4-    ri5(«  — 3)ri?;    <*) 

el,  par  integration 

(544)    { 

E..'u= Rf-  Q  (1-1)+/;  /;[X'u('-»)'e]  '^«^- 

On  a  fait  egales  a  z6ro  les  constantes  d'intSgration,  ce  qui  satisfait  k 

du 
la  condition  que  ^^^-r  doivent  s'^vanouir  pours  =  0.  En  faisantz=  I 

dans  ces  ^ualions  (544)  et  en  ^galant  les  m6mes  quantit^s  a  z^ro,  on 
satisfait  aux  deux  autres  conditions,  et  on  pent  determiner  R  et  Q. 
Si,  pour  abr^ger,  Ton  pose 

'= II  [/>(^"-^^)'^']  '^'  «= II lo  [I! "('-')"■']  "^' 

les  Equations  (341)  donnenl,  pour  exprimer  ces  deux  derni^res  condi- 
tions : 


d'oii 


0=R/-Q^Va,         o=R^-Q^4-B  ; 


K_6B  i2B      6A 


Les  forces  d'encaslrement  sont  done  ainsi  determinies,  de  mAnieque 
la  valeur  de  u,  dans  laquelle  tout  est  connu  lorsqu'on  y  a  introduit les 
valeurs  trouv^es  pour  Q  et  R. 

Consid^rons  encore  le  cas  d*une  charge  umform6ment  i'6partie. 

Puisquel'ona  ^  =  Ug,  T^quation  (343)  devient : 

E^x«g==R-Q(i_.)  +  nci^'; 

(*)  Cette  mitbode  de  determination  de  ce  qa*on  a  besoin  de  connaltre  des  ructions 
s'exercant  dans  le  deuxiime  encastrement,  que  j'ai  employ^  dans  un  cours  fail  k  Ticole 
des  Fonts  et  Chausstes  et  lithographic  en  1838,  puis  indiquC  de  notiveau  A  on  mCrooire  du 
30  octobre  1843  (Comptes  rendus,  p.  054),  rodthode  oonsistant  A  prendre  pour  inconnues, 
commc  fait  id  Clebsch,  A  la  fois  la  rfyultante'—Q  et  le  moment  rAultant  R  de  ces  ructions 
qu'ezercent  en  leurs  divers  points  les  parois  entre  lesquelles  le  bout  de  la  pitee  est  encastrC 
k  sa  deuxiAme  extrCmitC,  paralt  prCfCrable  k  la  mCthode  de  Napier  qui  a  le  premier  r^lu 
analytiquement  le  problAme  du  double  encastrement,  mats  qui  introduit  dans  le  calcul  une 
force  Active,  suppose  agir  sur  un  prolongement  de  la  piece  au  delii  de  son  detuidme 
encastrement. 

On  sait  qu'on  prend  aussi  aujourd'hui  avec  avantage  pour  inconnues,  dans  les  probltaes 
pratiques  des  poutrcs  de  ponts  k  plusieurs  appuis,  les  momrntt  flfyhmanti  sur  ces  appuis. 
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ct,  par  int^ation,  en  suivant  une  marche  peu  diff^rente  de  cellt^ 
qui  pr6c&le : 

« 

On  voit  que  rint^gration  est  faite  de  mani&re  que  lesconditionsti= 
0,  et  J-  =  0  soient  satisfaites  pour  z  =  /.  En  exprimant  mainlenant 
ces  monies  conditions  pour  z  =  0,  on  obtienl  les  Equations 


d'ou  Ton  deduit  : 


La  pression  sur  chacun  des  appuis  extremes  est  donc»  comme  oa 
pouvait  s'y  attendre  en  raison  de  la  sym^lrie,  ^ale  k  la  moiti^  da 
poids  total ;  et  chaque  encastrcment  doit  resistor  a  nn  moment  de 
rotation  ^.gal  au  poids  total  mullipli^  par  un  bras  de  levier  egal  au 
douzi^me  de  1h  longueur  de  la  tige. 

En  introduisant  dans  T^quation  ayant  EaX'ti  pour  premier  membre, 
ces  valeurs  de  R  et  de  Q,  on  trouve  enfin 

On  voit  que  la  courbe  est  sym^trique,  puisque  u  tie  change  pas  deva- 
leur  lorsque  Ton  changes  en  (/ — z).  Elle  a  sa  tangente  horiiontaleaa 

milieu,  au  point  ou  s  =  x ;  et  deux  points  d'inflexion,  ou  la  courbure 

change  de  sens,  donnas  par  T^quation 

'^'^^O    ou    Z*— 6/3— 6;x*=0; 


di 
d'ou 


-K-^) 


Ces  deux  points  d*inflexion  se  trouvent  done  places  symetriquemefli 
par  rapport  au  milieu  de  la  tige. 
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L'abaissement  maximum  se  produit  au  milieu  de  la  longueur  et  a 
pour  valeur 

(  \'  _  _"^L 

^"^* "~  384Ex»' 

4**  Enfiriy  les  deux  extrimiUs  de  la  tige  sont  siniplement  posies  sur 
des  appuis.  Dans  ce  cas,  aucune  dcs  extr^mit^s  ne  doit  6tre  soumise  a 
Taclion  d*un  couple  de  rotation ;  il  faut  done  que  non-seulement  (A')^ 

s'evanouisse  dans  Tequation  (555),  mais  encore  que,  pour  2=0,  Ton 
ait  aussi  M  =  0,  c'est-a-dire 

0  =  K/-h  r  V(z^z)dz. 

Cette  equation  determine  immediatement  la  pression  Q  =  —  K  que  doit 
supporter  le  point  d'appui  situ6  a  Textremile  2  ==/.  Si  Ton  introduit, 
dans  Texpression  de  M,  la  valeur  de  K  dMuite  de  cette  equation  et 
qui  est 

k  =  ^Q  =  -^^J^^(z^z)dh 

ce  moment  M  sera  completement  connu.  L*6quation  (554)  donne  alors, 
par  integration,  C  6tant  une  constante, 

E<rX*  $^  =  C  +    CMz,  EerX'w  =  C^  -f-    T    T  Udzdz. 

dz  Jo  Jo  Jo 

Dans  la  derni^re  integration,  on  n'a  pas  introduit  de  constante, 
puisque  u  doit  s'evanouir  pour  2=0.  La  constante  C  introduite  dans 
la  premiere  se  determine  par  cette  condition  que  u  doit  aussi  s'^va- 
nouir  pour  z  =  L  En  effet,  en  posant,  dans  la  derniere  equation,  ti=:0 
ct  s  =  /,  on  trouve 

C=:— j  r  r Udzdz. 
I  Jo  Jo 

Appliquons  de  nouveau  ces  formules  au  cas  d'une  charge  uniforme, 
.  c  est-k-diire  faisons  U  =  De,  nous  avons  : 

et,  pour  que  M  s'evanouisse  avec  2, 

k/H — zp  — t';      dou        K= 2"* 
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En  iatroduisanl  cette  valeur  dans  rcxpression  de  M,  oa  troa\e  : 

M=— n<r— ^— >  EerA«_=  — n<r— ^— ; 

et,  par  inlegration  : 

II  reste  h  determiner  la  constante  C  de  maniSre  que  u  s^e¥anouis.>« 
pour  z=l;  cela  donne 


ct  enfin 


n  /*  nr* 


«  =  2Je^  (^- — 2/r  +  5*). 


Le  plus  grand  abaissement,  qui  se  produit  au  jnilieu,  prend  ici  la 
valeur 


384Ex« 
2 


Cette  fl^che  de  la  piece  posce  est  done  cinq  fois  plus  grande  que 
celle  du  cas  prScSdent,  ou  la  piece  etait  encastree  aux  deux  bouts. 


g  8B.  —  T«iistoiui.  Force  de  rteistance  det  places  •  oo  Avgrn 

qu'elles  penvent  porter. 

Lorsque  la  tige  n*est  soumise  k  aucune  tension  longitudinale  appa^ 

ciable,  la  valeur  de  la  plus  grande  tension,  dans  chaque  section  trans- 

versale,  donnte  par  la  formulc  (555 a),  §  85,  est  reprcseritte  par  Tei- 

E/i 
pression  d=  —  f  oil  h  represente  la  distance  k  Taxe  principal  autour 

duquel  se  produit  la  flexion,  du  point  dcla  section  transversale  qui  en 
est  le  plus  gloign^,  de  chaque  cdte  de  cet  axe.  Ces  deux  points  corres- 
pondent k  deux  fibres  donl  Tune  est  comprimee  et  Tautre  tendue ;  eL 
a  moins  de  circonstances  particuli6res  qui  en  decident  autrement,  il 
faudra  g^neralement  adopter,  pour  la  section  transversale,  une  forme 
telle  que  ces  fibres  soient  ^galement  ^loignies  de  Taxe  principal  consi- 
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dere,  pour  qu'elles  se  trouvent  ^galement  sollicit^es,  soil  par  la  pres- 
sion,  soit  par  la  tension  f ).  . 

La  section  de  la  tige  ou  la  plus  grande  tension  a  la  plus  grande  va- 
leur»  se  trouvera  en  cherchant  celle  qui  r^pond  a  la  plus  petite  valeur 
du  rayon  de  courbure  p  {**),  On  d^terminera  done  les  minima  de  la  va- 
lour de  p  et  on  en  comparera  les  valours  avec  cellcs  de  la  roSme  quan- 
tity aux  extr^mites  de  la  tige.  Comme  d'aprte  (534)  on  a  : 

1 

il  se  trouvera  des  maxima  ou  des  minima  de  -  aux  points  satisfaisant 
a  r^quation 

ou  bien,  en  empruntant  a  (535),  §  84,  p.  825,  la  valeur  de  M, 

0  =— K—  f  \}dz. 


(')  Ainsi  que  nous  Tavons  remarqu^  A  la  Note  de  la  fin  du  §  37,  cette  r6?le  n'est  point 
theoriquement  exacte,  puisque  la  rupture  par  compi^ession  longitudinale  paralt  n'6tre  autre 
chose  que  la  rupture  par  les  extensions  transTersales,  d'une  proportion  bien  moindre,  que 
cette  compression  fait  naltre,  en  sorte  que  les  formes  de  section  les  plus  avantageuses 
devraient  dtre  celles  pour  lesquelles  la  fibre  invariable,  ou  (comme  disent  aussi  les  ing^- 
nieurs  anglais)  Taxe  neutre,  est  bien  plus  rappr6ch6  des  fibres  les  plus  dtendues  que  des 
fibres  les  plus  comprlm6es,  comme  dans  les  sections  en  double  T  non  sym^trique  qu'on 
donnait  aux  pieces  de  fonte,  dans  le  temps  od  on  les  employait  en  poutres,  ce  h  quo!  on  a 
a  peu  pris  renonc^  pour  diters  motifs  de  prudence,  comme  nous  avons  dit  A  la  m6me  note 
de  la  fin  du  g  37. 

Mais  des  raisons  de  fabrication  aox  laminoirs,  etc.,  portent  h  faire  en  double  T  sym^triquc 
les  sections  des  poutres  en  fer  forge,  employees  aujourd'hui  (voir  le  Traits  de  la  resistance 
des  mat^riaux  dn  gto^ral  Horin) ;  et,  quant  aux  pieces  de  bois,  il  y  a  aussi  d'autant  plus 
de  raisons  de  ne  pas  se  d^partir  de  la  forme  rectangulaire,  que  la  resistance  A  la  separation, 
pour  mfime  proportion  des  dilatations  de  la  matiere,  y  est  bien-moindre  transTersalement 
que  longitudinalement. 

La  symetrie,  supposde  par  Glebsch,  eiiste  done  le  plus  generalement. 

On  evite  d'ailleurs  les  erreurs  sur  la  distinction  ou  sur  le  rapport  mutuel  des  resistances 
des  fibres  h  I'extension  et  h  la  compression  en  determinant,  comme  on  le  fait  generalement, 
les  coefficients  R  et  Rq  (meme  note)  de  rupture  procbaine  ou  eioignee,  comme  ceux  d'eias- 
ticite  E  qu'on  fait  entrer  dans  les  formules  pratiques,  par  le  moyen  d'experiences  de  flexion 
et  de  rupture  par  flexion,  et  non  d'experiences  separees  ou  il  n'y  ait  que  des  extensions 
ou  des  compressions. 

(**)  Ce  sera  aussi  la  section  dangereme,  c*est-A-dire  qui  contient  le  point  dangereux  oA  la 
plus  grande  dilatation  a  sa  plus  grande  valeur.  Les  solutions  que  doune  I'auteur  dans  ce 
paragraphe,  ou  il  n'est  question  que  de  deformations  par  dilatations  longitudinales  et 
flexions,  sent  done  justes  ou  exemptes  de  I'erreur  que  nous  avons  signaiee  dans  les  deux 
notes  du  §  37,  ou  il  presentait,  meme  lorsqull  y  a  des  torsions  et  des  glissements  sensibles, 
une  formule  generale  basee  sur  le  faux  principe  en  vertu  duquel  on  limiterait  les  tetuions 
inter ieures,  au  lieu  de  limiter  les  dilatationt  qui,  seules,  compromettent  la  stabilite  de 
la  contexture  de  la  matiere* 
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Le  second  membre  de  cette  equation  n*est  autre  chose  que  lasomme 
dc  toutcs  les  forces  agissant  perpendiculairement  a  Taxe  de  la  tiged^ 
puis  le  point  sjusqu'a  rextremite.  II  y  a  done  un  maximum  ou  un 
minimum  dc  tension  ou  de  pression  toutes  les  fois  cjue  cette  somme 
s'evanouit.  Dans  les  quatre  problemcs  que  nous  venons  de  traiter.  oil 
nous  avons  consider^  des  charges  uniformementreparties,  et  de  plus 
dans  le  premier,  une  charge  isol^e  P,  les  forces  agissant  a  rexiremitc 
2=  /  sont  respectivemenl : 


Un  bout  encaslr^, 
I'autre  libre. 


p. 


Un  bont  encastr^, 
Taulre  pose. 


— ^n./. 


Deux  bouts  encastr^ 


in,/. 


Deax  bouls  po<e^ 


Cela  fait  voir  immediatement  que  dans  le  premier  cas,  il  ne  pout 
survenir  aucun  maximum  de  courbure  cntre  les  deux  extremites: 

dans  le  second  cas,  il  s'en  produit  un  au  point  eloignede  t./  de  IVi- 

fremite  2==/,  car  la  charge  comprise  entre  ce  point  el  rextremite  e-l 

^  n?/;  et  que  dans  les  deux  autres  cas,  le  maximum  de  courbure  se 

trouve  au  milieu  de  la  tige.  Or,  dans  les  quatre  cas,  la  valeur  de  ^t-; =; 
est  respectivement : 


1"  cas. 


2*  cas, 


o**  cas, 


E(rX= 


(I- 


,  n(/— 3)^  ji^  /;— 5/5  -f  45*    n  /'— 6/5 

^^"^E5i«      2     '  Ex« 


65^ 


8 


'  EV 


12 


4^  cas, 
'  Ei«     2 


En  inlroduisanl  pour  z  les  valeurs  : 
0, 


5 


5'' 


\'- 


:-' 


repondant  aux  points  ou  la  courbure  est  maximum,  on  trouve,  pour 
la  valeur  de  la  courbure  en  ces  points  : 

9n/*  II/*  n/« 


•  •  •  •  t 


128EX«' 


24  Ex 


?>•» 


8Ex^ 


1 


D'un  autre  c6te,  les  valeurs  de  -  aux  cxtrimites  s=0,  :=/  sont :  a 

P 

ii/«  n/«  n/» 


\f)z  =  Q        KaX' 


2Ex»' 


'^   •» 


=  0, 


8Ex« 
0, 


i2Ex« ' 

II/* 
i2Ex'' 


0- 
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Dans  les  deux  premiers  cas,  la  plus  grande  tension  se  produit  done 
au  point  2  =  0;  dans  le  troisi^me,  la  plus  grande  tension  se  produit 
en  mfime  temps  aux  deux  extr^mit^s,  et  dans  le  dernier  cas,  au  milieu 
de  la  tige. 

Si,  dans  Texpression  de  la  tension,  on  introduit  la  plus  grande  va- 

1 

leur  de  -  ainsi  trouvie,  et  si  Ton  pose 

(3*4  ft)  5^^  =  R„ 

p 

Rq  d^signant  (voy.  (5276),  §  81)  la  plus  grande  tension  admissible  sans 
danger  de  ruplure  m6me  eloign^e,  on  obtient  la  force  de  resistance  de 
la  tige.  On  a  done,  pour  les  probl6mes  pr^c^dents,  les  quatre  Equa- 
tions suivantes,  etablies  comme  on  \ient  de  le  dire  : 

!•' cas,  2«  cas,  3«  cas,  4«  cas, 

i/P^HL*\-R-      ^    5^-R-      A    "^--R-      ^    2^*-R 

Dans  le  premier  cas,  faisons  P=0,  pour  que  la  tige  n'ait  h  suppor- 
ter, comme  dans  les  trois  autres,  qu'une  charge  uniform6ment  r6par- 
tie ;  nous  obtenons  les  expressions  suivantes  des  valours  de  la  charge 
qui  peut  &[re  port6e  par  unitE  de  longueur  : 

(344.)  II=2%¥.       8^',      i2^'.       8"^'. 

La  charge  n  que  peut  porter  une  tige  encastree  a  une  extr^mite  seu- 
lement  peut  6tre,  comme  on  voil,  quadrupl6e  si  les  deux  extr^mit^s 
sent  appuy^es,  et  sextuplee  si  elles  sont  encastrSes. 

La  charge  6tant  donn6e,  on  obtient  pour  les  longueurs  de  tige  ad- 
missibles : 

* 

el  si  les  longueurs  et  les  charges  sont  donn^es,  on  aura  les  valeurs 
suivantes  pour  les  rayons  d'inertie  des  sections  transversales  : 


On  peut  supposer  que  la  tige  soit  soumise  en  outre  a  une  tension 
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longitudinalc,  a  la  condition  que  cette  force  ne  soil  pas  assez  grand. 
pour  devoir  etre  prise  en  consideration  dans  Inequation  de  la  courtie. 

Alors,  a  I'expression  —  >  il  faut  subslituer  Ics  deux  suivantes  : 

? 

T      E/i  T      W 

(T  p    '  ff  p     ' 

ou  T  d6signc  la  force  de  tension  longitudinale,  A  ct  h'  les  distances  a 
Taxc  de  flexion  des  fibres  de  la  section  transversale  les  plus  eloiguet^ 
de  chaque  c6l6.  On  peut  naturcUeinent,  avec  ccs  grandeurs,  operer 

cxactemcnt  comme  nous  venons  de  le  faire  avec  —  et  leur  appliquer 

les  m^mes  considerations.  Si  ou  fait  h  =  h\  Tune  des  tensions  maii- 
mum  est  augmentec  dans  chaque  section  transvci*sale,  Tautre  est 
diminu^c  et  peut  m6me  6trc  changee  de  sens,  c'est-a-dire  de  pression 
devenir  tension  ou  inversement.  11  n*est  pas  n6cessaii*e  d*insister 
davantagc  sur  ces  observations  tres  simples. 

g  86.  —  Galcnl  des  rayons  d'iaerUe. 

Tout  ce  qui  precede  suppose  connu  le  rayon  d*inertie  ou  de  gyra- 
tion X.  Nous  aliens  donner  quelques  indications  sur  la  nnaniere  de 
Tobtenir  pour  des  sectiofts  de  differentes  formes. 

Conform^ment  a  la  definition  donnee  g  28  par  les  equations  (S:!i 
page  175,  ou  ont  kik  introduite^  les  notations  x,  X,  on  appelait  V;Ie 
moment  d'inertie  de  la  section  transversale  autour  de  Taxe  des  y, 
lequel,  dans  le  probleme  que  nous  venons  de  trailer,  est  perpondicu- 
laire  au  plan  de  flexion;  et  x'a  etait,  de  mSme,  le  moment  d'inertie 
autour  de  Taxe  des  x.  Done,  f^  designant  toujours  les  integrales  elen- 

dues  a  toute  la  section  transversale  5,  et  ces  notations  etanl  couser- 

vees,  on  a 


La  d6termination  de  ces  deux  grandeurs  se  trouve  done  rainenee  au 
culcul  de  deux  inlt^grales,  en  supposant  connue  a  Tavance  la  position 
des  deux  axes  principaux. 

Mais  il  en  est  aulrement  lorsque  ces  axes  ont  besoin,  aus2>i,  d  etrf 
trouves. 

Prenoiis  deux  axes  quclconques,  perpendiculaires  Tun  a  Tautiv  el 
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menSs  par  le  centre  de  gravitfe  ;  disignons  ces  axes  par  x\  y\  et  par 
r,  9  les  coordonn^es  polaires,  comptees  a  partir  de  leur  intersection  et 
du  premier  des  deux,  d'un  dement  d<s  de  la  section  transversale.  Si 
nous  consid6rons  un  autre  syst^me  d'axes  rectangulaires  menes  tou- 
jours  par  le  centre  de  gravity,  dont  I'axe  des  x  fassc  avec  celui  des  x' 

Tangle  a,  et,  avec  Taxe  j/'  Tangle  g  —  a,  les  coordonn^es  du  mSme 

element  d  a,  par  rapport  a  ces  nouveaux  axes  seronl  : 

a:  =  rcos(:p  —  a)  =  a/cosa-f-y'sina, 
y  =  r  sin  (»  —  a) = y'  cos  a  —  xf  sin  a. 

Si  les  X,  J/,  sont  les  directions  des  axes  pi  incipaux  d'inertie,  deter- 
minees  par  Tangle  encore  inconnu  a,  Ton  aura,  d'apres  la  d6(inilion 
des  axes  principaux  donnie  au  §  28,  la  condition 

(345)  0  =  /  xydv  ==  /  (d/  cos  a  -f  y'  sin  «)  {yf  cos  a  —  ^•'  sin  a)  do-, 

et  les  moments  d'inertie  X'c,  -A  seront  determines  par  les  formules 

5i'ff=  /  x*dfT=  I  (j/ cos  a -h  y' sin  «)*  (/«•# 

(346)  { 

jtV=  /  y^da=  I  n/ cos  OL —  a/  sin  a)*  da, 

Supposons  maintenant  que,  la  section  transversale  etant  donnee, 
Ton  ait  calcule,  dans  le  sysleme  primitif  quelconque  de  coordonnees 
x\  y\  les  trois  integrates 

r.x-'V/ff,  fy''d<r,  fv'y'dd, 

c'  t,'  %) 

et  posons 

(347)  a^  (T  =  j  y'^dfi ,        a^^  cr  =  j  x'V/d ,        ^xy^  =  j  ^'v'^^^- 

Les  equations  (546)  et  (545)  donnent 

A*  =  a  ^  sin^a  —  2a  ,.  sin  a  cos  a  -h  «„„  cos*« , 
(r>48)     (        x'  =  flj,^  cos*a  -f-  2a^y  sin  a  cos  a  -H  flr^^  8in*«  , 

0  =  a^^  sin  a  cos  « -+-  a^  (sin'a  —  cos'a)  —  a    sin  a  cos  a. 

II  restc,  au  moyen  de  ces  trois  equations,  a  calculer  la  position  des 
axes  principaux,  ou  Tangle  a,  ct  les  grandeurs  des  rayons  d'inertie 
X,  X.  On  peut  r6soudre  ces  Equations  par  deux  moyens  differents. 

Celui  qui  se  presoiite  Ic  plus  nalurellemcnt  coiisiste  a  determiner 
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Tangle  2  au  moyeu  de  la  derniere  equation  qui  peul  se  mettre  sousb 
forme 

2  sin  a  cos  a  2a  . 


(3i9)  — ,j ^--  =  lang  '1%  = 


cos*« — sin*a  °  a  ^ — a  ^ 

cela  donne,  pour  Tangle  2  a,  deux  valeure  qui  different  entre  elles  de 
deux  angles  droits.' Deces  deux  valeurs,  il  y  en  a  una  qui  salibtaii 
aux  equations 

(349  a)    siQ!2st=-- ^"""-^  .;  cos2«=  , ^•^T^,^_^      - 

'  Jia    — a    )*-t-4a*  v(a    — a    )*H-4a- 

Si  nous  prenons  cette  valeur,  et  si,  au  moyen  des  formules 

l-|-ros2a  .  ,        i — cos2a        .  sinl2« 

COb-a  -^ ,         sm-a  i:^  -^ ,       SHI «  COS  a  =  — -^r — » 

nous  introduisons  dans  les  expressions  dexet  de  X  les  valeurs  de  siu  i 
et  de  cos  «,  nous  obtenons  : 

1 


> :  =  r>  («..  4-  a^^  -  v/(a^  -  a^ J*  -f-  4a  J, ) , 
(550)    \  J 

**  =  2  («xx  ^  «,,  H-  V{«y,  -  «x J*  -H  ^«J, )  • 

L'nutre  methode,  plus  elegante,  consiste  en  ceci  :  multiplions  U 
premiere  des  equations  (548)  par  sin  a,  la  troisicme  par  cos  a;  puis  b 
premiere  par  cos  a  et  la  troisieme  par  —  sin  a ;  ensuite,  raultiplion> 
la  seconde  par  cos  a  et  la  troisieme  par  sin  a,  puis  la  secondc  par  sin  2 
et  la  troisieme  par  —  cos  a ;  et  additionnons  chaque  fois  les  deui 
equations  obtenues,  nous  aurons 

(a^^ —  A*j  sin  a — a^,^  cos  a  =  0  ,         [a^^ — x')  cosot-h  «jy  sin  «  =  0. 
—  fl^^  sin  a  -f  (r/^^^^  —  A-j  cos  a  =  0 ,         a^^  cos  a  -H  (fly^  —  x*j  sin  «  =  0. 

Eliminons  Tangle  a  de  Chacun  de  ccs  deux  systferacs,   en  egalani 

entre  ellcs  les  deux  valeurs  que  chacun  donne  pour ,   nous  oble- 

'^       cos  a 

nons  pour  y.'  et  pour  V  une  memo  equation  du  second  degre,  qui.  <^ 

representant  par  z  Tune  ou  Tautre  de  ccs  quantilcs  inconnuesy  estti^ 

la  forme 

et  dont  la  solution  est 

;  X-  )       t  :  , . , 
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Comme  exemple,  je  traiterai  le  cas  d*un  parallelogramrAe  dont  I'un 
des  c6t6s,  de  longueur  n,  est  parallde  a  l*axe  dcs  y\  ct  dont  l*auire, 
de  longueur  m,  fait  avec  le  premier  un  angle  y*  Prenons,  pour  un 


point  M,  deux  coordonnees  obliques  r,  /?,  parall61es  aux  c6t6s  n,  m 
du  parall^logramme,  et  posons  en  consequence,  pour  les  coordonn6es 
rectangles  du  mSme  point  : 

^r'^ssiny 

y'  =  r4-«cosY. 

Consid^rons,  comme  616ment  de  la  surface,  un  petit  parall^lo- 
gramme  dont  les  cotes  sont  dr  et  ds,  et  dont  la  superficie  est  drds  siny^ 
nous  aurons: 

<j=mn  siny; 


m  n 


a_mnsm 


/  "2        r         2 

in  Y  =   /  /  (r  -h  «  cos  y)'  drd»  sin  y, 


r=-_        ,=-- 
m  n 


^y  ^'^  S*" 


iny=    I  /      (»siny)*(frrfssiny, 

J     m     J     n 


t  2 

m  n 

'2 


a^,  mn  sm 


iny=    /  /    .  «sinT(r4-«cosy)rfr(f«siny; 


m 

t  t 


on  bien,  apr^s  avoir  efie^tuS  les  integrations  : 


XX 


m'  4-  n*  cos*r       _    «*  sin*  y       _  n'  sin  y  cos  y 


12 


'     ^y 


12 


a    = 


12 


Par  consequent,  les  equations  (349  a)  donnent,  pour  la  position  des 
axes  principaux : 


cos2ot= 


m'-4-n»co8  2y 


\/m*  -+-  n*  -|-  tm^n^  cos  2y 


sin  2a  =  — 


n'sin2y 


Vm*-hn*-h2m*n*cos2y' 


et  les  equations  (350)  donnent,  pour  les  carres  des  rayons  d'inertie 
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principaux : 

X'  ^  ^  J  m*  H-  w'  —  )Jm>  +  n*  -h  ^Imhi*  cos  Sy  ( , 

X*  =  ^  I  m'-hn«-|-V^m*-|-n*-f-2m*n*cos2T    • 

On  a  d^ja  dit,  §  50,  que  si,  dans  la  section  transversale,  il  existe 
un  axe  de  sym6lric,  cet  axe  est  en  ni6me  femps  un  axe  principal  d'i- 
nertie.  Alors,  le  systfeme  de  coorJonn6es  x^  y  est  connu  tout  d'abord, 
et  il  ne  reste  a  calculer  que  les  integrates  : 


>V 


=   /  .tV/t  ,  Y*<r=  j   y^dtr. 


Pour  faire  ce  calcul,  on  pent  imaginer  la  surface  divisde  en  bandes 
d*abord  parall^ies  h  Taxe  des  x  et  de  largeur  dy,  puis  parall^les  a 
Taxe  des  y  et  de  largeur  dx.  Dans  le  premier  cas,  si  Ton  pose  ds  = 
dxdy,  et  si  Ton  int^gre  tout  le  long  d*une  bande  paraU61e  aux  xel 
donl  les  exlr6mil6s  ont  les  coordonntes  x^,  x^,  on  trouve  : 


rint^gration  devant  6tre  itenduc,  dans  la  direction  de  Taxe  des  y.  a 
toutes  les  bandes  qui  composent  la  section  transversale ;  x^  ct  jt,  doi* 
vent  etre  cxprim^s  en  fonclions  de  t/,  au  moyen  de  P^quation  de  la 
courbc  de  contour. 

Si  au  contraire  on  consid^re  les  bandes  paralleles  a  Taxe  des  y,  et  si 
Ton  int^gre  d'abord  dans  T^tendue  d'une  de  ces  bandes,  il  vient : 


^^^=  J  ^^{yi—yo)dr,,        x«(7=r  I 


'Ul  —  Ul 


dr. 


On  devra  alors  expriiner  les  coordonn^es  extremes,  j/o,  y^  de  chaquo 
bande,  en  fonction  de  x,  par  le  moyen  de  I'^quation  de  la  courbe  de 
contour,  et  integrer  par  rapport  k  x  sur  toutes  les  bandes  en  lesquel- 
les  la  section  a  ^te  d6compos6e. 

Si  la  section  transversale  est  un  rectangle  dont  lescdt^s  sont  a  et  i. 

on  a,  dans  le  premier  mode  de  decomposition,  x^= — a:^=  jc,  et  b 
limites  d'integration  pour  1/  sont  —  ^  et  w;  de  sorte  que 
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12'  *  ~i''Z' 

Si  la  periph6rie  de  la  section  transversale  est  une  ellipse  dont  a  et  6 
sonl  les  demi-axes  principaux,  et  qui  peut  6lre  representee  par  les 
Equations 

.r  =r  a  cos  ^ ,  y  =  &  sin  © , 

on  a 

Xi  =  —  Xq  =  a  cos  <f  f  dy  =  b  cos  y  df  ; 

ct  les  limites  de  9  pour  les  bandes  extremes  paralleles  h  Taxe  des  x 
sont  —  H  ^t  +•  9 ;  par  consequent, 

)«ff  =  -=-    /        cos*^(p  =  ff  -  - ,  x'c  =  2afr^    /        sin*»  cos*flpaf  =  n  -j- , 


2 

etcomine  a=za6, 


Enfin,  la  position  des  axes  principaux  devient  n^cessairement  ind^" 
terminte  lorsque  Ton  a,  en  mdme  temps  o    =:0,  et  a^=a    .  Car 

alors,  tang  2a  prend  la  forme  -x.  Dans  ce  cas,  on.trouve,  d'aprfis  (348), 

de  sorte  qu'un  axe  quelconque  peut  6tre  pris  pour  axe  principal,  ct 
donne  toujours  le  mSme  moment  d'inertie.  Tons  les  moments  d*iner- 
tie  sont  done  Sgaux.  de  quelque  mani^re  qu'on  choisisso  Taxe;  il 
suifit  alors  de  calculer  une  seule  integrate. 

Cela  se  presente  toujours  lorsque,  par  excmple,  la  section  transver- 
sale a  deux  axes  de  sym6trie  qui  ne  sont  pas  perpendiculaires  Tun  sur 
I'autre.  Chacun  de  ces  deux  axes  peut  dvidemment  eire  considers  comme 
un  axe  principal ;  ce  qui  conduit  a  deux  sys(6mes  differents  d-axes 

(*)  On  a  donn^  §  31,  &  une  petite  note  ('*)  de  la  page  207,  un  nioyen  bien  plus  simple  et 
tout  £16inentaire  d*obtenir  ces  expressions  des  moments  d'inertie  et  des  rayons  de  gyration 
d'une  ellipse. 
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principaux,  qui  ne  peuvent  coexister  qu'autant  qu'il  y  en  a  un  nombre 
infini,  c*est-a-dire  que  si  un  axe  quelconque  peul  6tre  pris  comma  un 
axe  principal. 

Un  polygene  r6gulier  est  un  exemple  de  ce  cas  parliculier.  L'inte- 
grale  a  calculer  se  trouve  alors  f r6s  faciiement  de  la  mani^re  suivante. 
Puisque  X*  =  x*,  on  a  aussi 

X«<r  =  xV=:   f  x*dfT=  C  y*(h=^  f  {x* -h  y*)  dir ; 

et  comme  (a:*  -h  j/')  est  le  carr6  de  la  distance  de  dor  au  centre  de  gra- 
vity/cettc  derni^re  int^grale  ne  conserve  plus  aucune  trace  du  choii 
accidentel  du  sysleme  de  coordonn6cs.  Si  alors  on  imagine  qu'elle  soil 
divis^e  en  2n  parfies  dont  chacune  s'^tendrait  sur  toute  la  superficle 
d'un  triangle  rectangle  ayant  son  sommel  au  centre,  et  pour  base  la 
moitie  d'un  des  cdtes  du  polygene,  chacune  de  ces  2n  parties  aura  ne- 
cessairement  la  m&itie  valeur.  Si  done  on  limite  Tint^gration  a  la  sur- 
face de  Tun  de  ces  triangles,  on  aura 

A*<j  =  n  j  {x'^-hy^)d(r. 

Pour  calculer  cetle  int^grale  relative  k  un  seul  triangle  rectangle, 
plaQons  le  syst^me  de  coordonn^es  de  mani^re  que  I'origine  restant  au 
centre  du  polygone.  Tun  des  x  coincide  avec  son  apoth^me,  perpen- 
diculaire  au  cdt6  choisi.  Si  nous  decomposons  la  surface  du  triangle 

rectangle  en  bandes  de  largeur  dx,  et  si  nous  remarquons  que  -  est 

Tangle  a  Torigine  des  coordonnees,  la  longueur  d'une  bande  siluee  a 

une  distance  x  de  cetle  origine  sera  y^=xiSing-^  et  rint^gration,  le 

long  de  cette  bande,  donnera  d*abord 

Si  raainfenant  a  est  le  c6t6  du  polygene,  le  cdt6  de  Tangle  droil 
du  triangle,  oppose  k  Torigine,  est^,  et  Tautre  est ^  col-;  il  faul 

Jd  A  ft 

done  encore  integrer  par  rapport  k  a:  de  0  4  ^  cot  - ,  et  Ton  trouve , 
par  consequent, 

/(.r.+,.M.=  (tang^  +  *  tang^^)  ll^  =  jl  (coP  f  +  *  co.  :) : 
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et  enfin : 


a}     .  w 


D'un  autre  c6l6,  la  surface  du  triangle  est  -^  cot  -;  et  par  suite,  la 

surface  totale  du  polygone  est 

no}     ^  IT 
<r  =  -T-  cot  - ; 
4         n 

d'ou 

X«=  jt;  f  col'  I  -4-  ;;  j,  ce  qu'il  fallait  trouver. 

Je  vais  maintenant  donner  le  d^veloppement  d'une  formule  qui 
permct  de  trouver  le  moment  dMnertie  d'une  section  transversale, 
compos6e  de  plusieurs  parties,  d'apr^s  les  moments  d*inertie  de  cha- 
cune  de  ces  parties. 

Ainsi  qu'on  I'a  vii,  toute  la  determination  de  x  et  X  repose  sur  la 
connaissance  des  trois  integrates 

a^^tr— j  y^dfT,         a^<r  =z  J  x^d(r .         a^^  =  J  ^dtr; 

oil  X  cty  sont  les  coordonn^es  par  rapport  k  des  axes  rectangulaires 
quelconques  menis  par  le  centre  de  gravity. 

Supposons  maintenant  que  la  section  transversale  se  compose  d'un 
certain  nombre  de  parties  isoltes  dont  les  centres  de  gravity  ont,  par 
rapport  a  ces  axes,  les  coordonn6es 


«i>  Pi  5  «!»  Pi ; 


Par  chacun  de  ces  centres  de  gravity  menons  des  axes  x^,  y^; 
x^^  y^; parall6tes  aux  axes  x^  y,  et  rapportons  chacun  des  ele- 
ments dffi  de  la  premiere  parlie  aux  axes  x^  t/^  et,  de  m6mc,  chacun 
des  elements  da^  de  la  seconde  partie  aux  axes  rr,,  t/,,  et  ainsi  de 
suite;  nous  aurons,  dans  la  premiere  partie  : 

dans  la  seconde : 

etc.  Si  done  nous  calculons  chacune  des  integrates  precedentes  succes- 
sivement  pour  chacune  des  parties  dont  se  compose  la  section  trans- 
versale, nous  aurons  : 
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fi/dfr=  r(y,+p,)'d<r,+   r(y,-f-p,)'rf<r,+  .  .  . 


+  2J  ^ijyid^i-h^,jy,d<r,-h 


=:    /  x\d9^  ■+-    I  x\d<r^ ■+-    ...    -ha'    /  ^'o'l 4- aj    /  /f <r, -4-  .  .  . 

4-2  I  a,    /  Xjif (jTj -f- Of,    /  j:,r/(7,-f- | ; 

\xydfT  =  j(x^'Jr^i){yi-¥'^i)d9,^    ij  (x^'hait)(yt'^^ifdfr^'-^  .  .  .  • 
=   /^iyAj4-    I  oc^ida^-\-  .  .  .  4-«iPi    /  rf<ri4-«i?i    I  dtr^-h  • 
4-«i    /yAi"'~«i    I  ytdvfh  -..-HiSi  I  x^dv^'hh  j  x^^^-r  ^    • 

Les  int6grales  /dcp  /rf<y,, ne  sont  autre  chose  que  les  surfac4^ 

9i,  c„ de  chacune  des  parties  isol6es  de  la  section.  On  sail  aussique 

J  ^id^i  fyid<fi 

I  dfr^  I  d(Ti 

sont  les  coordonn6es  du  centre  de  gravity  de  la  prcmi&re  partiey  cal- 
culus par  rapport  aux  axes  Xy  y;  ei  comme  ceux-ci  passent  par  le 
centre  de  gravity,  ces  coordonn^es  sont  n^cessairernent  nuUes,  el  par 
consequent  les  num^rateurs  de  ces  compressions  doivent  s^ivanouir. 
On  a  de  m£me 


j  V<^t  =  0 ,  fy/h^  =  0  , 

et  ainsi  de  suile.  Enfm  les  int&grales 

j  x\d(T^ ,  I  x^y^dis^ ,  J  yjrfa, , 

ont,  pour  la  premiere  partie  de  la  section,  la  mfime  signification  quf 
^if/*  ^yx^'  ^xx'  P^^^  ^^  section  transversale  enti6re.  Dfeignons-les 
done  par  a'^^Q^,  a'^a^,  a^fs^\  disignons  demfiraepar  a^y^a,,  a'^n^,  a\z, 
les  intigralcs  analogues  pour  la  secondc  partie,  et  ainsi  de  suile.  L^ 
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Equations  pr6c£dentes  prandront  alors  la  forme  : 

''«»=«>i-i-«>j+ + «!»! -f- «J',  +  •  •  •  . 


•      ♦ 


•      •      • 


Le  calcul  des  a.  a.  a_  pour  la  section  Iransversale  enlifire  sc 

trouvc  done  ramen6  an  ealcul  des  grandeurs  correspondantes  pour 
chacune  des  parties  de  la  section  transversale,  et  a  la  determination 
de  son  cenlre  de  gravity  (*). 

Ces  formules  se  simplifient  notablement  si  tons  les  centres  de  gra- 
vity des  diverses  parties  se  trouvcnt  sur  une  mdme  ligne  droite,  qui 
soit  en  mfime  temps  un  axe  principal  de  chacune  de  ces  parties.  Cettc 
droite  est  alors  aussi  un  axe  principal  de  la  section  transversale  en- 
tiere.  Si  nous  la  prenons  pour  axe  des  x,  tons  les  a    disparaissent, 

ainsi  que  les  P ;  les  a^^  deviennent  6gaux  aux  x*  correspondants,  et  les 

a„, .  aux  x«.  Nous  avons  alors 

Les  formules  qui  precedent  sont  encore  applicables  au  cas  qu  cer- 
taines  parties  de  la  section  seraient  decouples  dans  d'autres  plus 
grandes ;  il  faut  seulement  alors  prendre  les  parties  retranch^es  avec 
un  signe  n^gatif. 

Je  vais  en  faire  Tapplication  au  cas  particulier  d'un  corps  creux, 
dont  la  section  transversale  est  limit^c  par  deux  courbes  sembiables 
et  semblablement  plac^es,  avec  leur  centre  de  gravity  commun. 

Composons  la  surface  transversale  au  moycn  de  deux  parties,  dont 
Tune  soit  la  surface  iotale  pleine,  et  I'autre  la  partie  coiTCspondant 


(*)  On  peut  voir  aux  §§  1  cl  6  de  la  note  du  n*  82,  page  48,  de  T^dition  de  Navicr  de  1864, 
quelquea  thtor^mes  propres  k  faciliter  le  calcul  des  moments  d'inertie  de  figures  polygonales 

(pielconques :  la  formule  1  =  9  — g —  du  moment  d'inertie  d'un  trapeze  autour  d'un  de 

ses  deux  c6t68  non  paralliles  sera  surtout  utile,  or  6tant  Taire;  A',  A'  les  distances,  h  ce  cdtd, 
des  deux  angles  qui  ne  s'y  trouvent  pas,  et  par  consequent  les  longueurs  des  deux  cbxin 
parall^les  s'ils  sont  perpendiculaires  k  celui-ci.  Toute  figure  peut,  en  elTet,  £tre  ramente  k 
une  somme  algdbrique  de  pareils  trapezes. 
Au  g  11  de  la  note  du  n*  85,  pages  61,  62  du  m^me  li?re,  on  trouve  des  th^orimes  pour 

faciliter  le  calcul  des  fxydv  des  mdmes  figures  polygonales  quelconques. 

Au  §  4  de  la  note  de  son  n*  85,  se  trouvent  deux  mani6res,  conseilltes  Tune  par  Poncelet, 
Tantre  par  B^langer,  k  pr^^rer  suivant  les  circonstances,  de  calculer,  par  la  formule  de 
quadrature  approximative  de  Simpson,  le  moment  d^inertie  d*une  figure  curviligne. 
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au  creux.  Puisque  les  centres  de  gravite  des  deux  parties  coincidenK 
les  a  s'evanouissent ;  ctsi^^  d,  sont  Ics  surfaces,  \^  x^;  \,  \  les  rayons 
d'inertie  des  deux  parties,  on  a,  d*apr6s  ce  qui  pricide,  pour  la  sec- 
tion transversale  enti^re  : 

^         It         11*  11         i   if 

et,  comme  ^Tidemment  *j=«t^  — ij. 


^i!©'-  —  ^!<r.  xrc,  —  xro" 


^i_.i_l L^^  ^1 


(J| (7j  0-1 fT, 


Comparons  ces  rayons  d'inertie  a  ceux  d'une  section  transversale 
de  m£me  forme,  mats  enti^rement  pleine  et  de  m6me  superficie  que 
celle  de  ia  section  donn6e,  c'est-k-dire  appartenant  k  une  tige  pleine 
de  m6me  poids.  Si  nous  appliquons  Tindice  0  aux  grandeurs  corres^ 
pondantes  a  cette  section  pleine,  nous  aurons  tout  d'abord 


(X,. 


Si  nous  admettons  que  chaque  ligne  de  la  section  enti&re  <x^  soil,  a 
la  ligne  correspondante  de  la  section  pleine  a^y  dans  le  rapport  de 
1  &  m :  et  que  de  m6me,  chaque  ligne  de  la  section  c,  soil,  k  la  ligne 
correspondante  ou  homologue  de  la  section  a^  dans  le  rapport  de  1  a  n, 
nous  aurons  aussi 

x,=itx^; 


>,— m>o» 

Xj — mx^. 

X, — nX^, 

<T,      m*<ro , 

c,  —  n*(TQ 

par  consequent. 

et  les  formules  qui  donnent  les  valeurs  de  X*  et  de  x*,  deviennent 

5i«=XJ(m«+n«),  x«=xJ(m*-4-n«), 

=  XJ(2m»  — 1),    •  =xj(2m«  — 1). 

Rappelons-nous  maintenant  que  la  force  de  resistance  de  la  tige 

est  proportionnelle  au  rapport -r- ;  et  que  A,  distance  a  I'axe  de  flexion 

de  la  fibre  qui  en  est  la  plus  eioign^e,  est  6videniment  ^gal  k  mA^,  Nous 
pourrons  6crire 


X«  _  XJ  /     ^  1  \ 
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Par  consequents  la  force  de  resistance  de  la  tige  creuse  est  a  celle 

de  la  tige  pleine  dans  le  rapport  de  I  dl  2m j  si  les  dimensions 

du  contour  ext&rieur  de  la  section  creuse  sont  a  celles  du  contour 
exterieur  de  la  section  pleine  dans  le  rapport  de  i  ii  m. 
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Lcs  ibrmules  du  §  84  permeilent  de  trailer  le  cas  ou  la  tige  doit 
supporter  non  seulement  des  forces  reparties  sur  toiite  sa  longueur; 
muis  aussi  des  forces  isolees  appliquees  en  des  points  quelconques. 
On  pent  considerer  celles-ci  coramc  des  forces  r6parlies  uniform6ment, 
d'une  intensity  tr^s  grande,  sur  de  tres  petites  parties  de  la  tige,  et 
nuUe  parlout  ailleurs.  Ces  forces  isol^cs  se  transformcnt  ainsi  en  for- 
ces continues,  et  les  formules  du  §  84  donnent  facilemcnt  les  flexions 
qu'elles  produisent. 

line  m^thode,  plus  naturelle  pcut-^tre,  consiste  k  imaginer  d'abord 
la  tige  d^composee  en  un  certain  nombre  de  parties  dont  les  jonctions 
setrouvent  aux  points  d^applii^ation  des  forces  isolees  (*).  On  a  alors 
a  itabiir,  pour  chacune,  une  equation  part!culi&re  d'^quilibre  de  rota- 
lion;  et  ces  Equations  diff^reront  de  furme,  en  ce  que  le  moment 

d*u 
EoX'  -7^  des  resistances  61asliques,  a  travers  une  section  quelconque  a 

de  Tunc  d'elles^  devra  6tre  egale  a  la  somme  des  moments  des  forces 
ext6rieures,  tant  Isoldes  que  continues,  s^exergant  sur  toute  la  tige* 
entre  cette  section  et  Tune  de  ses  extremit^s,  par  cxemple  la  deuxi^me; 
sans  y  faire  entrer  celles  qui  agissent  depuis  la  premiere  extr6mit6 
:•  =  0,  jusqu'k  cette  mfime  section  a  dont  on  s'occupc. 

• 

(*)  C*est  cette  seconde  m^thode  que  Kavier  a  enseign^e  et  employee,  en  posant,  comme 
va  faire  Clebsch,  la  double  condition  de raccordement  des  parties  aux  points  d'application  des 
iorces  isoltes.  (R^umd  des  lecon»  sur  I'application  de  la  m^nique,  n"  276,  p.  186  de  I'^di- 
tion  de  1826,  et  n*  362.  p.  231,  de  ceile  de  1855.)  On  pent  voir  au  n*  525,  p.  658  de  la  M^- 
liique  de  Poisson,  1855,  combien  cette  mothode  est  plus  simple  que  celle  qui  consiste  h 
trailer,  comme  il  le  fait,  une  force  isolte  comme  si  c'etait  une  force  r^partie  sur  un  petit 
cspace,  en  repr^sentant  la  loi  de  repartition  des  force^  sur  toute  la  pi^ce  par  une  fonction 
discontinue  exprimte  en  s^rle  transcendante. 

Cette  mothode  de  Navier  est  rigoureuse.  l\  n*y  a  d'erron^,  dans  les  mdmes  parties  de  son 
livre,  que  ce  qu'il  avance  sans  calcul,  au  n*  282  (1826),  ou  565  (1835),  h  savoir  que  le  point 
oil  la  pi6ce  horiionlale  tend  k  se  rompre  est  toujours  situe  dans  la  verticale  du  centre  de 
gravity  des  poids  dont  elle  est  charg^e;  car,  ainsi  que  nous  I'avons  observ6  en  1838,  le 
point  de  plus  grande  courbure  est  toujours  un  de  ceux  d*application  des  forces  supposes 
toutes  isolees. 
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Appelons  z  I'abscisse  de  celte  section  c,  a  quelque  partie  qu'elle  appar* 
tienne,  et,  la  tige  6tant  toujours  supposee  horizontale,  designoas 
par 

Wl»    w,,   1*5, I/., 

les  deplacements  verlicaux  qui  auront  lieu  dans  ses  diflerentes  par- 
ties; et 

les  forces  isol^es,  supposees  \erticales;  enfin 

les  distances  dcs  points  d'application  dc  ces  forces  a  I'extremite  2=0, 
en  sorte  que 

soient  les  longueurs  des  diverses  parties  de  la  tige  de  longueur  /, 
s6parees  par  ces  points  d*application.  EnGn,  designons  par 

M 

le  moment,  autour  de  Taxe  horizontal  d'inertic  de  la  seclion  c,  de^ 
seules  forces  conlinuement  reparlies,  agissant  depuis  celte  section  ju>- 
qu'ii  Textremit^  2=/;  moment  qui  est,  d'un  bout  a  Tautre,  unefonc- 
tion  de  2.  Nous  pourrons  poser  respeclivement,  pour  les  points  d& 
parties  l^,  /,,...  /,  : 

(551) 


E(rX«'|^'?  =  M4-  P,  (A -+-/,+  . ..-+-/.-- 

L'intcgralion  de  chacune  de  ces  Equations  amdnc  deux  coaslanto 
arbitraires,  pour  la  determination  desquelles  on  a  les  conditions  exit'* 
rieures  auxquelles  sont  soumises  les  extr^mit^s  posecs  ou  encJ^' 
trees,  etc.  de  la  tige  totale.  Mais  on  a,  avant  tout,  cette  condilion,  que 
la  tige  I  este  continue,  c'est-a-dire  qu'en  chaque  point  de  separation  do 
bcs  parlies  I  Ics  deplacements  u  et  les  angles  des  tangenlcs  avcc  laiC 
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des  Zy  mesur^s  sur  les  deux  parties  cons^cutives,  aient  la  in^me  valeur. 
On  aura  ainsi  : 

,  .         flu.      du. 

pour     z  =  l,,  u,  =  u^        et         -^=^, 


«     • 


Eu  6gard  a  ces  conditions,  les  int^grales  premieres  des  equations 
(551)  se  prcsentent,  a  6tant  une  constante,  sous  la  forme  : 


dz 

p.(/.+/.- 

2E5A' 

dn^ 
d% 

P.(/.+/.- 

■zY 

du. 

r^tidz 

Jo  E^«"^*' 
2E(7X*  '  JoE^ 


■f 


r-Mdz 

dz  !2E(TA«  VoE(xX«"^*- 

On  voit  que  la  condition  consistant  en  ce  que  pour  2=/^  on  ait 
-77  =  -p»  que,  pour  2=/^  +  /,,  on  ait  -^  ^  -j-y  etc.,  se  trouve  sa- 

lisfaite  si  seulenient  la  constante  d'int^gration  a  est  prise  partout  la 
ni6me  ('*').  Une  nouvelle  integration  donnerd  de  la  mdme  inaniSre  : 

(353  a) 

_p,(i,-z}\  p,(h+u-z)\    .PHi/tH-h-^-f/.-sr'.  r  r^dzdz^  ^^ 


OEerX^ 


n   E~I^  ^^^*  ^^^''^^  ^*  ^"®  fonction  de  3  qui  Tarie  continuement  dans  toute 

r^tendue  de  la  pi^ce  et  qui  a,  par  cons^uent,  la  m^me  Taleur  dans  deux  de  ses  parties 
contiguSs,  k  Tendroit  de  leur  jonction.  La  constante  appel^e  «  n'est  pas  celle  qui  eAt  M  h 

ajouter  k  Tlnt^grale   I  ^~Ts  seule;  c'est  la  somme  de  celles  k  ajouter  pour  avoir  ^  k  tous  les 

termes  resultant  des  integrates  cffectute.  Cettc  constante  aurait  eu  une  valeur  diffdrente 

si  I'int^grale  de  g-r^,  au  lieu  d*61re  prise  entre  les  limitcsO  et  s,  Tavait  ^td  entreleslimites 

s  et  /|  -f  /,  -|-  . . . .  +  /„^  ou  agissent  les  forces  r^parties  dont  les  moments  individuels  autour 

d'uii  axe  de  0  component  le  moment  M  qui  lui  est  relatif ;  mais  elle  aurait  dil  avoir  toujours 

(Ium   dtu 
la  mi^me  valeur  dans  \e&  expressions  de  -^,  -rr^  ....  pour  les  raccordements  des  diverses 

(larties  de  la  tige.  Nous  pensons  que  ces  explications  pourront  u'dtre  pas  sans  utility  poiif 
bien  Gompi*endre  le  sens  des  I'ormules  du  teite. 
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Ici  encore,  la  condition  que,  pour  2  = /p  on  ait  u^  =ti,,  et,  pour 
2  =  /^  +/,.  t/,  =  ti3,  etc.,  est  satisfaite  si  la  conslante  dlntegralion ^ 
a  la  m6mc  valeur  dans  toutes  ces  Equations.  Les  conditions  a  remplir 
pour  que  la  tige  soit  continue  se  trouvent  done  enticrement  satisfaites^ 
et  it  rcste  seulement  a  determiner  les  deux  constantes  a,  ^,  d*apres  les 
autres  conditions  donnfes. 

Le  systcitie '  des  Aqdationd  precedentes  pent  encbr^  ^tre  employe 
lorsque  les  forces  P  ne  sont  pas  connues,  mais  qu^elles  repri^entenl 
des  ructions  produites  par  certains  points  d*appui.  A  c61e  de  ces  nou* 
velles  inconnues,  et  pour  servir  a  les  determiner,  il  se  pr^sente  de 
nouvclies  conditions  consistant  en  ce  que  la  position  des  points  ap 
puyes  se  trouve  d^terminee  a  Tavance. 

J'cxaminerai  le  cas  d'unc  tige  chargee  uniformemcnt,  posee  libre- 
ment  sur  ses  appuis  extremes,  el  support6e,  en  outre,  en  («  — 1)  points 
6galcmentdistants,  qui  diviscnt,  par  consequent,  la  longueur  dc  la  tige 
en  n  pailies  ^gales  dont  chacune  sera  d6sign6e  par  /.  Dans  ce  cas,  on 
3/4  =  /,  = =  1^  =  1;  et  nl  est  la  longueur  totale  de  la  tige.  I/?s 

pressions  sur  les  points  d'appui,  qui  sont  dgales  et  contraires  aux 
reactions  exercfees  par  ces  supports  sur  la  tige,  pourront  6lre  designee> 
par  Oj,  Q,....  Q„, et  on  aura  P^= — Qp  P,  = — 0,,  ....  etc.;  el  enfin 

si  n  d6signe  le  poids  par  unit^  de  longueur,  on  aura  aussi  : 

M=   L         n(M/ — z)(h=^        ^. ; 

Jz=z   ^  '  - 

de  sorte  que  le  syst^me  des  equalions  precedentes  devient : 

—    Midi'— 9^^—^—      Q>^-g)^     n  /n»/»3'    1?/^  ^*\ 

"*-*  ~     6EaX«    ~-         6EaX«      '^Ef,V\    4  6    '^^r       ' 


-l-«5-|-: 


w»  = 


6E(7X*    ■^E<xX«\    4  6  '^24/ 


Les  conditions  auxquelles  doivent  satisfaire  les  constantes  sonl 
maintenant  celles-ci  :  que,  pour  tons  les  points  d'appui,  la  valeur 
de  u  s'evanouisse.  Si  done  on  pose,  pour  2  =  0,  1/4=0;  pour  5='- 
ti4=ti,=0,  etc.,  on  aura  les  conditions  : 
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(552) 
4'.Q.+2».Q.+...+{n-l)».Q,=^(l.«/+p)+  (hl^^v.n+^^\  ni; 


l'.Q,+...+ 


(n-SM.=?^,2,.H«+f4i'-8-.»+|')  n,, 


^ 'Q«»=-^[(^~'W-<-P]-*-[         2 (n-l)3.n+^-^  In/ ; 

A  ces  conditions  doivent  s'en  ajouter  deux  autres  exprimant  qu'au- 
cune  courburc  ne  se  produise  aux  extr^mites  libres,  et  que,  par  conse- 
quent, -7-^  s'^vanouisse  pour  z=iO  el  pour  z  =  nl.  On  ypit  aisement 

que  la  secondede  ces  conditions  est  d^ja  remplie.  Quant  &  la  premiere, 
elle  donne 

Pour  trouver  maintenant,  au  moyen  des  Equations  (352),  (353),  Ics 
inconnues  Q^  Q,....  Q„,  on  pent  proc^der  de  la  manif^Te  suivante. 

Quel  qde  soit  le  nombre  i,ona  toujours,  identiquement,  les  quatre6ga- 
lit6s : 

(t-,-4)  — 4(n-3)  4-6(t  +  2)  —i(i+i)  +i=0, 
(i  +  4)'— 4(i+5)'+6(t+2)»— 4{t-»-«)»+i»=0, 
(i  +  4)»  — 4(/+5)»  +  6(t-|-2)»— 4(t-l-l)'-H»'=0, 
(i-f-4)»— 4(i+3)»  4-6(1 -t-2)»— 4(1 -+-i)»  +  t»=24. 

Si,  k  chacune  des  Equations  (352),  on  ajoutc  les  quatrc  qui  la  sui- 
vent  dans  le  mdmc  syst&me  (352),  multiplies  respectivement  par 
—  4,  +  6,  —  4,  +  1,  et  si  Ton  lient  compte  des  quatre  ^galit^s  ou 
identity  qu'on  vient  d'^crire,  Ton  obtient  Ic  syslime  plus  simple  : 

Qi + 4Q, -h  Q, = em , 

Q.  +  4Q,-HQt  =  6n<, 

(554)        j 
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qui,  joint  aux  quaire  dernieres  Equations  (552),  remplace  ce  systeme 
(352).  Si  nous  imaginons  que  Ton  tire  des  Equations  (354)  les^aleurs 
de  toutes  les  quantit^s  Q,  deux  d'entre  elles  resteront  n6cessaireinent 
indctermin^es,  puisque  le  nombre  de  ces  quantit6$  surpasse  de  deui 
celui  des  Equations.  En  d'autres  termes,  on  satisfait  de  la  maniere  la 
plus  generate  au  systeme  (354)  si  I'on  pent  exprimer  tous  les  Q  par 
une  formuie  contenant  deux  constantes  arbitraires.  C'est  ce  que  Ton 
fait  en  posant,  A  et  B  etant  ces  constantes,  la  formuie  : 

oixp  eiq  sont  les  deux  racines  de  T^quation  du  second  degre 

3*-4-42+l=0; 
car  si  Ton  pose 

(355)  |,«  +  4p-f-l  =  0        et       9*  4- 4? -h  1  =«, 

et  si  Ton  introduit  les  valeurs  de  Q^  dans  les  equations  (354),  elles 

sont  identiquement  satisfaites,  bien  que  les  constantes  A  et  B  resteul 
tout  k  fait  arbitraires.  De  I'^quation  du  second  degr6,  il  r^sulte : 

/)  =  — 2-hv/3»  g  =  — 2  — v^3,  M=l- 

On  a  alors  : 


(356) 


Q,=n/-hA(— 2-i-v/5)4-B(-2— v^3), 
Q,=n/^A(— 2  +  v^3)«-hB(-2  — v^)S 

Q„_i  =  n/-i-A(— 2-hv'3)'— *+B(-.2-v^j"-V 


Si  maintenant  on  prend  les  quatre  dernieres  Equations  (552) ;  et  si, 
a  la  premiere  deces  quatre  Equations,  on  ajoute  les  trois  autres  roul* 
tiplites  rcspeclivement  par  —  3,  -h  3,  —  1 ;  enfin  si,  k  la  seconde.on 
ajoute  les  deux  dernieres  multipli6es  par  —  2  et  +  I,  Ton  oblient 

(357)       {  7 

et  ces  deux  Equations,  avec  (355),  sufBsent  pour  determiner  A,  B,  U,. 

et  par  cons<iquent  pour  avoir  la  solution  complete  du  probleme.  (^^ 
abr^ge  la  resolution  de  ces  equations  en  observant  que,  par  raison  i^ 
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symStrie,  on  doit  avoir  n^ssairement : 

Qi  =  Qn-i'  Q2  =  Qii-.«»  ...  etc. 

ou,  en  gSn^ral, 

Ap»+B^»=Ap»-».-hB5f«-s 

Comme,  a  cause  des  Equations  du  second  degr6  (355),  le  produitp^ 

1 

est  kgail  k  I'unit^,  on  a  9  =  -9  et  I'^quation  pr^c^dente  ne  pout  avoir  I 

P 

lieu,  pour  une  valeur  quelconque  de  i,  qu'autant  que  Ton  aura 

Ap"  =  B. 
D'un  autre  cdt6,  on  lire  de  (357) 


ou  bien 


.n— 4    ,    i..n  — 1\    ,    n/^n  —  %   ,     i^n  — 1,         * 


ou  encore,  h  cause  des  m^mes  Equations  du  second  degr6  : 

ApS-hB/  =  -in/. 

Cette  Equation,  avec  la  pr6c£dente  Ap"  =  B,  donne  immediatement, 

1 
en  rempla^ant  d'ailleurs  9  par  -»  qui  leur  est  6gal, 

/^ 

TUj^  m    i 


B  =  -.--i^ —  A  =  — — 


2  1-hp"  2  1+p"* 

ct,  par  suife,  en  introduisant  ces  valeurs  dans  les  Equations  (556),  on 
a  pour  les  valeurs  des  pressions  ou  ructions  Q,,  Q, Q,  _i  > 

Q.=n/ri— ?— ^-Vl  o'i  P  =— 2-4-V/5. 
L        2(l-4-p")J 

La  valeur  dc  Q  n'est  pas  comprise  dans  cette  formule.  D'apres  (557) 
elle  est 


«.=n'[.i-^r3 
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La  repartition  dcs  pressions  sur  les  points  d'appui  se  trouve  dooc 
enti^remcnt  d6lermin6e.  Les  d^mi^res  equations  (552)  permeltent 
aussidecalculerlesconstantesa,^,  et  par  suite  les  deplacements »,  ce 
qui  d'ailleurs  n'a  pasici  un  bicn  grand  int^r^t. 

On  peut  encore,  au  moyen  des  monies  formules,  determiner  la 

1 

section  transversale  dangereuse,  c'cst-a-dire  celle  ou  lacourbure- 

* 

acquiert  la  plus  grande  valeur.  11  convient  seulemcnt  de  faire  obsener 
qu*il  ne  sufQt  pas,  comme  dans  le  -problftme  du  g  85,  de  considercr. 
d'une  part,  les  points  dela  tigeou  se  produit  un  veritable  maximuindc 
courbure,  et  d'unc  autre,  ceux  des  deux  extr^mites  de  la  tigc;  maisqnc 
Texamendes  grandeurs  de  la  courbure  doit  porter  aussi  sur  les  sections 
plactes  directement  au-dessus  de  chacun  des  points  d'appui,  c  esi-i- 
dire  surccUes  ou  sont  appliquees  les  pressions  Qp  Q,....  quivienoeDt 
d'etre  dfetermin6es.  U  suffit  d'avoir  appeie  sur  cette  parlicularite  I'al- 
tention  du  lecteur  (*). 
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resistance. 

On  peut  appliquer  des  considerations  analogues  lorsque  les  parlies 
successives  de  la  tige  ont  des  sections  transversales  difKrentes;  dan^ 
cecas,  les  quantites  ?  etXS  employees  dans  les  formules  du  §  precedent, 
pr^sentcnt  des  valeurs  dirft^rentes  pour  chacune  des  parties  de  la  tigc; 
cette  application  n'cstpas  absolument  rigoureuse,  mais  elle  est  jusli* 


(*)  On  sail  que  le  probl^me  de  la  flexion  et  de  la  resistance  des  poutres  droHes  cootio'J^ 
reposant  sur  un  nombre  quelconque  d'appuis,  comme  sont  g^u^ralement  les  poatre  ^ 
ponts  Hiatal  I  iques,  se  resout  maintenant  en  prenant  pour  inconnues,  non  pas  les  rtectiM^ 
de  ces  appuis,  ou  les  pressions  que  la  poutre  y  e\crce,  comme  fait  ici  Clelkscb,  mais,  d  n*:- 
tcment,  les  moments  de  flexion  sur  ccs  mCmes  appuis»  moments  dont  11  reconnalt  ii^oes^i!*- 
ct  de  toute  manidre,  de  calculer  en&uiic  les  valeurs,  parce  que  c'est  de  leur  grandear^^ 
depend  le  danger  dc  rupture.  On  salt  aussi  que  les  ^uations,  toutes  du  premier  degrf.  ^-' 
ces  momenis  se  trouvent  engages,  se  posent  au  moyen  du  tbeor^me  dit  de*  irois  sm*  *'' 
qui  ^tablitunc  relation  simple  entre  ceux  qui  ont  lieu  sur  trois  appuis  cons^catirs,eB!«t'/ 
({ue  chaque  equation  ne  contient,   comme  celles  (554),  que  trois  des  incoonues;  el  q'J'''* 
resolution  de  ces  equations  du  premier  degres*op^re  le  plus  sou  vent  par  des  artifice  d^~ 
mination  analogues  k  celui  que  Clebsch  enseignait   comme  on  voit.  Nous  ne  poo^*^^  ^' 
ce  sujet,  que  renvoyer  k  des  ouvrages  sp6ciaux,  principalement  k  la  IroiVtVmc  pariie,  ^'* 
deja  de  1865,  du  Cours  de  M6canique  appliquee  de  M.  Bresse,  oi!k  se  trouvent  pristabr*' 
iMoyens  analytiques  et  graphiques  d'obtenir  les  moments  en  tous  les  points  intennff)  -*' 
entre  ceux  d'appui,  sur  lesquels  les  6pures  font  recounaltre  que  se  trouveot  prtsquec- 
stamment  les  plus  grands  moments.  On  peut  consulter  aussi,  avec  beaucoup  de  fnuU  »' 
ouvrages  plus  reccnts,  tels  que  ceux  de  M.  Edounrd  GoUignou.  et  divi»rs  memoirrs  iflJrf^ 
surtout  aiix  Annalos  des  Ponts  et  Chaus^st^es. 
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fiee  lorsque  Ics  dif Florences  des  sections  des  parties  successives  de  la 
tige  ne  sonl  pas  tres  grandes. 

Ces  formules  peuvent  £tre  employees  avee  une  plus  grande  rigueur 
ou  approximation,  en  y  apportant  de  16g^res  modifications,  lorsqu'il  y 
a,  entre  les  forces  Isoldes,  des  charges  r^parties  et  dont  la  grandeur 
peut  m6me  varier  brusquement  d'une  portion  a  I'autre  de  la  piece  qui 
leur  est  soumise.  Les  valeurs  du  moment  tlechissant  appel^  M  (com- 
mencement du  g  84)  sont  difTerentes  pour  les  diverses  parties  de  la 
tige,  mais  comme  rien  n*est  chang6  a  la  m^thode,  il  suffit  d'avoir  indi- 
qu6  ces  probl6mes  et  la  manicre  de  les  traiter  (*). 

D*une  tige  k  sections  transversales  variant  brusquement,  on  passe 
facilement  a  une  autre  dont  la  section  varie  d'une  mani6re  continue, 
dans  des  lirniles  d'ailleurs  peu  6tendues.  Ce  cas  ne  se  trouve  pas, 
evidemment,  comprisdans  les  formules  que  nous  avons  prises  pour 
base,  mais  nous  pouvons  cependant  les  y  appliquer  avec  une  ccrtainc 
approximation,  si  les  modifications  des  sections  transversales  et  les 
grandeurs  absolues  de  ces  mftmes  sections  sont  suffisamment  petitos. 
Nous  devrons  alors,  dans  les  formules  fondamentales  (334),  (335)  du 
g  84,  consid^rer  <r  et  X  comme  des  fonclions  donn6cs  de  z-,  et,  pour  le 
rcste,  proceder  de  la  m6me  mani6re  que  nous  Tavons  fait  dans  ce  g  84. 

On  peut  aussi  dMuire  deces  considerations  une  solution  du  pro- 
bl6me  de  trouver  comment  doit  varier  la  section  transversalo  pour  que 
la  tige  puisse  6tre  regard^e  comme  egalement  r^sistante  dans  toutrs 
ses  sections,  c'est-a-dire  pour  que  la  tension  des  fibres  les  plus  ten- 
dues  ait,  h  travers  toutes,  la  m6me  valeur.  Ceprobl^mepent  6tre  r^solu 
pour  certains  syst^mes  de  forces,  tandis  que,  pour  d'autres,  il  est 
manifestement  impossible  et  n'a  m6me  aucun  sens.  Je  supposerai 
loujours  que  les  forces  agissant  sur  I'inldrieur  de  la  tige  ne  dependent 
que  de  la  coordonn^e  longitudinale  z  et  nuUement  de  leur  point  d'ap- 
plication  dans  la  section  transversale,  comme  cela  se  realise  d'ailleurs 
le  plus  souvent  avec  une  grande  approximation.  Alors  les  sommes  U 
etVdes  composantes  dqs  forces  [form.  (330)  dug  83]  agissant  par 
unit6  de  longueur  de  la  tige  a  Tendroil  ou  est  la  section  or,  prennent  la 
forme  Xtr  et  Bar,  A  et  B  ^tant  les  composantes  suivant  x,  i/,  de  cos 


(*)  Pour  que  les  formules  des  paragraphes  fT^c^dents  pussent  dire  appliqu^es  rigoureu- 
seraent  aux  tiges  compos^es  de  parties  de  dimensions  difl^rentes,  il  taudrait  que  les  force 
agissant  aux  jonctions  y  fussent  appliqu^es  et  distributes  conform^ment  aux  formules  d^ja 
ptusieurs  foia  cittes  (75  a),  du  commencement  du  §26.  Mais,  avec  un  aulre  mode  dedislri- 
bution  et  d'applicatioUp  I'erreur  ne  peut  porter  que  sur  de  tris  petites  portions  de  la  tige. 
depart  et  d'autre  des  sections  de  jonction,  et  n'affecte  i>8s  sensibtement  la  solution  obteniM, 
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m 

m6mes  forcess'exer^ant  a  rint6rteur,  rapporltes  maintenant  a  tuniti 
de  volume  de  la  matiere  de  la  tige . 

Dans  ce  probl^me,  ce  sont  les  quantitds  a  et  X  qui  sont  les  incoo- 
nues.  Comme  il  y  en  a  deux,  la  solution  n'est  pas  absolument  deter- 
minec  ;  mais  on  peut  y  ajouter  une  condition  sur  la  forme  de  la  section 
transversale.  J'admettrai  ici  que  toules  les  sections  fransversales  soieot 
des  figures  semblables  et  semblablement  plac6es,  dont  les  centres  de 
gravity  se  trouvent,  dans  Telat  primitif,  sur  une  meme  ligne  droite, 
celle  qui  est  prise  pour  axe  des  z. 

D6signons  maintenant,  pour  la  section  transversale  de  rextremite 
z  =  /,  par 

0-^,  sa  superficie; 

\y  son  rayon  d'inertie; 

h^,  la  distance,  a  Taxe  principal  y^  de  celle  des  fibres  qui  en  est  la 
plus  eloign6e.  Pour  une  autre  section  quelconque,  les  m^mes  gran- 
deurs seront  designees  par 

9,      X,      h; 
el,  a  cause  de  la  similitude  de  ces  deux  sections,  nous  aurons  : 

A*  h 

(358)  ^  =  j^^t^  A^^X^; 

sorte  que  la  grandeur  h  reste  comme  seule  variable  a  determiner 
en  fonction  de  z.  L'iqiiation  h  =  f  (2),  que  la  solution  fera  trouver, 
aura  d'ailleurs  une  signification  gfeomfitrique  tres  simple  :  elle  repre- 
sentera,  en  projection  sur  le  plan  xz,  la  courbe  form^  par  les  points 
des  sections  transversales  les  plus  61oign6s  des  axes  de  flexion  ou  aIe^ 
principaux  des  y,  c'est-a-dire  le  contour  apparent  de  la  tige. 

D'apr^sleg  85,  form.  (344  a)  p.  831,  la  plus  grande  tension,  dans  la 

Eh 

section  quelconque  <r,  peut  serepr6senter  par —  Pour  que  cette  ten- 

r 

sion  soit  la  m(ime  dans  toutes  les  sections,  il  faut  que  -  ait  partout  la 

mfime  valeur;  et  si  nous  dtsignons,  comme  a  ceg  85,  form.  (311/' 
p.  833,  et  pr6c6demment  au  §  81,  par 

cetie  valeur  de  la  plus  grande  tension  non  dangereuse,  nous  auron>: 
(358  «)  -  «  5? 


P 


E 
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1         (Pu 
Si  maintenant,  dans  cette  Equation,  nous  remplagons  -  =  -t-j- 

p  uZ 

par  sa  valeup  tirte  de  rtquation  (334),  E<jX*-j-|  =  M  et  si  nous  ex- 

primons  aussi,  par  (358),  9  et  X  en  fonction  de  A,  i'^quation  (335)  du 
commencement  du  §  84  sera 


(358*) 


^h-=U=(k%-^K(l-z)^^j^,J^Jl(^^^^ 


ou,  comme  a  cc  §  84  et  au  §  83,  formules  (330  a),  (330  6),  K  est  la 
composante  totale,  suivant  Xy  des  forces  qui  agissent  sur  la  section 
extreme  z=l ;  (A^)^  est  le  moment  total  de  ces  m6mes  forces  autour  de 
toute  parall^le  aux  y,  et  A.est  la  composante,  paralleic  aux  or,  des  for- 
ces agissant  sur  Tunit^  de  longueur  de  la  tige,  au  point  dont  z  est 
Tabscisse. 

Pour  obtenir  et  developper  la  valeur  de  h  capable  de  satisfaire  cette 
Equation,  je  difT^rentie  d'abord,  ce  qui  donne 


m         !!-i.3»4^=-K_^/>* 


et,  en  posant,  dans  la  m6me  Equation  (358  6),  z==/,  j'obliens  la  con- 
dition limite 

(360)  n!r=^^V 

Si  le  moment  de  rotation  A'  est  donn£,  cette  Equation  fournit  le 
moyen  de  determiner  la  grandeur  de  la  demiSre  section  transversale. 
En  effet,  puisque,  par  hypothec,  la  forme  de  cette  section  est  donnte, 

les  grandeurs  1^ '  ir^  onl  des  valeurs  num6riques  connues;  et  alors, 

Tequation  pr6c6dente  donne 

ou  tout  est  connu  dans  le  second  membre. 
En  faisant  z:=l  dans  TSquation  (359),  on  trouve  : 


On  en  tire  pour  la  valeur  de  la  fangente  trigonom6trique  de  Tangle 
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fornix  avec  I'axc  des  z  par  la  fangente  a  la  courbe  A  =  /*  (s)  donl  il  a 
k\k  qu^ifttion  plus  haut,  a  rextrdmit^  2  =  /, 


(561) 


v^ 


On  voit  done  que  pour  (A')^  =  0,  la  grandeur  A  s*eyanouit  el  ^- 

devient  infini^  Si  done,  a  rextr6mit6,  il  n'y  a  pas  de  moment  de  rota- 
tion, la  tige  doit,  d'apr^s  eettc  analyse,  ydevenir  arrondie^  c*est-^-dire 
se  terminer  par  une  surfaee  a  laquelle  la  ligne  des  z  est  normale.  Si, 

au  contraire,  K=:0,  -p  s'6vanouit,  et  la  tige  se  tcrmine  par  une  par- 
tie  cylindrique  ayant  des  ardtcs  parall&les  aux  z. 

Differentions  TSquation  (359);  nous  obtenons,  pour  determiner  A  en 
z,  r^quation  du  seeond  ordre 

fc?A 


d  I    dh\        K^ 


L'integration  de  eette  6quation  introduit  deux  eonstantcs  arbitraires, 
a  la  determination  desquelles  servent  les  Equations  (360)  et  (561) ;  car 
si,  eonformemcnt  aux  hypotheses,  A^  est  determine,  requation  (54t) 
exprime  la  condition  que,  pour  z  =  /,  A  devienne  egal  hh^.  II  convieal 
de  remarquer  que  requation  (362)  ne  depend  de  A^  que  d'une  maiiiere 

apparente ;  ear,  on  Ta  dit,  le  rapport  -r^  est  un  nombre  abstrait  qui 

depend  uniquement  de  la  forme  adoptee  pour  la  section  transversale. 
Supposons  que  la  pesanteur  soit  la  seule  force  agissanl  sur  la  tige ; 
alors,  A=n,  si  n  est  le  poids  de  I'unite  de  volume.  Posonst  pour 
abreger  : 

2AJA 

L'equation  (362)  de  '  it 

Elle  devient  immediatcmentintegrable  si  I'onen  mulliplie  lesdeus 
membres  par  2A*  -r- ;  et  Tintegration  donne  : 


(364)  (A«^y=:mA»  + 


C. 
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La  constanle  C  se  determine  en  faisant  z  =  /  dans  cette  Equation  ' 

■J-  ]  leurs  valeurs  donn^es  par  (560  a)  et 
(361).  On  trouve  ainsi 

dh 
C  6tant  ainsi  connu,  I'^quation  (364)  donne,  en  tirant  ^, 


(566)         ^=  r 


=+ const. 


int6grale  que  Ton  devra,  en  g^niral,  d^velopper  en  sdrie  pour  expii- 
mer  h  en  fonction  de  z. 

Le  probl^me  pent  6tre  r6solu  d'une  infinite  de  mani^res  quand 
aucune  foi'ce  n'agtt  sur  I'extr6mit6  de  la  tige.  On  pent  prendre  alors 
/i^=rO,  cc  qui,  comhie  on  Ta  diU  ne  change  pas  la  valeur  du  rapport 

r^  qui  entre  dans  Texpression  de  m.  Les  Equations  (360)  et  (361)  so 

Irouvent,  par  cette  supposition  faite  sur/i^,  identiquemcnt  satisfai- 
tes,  et  il  ne  restc  plus  aucune  •  condition  pour  determiner  la  con- 
stanle C.  On  peut  la  prendre,  par  cxeniple,  ^gale  a  zero,  et  Ton  a  alors 

J  \/mh 
ou  bien 

A=^{3+C)'. 

Puisque,  pour  s  =  /,  on  doit  avoir  A  =:  A,  =:  0,  Ton  n 

C=— / 
et  par  cons^uent 

La  courbe  cherch6e  est  done  une  parabole  dont  le  sommet  se  trouve 
a  rextr^mite  de  la  tige,  et  dont  Taxe  est  dirigd  perpendiculairement 
h  Taxe  de  celle-ci.  Mais  cette  courbe  n'est  qu'une  solution  particuli^re 
parmi  toutes  celles,  ennombre  infini,  que  renferme  T^quation  (366). 

Les  r^sultats  sont  difKrents  si  Ton  suppose  au  contraire,  qu'aucune 
force  n*agisse  sur  TintSrieur  de  la  tige ,  mais  que  rextr^mit^  z = / 
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seule  soil  soumisc  a  Taction  de  forces  quelconques.   Dans  ce  cas, 
A  =  0;  done,  d'aprfis  (562), 

(567)  A*  -T-  =  une  constante  C ; 

et,  par  une  nouvellc  integration, 

(368)  ^'nzC'j+C. 

Les  constantes  C  et  C'  se  d^terminent  en  faisant  s  =  /  dans  Ics 
dquations  (367)  et  (368),  et  mcttant  pour  {h)^^^=h^el  {^] 
leurs  valeurs  (360  a)  et  (361),  ce  qui  dqnne: 

/dh\  K      h\  h*  AJ      (A'),H-K' 

Cetle  determination  faite,  I'^quation  de  la  courbe  cherch^e  est. 
d'apris  (368) : 


/h[     //(A'),  +  K(/-») 


Lorsque  (A')^  est  aussi  6gal  h  zero,  c*est-i-dire  lorsque  la  force 
appliqu6e  k  Textr^mit^  de  la  tige  agit  perpend iculairement  sur  son 
axe,  on  a,  plus  simplement : 


parabole  cubique  dont  le  sommet  se  trouve  a  rextr^mite  de  la  tige  (*^i. 

(*)  Dans  ccUe  expression  de  A,  le  premier  facteurest  un  simple  noinbre,  coona  d  i^re 
la  forme  donnte  de  la  section.  Le  numdrateur  de  ce  que  le  second  Tacteur  oontient  sou>  tt 
radical  est  une  somme  de  deux  produits  de  forces  par  des  lignes,  et  le  d^oominateur  R    force 

par  units  superficielle,  est  le  quotient  d'une  force  par  le  carrS  d'une  ligne  :  La  lrB>ti>c 

sous  le  second  radical  revient  done  au  cube  d'une  ligne,  ce  qu'il  (apt  pour  que  rexpre^^M-* 

A  =  . . .  soil  homog^ne.   Un  facteur  3  qui,  par  erreur,  aflccie  hg*  daus  Ic  livre  de  CId><)r^, 

a  M  efl'acS. 

('*)  Au  lieu  de  prendre  toutes  les  sections  semblables,  comme  fait  Clebsch,  oo  suppo^ 

plus  ordinairement,  dans  les  problimes,  des  formes  de  solides  ft/gale  r^xiHanees  i  moI"^ 

rectangle,  que  Tun  des  cdt^  de  la  section,  sa  hate  faabituellement  horixoDtale,  resie  coosubip; 

et  Ton  se  propose  de  determiner  la  loi  des  grandeurs  de  Tautre  c6t£,  ou  des  kamtrun  6t  b 

A* 
section.  Alors,  au  lieu  de  v=  r-i  ap  on  a 

•  =  *,'• 
et  A  est  la  demi-hauteur.  Tout  le  monde  coonalt  la  solution,  donn^e  d^4  par  Gtiit  ■.'■• 
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g  89.  —  Flexion  surtout  produite  par  une  trds  grande  pressioM 
ou  tractloM  [zug)  exero^e  dans  la  direction  de  Taxe  longitudinal. 
—  Force  des  colonnes. 

Revenons  aux  Equations  du  §  83  pour  examiner  les  cas  dans  les- 
quels  une  force  de  traction  (zugkraft)  ou  de  pression  tr6s  grande,  T, 
agissant  dans  la  direclion  de  I'axc  longitudinal  de  la  tige,  exige 
que  Ton  prenne  en  consideration,  malgrS  la  petitesse  des  d^place- 
ments  u^  et  i*,  le  terme  T  (u^  —  u)  de  Texpression  (330d)  page  818,  du 
moment  total  M  des  forces  autour  d'un  axe  de  la  section  a  dont  Tab- 
scisse  est  2. 

Nous  supposerons  ici  que  M  d^signe  le  moment  de  rotation  de  toutes 
les  forces,  tant  isol^es  que  r^parties  (§  87),  dirig^es  perpendiculaire- 
ment  a  Taxe  de  la  tige ;  le  moment  de  rotation  total  sera 

M  —  T(u—u), 

oil  T,  s'il  est  positif,  repr6sente  une  traction,  et  s'il  est  niigatif,  une 
pression  agissant  a  Textremit^  et  parall^lement  sur  I'axe  des  z ;  et 
oil  u^  repr^sente  le  d^placement  parall^le  aux  x  de  Textr^mit^  2  =  /. 
Dans  Tequation  de  la  flexion, 

(369)  E(rX«^=M-T(u-M), 

le  second  membre  tout  entier  n'est  plus  une  fonction  donn^e  de  z; 
c'est  seulement  M  qui  est  une  telle  fonction.  La  m^thode  de  la  varia- 
tion des  constantes  conduit  a  Tint^gration  d'une  mani&re  simple, 


iiidepeDdante  d'une  erreur  de  sa  tlitorie]  pour  le  cas  simple  d'une  pi6ce  horixoDtale  encastrte 
h  un  bout,  et  soUicitee  6  Tautre  par  un  poids ;  cas  auquel  on  ramtoe  facilement  celui  d'une 
pi<^cc  appuyte  k  ses  deux  bouts,  et  sollicit^e  par  un  poids  pos6  au  milieu.  La  coupe  Terti- 
cale  longitudinale  de  la  pi^ce  ou  de  la  demi-pito  est  une  parabole  dont  le  sommet  est  au 
point  de  suspension  du  poids,  si  elle  est  encastrte,  ou  i  chaque  appui,  si  elle  est  appuy^. 

La  hauteur  ou  ^paisseur  de  la  pito  serait  done  ztfro  t  ces  points. 

C'est  un  paradoxe  qui  a  embarrass^  plusieurs  geomitres.  J*ai  observe  en  1838  (reuilles 
lithographies  d'un  cours)  et  en  1843  (au  n'  10  d'un  m^moire  ins^rd  au  Gdmpte  rendu  du 
30  octobre,  p.  950}  qu'on  ne  le  fait  cesser  qu'en  tenant  compte  du  glissement  transversal 
des  sections  les  unes  devant  les  autres,  acconipagnant  loute  flexion  in/gale  ou  non«€ircu]aire 
sous  Taction  de  la  composante  transvcrsale  qu'on  appelle  aujourd'hui  Veffort  iranchant; 
glissement  qui,  en  se  conibinant  avec  les  dilatations  longitudinales  des  fibres,  produit  une 
dilatation  maximum  dans  une  direction  qui  leur  est  oblique  et  qui  pent  alter  ju8qu'& 
produire  le  cisaillement,  C'est,  au  i*este,  une  observation  qui  n'avait  pas  tehapp^  k  Coulomb 
et  k  Thomas  Young  (voir  le  n*  xvuide  Vhiitioriqucti  la  notedu  n*  152  de  ration  de  1864 
des  le<;ona  de  Navier). 
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comme  on  va  le  voir ;  il  faui  seulement  distinguer  Ic  cas  ou  T  est 
positif  de  celui  ou  il  est  n^gatif. 

Soil  d*abord  T  positif :  la  tige  est  soumise  k  une  force  de  traction. 
Laissons  provisoirement  de  cdt6  M ;  il  reste  T^quation 

(370)  Ea«g  =  -T(u_tt)      • 

qui  s'int^re  au  moyen  d'une  expression  de  la  forme 

(371)  ur^tt^-hA^'^  +  Be— '. 

En  introduisant  celte  expression  dans  (370),  on  trouveque  A  et  B  res- 
tent  tout  k  fait  ind^termin^s,  et  que 

Pour  prendre  maintenant  on  consideration  M  dans  T^quation  (369). 
supposons  que  Tint^grale  de  cette  Equation  soit  encore  de  la  forme 
(371) ;  alors,  naturellement,  A  et  B  ne  peuvent  plus  fitre  des  conslantos, 
mais  doivent  au  conti*aire  dire  considdrees  toutes  deux  comme  varia- 
bles. Et,  puisque  nous  introduisons  deux  inconnues  nu  lieu  d*ure, 
nous  pouvons  nous  donner  pr^alablement,  eritre  elles,  une  relalion 
quelconque.  Choisissons  cette  relation  de  mani^re  que  le  premier 
quotient  difli&rentiel  de  u.  garde  la  m6me  forme  que  si  A  el  B  itaient 
constants,  c*est-ii-dire  de  mani^re  que  les  parties  provenant  de  la 
diff^rentiafion  de  A  et  de  B  s'evanouissent  d'elles-m6mes ;  cela  nous 
donne  la  condition 

r/A^      rfB  ^^ 
az  dz 

Si,  ayant  ^gard  k  cette  relation,  nous  formons  le  second  quotient 
diffi&rentiel  de  u,  et  si  nous  Tintroduisons  dans  (369),  noas  obteiions 

M      dk   «s      d^   — B3 


v/E(t5i«T       dz  dz 

Cette  Equation,  combin6e  avec  la  pr6cMente,  nous  donne  ensuite : 

dk   ^  M  c/B   _»3  M 

e    =  — ==r- ,         T-e       — 


^«  2v/E^T'        ^«  2^Ea*r 
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et  par  integration  : 

de  sorte  que  Texpression  d66nitiYe  de  u  devient 

Cette  expression  conlient  encore  Irois  grandeurs  ind^lermintes  :  u 
et  les  constanles  d'int^-ation  A^,  B,.  On  a  im media tement  une  rola* 
tion  entre  les  deux  derni^res  en  6crivant  que  pour  z=l^u  devient  ^1 
a  Up  ce  qui  donne 

(575)  0  =  A^*'-f-a,^-^ 

Les  deux  aulres  conditions  propres  k  fournir  t<^  et  Tune  des  deux 
constantes  Aq,  B^  seront  donnics  par  la  nature  du  probliime. 

Pour  ne  trailer  qu'un  cas  simple,  j'admettrai  que  la  tige  ne  soitsou- 
mise  a  Taction  d'aucune  force  cxt^rieure  autre  que  T,  et,  par  cons^ 
quent,  que  M=0 ;  mais  qu*elle  soit  encastreea son  extn^mit^  2=:0,  et 
forcte  de  prendre  en  ce  point  une  direction  ne  faisant  avec  Taxe  des 
z  qu'un  iris  petit  angle  que  je  designe  par  e.  On  a,  en  cons^uence, 

pour  z=0^-r-=t',  fexpression g^nerale de u dcvient 

u  Z 


M=tt,4-A/'-i-B,c""; 
et,  en  faisant  2  =  0, 

0  =  tt,-+-A,  +  B^;    .=a(A^-BJ, 
Ces  deux  ^uations,  avec  (373),  d&tcrminent  les  Irois  constantes  :• 

Ao—    ,  ./  .    _«h»    ^p—        7Jn~^U[*   ^i-^z 


«1    .      — «!' 
4-^ 


ct  Texpression  g^n^rale  de  u  devienl  enfin 

,  (e''  —  e-  •')  —  [«•  ('-=»_  e-  •'  -  ='j 
11=  - '- — f J • 

Lorsque  la  tige  est  souinise  a  une  pression  P  =  —  T  daos  la  dircc- 
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tion  de  son  axe  longitudinal,  Fequation  (569)  donne  tout  d*abord,  eo 
laissant  encore  M  de  edit  : 

equation  qui  s'int&gre,  A  et  B  6tant  deux  constantes,  par  Fexpression 
(574)  tt=ii^-|-Aco8p3-|-Bsinp5. 

En  rintroduisant  dans  I'^uation  pr6cedente,  on  voit  que  A  et  B  soot 
tout  a  fait  arbitraires,  mais  que  3  doit  avoir  la  valeur  : 


(576)  p 


-yE^' 


Appliquons  maintenant  Fexpression  (574)  a  I'int^^ration  de  Inequation 
complete 

(576)  E(r>«  ^  =M+P(ii,— tt). 

En  consid^rant  A  el  B  comme  des  variables,  nous  pourrons,  ainsi 
que  dans  lecas  pr6c6dent,  introduire  une  Equation  de  condition  expri- 
maffit  que  le  premier  quotient  differentiel  de  u conserve  la  meme  forme 
que  si  A  el  B  6taient  constants.  Cela  donne 

-r  cosB«H--T-8in63=0; 
dz        '^        ax       ' 

et  rSquation  (576)  devient,  en  y  inlroduisant  Texpression  de  u  : 

dX  rfB  M 

Cette  Equation,  combin6e  avec  la  pr6c6denle,  donne  imm^diateroent  : 

dk  _       M  sin.p3  flfB  _  M  cos  pz  ^ 

et,  par  integration  : 

ri  Msinp5    ,        .  -,  r^  Mcospj   ,    ,  ^ 

J*  2v/E^X«P  J^  2\/E^5?P 

de  sorte  que  Texpression  dfefinitive  de  u  deviant : 

(377)  «=«,+A.cospa+B,8.np«+cosp,/^  __rf,«s.np,/^  ^^.h 
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Ici  encore,  u  contient  trois  grandetfrs  arbitraires,  m^,  A^,,  B,,,  et  on  a 

lie  m6me  entre  elles  une  premiere  relation  en  posant,  pour  2  =  /, 
u  =  Mj,  ce  qui  fournit : 

(378)  0 = Ao  cos  pi  -f-  Bo  sin  p/. 

* 

Les  deux  autres  relations  n6cessaires  sont  determin6es  par  les  don- 
nees  particulieres  du  pro))I6me. 

Consid^rons  de  nouveau  le  cas  simple  oil  Ton  donne  la  position  et 

la  direction  der^lement  2  =  0,  cette  direction  s*6cartant  tr6s  pen  de 

Taxe  des  2,  etou,  en  mdme  temps,  aucune  force,  autre  quclapression 

longitudinale,  n'agit  sur  la  tige,  de  sorte  que  M  et  les  termes  qui  en 

dependent  s'evanouissent.  On  a  encore,  pour  2  =  0,  e  etant  un  trfis 

du 
petit  angle,  j-=s»  et  par  consequent  on  d6duit  de  (337),  pour  2=0, 

les  conditions 

qui,  avec  (378),  donnent 

Bo=l.  Ao=— ^tangp/,  M^=ilangp/. 

P  P  P 

Introduisant  ces  valevirs  dans  Texpression  de  u,  on  la  met  sous  la 
forme  definitive  : 


(579)  M  =  ^  {  sin  p4H-  tang  p/  (1  —  cos  p2)  | 


U  est  essentiel  de  remarquer  maintenant,  que  d'apr6s  la  mani^re 
dont  elle  a  616  trouv6e,  cette  expression  n'est  eiacte  qu^en  dedans  dc 
certaines  limites.  En  effet,  comme  la  force  appliqu6e  est  une  pres* 
sion,  si  la  tige  a  une  tr^s  grande  longueur,  il  pent  evidemment  sepro- 
duire  des  flexions  finies.  Mais,  dans  ce  cas,  les  bases  sur  lesquellcs 
repose  la  solution  qui  precede  n*existent  plus,  et  il  faut  revenir  aux 
considerations  du  §  83. 

Cette  restriction  d'apr^s  laquelle^  par  consequent,  les  formules  ne 
sont  applicables  qu'aux  tiges  de  longueur  moderee,  n'est  pas  neccs- 
saire  lorsque  la  force  appliqueeest  une  traction;  mais  elle  est  essen- 
tielle  dans  le  cas  d'une  pression,  et  c'est  pour  Tavoir  negligee  que  Ton 
a  ete  amen6  aux  idees  les  plus  singulieres,  lorsqu'on  appliquait  la 
formule  ci-dessus,  ou  des  formules  semblables,  au  probiemc  dc  la 
force  des  colonnes. 

Imaginons  une  colonne  encastree  a  son  extremite  inferieure  et  pres^ 
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s6e  par  une  charge  P  a  sa  par  lie  superieure  (').  II  s'agit  de  trouper  la 
charge  pour  laquelle  commencera  la  flexion  de  cettecolonne.  Comine, 
maintenant,  elle  est  verticale  a  sa  partie  infirieure,  et  par  consequent 
conime  sa  direction  coincide  avec  celle  de  la  force  P,  si  Ton  fait,  dans 
la  formule  (579),  e=0,  on  a  aussi  u=  0.  Done,  il  ne  seproduit  aucunc 
flexion.  Celle  conclusion  n'est  cependant  certaine  que  si  le  denomina- 
teur  cos  ^/,  qui  se  trouvc  dans  le  coefficient  tang  p/du  second  tcrmc 
entre  accolades,  ne  s'^vanouit  pas  lui  m&mQ.  Car  alors  u  prend  la 

forme  ^>  et  il.peut  se  produire  une  flexion,   mfime  quelconque.  La 

colonne  pourrait  done  alors  se  maintenir  en  equilibre  sous  des  cour- 
bures  infiniment  diverses. 

Ce  r6sultat  est  si  manirestement  absurde  qu'il  pent  paraitre  eton* 
nant  que  Ton  se  soit  efforce  de  le  faire  accepter,  au  lieu  d'en  recher- 
cher  Torigine  dans  une  hypoth^se  crron^e.  11  est  cependant  bien  clair 
que  lorsque  cos  p/  devient  tr6s  petit,  et  que  u  peut,  par  consequent, 
devenir  assez  grand,  bien  que  e  soit  aussi  tr^s  petit,  les  formules,  cal- 
cuieespour  depetites  flexions ,  nesontplusapplicables.  Mais,  enmeme 
temps,  il  devient  6galement  douteux  si  c'est  bien  k  la  limite  obtenue, 

cos  p/  =0,  ou/ =^  que  la  flexion  commence  rfiellemenl  a  se  produire. 

Que  ce  resultat  soit  cependant  exact,  c'est  ce  qu'il  faut  considirer 
comme  un  heureux  hasard,  eu  6gard  au  point  de  depart  deces  raison- 
nements  peu  rigoureux. 

Comme  il  s'agit  ici  de  tiges  dorit  la  longueur  permet  des  Qexions  fi- 
nies,  il  faut  revenir  aux  formules  primitives  completes,  dans  lesquel- 

les  ~  n*a  pas  encore  6te  remplace  par  sa  valeur  approximative  -ri- 
ll n'est  plus  possible  d'inlroduire  ici  cctte  approximation  qui  repose 
sur  la  pelitesse  supposee  des  angles  que  forme,  avec  sa  direction  pri- 
mitive, Taxe  courbe  de  la  tige.  Les  formules  completes  se  trouvent 
analys6es  et  trait^es  dans  le  §  53.  On  trouvait  alors,  page  444,  pour 
la  longueur  de  tige  a  laquelle  commence  la  flexion,  et  en  rempla^nt 
TparP, 


(3'9«)  ^  =  l\/W^ 


ce  qui  coincide  6videmment  avec  notre  expi'ession  actuelle  '=37 


C)  Le  simple  appui,  centre  un  plan  solide,  de  la  base  plane  de  la  ooloniie,  fait,  daai 
certaines  limilea,  I'effet  d'un  encastrement. 
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Cost  done  en  r^alit^  h  partir  de  celte  longueur  que  commence  la 
flexion  de  lacolonne;  mais,  alors,  les  flexions  ne  sont  nuUement  ind6- 
termin6es  en  aucun  point;  elles  sont  donnees  parlesformulesdu§55. 
La  position  verticale,  sans  flexion,  est  toujours  possible  pour  la  co- 
lonne,  mais  elle  est  stable  seulcment  au-dessous  de  cette  limite;  et  elle 
devient  inslable  au  dela. 

L'equilibre  de  la  colonne  charge  depend  done  de  deux  conditions ; 
elle  ne  doitni  flichir,  ni  6tre  6eras6e  par  la  pression.  La  premiere  de 
ces  deux  conditions  s'exprime  par  la  formule 

La  seconde,  si  B^  d6signe  la  tension  ou  pression  maximum  que 
puisse  supporter  la  mati^re,  donne  TSquation 

Pa=ou<  Ro. 

Ces  deux  conditions  doivent  6tre  combinSes  pour  determiner  les  di*^ 
mensions  de  la  colonne. 

Si  la  colonne  n'est  pas  encastriea  son  extr6mit6  infi^rieure,  mais  si 
elle  peut  toumer  autour  de  cette  extr6mit6,  elle  se  placerait  ividem* 
menty  dansle  cas  d'une  petite  flexion,  demaniereque  Textr^mif^  char- 
ge flit  verticalement  au-dessus  de  I'extremite  inferieure  et  que  le  mi- 
lieu de  la  colonne  filt  dirigS  verticalement.  On  peut  alors  la  considg* 
rer  comme  composie  de  deux  colonnes  encaslr^es,  de  la  mani^re  qui 
vient  d'etre  d6crite,  et  ayant  chacune  la  moiti6  de  la  longueur  tolale. 
On  obtient  la  formule  applicable  a  ce  cas  particulier  en  rempla^ant 

dans  les  prec^dentes  /par  -  ,  c'est-i-dire  qu'on  a  la  condition 


pour  exprimer  la  limite  &  partir  de  laquelle  commence  la  flexion.  En 
r^solvant  cette  formule  par  rapport  a  P,  ontrouve,  pour  P,  une  limilc 
quatre  fois  plus  grande  que  dans  le  cas  prSc^dent ;  la  force  portante 
de  la  colonne  se  trouve  done  quadrupl^e. 


n  Ou  '<«^' 


On  expiime  le  pins  ordinairement  cette  conditioo  de  non-flexion  per 

P<Tr»-jr. 

qui,  au  lieu  de  limiter  la  lon^eur  de  la  pitee  tlite  totliciUe  deboul,  limite  sa  charge, 
suppos^e  agir  au  milieu  de  sa  base  sup^rieure. 

II  faut  faire  attention  que  rencastrement  inCgrieur,  bien  loin  de  r^duire  au  quart  la 
charge  soacepiible  d'dtre  port^  aans  flexion,  la  quadruple  au  contraire,  si  la  base  supirieure 
est  aatreinte  k  rester  exactement  au-dessus  de  la  base  inferieure,  de  maniire  que  leurs 
centres  se  correspondent  verticalement. 
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CHAPITRE  VIII 


SYST^MES  DE  TIGES  OU   BARRES 


g  80.  —  Syit^ma  de  barrel  sans  flszion. 

Dans  la  statique  des  constructions,  c'est  un  probl&me  impor- 
tant que  celui  de  determiner  les  flexions,  les  allongemeats  et  les  ten- 
sions qu'6prouvent  des  tiges  ou  barres  combinees  d'une  maniire  quel- 
conque  pour  former  un  syst^me.  Pour  plus  de  siiDpliciti,  imaginoos 
qu*aucune  force  ext6rieure  n'agisse  sur  Tint^rieur  de  ces  barres,  et 
faisons  abstraction  des  petites  flexions  produites  parleur  proprepoids, 
bienque  la  prise  en  consideration  de  ces  .petites  flexions  n'introduise 
ancune  difficult^  de  principe.  Imaginons  d'abord  un  syst^me  de  barres 
dont  la  forme  g^ometrique  soit  donn6e.  Ces  barres  scront  r^unies 
en  difT^rents  points  de  liaison  que  nous  appellerons  les  nceuds  du  sys- 
t^me.  La  figure  g^om^trique  de  tout  le  syst^me  est  ^videmment  coonue 
si  les  positions  des  noeuds  sont  d6termindes  par  leurs  coordonnees. 

Supposons  que,  le  syst^me  6tant  ainsi  constitu6,  Ton  applique  a  scs 
divers  noeuds  des  forces  quelconques.  11  s'agit  de  determiner  les  pctits 
deplacements  subis  par  les  nosuds,  et  les  tensions  qui  se  produisent 
dans  les  diverses  tiges. 

Le  cas  le  plus  simple,  dans  lequel  peut  cependant  se  diyelopper  ie 
caract^re  toutentier  du  probl6me,  est  celui*  ou  tons  les  noeuds  coinci* 
dent  avec  les  extr6mit6s  des  barres,  et  ou,  en  mfime  temps,  cbacune 
des  barres  est  parfaitement  mobile  autour  des  noeuds  places  i  ses 
extremites.  Dans  ce  cas,  en  effet,  il  ne  se  produit,  en  gindrai,  aucune 
flexion  :  les  barres  s'allongent  ou  se  raccourcissent  un  peu,  changent 
unpen  de  direction,  et  un  nouvel  6tat  d'6quilibre  s'6tablit. 

11  faut  admettre,  comme  condition  essentielle,  que  tous  les  d^plac^ 
ments  doivent  6(re  extrSmement  petits,  de  manidre  que  Ton  puiss^ 
totijours  n^gliger  leurs  puissances  sup6rieures  a  la  premie.  Sup- 
posons done,  dans  le  cas  dont  nous  venous  de  parlor,  que  x^,  y^^  r-^soient 
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les  coordonn6es  primitives  d'un  noeud  qui  se  trouve  li6,  par  une  barre 
dont  la  longueur  primitives  est  r  ,  k  un  autre  noeud  dont  les  coordon- 

nies  6taient  x^^  y,,  z.  dans  I'^tat  primitif.  Soient  mainlenant,  apris  les 

d^plac^emenls 

les  coordonnees  des  noeuds  diplac^s,  et 

leur  distance  modifi^e ;  c'est-^-dire  p  Tallongement  de  la  tige  qui 
r&unit  ces  deux  noeuds.  On  a  6videmment : 

et,  de  m6me 

Mais,  par  hypoth^se,  p  et  les  ti,  v,  w,  sent  de  tr6s  petites  gran- 
deurs ;  si  done  Ton  retranche  la  premiere  de  ces  Equations  de  la 
seconde,  et  si  on  n6glige  les  carr6s  de  ces  quantitds,  on  obtient,  en 
divisant  par  2r^.,  Texpression  suivante  de  I'allongement  de  la  tige  en 

fonction  des  d6placemenls  des  noeuds  qui  la  limitcnt : 

(d«Uj  p^^  — » 

formule  qu*on  aurait  eue  aussi  en  difT6rentiant  par  3  celle  r*  =  ....  , 

S  6tant  la  caract^ristique  des  d^placements  ainsi  que  des  change- 
ments  de  longueur. 

Get  allongement  donne  naissance  k  une  force  61astique  int6rieure 
qui  tend  k  raccourcir  la  tige,  c'est-^-dire  qui  est  dirigee  du  point  i 
vers  le  point  j,  et  riciproquement. 

'    Elle  a  pour  expression,  d'apr6$  celle  P= Ea  ^  du  g  81  : 

E  ^   ^'i- 
ii 

E^^  ddsignant  le  module  d*61asticitd,  et  a^  la  section  transversale  de  la 
tige  qui  va  de  i  en  j.  Cette  force  a  la  direction  de  la  tige  r^  d£plac6e ; 
mais  comme  celle-ci  diff&re  tr&s  peu  de  la  direction  primitive,  on 
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peut  aussi  consid^rer  la  force  comme  ayant  cette  direction  primithe 
^e  r^ .  E(,  pour  la  decomposer  suivant  les  directions  rectangulaires 

des  axes  x,  y^  z,   il  suffira  de  la  multiplier  par  les  cosinas  des 
angles  formes  par  r  avec  ces  axes.  Les  projections  de  r  ^tant 

*>-*«•      y—Vi'      *>-*«• 

les  cosinus  des  angles  fails  avec  1^  axes  par  sa  direction  prise  de  i 
vers ;  ^ont 

^j-^«         y—Vi         viff. 

et,  par  consequent,  les  composantes  de  la  force  eiastique  agissant  au 
point  esont : 

(380a)     ^^i%-p^/^"^i^^^^    \^,pii^y-y^    ViiMfc:^. 

Toutes  les  forces  appliqu6es  au  point  t  doivent  se  faire  equilibrc.Ces 
forces  sent,  d*abord,lcs  forces  eiastiquescorrespondanti  tons  les  points 
y  lies  at  par  des  tiges;  et  ensuitejes  forces  exierieures  appliqu^es  en  i, 
forces  dontles  composantes  fotales  suivant  les  x^  les  y,  les  s,  peuveot 
etre  designees  par  X^,  Y.,  Z^.  En  ecrivant  les  equations  d'eqoilibre, 
c'esl-a-dire  en  ahnulant  les  sommes  des  composantes  correspondantes, 
on  a 


_,   E,.9.  p..  (t,  —  X.) 


(381)        {  Y,  +  S^'^''^''%^^~^'^  =  0. 


^_  E.. ff ., p..  Iz.  —  z) 

Dans  ces  equations,  il  n'y  a  d'inconnues  que  les  grandeurs  u,  v,  v* 
entrant  dans  I'expression  (380)  des  p.  Si  done  il  y  a  n  noeuds,  il  y  aen 
tout  3n  equations  d'equilibre  (381)quand  on  etablit  ces  equations  poar 
chacun  des  n  noeuds. 

,  14'on  jse  tromperait  cependant  si  Ton  croyait  pouvoir,  au  moyen  des 
3n  equations  (381),  determiner  les  3n  inconnues  u,  v,  w.  En  eSTel, 
en  ajoutant  entre  elles,  pour  tons  les  points  t,  les  diverses  iquatioDS 
X  +  ...  rsO  de  la  premiere  ligne  des  (381),  les  forces  interieum 
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entrant  dans  les  ^  disparaissent  comme  igales  et  de  signes  opposes 

deux  k  deux;  et  parcille  disparition  alien  en  ajoutant  entreelles 
ioutes  les  Equations  de  la  deuxi^me  lignedes  (381)  multipliees  par 
2j  avec  celles  de  la  troisifeme  mulliplites  par  —  y^,  ce  qui   donno 

les  six  combinaisons  connties  suivantes,  ou  les  Vsoht  maintenait 
des  sommes  relatives  k  toules  les  forces  :  ...     ,  -- 

-  4  .  i 

et  ou  n'apparaissent  plus  les  inconnues.  Ces  six  Equations  ne  soift 
autre  chose  que  les  conditions  n^eessaires  pour  que  toutes  les  forces 
ext^rieures  appliqu6es  an  sys(6me  sefassent  dquilibre.  Comme  ces  six 
Equations  ne  peuvent  servir  en  rien  a  la  determination  des  inconnues 
u,  Vf  w,  il  y  aura  loujours  six  de  ces  quantit^s  qui  resteront  ind^ter- 
mintes. 

Mais,  les  considerations  du  g  21,  6tablissant  que  a  les  probl^mes 
de  r^quilibre  des  corps  61astiques  sont  compl^tement  determines  »* 
sont  applicables  ici.  Nous  devons,  comme  il  y  a  il&  dit,  exprimer  que 
certains  points  et  certaines  directions,  necessaires  pour  fixer  le  sys- 
teme  des  axes  coordonnes,  restent  invariables.  Ces  conditions  nous 
donneront  six  nouvelles  equations  qui,  jointes  aux  equations  (381) 
suffiront  pour  la  determination,  sans  equivoque,  desu,  v,  w. 

Dans  la  plupart  des  probiemes,  la  question  se  pose  un  pen  autre- 
ment.  Ordinairement,  la  position  de  certains  noBuds  sera  determinee 
k  I'avance,  parce  que  ces  noeuds  sont  attaches  d'une  maniere  invariable 
k  des  constructions  fixes;  et,alors,  non  seulement  les  equations  (381) 
sont  suffisahtes  pour  determiner  les  u,  v,  u;,  mais  mSme  toutes  n'y 
sont  pas  necessaires.  Or,  il  faut  observer  que,  pour  les  nosuds  ainsi 
fixes,  les  forces  X ,  Y,  Z  ne  sont  pas  donnees  :  elles  doivent  prealable- 
meat  se  determiner  au  moyen  des  equations  (381)  correspondanles, 
de  sorte  que  certaines  de  ces  equations  donneront  seuleinent  les  reac- 
tions devant  etre  exercees  par  les  jjoints  d'appui  pour  produire  rim- 
mobilite  des  noeuds  qui  y  sont  places. 

Comme  excmple  simple,  je  traiterai  le  cas  ou  une  certaine  force  est 
maintenue  en  equilibre  par  plusieurs  barres  agissant  comme  arc^bou* 
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tants  OU  conlre-fiches,  concouraQt  au  point  d'application  decelte  force, 
et  ayant  leurs  autres  cxlr£init6s  absolument  fixes.  Je  prends  pour  on- 
gine  des  coordonn^es  la  position  que  le  point  de  concours  des  contre- 
fiches  occupait  avant  Tapplicalion  de  la  force.  Les  coordonn6es  de  ce 
point  dtaient  z6ro,  et  sont  devenues  u,  v,  w.  Les  autres  extr^mitte  des 
contre-fiches  ^tant  fixes,  tous  les  autres  u.,  v,  w.  s*6vanouissent,  el  a 

X,.  v.t  2.  sont  les  coordonn6es  de  rextr6mil6  fixe  d^une  contre-fiche 

quelconque,  Tallongement  de  cette  tige  devient,  d'apr&s  (380) : 

P)= ■ — ;r •'. 

OU  nous  avons  supprim^  Tindice  t,  puisque  cet  indice  ne  peuts'appli- 
quer  qu*au  seul  point  de  concours  (u,  Vjw)  de  toutesles  tiges.  La  force 
^lastique  d6velopp6e  dans  cette  contre-fiche  est 

E^cr^  (ux.  4-  vyj  4-  wz) 

Mais  les  Equations  (381)  deviennent 

(382)        I  \=a   u-ha   w-+-a  w, 

\         f  I  yx  yy  yz 

OU  X,  Y,  Z  d^signent  les  composantes  de  la  force  appliqu6e  au  point  de 
reunion  des  contre-fiches,  et  ou  les  coefficients  a  repr^scntent  les 
sommes  suivantes  fetendues  k  toutes  les  contre-fiches  : 

SE.1.V?  Yi.nxj: 

-^,  a    =a    =V-iAj, 

J  i 

r^     »  ^xy  —  %x  —  2u^^' 

J  i 

Si  Ton  disigne  par  A  Texpression  suivante  (dile  ddtcrminant  s;td^ 
trique) 

el  par  A^,  etc.,  les    suivantes  (dites  se^  determinants  minean' 
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A    =a   a    — a"  ,  A    =A    =a    a    — a    a    , 

XX        vy  "        V*  y^        Vf        ^  x%        ^1^  yz 

A    =a  a    — a*  ,  A    =A    •=a  a    — a   a    , 

yy         xz  XX  «  ax         ars  yz  yx         yy  zx 

A    ==a    a    — a*  ,  A    =A    ==a   a    — a  a    , 

23  XX  yy  It  xy  yx         zx   zy  zz  xy 

la  resolution  des  equations  (382),  et,  par  suite,  la  solution  du  probl^me 
tout  cntier,  est  donn6e  par  les  Equations  : 

A  X  +  A  Y+A  y. 

,. -g'g xy m^ 

u—  ^ 

&   X-f-A   Y-f-A  Z 
V—  —  , 

» 


(*)  En  faisant  la  somme  alg^brique  dee  projections,  snr  chaque  tige  ou  contre-fiche,  de  ces 
d^placements  de  leur  point  deconcours,  on  a  raccourcissement  de  cbacune;  et  en  multi- 
pliant  par  sa  section  9  ainsi  que  par  E  le  quotient  de  cet  accourcissement  par  la  longueur 
de  la  tige,  on  a  reflort  longitudinal  qu'elle  supporte. 

Cost  la  solution  par  la  m^canique  physique,  ou  en  envisagcant  les  corps  solides  tels  qu'ils 
sont,  du  fameux  probl^me  de  la  decomposition  d'une  force  suivant  plus  de  deux  directions 
dans  un  plan,  ou  plus  de  trois  dans  Tespace,  probI6me  insoluble  par  la  mteanique  abstraite, 
ou  Ton  supposait  les  solides  tons  rigides,  les  liens  incompressibles  et  inextensibles,  etc. 
Navier  a  donnd  le  premier  exerople  de  cette  solution  en  1820  (R^sumi  des  Lecons  sur  I'appli- 
cation  de  la  M^canique,  n*  632,  p.  296,  ou  2*  Edition,  1853,  n*  533,  p.  345).  Je  crois  avoir 
donn6  le  principe  g^n^ral  de  cette  m^thode  de  determination  des  intensit^s  et  des  moments 
des  reactions  ou  actions  mutuelles  inconnues,  dans  mon  Cours,  lilbograpbid  en  i838,  de 
recole  des  Ponts  et  Chaussdes,  et  au  §  iv,  n*  18,  p.  953-954  de  mon  m^moire  insure  au 
Compte  rendu  du  30  octobre  1843,  oO  j'ai  exprim6  que,  dans  ces  sortes  de  questions,  11  y  a 
toujours  autant  d'^quations  que  d'inconnuea,  m6me  quand  les  piices  d'un  systime  sont  en 
mdme  temps  fldcbies,  etendues  ou  comprim^es,  et  tordues,  ainsi  que  Clebscb  les  consid^e 
au  S  91  qui  suit. 

II  convient  de  parler  ici  de  la  septiiroe  des  Lecons  sur  TElasticite,  1852,  de  Lamd,  inti- 
tul^e  Travail  des  forces  ilastiques.  —  Thiorhne  de  M.  Clapeyron,  od  Ton  remarque  un 
§  30,  p.  86,  Application  aux  constructions,  exprimant  que  le  theorime  ainsi  invoquA 
fournira,  dans  r^tablissement  de  toute  construction,  une  relation  dont  on  pourra  faire 
usage  pour  trouver  les  proportions  les  plus  convenables  de  ses  parlies. 

Ce  th6or6me  du  travail  d'eiasticite,  dont  Clapeyron  a  entretenu  Lamd  aprte  y  6tre  arrive 
vers  1840  a  I'occasion  de  recherches  dynamiques  sur  la  puissance  amortissanie  des  resaorts 
des  v^-agons  (mais  tbtoreme  dont  on  pent  faire  remonter  la  d^couverte  au  Memoire  de 
Navier  de  1821  sur  I'equilibre  des  solides  eiastiques),  n'est  autre  chose  que  celui  qu'on 
obtient  en  egalant  le  travail  des  forces  exterieures  ayant  agi  sur  un  syst^me  jusqu'4 
retat  d'equilibre  oA  ses  points  ont  acquis  des  petits  deplacements  u,  v,  w  dans  les  sens 
rectangulaireso;,  y,  s,  au  travail  qu'ont  produit  {usque  \k  les  tensions  interieures  x^x* 

Ijy.  Cela  donne,  en  effet,  lorsqu'on  neglige  la  pesanteur  du  systime  et  qu'on  appelle 
Xtfff,  Yd9,  Zdt  les  composantes  suivant  a>,  y,  %  des  forces  d'intensiies  d'abord  nulles  qui 
agiasent  k  ce  mdme  instant  d*equilibre  sur  i'eiement  dv  de  la  surface  totale  o  du  syst^me, 

en  multipliant  par  2  toutes  les  intensites  moyennes  t-  , -^  qiront  eues  les  for- 
ces, d'intensite  initiale  nulle,  ayant  travailie  dans  cette  production  des  d^placements  de 
finale  u,  v,  tr,  Tequation 
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Le  probl^me  devient  beaucoup  plus  compliquS,  quoiquc  aullemenl 
plus  difficile  en  piincipe,  lorsqueiesnoeuds,  c'cst-i-dire  les  points  de 
liaison  des  tigcs,  ne  sont  plus  seulement  a  leurs  extr^mites,  mais  se 
trouvent  en  des  points  quelconques  de  leur  longueur.  Le  principc 


oii  I'on  recoanalt,  dans  son  second  mcmbre,  le  sextin6me  trouvi  plusieurs  fob  ci-d»- 
sus  (pp.  G2,   182,  ...)iiq^i   exprime  le  double  du  potentiel  ou   travail   d'dlasliciU  de 

du 

runitS  de  volume  de  I'dlement  dxdydi;  scxlindme  ou  les  six  diforznations  n-.  ..  .. 

( J- -H-T- jpeuvent  filre  remplactes,  h  volont6.  par  leurs  valeurs  |en  t^^, *xy" 

moyen  des  formules  ou  Equations  du  premier  dcgr^  qui  les  lient  k  ces  tensions. 

Lam6  n'en  fait  I'apptication  qu'&  uu  sysl^me  de  tiges  prismaUques  dispos^es  de  manito 
k  n'^prouver  que  des  pressions  ou  tensions  lougiiudinales ;  systdme  qu*il  suppose,  par 

exemple,  destine  h  supporter  dans  son  6tat  d'^quilibi*e  un  poids  n  sur  un  de  ses  lurudt 
d'prticulation,  en  sorte  que  Ic  premier  membre,  ou  le  double  du  travail  exteiieur,  se  rMiiit 

aUwfW  ctant  raflaissement  vertical  du nceud  oii  se trouve  appliqud  le  poids  n. 

II  suppose  que  le  systemo  est  aussi,  quant  au  nombre  et  aux  combinaisons  des  tiges,  de 
ceux  pour  lesquels  toutes  les  tensions  ou  pressions  longitudinales  peuvent  dtre  dMaites  de 

II  par  lea  refjies  de  la  slatique  dl^mentaire;  en  sorte  que  si  en  consequence,  on  r^le.  les 
superficies  des  sections  transvcr^ales  des  tiges  de  mani6re  que  toutes  supportent  les  mdmes 
tensions  ou  pressions  limites  R^  ou  Rq'  par  unite  de  ces  sections  (note  du  g  57,  n*  11),  Tou 

.nura,  en  divisnnt  par  n,  Xaffaisscment  w  i^gal  k  une  fonction  de  constantes  connues  el  de* 
angles  d'inclinaison  des  tiges  les  unes  sur  Ics  autres.  D'ou  il  suivra  qu'en  dgalant  la  diile- 
rentielle  totale  de  to  &  zero,  Ton  aui*a  des  equations  propres  k  determiner  ces  angles  de 
mani^re  que  w  soit  un  minimum,  ou  que  le  sysl6me  ait  ce  que  Lamd  appelle  le  maxirnvm 

de  «/a6t7276f  relativemeut  a  son  objet  qui  est  de  supporter  le  poids  n.  Et  il  en  fait  Tapptira- 
tion  k  un  syst6me  triangulaire  isoc^le  dont  Tangle  au  sommet  est  Tinconauc,  qu'il  deter- 
mine de  mani6re  k  satisfaire  k  cette  condition  de  w  minimum. 

Nous  avons  dO  mentionner  et  analyser  ce  passage  i*emarqu^  de  nilustre  auleur  des 
Legons  de  1852.  Mais,  bien  que  les  considerations  de  travail  et  de  potentiel  soient  fftondet 
^  qu'on  pui?se  esp^rer,  do  leur  emploi.  d'autres  exemples  utiles  que  cent  qui  oat  M  iodi- 
ques  ci-dessus  (Notes  des  §!:^  28,  46,  . .  . )  nous  pensons  que,  dans  la  question  qui  tail  k 
sujet  du  present  §  90,  I'emploi  pur  et  direct,  tanldt,  quand  cela  ;era  possible,  dece  qoe 
Lam^  appelle  les  rdgles  ordinaires  de  la  statique  (que  divers  autcurs  r^iits  de  retrsnger 
bu  de  France  ont  reduit  k  des  operations  graphiquet)^  tantut,  quand  il  le  faudra,  da 
proc^dd  bien  plus  general  que  Clebsch  vient  d'exposer,  donnera  plus  simplemeni  et  pl« 
directeraent  que  ces  coirisiddrations  la,  les  expressions  des  ddplacemeiits  ii,  v,  ir  de  poiats 
-quelconques ;  expressions  que  Ton  pourra  ensuite  souiueltre  k  des  conditions  de  minimna 
ou  toutes  autres  pour  determiner  en  consequence  les  longueurs  ou  iuclinaisons  matuelleit 
donner  aux  pieces. 

L'utiliie  de  I'emploi  du  potentiel,  conseilie  ainsi  par  Lara^,  ne  pourrait  ^tre  rMie  ooauw 
simplification  dans  les  probl6mes  sur  les  syst^mes  aiHicuies,  dout  il  s'agit.que  si  Too  pouwl 
admettre,  ainsi  qu'il  parait  le  faire,  les  mSmes  limites  pour  les  pressions  qoe  poor  ks 
tensions  longitudinales  des  pi^es,  c'est-&-diro  R'^  =  R^^,  car  alors  le  travail  sereiU  du» 
un  systdme  degale  resistance,  proporlionnel  au  volume  total,  loi  simple  susccptii>k' 
peuWlre  de  donner  quelque  facility  pour  traitor  cerlaines  questions.  Mais  on  a  vu  a  <i 
Note  du  J$  28  que  I'admission  de  Tegalite  approcb6e  de  R'^a  Rq  ne  pourra  Aire,  el  settle- 
ment pour  certains  bois,  qu'exceptionnelle;  en  sorte  que  le  piocM^  direct  dont  sou 
venous  do  parjcr  devra  toujours  6tre  prilir^. 
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gindral  a  suivre  dans  ce  cas  consistera  h  traiter  d*abord  comme  con-, 
nus  les  d^placements  des  noeuds,  puis  a  determiner,  d'apr^  ces 
d^placements,  les  forces  dastiques  produites  dans  les  tiges,  forces  qui 
sont  la  mesure  des  reactions  qui  s'exercent  aux  noeuds ;  et  enfin« 
a  icrire,  pour  chaquenoeud,  les  equations  d*6quilibreentre  les  forces 
ext^rieures  qui  y  sont  appliqu6es  et  ces  forces  qui  sont  dues  k  T^lasti- 
cit6  de  la  mati^re.  Ces  Equations  d'^quilibre  suffiront  exaclement  k 
determiner  les  d6placemenls«  alors  consid6res  comme  des  inconnues. 
Tout  le  probl6me  se  ramine,  de  cette  maniire,  a  la  solution  pr^a-- 
lablc  de  la  question  fondamentale  suivante  : 

Determiner  les  forces  qui  doivent  elre  appliquies  en  des  points 
donnas  d'une  barre^  pour  qu'elle  soil  fl^chie  de  manidre  que  ces  points 
subissent  des  displacements  donnas. 

Cetle  question  est  en  quelque  sorte  Tinverse  du  probl^me  qui  fait 
1  objet  du  §  87,  et  elic  se  r^sout  facilement  k  Taide  des  formules  don- 
nies  dans  ce  §. 

Pour  y  ramener  tout,  prenons  pour  origine  d'un  nouveau  systime 
de  coordonn^es  x\  y\  z\  une  des  extr^mites  de  la  barre  particulifere- 
mcnt  consid6r6e;  pour  axe  des  z\  Taxe  mSme  de  la  barre,  et  pour 
axes  des  x*  et  des  y'  les  deux  axes  principaux  d'incrtie  de  sa  section 
transversale.  Supposons,  eu  ^gard  a  la  position  de  la  tige,  que  ce  nou- 
veau systime  d'axcs  soit  rattach6  au  syst^me  d'axes  fixes  x^  f/,  z,  par 
les  equations : 

X = 5 + «t^ -f- ot,2^' -t- as' , 

OU  ^,  v;,  C  sont  les  coordonnSes  deTextremite  de  la  tige  qui  a  eiS  prise 

pour  origine  des  coordonnees  x\  y',z';  et  a,  0, sont  les  cosi- 

nus  des  angles  formes  par  les  axes  x',  y\  z'  avec  les  axes  or,  y^  z, 
(voir  p.  417).  Pour  ex  primer  ce  qui  a  lieu  apris  la  flexion,  il  faut  sim- 

plement  remplacer  a:,  x\  etc....,  par  x  -h  u,  x  +  u' ..;  et  si 

Ton  rctranche  les  equations  precedentes  de  celles  qui  sont  ainsi  obte- 
nues,  il  rcste  : 

OU  bien  encore^  en  multipliantces  equations  respectivement,  une  pre- 
miere fois  par  ttp  Pp  Yi»  ensuite  par  «,,&,,  Ti>  puis  par  a,  p,  y>  et  addi- 
tionnajit  chaque  fois  en  tenant  compte  des  relatipns  geperales  et  con- 
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nues  (181),  (182)  du  §  49,  p.  419,  entre  les  nenf  cosinus,  Ton  obtieat 
rtciproquement : 

(385)       tt'  =  a,tt-f-pji»-f-TjW,    t/==a,w  +  p,r-hYiW,    w'  =  flcie-t-p»-f-T». 

Dans  la  tige  consid6r6e,  les  noeuds  1,  2 n,  dont  le  dernier 

est  une  deuxi^me  extr^mit^  de  la  tige,  sont  placte  aux  distances 

/j,  l^  +  /,, ^  "*-  ^1  + H-  ^.»  de  Taulre  extrtmitfe  qui  a  6ie 

choisie  pour  origine.  En  ces  points  se  d^veloppent  des  forces  elasli- 
ques  dont  les  composantes  suivant  les  axes  x',  y\  i  seront  appelees 

i'        1'        1*  ''*2'     ^f'    "f'     •  •     •     •  ^||»     ^ii'        »• 

Les  forces  d^compos^es  suivant  les  axes  fixes  a:,  y,  %  donnent  les  com- 
posantes : 

X J  =  a jX  j  -f-  » ,Y J  -I-  aZj ,  X,  =  a^X^  -|-  flt^Y'^  -h  «Z^ , 

(384)    {        Y,=8^x;-hP.Y;+pz;,      Y.=p,x;-hi5,Y;-+-pz;, 

z.=T,x;  -h  T.Y,  "Htz;  ,     z,=T,x;-+-  t.y'.+tz;. 

ctainsi  de  suite. 

On  voit  immediatement  comment  ces  forces  int^rieures,  ou  de  reac- 
tion dastique,  doivent  entrer  dans  les  Equations  d'equilibre.  Repre- 

sentons  par  A^  B^  C^ ;  A„  B,,  C, ; les  composantes  des  forces 

exl^rieures  appliqu6es  aux  divers  noeuds  1,2,...  n.  Comme  ces  forces 
doivent  faire  ^quilibre,  sur  chacun  d'eux,  aux  forces  61astiques  qui  y 
agissent,  il  faudra,  pour  chaque  noeud,  6galer  k  zero  la  somme  de 
chacune  des  composantes  A,  B,  C  des  forces  ext^rieures  et  des  compo- 
santes correspondanles  X,  Y,  Z  des  forces  61astiques  des  tiges  passant 
par  ce  noeud.  On  aura  de  cetle  mani6re,  pour  noire  question  actuelle. 
les  Equations  g6n6rales  de  I'Squilibre,  analogues  ii  celles  (381)  p.  86^ 
du  probl^me  du  §  90,  qui  pr6c6de  celui-ci. 

Arr6tons-nous  sur  la  marche  et  Tensemble  de  la  solution  de  notre 
pr6sente  question.  Dans  les  Equations  g6n£rales  d'6quilibre»  fttablies 
comme  il  vient  d'etre  dit,  les  diplacements  u,  v,  ti;sont  bien  les  incoa- 
nues  ;  mais  ces  Equations,  avec  les  forces  denudes  A,  B,  C,  ne  contieo- 
nent  encore,  en  fail  d'inconnues,  que  les  forces  X,  Y,  Z;  celles-ci  soot 
exprimables  d'abord,  au  moyen  des  (384)  par  les  X\  Y',  Z";  puis  les 
X',  Y',  TI  peuvent  Ffelre  par  les  u\  v\  w'\  enfin  au  moyen  des  (3S3». 
les  u',  v\  w'  sont  k  exprimer  par  les  veritables  et  definitives  incoa- 
nues  u,  v,  w  du  probl^me  du  present  §.  On  voit  que  tout  est  rainese 
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a  trouver  la  relation  conlre  les  X'.  Y',  Z'  ei  les  u\  v\  w\  c'est-i-dire 
a  la  question  pos^e  ci-dessuscommefondamentale.Cette  relation  disi- 
r6e  pent  s'obtenir  de  la  mani6re  suivante. 
Soient  u^,  v^,  u;^lesd£placementsderoriginedecoordonniesx\  i/\  z\ 

plac^e,  comme  on  a  dit,  h  une  premiere  cxtr6mili  d*une  des  tiges ;  les 
d^placements  de  ces  nosuds  successifs,y  compris  cette  origine,  seront, 
d'aprds  les  designations  ci-dessus  :. 


.»    _.»     .„»  -        -.'      •     -. » 


"o»   ^0'   ^0»  **!'   ^1'   ^i»  ^t»   ^»   ^i5    •    •    .    . 

et  les  forces  r^ultant  des  reactions  ^lastiques  seront,  en  ces  points : 

X'     Y'      7/  •  \'      V      T  •  Y'      Y'      7'  • 

0*         O'        0*'  Aj  ,      Ij  ,     I<^  ,  A|f      lj|9     Iljf     .      .      >     .     « 

I 

On  pent  done  se  representor  la  flexion  de  la  tige  comme  produite  par 
des  forces 

^  Y'     :.^  Y'     7'  •  —  Y'     V     7'  • 

o'  o'  o'  ^^ -'^j  1  "^  *l  »  ^^ ''j  > 

qui  seraient  appliquees  &  chacun  des  noeuds. 

Ces  forces  ontdes  effets  trfes  divers.  Les  forces  —  ZJ|,  —  ZJ, pro- 

duisent  simplement  des  allongements  ou  des  accourcissements  des  pat- 
ties successives  de  la  tige.  La  portion  de  barre  /^  dont  les  extrSmites 
ont  pour  abscisses  0  et  /^  est  soumise  seulement  a  la  force  —  Z^  qui 

quilacomprime^etcUeeprouveparconsequent^enchangeant  le  signe, 
Tallongement 

Au  noeud  n^  1 ,  unc  portion  de  la  force  —  Zj  doit  etre  employee 

a  maintenir  en  6quilibre  la  partic  pricedente  de  la  tige;  la  force  n^ces* 
saire  pour  cela  est  6videmment  ZJ,  et  il  reste  alors  la  force —  (Z^+ZJ) 

qui  comprime  la  seconde  partie  de  la  tige  et  qui  produit  (en  chan- 
gcant  toujours  le  signe)  Tallongement 


w^  —  u;.  =: 


(z;-t-z;)/, 


«         »  Ed 


En  continuant  h  raisonner  de  la  m&me  mani6re,  on  pbtient,  de  pro- 
phc  en  procbe,  le  system^  syiyaqt  d*6quatiQns  ; 
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w  —  u;  =  „ 
«        0       E(, 


w'^w\^ 


(z;-4-^i)^ 


1       •"!  Ea 


(385)  ...    (z;-^z;-f-z;)/, 


.„•    w       (z;h-z;+z;+ -Hz;_.)f.. 

et  enfin,  puisque  la  derni^re  parlic  de  la  tige  doit  Sire  mainteaue  en 
^quilibre  par  la  force  —  1'^  agissaDt  a  sa  deuxitoe  extremiti,  on  a 
encore 

(386)  z;+z;^-z;-f- -hz;=o- 

Les  Equations  (385)  et  (386)  sufflsent  pour  cxprimer  les  forces  Tl  en 
fonclion  des  w\ 

Chacun  des  syst&mes  —  XJ,  —  XJ,....,  —  X»®1^  Y^*  —  Y'^....  —  \\ 
produit,desonc6t6»une  flexion  simple  de  la  tige.  Pour  determiner  cette 
flexion,  il  suffit  dans  les  Equations  (351  a)  du  g87,p.  847,  de  rempla* 
cerP^,Pj, d'abordpar  —  XJ,  — X^, ,puis  par—  YJ,  —  Y|, 

en  faisantH  =  0  (puisqu*il  n*y  a  pas,  ici,  de  forces  rdparties) .  Si,  cnsuite, 
on  fait  dans  la  premiere  de  ces  ^ualibns,  z=.  0  et  z  =  Z^,  dans  ia 
seconde,  z  =  /^  +  /,,  dans  la  troisifeme,  2  =?=  /^  4-  /,  4-  /,  et  ainsi  dc 
suite,  et  si  on  remplace  u  et  X  d'abord  par  v!  et  X,  ensuite  par  v'  et  j^ 
on  obtient  les  deux  syst6mes  suivants  qui  contiennent  la  solution  de  la 
question  actuelle  et  qui  renferment  les  quatre  conslantes  ind^tcrmb 
n6esa,  3,  Yt  8  : 

r6Ecrxx=  -x;/j-x;  (/,4-g'-)^(/»  4-/,-hy'-...-x' (/,-h/,+...//4? 
(387)  J6Eax«u;=-x;/j- -x;,  (/^-+-/,+ -i-U'-ha  (/,-f-/j-hp , 

^6EaX«M;=a  (/^4-/,-f-/,-f- 4-y-hp, 

f6Eax«t;;= -Y;/j-Y;(/,4-g'-Y;(/,+/.4-g»-. . .  -  y;  (/,4-/,+ 

J6Eerx«i;;=-Y./J-Y;(/,+y»-. .  —Y;,  (/,+/,+. .  .4-/.)»-hT/,-ha. 
(588)  6E.x«i;;=-Y,^-. .  .-Y;  (/,H-/,+.  .  .-f-g-4-Y(/.H-y 4^, 


l6E(Xic«y' =T  [Ic^l^^l  4-...-h  g-f-a- 
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A  ces  Equations  doivent  se  joindre  cclles  qu'on  obtient  en  faisant 
2  =  0  dans  la  premiere  des  Equations  (351)  du  mdmeg  87,  p.  846  en 
mettant  aussi  z6ro  dans  son  premier  membre  afin  d'exprimer  que  le 
point  2=0,  ne  subissant  Taction  d'aucun  couple,  n'^prouve  aucune 
flexion : 

et  les  deux  Equations 

I  o=x;h-x;+x;+ 4-x;, 

(390)     { 

qui,  avec.les  pr6c6dentes,  expriment  I'^quilibre  exl^rieur  de  la 
tige. 

Lcs  Equations  (387)  a  (390)  sont  maintenant  tout  k  fait  sufQsantes 
pour  exprimer  les  forces  X',  Y'  en  fonctiondes  d6placementsu',v'; 
car,  en  considerant  les  X',  a,  ^  ou  les  Y',  Yi  ^  comme  inconnues,  on  a 
deux  sjst^mes  d'6quations  du  premier  degr6  dont  la  resolution  donne 
les  expressions  cherch^es. 

Si  Ton  a  r^solu  ces  syst^mes  d'^quations  pour  une  tige  quelconque^ 
et  si  Ton  a  introduit  les  solutions,  c*est-Ji-dire  les  vafeurs  des  X',  Y% 
dans  les  Equations  d'^quilibre  de  chacun  des  noeuds,  prdalablement 
6crites,  on  peut  exprimer  ensuite  les  u\  v\  w'  au  moyen  des  u,  v,  w  par 
les  equations  (383) ;  et  ators,  ces  Equations  d'^uilibre  forment  un 
syst^me  d'^quationsdu  premier  degr6  pour  la  determination  deu,i;,ii;. 
LeproblSme  setrouvedonc  ramenS  k  la  resolution  d'6quations  du  pre- 
mier degriy  et  peut  etre  considere  comme  entierement  r^sojiu. 

Comme  exemple,  j'appliquerai  ce  qui  precede  k  un  cas  simple. 

Soit  une  tige  dont  nous designerons  les  extrimites  par p,et  2,  plac^e 


horizontalement,  ses  extrimites  reposant  sur  deux  points  d'appui 
fixes.  En  son  milieu,  design^  par  1 ,  se  trouve  assemble  un  poin^n 
quilui  est  perpendiculaire ;  et  des  extremiies  0,  2  partent  deuxarba- 
letriers  inclines^s'assemblant  surle  poinfonen  un  point  3,  ouse  trouve 
appliquee  une  force  verticale  P. 
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Prenons  pour  axe  des  z  la  ligne  horizontale  1,2;  pour  axe  des  x,  li 
verlicale  1,  3.  La  forme  g£ora6trique  dusysteme  est  donnie  si  Ton 
eonnalt  les  longueurs  0,1  =1,2  =  ^  et  1,3  =  /'.  Les  coordoniiMs 
primitives  des  divers  points  sont  alors 

pourlepointO  x  =  0,  z=z — /; 

1  x  =  0,  3  =  0; 

2  x  =  0,  z  =  l; 
5  x  =  l\  a;  =  0; 

el,  parmi  les  dSpIacements  u,  v,  w,  il  n*y  a  que  u,  et  u^  qui  soient 
diff^rents  de  z6ro ;  tous  les  autres  s'annulent,  soit  a  cause  de  la  sym6- 
trie,  soit  k  cause  des  conditions  ext^ricures. 

D'apr6s  cela,  les  formulesdu  §pr£c^dent,  90,  et  spicialement  celles 
(380)  et  (381)  p.  867,  868,  donnent  les  allongements  sui^ants  pour 
les  pieces  0,  3 ;  1,  3;  2,  3,  qui  sont  simplement  tirees  ou  pressto 
dansle  sens  de  leur  longueur  : 


Divisant  par  les  longueurs  v/  /'  +  /"  et  I'  on  aura  les  proportions  de 
ces  allongements  ou  contraclions  a  multiplier  par  les  modules  E  d'elas- 
ticit(^  et  les  superficies  a  des  sections  pour  avoir  les  reactions  ^asti- 
ques  loogitudinales  qu'ils  engendrent.  On  en  aura  les  composantes 

r 

suivant  les  x  en  multipliant  les  deuxpremiires  par  /^--— .,  *  cosinus 

de  Tangle  form6  par  0,3  ainsi  que  par  2,  3  avec  les  x.  II  en  resul- 
tera  les  composantes  suivantes  (390  a)  dirigees  suivant  I'axe  des  x, 
en  supposafnt,  pour  plus  de  simplicity,  que  te  module  d'ilasticiti  et  U 
section  transversale  soient  les  mfimes  pour  toutes  les  tiges  : 

'  .fT  n   I     2/'»t/,       .   Wj  —  II- 

au  pomt  3 ,      —  Ea  I  ^     4-  -H — - 

(590  a)    {  ^^    ^    ^ 

au  point  1 ,  Ea    '~  ' . 


Maintenant,  comme  au  point  3  agit  la  force  ext6rieure  P,  dinger 
suivant  I'axe  des  a?,  on  a  imm^diatement  la  condition  d*^uilibre  : 

(891)  P  +  E.i-i:^  +  2i=iflU0. 

La  tige  inftirieure  est  Archie.  Si  Tun  des  axes  principaux  de  sa  se^ 
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tion  transversale  est  contenu  dans  le  plan  vertical  0,  3,  2,  la  flexion 
a  lieu  dans  ce  plan  mfime;  el,  en  appliquant  les  formules  (387)  dans 
lesquelles  on  fera  Z^  =  /^  =  /;  u  =  u^  -=  0,  on  aura,  en  changeant 

aussi  u[  cnu^  puisque  les  axes  des  coordonndes  coincident  avec  Taxe 

longitudinal  de  la  tigc  0,1,2  et  les  axes  principaux  de  ses  sections 
transversales,  les  Equations  suivantes  ou,  comme  aux  formules (384), 
(387),  X'^  et  X',  sent  les  composanles,  suivant  les  x,  des  forces  qui 

agissent  sur  eette  tige  en  ses  points  ou  noeuds  1,2: 
0  =— X'P— 8X;/*-f.p,      6E(»X,tt^=— XiP-f-oi+p,      0  =  2«/4-p. 

Les  formules  (589)  donneront  de  m£me  la  suivante  qui  devra  £tre 
jointe  k  oelles  qui  prdcMent : 

o=x;/+2x;/; 

et  Ton  obtientimm6diatement  la  seule  vaieur  dont  on  ait  besoin,  celle 


(591a)  •        x;=-5^. 

1  P 


Si  ensuitc,  on  6gale  h  z6ro  la  somme  des  composantes  X'  agissant  au 
point  1 ,  et  qui  sont  donn^es  par  (390  a),  on  a  : 

(392)  0='i^'-^\.; 

» 

et,  d^s  (Equations  (391)  et  (392),  on  tire  : 

■    •    pA-h 


('-•^■) 


;_P •      _  . 

u^^(^      )  W-(<^^)  ,J. 

11  est  facile,  avec  ces  valeurs,  d*6crire  les  expressions  completes  des 
forces  X,  et  des  tensions  correspondantes. 

Dans  tout  ce  qui  pr6c6de,  on  a  conserve  ThypothSse  que  chacune 
des  barres  est  enti6rement  mobile  autour  des  noeuds  auxquels  elle 
aboutit.  Lorsque  Ton  supprime  cette  hypoth&se,  on  doit  faire  interve- 
nir  des  couples  de  forces  destines  k  maintenir  les  tiges  dans  certaines 
directions,  aux  poinls  ou  sont  les  noeuds.  U  peut  s'y  produirc,  alors, 
des  torsions,  quand  les  tiges  ne  sont  pas  toutes  dans  un  m£me  plan ; 
on  peut  en  tenir  comple  en  appliquant  ce  qui  a  k{&  donn6  dans  de  pr6- 
c6dents  paragraphes  et  embrasser  ainsi  le  cas  le  plus  g6n6ral.  Comme 
les  principes  en  ont  it6  exposes,  je  n'insisterai  pas  sur  ce  probl6me, 
sensiblement  plus  compliqu6  que  les  precedents. 


880  CRAP.  V0I.   *—  TORSION. 


§  92.  —  TondoB. 

Dans  ce  dernier  g,  Clebsch  commen^t  par  d^montrer  dlteientairement 
la  fonnule  de  Coulomb,  tr^s  coirnue 

du  moment  de  torsion  d'nn  cylindre  k  section  circulaire  de  rayon  R,  oo  de 
superficie  o-  =  ir  R',  ^^  ^tant  Tangle  de  la  rotation  relative  de  deux  bases 
ou  sections,  k  la  distance  /  l*une  de  Tautre.  Mais,  ensuite,  il  semblait,  pour 
les  prismes  oucylindres  ayant  des  sections  droites  d'autres  fonnes,  conseii- 
ler  d'employer,  comme  commode   et  approximative,  la  mtoie  formuie 

G  J  /  {x^  +y*)  dx  dy^  tout  en  observant  que  cette  formuie  se  fonde  sur 

Thypoth^se  de  conservation  dela  forme  plane  des  sections,  hypoth^  faasse 
comme  il  I'a  d^montr^  au  §  31,  pour  toute  autre  forme  du  contour  qu*uiie 
circonf(&rence  de  cercle. 

Puis,  revenant  au  cylindre  k  section  circulaire,  il  diterminait,  encore  d*iiiie 
mani^re  purement  geom^trique,  par  une  consideration  d'^lement  paraime- 
pip^de  divis^  en  deux  prismes  triangulaires  (dont  il  s*est  servi  au  g  5),  la 
tension  qui  doit  avoir  lieu  normalement  k  toute  facette  oblique  aux  aretes, 
afin  d*en  d^duire  la  tension  maximum;  et  il  en  tirait,  en  I'^lant  k  la  ten- 
si  on-limite  longitudinale  Ro  de  notre  deuxi^me  note  du  §  37,  une  formuie  de 
resistance  k  la  rupture  revenant  k  une  particularisation  de  celle  de  R«  = 

ou  !>  \/l*  -h  IL  que  nous  avons  dit,  dans  la  m6me  note,  devoir  etre  aban* 

donnee  et  remplac6e,  pour  la  torsion,  par  la  formuie  R^  =  ou  ^  (1  +  ()) 

\/t*  -h  t*  rationnellement  fondle  sur  la  limitation  des  plus  grandet  dilata- 

tiom^  dans  les  solides  tordus,  supposes  isotropes. 

Aussi,  j'ai  ii&  autoris^,  par  une  lettre  de  Clebsch,  k  supprimer  son  §  9i* 
que  je  remplace  par  ces  quelques  lignes. 

J*aidonne,  dans  la  note  finale  du  §  31,  ce  que  le  g  92  contenait  d*euct, 
c*est4i-dire  la  demonstrationelementaire  de  la  formuie  de  torsion  du  cjliih 
dre  circulaire  ;  et  dans  celle  du  §  37,  j'ai  donn^  les  conditions  de  non-nip 
ture  de  ce  cylindre  et  des  prismes  ou  cylindres  k  base  d'ellipse,  de  rectan- 
gle, etc.  Je  ne  peux  qu'yrenyoyer. 
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Page  405  a ;  au  bas  de  cette  page,  mettre  : 

D*ou  il  suit  que  si  Ton  imagine,  dans  le  corps  ^lastique  termini  en  haul 
par  une  surface  plane,  diverses  spheres  qui  lui  soient  tangentes  au  point  od 
est  appliqu6c  la  force  d?,  la  pression  qui  se  Irouvera  support^e  par  Tunit^ 
d'aire  des  couches  interieures  parall^les  k  cette  mdme  surface  sera,  en  tous 
les  points  de  leur  intersection  avec  Tune  quelconque  des  spheres  dont  nous 
appelons  D  ie  diaro^tre,  mesur^e  simplement  par 

MP 

En  effet,  r  6tant  la  distance  d*un  quelconque  de  ces  points  au  point  de 
tangence  ou  agit  la  pression  ext^rieure  ^P,  sa  coordonn^e  z  est  la  projection 
de  la  corde  r  sur  le  diametre  D  issu  de  ce  mdme  point  de  tangence;  et  on  a 

r*=:zD,  d'oix  —  =  =p;  en  sorte  que  la  pression  -^  -j  a  bien  Texpression 

que  nous  venons  d*^crire. 

Page  407  a.  Mettre  ceci  k  la  suite  : 

Complement  h  la  Note  finale  du  g  46,  de  M.  Boussineiq. 

Cette  note  du  g  46  (p.  .^74  k  407),  qui  concerne  surtout  Tequilibre  d*un 
solide  limits  par  le  plan  des  xyei  s'etendant  ind^flniment  de  2  =  0  ^2=  oo, 
est  le  d^veloppement  dun  article  du  20  niai  1878  insure  aux  Comptes  rendu^ 
de  VAcademie  (p.  1260),  ou  j'ai  applique  pour  la  premiere  fois  les  potentiels 
a  ccttc  question.  Mais  je  m*y  suis  presque  exclusivement  borne  au  cas  od 
les  pressions  px^  Py,  Pz  exercees  sur  la  surface  se  r^duisent  k  leur  compo- 
sante  normalej9:i,  etj'en  ai  donn^  la  solution,  qu'on  a  vue  au  n^  4  (p.  386  k 
589).  Depuis,  M.  le  professeur  Valentino  Cerruti  a  aborde  ce  probl^me  (') 
par  une  methode  d*int6gralion  due  k  H.  Betti,  et  il  a  non  seulement  retrouve 
ma  solution  de  1878,  mais  traile  aussi  le  cas  d'actions  tangentiellcs  p^*  py  6t 
celui  oix  Ton  se  donnerait,  k  la  surface,  les  deplacemenis  ti,  v,  w  au  lieu 
des  pressions  px^  Py,  Px»  On  me  saura  peut-^tre  gre  de  montrer  ici  que  les 
principes  poses  dans  mon  article  de  1878  conduisent,  avec  une  extreme 
simplicite,  aux  nouveaux  resultals  de  M.  Cerinili. 

L'idee  mere  de  cet  article  ^lait  dans  la  remarque  suivante  : 

4>  d^signant  une  fonction  quelconque  dont  le  param^tre  A,  soit  nul,  on  a 

(']  Hicet'che  iiiiorno  alVequHibrio  decorpi  eiaslici  isolropi.  Accad,  dei  Lincei ;  Roma,  1882. 
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2rf* 

-- — \-\{ — 5*)  =  0,  relation  qui,  differenliee  en  or,  y^  z,  en  donnelro> 

autres  immedialement  identifiables  aux  trois  Equations  indefinies  de  i'equi- 

libre  d*61asticite,  — +  A,  (m,  v,  w)  =  0 ,  pouiTu  qu'on  preni: 

\i      d{x,y,z)         »v  »        / 

X    I  i   ix  (l^ 

0  =  2—,  el  ti,  v,  w  egaux  aux  trois  derivees  en  x,  y,  s  de  —  2*  au;.- 

mentees  de  fonctions  a,  p,  y  dont  le  Aj  soil  nul.  Et  comme,  en  oulre»  0  doi. 

effaler  la  somnie  -7--f- -^-l--r-»  on  se  trouvc  salisfaire  aux  equations  in- 
°  ax      ay       dz  ^ 

delinies  de  Tequilibrc  en  posant : 

d  2*1* 
(m,  v,w)  =  —  ^,  '       .  +  (a,p,r) ;         ^(«,P,T,*)  =  0 ; 

^^       ^  x-H-2pirf*      doi  .  rfp  .  rfr 

JL 


X  +  ji    rf2       f/,r      di^      dz* 

Effectuons,  dans  les  trois  premieres  de  ces  equations,  les  diffeivnlialions 
indiquees  de  a;*  et  rerapla^ons  y  —  *  par  r-  Les  forinules  (i )  prendronl  b 
forme,  un  peu  differerite  : 

(m,  Vy  XV)  =  —  z+  (a,p,T) ;  Aj(«,p,Y,*)  =  0; 

^  ^  ^  l -{- Z\i  d^       da       dp      dy 


X  -f-  ij.  dz      dx      dy      dz 

On  pent,  par  exoraple,  y  mettre  pour  a,p,y  les  derivees  premieres  enziv 
trois  fonctions  U,V,\V  avant  leurs  \  nifls,  cas  011  la  derniere  (2)  conduit  J 

prendre  «I>  =  ;^ =-  (:r"-+-:j-H — 7-  )»  et  il  vient  : 

^  X--h3ii\a.r      dy       dz  J 

Les  trois  types  d'int^grales  que  j'ai  donnes  dans  Tarticle  cite  (formula 
14,  {^hi$  et  Wter  de  la  page  080  ci-dessus),  se  deduisent  de  (1)  en  pn»Dii: 
respeclivement :  1"  a  =  0,  p  =  0,  *  =  la  derivee  en  2  d'une  fonetion  {•  don 

le  A,  soit  nul  et  y  =  2  -— - —  -j-;  2*»  *  =  0,  et  a,p,T  egaux  aux  d^rivet^s  ic  - 

A  —\ '  [X  az 

enj:,y,s;  3"  *=:0,  y  =  0,  et  a=  — -^j  p=-^, ou^jdesigneune autre i-r 

tion  ayant  egalement  son  A,  nul.  Do  plus,  j*ai  montre  (p.  586)  que,  si  Ton  <«K 

pose,  d'une  part,  le  premier  type  et  le  deuxieme,  respectivemenl  mullip ' 

1  i 

par  -r-  et  -— -;  d'autre  part,  le  premier,  le  deuxieme  ot  le  troisi«'i- 

^     'l\i      !2(a-j-!jl)  ; 

respectivemenl  multiplies  par  -^,  — rrrr—-'— :»  -i  ^^  si,  pour  eviter  to' 
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confusion,  Ton  remplace,  dans  le  second  cas,  ^  par  <p,  on  obticnt  deux  nou- 
veaux  types,  qu*expriment  les  formules  suivantes,  auxquelles  j*ai  joint  les 

valeurs  correlatives,  _^^^4-^),  -•'(^+^).  -^"-^i*^.  des 
pressionspxiJiff^P]  exercees  sur  les  elements  plans  normaux  aux  2  : 

,       ,  Id/  d-]f^     V.     ,\  ^  i  /  d^     X4-2|iid'A 

•'  ^  '  (t^^  ^      d^ 

«  -  -  If-^^  ^' -4- '-±^% W  2  ^«1 
'^ --  ^Ividxy  di^  X-i-v.  V         dyX 

\Vd  (  dt      X  +  2ii  \       0^9,1 

{  f  d^<f         |i     d^\ 

'"  %iVd?~x+~v.di)' 


(^) 


_  rf  /   fP?      df\       iff, 

P'  -  i^y  d^''^Ti)'^djid'z' 

'«~dy\di*^dz)      dxdi* 
ris' 


Cela  pose,  si  I'on  admet  que  les  fonctions  -j-p  -r^  -j-i  dans  (3),  j-^, 
dans  (-4),  et  -73*  dans  (5),  aient,  a  la  liraite  ;3;  =  0,  leurs  d6riv6es  premieres 


en  2  finics,  ou  du  moins  les  produits  de  ces  d^rivecs  par  »  6gaux  k  z6ro,  les 

valeurs  (3)  dc  u,v,w,  (4)  dc  p^,Pt,pz,  (5)  de  '^+-  ^  *''  "j^— ^  ««  r^^"'- 

*/U  r/V  «/W 


...  „    .  «/U  r/V  dW    ,  „ 

ront  respectivement,  pour  3  =  0,  a  u=--r-,  »=:-j-,  «;=-j-,  a  /;x=:0, 


dk> 
Py  —  OfP,=—^,i  eti 


(0,   (po«r..-=0,  ^+|.=  (^^|)*  =  _g.^-*=_^. 

Suppose  done  que,  dans  ccs  cas  respcclifs,  les  valeurs  de  u^Vjiv^  ou  de  pzy 
ou  de  px  et  /^j^,  d  la  limitc  2  =  0,  soient  donnees,  on  aura  k  choisir  pour 
0,V,W,  ou  pour  4>,  ou  pour  9  et  ?„  des  fonctions  qui  alenl,  a  la  fois,  leurs  ^, 
nuls,  leurs  d^rivees  premieres,  sccondcs  ou  troisiemes  en  z  egales,  pour 
«  =  0,  S  des  fonctions  arbitraires  connues  de  ai  et  de  y^  et  leurs  derivees  de 
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Tordre  suivant,  multipliees  par  2,  nulles  k  la  m^me  limile,  du  moins  en  iv 
qui  concerne  U,V,W  et  4*'  Or  il  suffit,  pour  cela,  de  choisir  des  potentiels 


de  la  forme   /  f(z,r)dm,  relatifs  k  des  masses  fictives  /  dm  ctalces  surla 

surface;  savoir,  soil  des  potentiels  ordinaires  ou  inverses  /  — ,  soil  ce  que 

j*ai  appele  un  potentiel  logaritbmique  k  trois  variables,  '4^r=  /  log(s+r)(/m. 
dont  la  d^riv^e  en  z  est  un  potentiel  ordinaire^  soit  enfin  les  potentiels  que 
defmit  la  formule  (38  bis)  de  la  page  401,  n'=:  rr_r-f--5log(3-f-r)  |rfm, 

dont  la  d^riv^e  en  z  est  le  potentiel  logarithmique  4^ ;  ces  trois  sortes  dc 
fonctions  ont,  notamment^  leur  deriv^e  premiere,  seconde  ou  troisi^me  en  2 
egale,  pour  z  nul,  au  produit  de  —  2ic  par  la  densite  p(jc,y)  de  la  couche. 

Bone  on  prendra,  dans  le  cas  des  equations  (3),  U,V,W  egaux  aux  poten- 
tiels inverses  de  couches  ayant  pour  densit^s  respectives  les  quotients,  par 
—  2i:,  des  valours  correspondantes  donn^es  de  tt,r,u;  k  la  surface;  ce  qui 
conduira  precis^ment  aux  formules  (41),  page  23,  du  M^moire  de  H.  Cemiti. 

Dans  le  cas  des  Equations  (4),  qui  est  celui  de  pressions  normales  don- 
necs  pz  appliqu^es  k  la  surface,  on  fera,  comme  je  Tai  montre  des  1878, 
^  ^gal  au  potentiel  logarithmique  d'une  couche  qui  aurait  pour  densite  Ic 
quotient  de  ces  pressions  pz  par  2::. 

Enfin,  dans  le  troisieme  cas,  on  choisira  de  mt^me,  pour  9  et  ?,,  des  poten- 
tiels de  la  troisieme  espece,  que  je  repr^senterai  par  ^  et  T,,  relatifs  4  de> 
couches  ayant  comme  densites  respectives  les  quotients  par  Sk  des  pre- 
miers membres  de  (6).  Et  comme  il  est  (Evident  qu'un  potentiel  d*une  ma- 

tiere   I  dm  ^talee  sur  le  plan  des  xy  se  diff^rentie  en  x  on  y  par  la  sirop)** 

differentiation  en  J7|0uy(,  sous  lesigne  /,  de  la  densit<&  ^(^1*^1)  de  la  couclu' 

(vu  que  faire  croitre  x  de  dx  revient  a  remplacer,  dans  Tintegrale,  chaqu»' 
element  dm  par  celui  dont  la  coordonnee  x^  depasse  la  sienne  dc  dx),  e(  ^ 
valeurs  de  ?  et  ?(  equivaudront  k 

(7)  9='Tir-^-:i:r»  ?i=-TiLr  — 


dx        dy  '  dy         dx ' 

si  ^'jcf^V  designent  les  potentiels  analogues  formes  en  prenant  pour  densit  •< 
les  quotients,  par  2^,  des  valeurs  donn^es  de  px  et  py.  Effectivement,  1*^ 
expressions  (7)  de  9  et  9|,  port^es  dans  les  formules  (5)  de  />x.pytP:t  1'* 
reduisent  aisement  k 


(8) 


^"^  '^\dx*  "^  dyylz  "^  ^  dxdz*  ~"      li^  "^  *  dxdz\  dx  "^  </;• 
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p/esl-i-dirc,  pour  a  =  0,  4 j-f, t^>  0,  et  les  rendenl,  par  suite, 

idcntiques  aux  valeurs  directement  donn^es.  Or  les  expressions  (5)  de  u.VyW, 
si  Ton  y  substitue  les  valeurs  (7)  de  <p,9|,  et  qu*on  les  superpose  aux  valeurs 
(A)  de  UyVyWf  donnent  des  formules  revenant  exactement  k  celles  (58)  et  (65), 
pages  32  et  33,  du  Memoire  de  M.  Cerruti  (*). 

En  r^sum^,  suivant  que  Ton  connait,  a  la  surface  3  =  0,  ou  les  d^place- 
ments  produits,  ou  les  pressions  normales  exerc^es,  ou  des  actions  tangen- 
tielles  la  sollicitant,  Tintegration  se  fait,  soit  au  moyen  de  potentiels  ordi- 
naires,  soit  au  moyen  d'un  potentiel  logarithmique ,  soit  au  nioyen  des 
potentiels  ^yx^^'yt  plus  compliqu^s,  mais  dont  les  d^riv6es  en  x  et  y^  qui 
seules  paraissent  dans  les  expressions  (7)  de  <p  et  de  7|,  ne  contiennent,  sous 

le  eigne  L  aucune  fonction  transcendante,  et  sontdu  degr6  z^roen  z — x^, 

y — yij*»  **»  ou  ont  leurs  derivees  enx,y,z  du  degr6 — 1  par  rapport  aux 

m^mes  quantites.  II  en  r^sulte  que  les  valeurs  (4)  et  (5)  de  u,v,w  sont  aussi 

du  degr^  — 1,  et  que  par  suite,  quand  les  pressions  denudes  ne  s'exercent 

que  sur  des  parties  restreintes  du  plan  des  xy,  les  d^placements  ii,t;,u/ 

1 
deviennent  de  Tordre  de  —  aux  grandes  distnnces  t  de  Torigine,  confor- 

m^ment  aux  conditions  (12)  de  la  page  382  ci-dessus.  Dans  le  cas  ou,  au 
contraire,  ce  seraient  les  u^v^w  ^  la  surface  qu*on  donnerait,  et  ou  ces 
valeurs  de  u,v,w  seraient  nulles  en  dehors  de  regions  limitees,  les  UyV,w 

exprim^spar  (3)  deviendraient  comparables^  —  pour  %>  tr6s  grand;  circon- 

stance  d'oCi  Ton  deduirait,par  des  considerations  comme  celles  du  second 
nlinea  du  n°  3  (p.  381  et  382),  que  les  pressions  exercees  alors  sur  toute  la 
surface  se  font  ^quilibre  h.  elles  seules.  On  voit  que,  dans  tous  les  cas,  les 
conditions  speciales  k  r  infini,  et  y  exprimant  rSvanouissement  asympto- 
tique  des  ph^nom^nes,  se  trouvent  bien  v^rifiees. 

Parmi  les  consequences  qu*on  peut  tirer  des  formules  (5)  de  ti,v,u;,  je  me 
confenterai  de  signaler  la  suivante.  Supposons  qu  on  n*ait  appliqu^  k  la 
surface  qu*une  action  tangentielle  ^l^mentaire  rfP,  s'exer^ant  suivant  Taxe 
des  X  sur  un  element  da  situ^  k  Torigine,  cas  ou  Ton  a : 

^'x  =  ^[-r  +  3log(2H-r)]»  4^j,  =  0, 

, d^x  (if     ^ 


dx  2i:  2-f-r' 

et  proposons-nous  d*6tudier  la  forme  prise  par  la  surface  du  corps,  alors 


(*)  Iff.  Cerruti  utiUse,  k  la  fin  de  ce  H6moire,  un  th^orime  remarqoable  de  M .  Eug.  Beltrami 
qui,  dans  le  cas  de  sym^trie  tout  autour  d'un  point,  pennet,  6tant  donn^  lea  valeurs  du 
potentiel  ordinaire  d*une  couche  plane  en  tous  les  points  de  cette  couche,  d'en  diduire 
assez  siniplement  I'eipression  de  la  density  de  la  couche,  ou,  par  cons^ent,  d'^valuer  les 
pressions  normales  p,  capable?,  en  s*eiergant  sur  une  region  circulaire  d^erminie  de  la 


886  CHANGEMEKTS   ET   ADDITIONS. 


qu'elle  a  acquis  de  petites  ordonn^cs  w,  L'expression  (5)  da  w,  sp^cifi^e  pour 
5  =  0,  sera 

w 


Ainsi  la  surface  libre  deform^e  aura  sensiblemcnt  pour  Equation  : 

dl       X  dl  X 


(9)  ^= 


4i:(X -f- pi)  r*      4^X  +  |i)  j:*-|-J/^ 


On  remarquera  :  1®  que  chaque  circonf^rcnce,  de  rayon  r,  decrite  sur  la 

surface  autour  du  point  d*application  de  la  force  JT  comrac  centre,  rest»» 

tout  entiere,  apr^s  les  deformations,  dans  un  meme  plan,  qui  a  seuleinent 

tourne,  autour  du  diametre  perpendiculaire  k  la  force  dH^  d*un  petit  angle 

%  dl        i 

—  =^-y- :  —  inversement  proportionnel  au  carr6  du  rayon  r;  2«  que  les 

lignes  de  niveau,  2=::  const.,  de  la  surface  d^form^e,  ont  pour  equation 

2-= const.,  et  qu*elles  sont,  en  projection  sur  leur  plan  primitif,  des 

cercles  men^s  par  Torigine  et  ayant  leurs  centres  sur  la  ligne  d'applicatioa 
de  la  force;  3°  que,  par  suite,  les  lignes  de  plus  grande  pente  de  cetle 
m^rae  surface  sont,  toujours  en  projection  sur  son  plan  primitif,  les  cercles 

X^  -1—  |i' 

analogues ^  =  const.,  mais  donl  les  centres  se  trouvent  sur  I'axe  des 

^        y 

y  perpendiculaire  ^  la  force.  La  ligne  mSme  d*application  de  la  force  joue, 
du  cdt6  des  x  positifs,  le  r6ie  de  la  ligne  de  thalweg,  et,  du  c6i^  des  j 
n^gatifs,  celui  de  ligne  de  faite;  car  toutes  celles  deplus  grande  pente,  par- 
ties du  sommet  j:=un  infmiment  petit  n^gatif  — e,^=z=0,  se  detachenl 
asymptotiquement,  en  descendant,  du  plan  des  zx,  du  c6te  des  x  n^gatifs, 
pour  tourner  ensuite  de  360°  et  venir  se  [raccorder  asymptotiquement  aa 
plan  des  zx  du  c6te  des  x  positifs,  en  se  teiininant  dans  le  fond  x=t^y  =  0. 

Occupons-nous  enfin  des  pressions  px,py,p;i  s'exergant  sur  les  elements 
plans  paranoics  d  la  surface,  dans  le  cas  de  forces  quelconques  appliquei^ 
h  celle-ci.  La  superposition  des  formules  (4)  et  (8)  de  pxtPy^Ps  donne  de 
suite,  k  cet  effet,  la  triple  formule  g^nSrale 

m  [px.py.p.) ~^d{^^]\d^^'^d^^  1^' d^y 

surface  d*un  corps,  de  faire  prendre  ft  ccUe  region  une  forme  donnte  de  rivolalion.  H 
d'abaisser  son  centre  d'une  quantity  donn^e.  On  trouvera  chez  M.  Gauthier-Yillars,  dan^^* 
M6moiro  annonc<^  en  note,  p.  500,  qui  s'imprime  actuellement,  intitule  Application  f^-^ 
potent ieU  i\  Vetude  de  V^quilibre  et  du  mouvement  des  solides  tflastique*,  etc.,  une  ^- 
monstration^de  ce  thtor^me,  ainsi  que  la  determination  dc  la  petite  surface  de  contact  d'-iz 
sol  eiastique  et  d'un  solide  pesant,  d*une  forme  convexe  quelconque  dunnte,  depose  sor  ^^ 
sol,  avec  le  calcul  des  pressions  qui  s'y  exercent,  et  des  recherches  sur  un  grand  ooiuU - 
dc  questions  int^ressanles  de  m^cauique  et  de  physique  math^malique. 
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Si,  en  parliculier,  la  force  exl6rieure  se  rfeduil  k  une  pression  el^menlaire, 
ayanl  des  composanles  donnees  dX.dByilC,  et  appliqu6e  k  un  element  de  la 
surface  situe  k  Torigine  des  coordonnees,  on  aura 

//*4^x__r/A       (l*%,      (in       d^      dC  , 

II  viendra  done,  en  effectuant  une  differentiation  de  plus, 

/             ._       z        d       o-dk-hydB-hzdC       z  {dX,dh,dQ 
(p,.p,j,p,} 2;  d(^^) ? "^^. P 

et,  finalement, 

f  \—       ^    (i f^dk-i-ydB-hzdCX        dr 

2i:r=\r  r  r     /     r 

ix  tj  21 
Comma     '•  '  ■  sont  les  trois  cosinus  directeurs  du  rayon  r  6man6  de 

I'origine,  on  voit  que  la  pression  exerc^e  en  [x^y^z)  sur  un  element  plan 
parallelo  k  la  surface,  pression  dont  PxfPytfz  designent  les  trois  composantes 
suivant  les  axes,  est  dirigee  precisement  dans  le  sens  de  ce  rayon,  et  qu'elle 

a  pour  valeur  ^-^I'-dk-h^dB-h-dC  j ,  oil  le  trindrae  entre  parentheses 

exprime  evidemmentia  projection,  sur  ce  m^me  rayon  r,  de  la  force  donn^e, 
definie  par  ses  trois  composantes  dX,dB,dC.  On  pent  done  ^noncer  la  loi 
suivanle : 

Toute  action  exte'rieure  exerce'e  en  un  point  de  la  surface  d'un  solide  se 
transmet  a  rinte'rieur,  sur  les  couches  mate'rielles  paralleles  d,  la  surface, 
sous  la  forme  de  pressions  dirige'es  exactement  a  V oppose  de  ce  point,  et  qui 
sont,  d'une  part,  proportionnelles  a  la  composante,  suivant  leur  propre  sens, 
de  la  force  exte'rieure  donne'e,  d* autre  part,  en  raison  inverse  du  catre  de  la~ 
distance  r  au  mime  point  d' application,  et  en  raison  directe  du  rapport  de  la 
profondeur  z  de  la  couche  a  cette  distance  r. 

II  est  aise  de  verifier  que  la  pression  ext^rieure  donn^e  se  transmet  int6- 
gralement  d'une  couche  a  la  suivante,  ou  autrement  dit,  que  les  trois  com- 
posantes totales,  /(pxtPyyPzjda,  de  Taclion  supportee  par  toute  la  surface  <t 
d'une  couche  quelconque,  ont  respectivement  les  valeurs  dk,dB,dG,  Substi- 
tuons,  en  effet,  dans  ces  integrates,  a  pxfPyjPz  leurs  valeurs  (11),  et  obser- 
vons  que  les  termes  contenant  :r  ou  ^  au  premier  degr^  donnent  des  Ele- 
ments de  signes  conlraires  qui  s*entre-detruisent.  11  vient,  pour  les  trois 
composantes,  les  produits  respectifs  de  dX,dB,dC  par  les  trois  inlegrales 

oz  rx^dfj     Zz  Cy^dd     Zz  rzhh    ^    ,      J  ..  .  .  . , 

--  I  — r-,    ^-  I  ^—Tf    o~  /  ~r*  ^r  *®^  ^®"*  premieres  sont  evidemment 

egales  entre  elles,  et  moitie  de  leur  somme 

r(.r*H-v').        55  /»r*  —  s«  T^z  f  (da         da\ 
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en  sorte  quil  suffit  de  verifier  si  les  deux  intSgrales  -^  I  ( -—  —  ^'"i)  ^ 

*Q^  I  —  onl  pour  valeur  Tunit^.  C'est  ce  qu'on  fail,  sans  difficult^,  en  pre- 

nant  pour  Element  de  la  surface  a  une  couronne  616mentairG  2i:RdR  =z2'Krdrt 

ou  le  rayon  int^rieur  R  ==  V^  —  s*,  puis  en  integrant  de  r  =  3  t  r=oo ;  ce 
qui  revient  bien  ill  faire  \arier  R  de  z^ro  k  Tinfini. 
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Page  490.  Sous-note  :  Supprimer  les  quatre  derni^res  lignes  et  metlre  h. 
la  place :  Voyez,  pages  480  a,  b,  c,  d...,  la  Note  du  g  60,  ou  le  probl^roe  du 
choc  longitudinal  est  compl^tement  resolu. 

Page  491.  Supprimer  ce  qui  y  est  en  sous-note. 

Page  531,  entre  les  lignes  4  et  3  en  remontant,  mettre  : 
equation  qui,  en  mettaut  pour  t^  sa  valeur  (b^)  se  rMuit  k 


Q-f-o'=-2El(^«)^. 


Page  557,  au  lieu  des  lignes  9,  8,  7  en  remontant,  lire  : 

Ces  courbes,  pour  des  points  proches  des  appuis,  s'^l^vent  m^me  au-dessus 
de  Taxe  u=0  des  abscisses,  c*est-&-dire  que,  par.une  sorte  de  reaction  ou 
de  rebond  qui  suit  de  pr^s  un  affaissement  imperceptible,  les  u  sont  n^ga- 
tifs. 

Page  560,  remplacer  la  ligne  7  par  : 

Pour  P.  =  Q,  la  plus  grande  courbure  a  lieu  h  Tinslant  i  =  1,20t  ou  k  peu 
pr^s  en  mt^me  temps  que  la  plus  grande  fl6che.  Pour  P  =  2Q,  elle  a  lieu 
aux  instants  {  =  0.75t  et 

Remplacer  les  lignes  10  et  11  par 

PourP=lQ,  Q,  2Q; 


HSme  page  560,  remplacer  la  troisitoie  ligne  en  remontant,  par : 
son  volume  2  aa,  yu  que  l  =  c  —  .  On  retrouve  ainsi,  pour  a  =  v/3,  un  Ihfio- 
reme  connu,  de  Young. 

Page  561.  A  la  suite  de  la  ligne  4,  mettre  : 
(Voyez,  ci-aprto,  les  additions  aux  pages  626,  627). 

Page  599,  au  bout  de  la  ligne  11,  c*est-^-dire  du  second  membre  de  la 
deuxieme  Equation  (&,),  ajouter  : 

ci  mettre  au  bas  de  la  page,  en  la  d^coupant,  cette  sous-note  de  onze  lignes : 

{•)  En  efiet,  puisque  ("),_  yi  =  y,  on  a  bien 
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C'^tait  h  rimitation  de  ce  qui  sera  donn6  au  n*  55,  page  616,  pour  le  probl^me  do  la  miso 
en  compte  da  train  remorqu6  par  la  locomotive,  que  nous  avons  remplac^  ici,  par  ua  tri- 

n6me  difT^rentiel  affects  de  Y*,  le  terme --tj^ —  =s  ^  •  Mais  nous  apercei^ons  que  ce 

double  changement  de  ^  c''  ^  +  V  ^;  n'a,  ici,  aucun  avantage  (et  il  eOt  m6me  M  im« 
possible,  vu  la  discontinuity  aa  point  i^:x  =  V/,  pour  une  ddriv^e  d'ordre  supSrieur  au 
deuxi^me).  On  obtient,  en  effet,  plus  simplement  le  second  menibre  ^-7^7  {^*  —  I^aj:  + 

+  Gx*)  —  rr-— (2flj;  —  ««)  de  T^quation  (/g),  p.  606,  en  operant  sur  —  -  -t^  j  y*  dfisignant 

ce  que  devient  {d^)  u*  pour  3  =  x,  d'oA  —  ^-rrj  —  =  —  5-  --^  pour  le  troisi6me  deg 
Mconds  membres  Merits  k  la  cinqui6me  ligne  de  la  page  606. 

MSme  page  599,  remplacer  Talinea  :  a  Mais  on  peut », lignes  16  k  20, 

par  ceci  : 

Mais  on  peut,  en  abslrayant  d*abord  la  condition  initale  de  nullity  des 
vitesses,  satisfaire  k  toutes  les  Equations  et  conditions  enoncees  (Sg),  (a,),  (^,) 
par  des  expressions  alg^briqnes  enti^res  en  z  et  x  =  yt^  en  n^gligcant,  par 
approximations  successives,  telles  puissances  qu*on  veut  d'une  certaino 
quantity  qui  est  petite  dans  toutes  les  applications  utiles;  sauf,  ulterieure- 
ment,  et  ainsi  qu'on  le  verra  aux  n°*  54-  hu^  ter,  quater,  a  ajouler  des  parties 
vibratoircs  au  moyen  desquellcs  les  conditions  initiates  so  trouveront  tres 
approximativement  satisfaites. 

Page  602,  ligne  17,  supprimer  les  mots  a  en  apparcncc  ». 

Page  602,  remplacer  les  quatre  dernieres  lignes  par : 

Hais  une  pareille  s^rie  devient  toujours  divergente  k  partir  d'un  certain 

terme ;  et,  mSme,  en  bornant  la   parenthese  aux  trois  premiers  termes 

1      2  5 
1  -t-  ^-h-^,  ou  la  divergence  ne  se  fail  jamais  sentir,  Ton  n'aura  pas  une 

r  r 

approximation  sensiblement  plus  grande  qu*en  se  bornant  aux  deux  pre- 
miers; car,  dans  les  applications  reellement  uliles  de  cette  analyse,  savoir, 

1  2  5. 

aux  poutres  d'une  certaine  portee,  -  est  tr^s  petit,  et  le  terme  -~-  ne  serait 

a  conserver  que  si  oh  voulait  Tappliquer  k  un  rail,  etc.,  ou  k  des  expe- 
riences sur  de  courtes  lames,  comme  ont  ^16  celles  de  H.  Willis.    > 

Page  603,  supprimer  tout  le  premier  alinea,  c*est-^-dire  les  neuf  pre- 
mieres lignes. 

Page  607,  au  lieu  des  lignes  4,  5,  6,  mettre  : 

Nous  donnerons  au  n<*  54  ter,  p.  615  g^  ces  expressions  algebriques  de 
deuxi^me  approximation  de  u  et  u^.  Bornoiis  nous  ici  k  calculer,  vu  qu'on 
peut  le  faire  fort  simplement,  ce  qu*il  est  le  plus  essentiel  de  connaitre 
(comme  I'observe  M.  Phillips),  k  savoir  :  la  plus  grande  valeur  du  moment 
flechissant  dynamiquc. 
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Mdme  page  607,  effacer  les  trois  derni^res  ligues,  et,page  608,  Ics  quatre 
premieres;  et  mettre  a  la  place : 

line  approximation  nouvelle  s'obliendrait  sans  difficult^  de  la  mSme  ma- 
ni^re  en  calculant  d'abord,  comme  on  vient  de  dire,  par  deux  integrations 
des  (v,),  les  U,  V^;  d*ou,  par  (/?,),  les  u,  U|  auxquels  on  ajouterait  de  nou- 

i        1 

velles  parties  dynamiques,  qu*analogiquemcnt  on  appellerait  -  U„  ^  U,,  et 

P  r 

qui  seraient  d^terminables  comme  on  a  dit  pour  U,  Uj,  etc.  On  verrait  cer- 

tainement  ainsi,  en  en  tirant  le  maximum  de  H,^,  reparaitre  additivement, 

2  5 
dans  la  parenthdse  de  la  premiere  partie  de  (2,),  le  terme  -^  de  I'expres' 

r 

sion  ^/  j  de  f^;  et  il  pourrait  Stre  curieux'de  connaltre  ce  qui  se  trouverait 

ajout^  de  m^me  k  la  parenth^se  de  la  seconde  partie  de  (z^).  Nous  nous  abs- 

lenons  de  donner  ce  calcul  compliqu^,  parce  qu'il  ne  ferait  qu'ajouter  des 

i 

teimes  en  g|,  n^gligeables,  comme  nous  avons  dit,  dans  le  cas  des  applica- 
tions. 

Page  609,  remplacer  la  ligne  5  par  : 

complete  en  tant  que  purement  alg^brique  (voir  le  changement  des  lignes 
16  k  20delapage599, etlesn^*546{s, (eretgua^erci-apr^Sjpp.  612^615/). 

JU^me  page  609,  ligne  6  :  Mime  solutioti  complete^  liscz  :  Mime  solution 
alg^brique. 

Page  6:23.  EfTacer  toute  la  sous-note  en  mettant  k  la  place  : 

Pour  la  resistance  aux  impulsions  longitudinales,  voir  la  Note  finale  du 
g  60,  ou  ce  sujet  se  trouve  traits  (sur  un  carton  k  y  inserer  p.  480  a,  6, c,...). 

Page  626,  ligne  9,  en  remontant,  k  gauche  mettre,  (r^  reproduit),  puis, 

Yt 

apr6s  1.50 -J » 

mettre  un ast^risque  (*),  et,  au  bas  de  la  page,  mettre  cette  sous-note: 

(*)  Ce  sont  les  expressions  donndes  aux  lignes  10  et  11  de  la  page  560,  comme  r&ultant 
de  calculsdela  solution,  en  s^rie  transcendante,  du  probl^me  du  choc  transversal  fait  au 
point  milieu  d'une  barre  de  longueur  2  a,  appuy^e  k  ses  deux  exlr^mit^s.  Comme  on  a 

[(*)p.496]T«  =  ^,    et    I  =  «« 

en  appelant  9  la  section  transvei*sale  de  la  barre  et  x  son  rayon  de  gyration,  enfin  E  =  /9te*, 
p  6tant  la  density  de  la  mati6re  de  la  barre  et  to  la  c^Urit€  avec  laquelle  le  son  s'y  propage 
longitudinalement,  on  troute  facilement^  vu  que  P  =^.2aff, 

Vt       V 
a*      CO/. 


J 
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)27,  iigne  7, 

n  ast^risqiie  (*),  et,  au  bas  de  la  page,  meltre  celte  sous-nofe: 

ttendant,  et  mdme  a  Texctusion  de  I'expression  cmpirique  du  haut  de  cctte  page, 
des  trois  derni^res  formules  du  bas  de  la  prec^dente  626,  on  peut,  comroe  nous 
le  reconnaitre,  se  contenter,  pour  revaluation  de  la  plus  grande  courbure  pro- 
le choc  du  corps  Q  au  milieu  de  la  barre  de  longueur  2a  pos^  sur  deux  appuis, 
i  la  premidre  expression  (/,o) 

par  ddfaui,  en  y  raettant  simplement  pour  f^,  par  I'efTetd'une  fortuite  ct  lieureuse 
ion,  la  Taleur  de  premiere  approximation,  qui  pcche  par  excbs^  de  celte  flechc 


o=V7""' 


J  /*o,  c'est-a-dire  en  y  faisant  (17)  /jj  =  V  W  —  >  oii  (page  566)  /^  est  la  flftchc  sta- 
la  charge  Q,  fleche  qui  est  ici  (rg)  f^  =  p=| ;  ce  qui  donne,  en  substituant, 

,  cette  expression  dir/erc  de  moins  d*un  seizi6me  (proportion  presque  toujours 
le  dans  la  pratique)  des  trois  expressions  calcul^es  {s^,  de  la  page  560,  qui,  au 

S  =1.7320,  sont  afTect^es  de  trois  nombres  peu  diffcrents. 

.  remarquer  k  ce  sujet  que  si,  au  lieu  de  I'expression  (ty)  de  /j^  de  premiere  ap- 

on,  on  prenait  celle  de  deuxi^me  (presque  exacte  comme  on  a  vu),  c'est-&-dire  si 
liait  (i't)  par  — r=^=.  =  0,897,  0,810,  0,712  pour  les  cas  P  =r  -,  Q,  Q,  2Q,  le 

V     ^35Q 
nm^rique  v^  =  1.732  du  troisi^me  membre  de  0)  se  trouverait  remplac^  par 

1209, 1^2337  respectivement.  Or  ces  nombres  s'^Ioignent  bien  plus  que  \/3=:  1,732 
839,  1,75,  1,838  afTectant  les  formules  (9^)  tiroes  du  calcul  et  des  epures  ayanl 
expressions  exactes  des  plus  grandes  courbures.  II  contient  done  de  s'en  tcnir  k 

•n  (P). 

presque  concordance  qu'elle  oflire  par  hasard  ayec  trois  r^sultats  d'un  calcul  exact 

s  faire  conclure  que  la  mise  en  conipte  de  I'inertie  de  la  barre  soit  inutile.  Cette 

\),  tirde  de  celles  de  (/jo)  et(t'e)>  dont  les  inexactitudes  de  sens  oppose  se  sont 

!S,  doit  Stre  regard^c  elle-m^me  comme  aeulement  empirique,  born^e  aux  limites 

s  fa  its,  et  ne  dispensant  pas  de  calculs  ultMeurs  et  exacts  pour  d'autres  rapports 

heurtant  et  heurt^  P  et  Q. 

le  chose  devra  6tre  dite  de  ce  qu'on  pourra  tirer  des  (/|o)  pour  les  quatre  autres 

e  ou  d*encastrement  qu'elles  comprennent,  en  y  faisant  de  mdme  /b ^  V i/  - 1 
ivement  (ii«49,  2%  5%  4%  5»), 

'«~24Er     3EI'     3(6-f6,)El'     3Elo' 
me,  comme  on  le  trou?era,  la  mdme  formule  (p)  k  Texception  que  pour  les  dent 

U  y  aura  y  ^^^  El  et  i/aE  ,^  nu  lieu  de  s/aEU 

Qultipliant  par  la  demi-6paisseur  q  de  la  barre,  ces  quatre  expressions  de  la  plus 

arbiire,  on  aura  les  dilatatioM  dangereuses  k  ^galcr,  comme  au  n*  34,  k  leur  limite 

^  I  pour  assurer  la  condition  de  non-rupture  ou  de  stability  ind^Ilnie  de  la  ooh6- 

OV* 
I,  comme  i  la  (in  de  ce  n^Si,  la  demi-force  vive  impulsive  -3-  ^gale  au  module  dv 


sar 


896  CHA>'C£ME.NTS   ET   ADDmO'S. 


K 

rd4filieiice  ~  multiplid  par  un  coefficient  num^ique  et  par  le  Tolume  de  b  iarrv. 

Nais  ces  formules,  fondto  sur  la  sapposition  que  T^branlement  a  eo  le  temps  6e  se  f; 
pager  jusqu'aox  appuis  et  de  s*y  r^fldchir  plusieurs  fois  insqu'aa  moment  de  U  pins  ;n'3; ' 
flexion,  cessent  d'etre  celles  qu'il  faut  appliquer  lorsque  la  barre  est  tres  lonpne  et  qn^  '. 
corps  Q,  dun poids  relativement'petit,  Yient la heurler  brusqucment  aree mie vitesse  eiir^ 
memcnt  grande.  En  efTet,  pr^aiablement  a  toute  propagation,  one  flexion brusquement  p.'.- 
duite  i  I'endroit  du  choc  peut  engendrer  des  dilatations  dangereuses,  ddpendaot  de  la  ^ .. 
Vitesse  V  et  nullement  du  poids  beurtant  Q. 

Si  nous  appelonsf  la  density  de  la  matfere  de  la  barre,  u  =  V-  la  dUriU  do  son  ^ .: 

'  P 

s'y  propage  longitudinalemcnt,  q  sa  section,  et  «  =  \/-  le  rayon  de  gyratioD  de  al  •  -c. 


on 


/Pa' 
trouve,  vu  T  =  y  5^  et  P  =  Ipgac, 


(5)  ^!=-!^. 


a*       otx 


ce  qui  donne,  c  <^tant,  comme  au  bas  de  la  page  5C0,  la  hauteur  verticale  de  la  section  • 

<^m  ^^  plus  grande  dilatation  due  au  choc  (d'aprte  les  expressions  (r^)  de  la  II*  ligne  dt ! 
m6me  page): 


Pour  P  =  I  Q»  Q,  2Q, 


2X   CO  JX  «• 


Or  H.  Boussioesq,  dans  la  note  du  10  avril  1882  [Compte  rendu,  p.  1044)  qui  n'est  qa 
extrait  d'un  M^moire  sur  une  m^thode  d'int^gration  d'une  certaine  classe  d'^quaiioos  . 
moyen  d'int^grales  d^finies  ou,  sous  le  signe/*,  se  trouve  le  produit  dedeux  fonctions  art  • 
traires,  a  trouT^  que  la  dilatation  produite  i  ce  premier  moment  du  choc,  avait  pf* ' 
valeur,  dans  le  trongon  de  la  barre  qui  en  regoit  le  coup,  quels  que  soient  les  poids  P  e*  '. 

(?)  ^=s^ 

c 
oii  3-  =  ^3  si  la  section  est  rectangulaire,  et  =  2  si  elle  est  circulaire  ou  ellipiiquo. 

Soil  done  nQ  la  yaleur  de  P  pour  laquelle  un  calcul  plus  prolong^  que  celui  que  nous  ar^  « 

fait  et  cil^  au  n«  34  aurait  donn6  comme  limite  a  (r'J  de  la  page  SCO,  [  — r7,  )        =    !  • 

\       '  *    'wax       *' 

on  pourra  bien,  jusqu*^  P  =  «Q,  pour  poser  T^quation  de  resistance  au  choc,  cpjU*-  i 

Bo  '" 

limite  -^  des  dilatations  non  dangereuses  Tcxpression  (p)  muUiplidc  pir  *:    mais,  qu  * 
£1  * 

P 

-  exc^dera  n,  Ton  detra,  quelle  que  soit  du  restela  valeur  de  ce  rapport,  prendre  in^ar^- 


B        c  y 
blement  (r),  c'est-k-dire  17  =  75 — 


On  peut  voir,  au  reste,  dans  une  dcrui^re  Notede  N.  Boussinesq  {Compte  rendu,  IT  jn 
1882,  p,  125),  qu'il  a  trouv6  pour  I'effet  de  premier  instant  produit  par  le  choc  d*une  y"  • 
mince,  une  formule  analogue  ^  cells  [%)  du  choc  des  tiges,  et  qui  explique  les  ruptui> - 
produisant  inslantan^ment  et  nettement,  a  I'endroit  heurto,  quand  la  vitesse  du  bcun  «. 
plaque  de  metal  ou  de  verre  d^passe  une  certaine  limite. 
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Page  701 ,  entre  les  daqaieme  el  qoatri^ine  lignes  ea  rerooaUnt,  ou  a  la  fin 
•ia  c  6,  ajouter : 

«  la  con Jition  de  faire  passer  sous  les  signes  de  difRrenliation*  i  c6te  des  i\ 
le  facteur  r. 

Page  714,  lignes  10,  9,  8  en  remontant  i  la  place  de : 

f  ne  prodoisent  que  ces  torsions que  ceux  de  couples *», 

mettre : 

I  produiront  Ires  sensiblement,  abstraction  faife  de  ces  torsions  locales  dont 
nous  ne  nous  occupons  pas  ici,  les  memes  efTets  que  des  couples.  » 

M^me  page  714,  deux  demieres  lignes,  k  la  place  de : 
•  efTets  snr  cet  endroit  de  la  plaque  t, 

mettre  : 
'  efTets  generaux  ou  non  locaux  sur  la  plaque. » 

Page  746.  Substituer  a  la  ligne  7,  en  remontant,  ceci : 

L*egalit^,  trouTee  avec  signe  contraire,  pour  le  cas  d*une  charge  syme- 
triquement  repartie  de  la  sonune  des  eflbrts  sur  les 

Page  751,  mettre  au  bas  de  la  page  un  ast^risque  (*),  puis  cette  sous- 
note  : 

Les  series  doubles  (imj)  et  (n^  sont  celles  que  NiTier  i  donnto  4  la  fin  de  soo  X^moire 
aatographid  de  18i2  et  dont  I'extnit,  imprime  en  1825  au  BuiUtin  de  ia  Soc,  />Ai7.,  donne 
(an  n*  10,  page  101)  les  premiers  termes,  oonformes  4  nos  (mj^.  La  premiire  de  oes  deux 
series,  [m^],  ne  pr^te  4  aucune  difficulty  tu  que  raltcraance  des  signes,  indiqu^  par  le:> 
puissances  de  —  1  que  nous  y  avons  introduites  comme  facteurs,  assure  la  conYergeooe 
des  sommes  partielles  de  ses  termcs  lers  une  somme  totale  finie,  qui  ne  doit  pas  diflirer 
beaucoup  du  seul  premier  terme  ou  du  1*  de  nos  mtees  (ms). 

Mais  il  n'en  est  point  de  mdme  de  la  seconde  jm{^.  Toos  ses  termes  sont  positifs;  et  la  s^ie 

double,  ais^ment  rMuite  apr6s  une  r6union  de  ces  termes  deux  4  deux,  4  QQ  — r^ ri> 

pent  rdtre  m«me,  si  on  suppose  par  exemple  a  =  fr  ct  si  on  dirise  par  a*,  4 

OO  m'«-f  it'«~l3  (m'*-hl"^m'«-hy'^m'*-hio'*" / 

Or,  il  nest  pas  difficile  de  reconnaitre,  si  Ton  remplace  les  nombres  impairs  m'  par  SX;+ 1, 
que  cette  s^ie  a  one  Taleur  plus  grande  ^®j§oX=u  (^ +^+-+^  +  *'-)  dont  la 

valeur  est,  comme  on  sait,  infittie. 

Ce  r^ultat  n'a  rien  d'absurde  ni  de  paradoxal  si  Ton  fait  attention  que  lorsqu*un  poids 
de  grandeur  finie  n  se  trouve  uniformtaient  reparti,  comme  on  Ta  suppose,  sur  une  por- 
tion rectangle  de  dimensions  extrimenient  petites,  d'une  plaque,  les  coupes  Terlicales  de 
son  feuillet  raoyen  fl^hi  doivent,  4  Tendroit  ou  elles  traTersent  le  contour  de  cette  portion, 
rire  angufeuses  et,  par  consequent,  aToir  des  courbures  infinies. 

Les  formules  ci-dessus,  bonnes  pour  donner  approximalivement  la  fitche  de  courbure, 
ne  peuvent  done  pas  servir  4  donner  la  courbure  elle-mdme;  et  la  formule  (mg),  soit  priso 
enliirc,  soit  rdduite  4  (#ts)  ou  i  son  premier  terme,  ne  peut  pas  y  serrir  sdi*ement;  et  il 
faudrait  sans  doute.  pour  rdsoudre  le  probl^me  de  la  courbure  due  4  une  charge  concen- 
tre dans  un  petit  espace  central,  Ty  r^partir  avec  une  intensity  d^roissante  du  centre  aux 
bords,  ou  son  intensity  s'dvanouirait.  G'est  une  recheixhe  dont  nous  ne  nous  occuperons 
pas  ici. 
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CHANGEMENTS  ET  ADDITIONS 


(en  feuillel*  pouoant  Hre  ddcoupes^  pour  atmexer  lean  parUe$  aux  pages  designees) 

AddiUon  h  b  pageiOSa  et  406a 881 

Gompldment  h  b  Note  fioaie  du  g  49  de  N.  Boossinesq 881  i  888 

CbangemenU  aux  pages  400,  491,  531,  557,  560,  561,  569 889 

—  aux  pages  599,  602,  603,  607 891 

—  aux  pages  607,  609,  623,  626 893 

AddiUon  4  la  page  627 885,  896 

Cbangements  aux  pages  701,  714,  746,  751 897 


ERRATA 


Page  45,  ligne  3  en  remontant, 

—  65,  ligne  4  en  remontant. 

—  70,  ligne  4  en  remontant, 

—  71,  ligne  4  du  n*  8, 

—  78,  4  la  fin  du  n*  13, 


» 


fim  de :  n-  10  et  20 

X',  y',  x* 
la  m^nie 
entidre 


-  84. 

-  179, 

-  206, 

-  221, 

-  225, 


deuxitoie  ligne  des  for- 

mules  (c), 
ligne  4, 
ligne  5  en  remontant. 


iises  :  n**  8  et  10 

>  x'  t/  z'  jf 
»      le  mtoe 

>  entler 

ajautez  :  Yoyes  p.  559,  tor- 
mule  (v') 


op^rent 
E 


lisez  :  4  f  I 


demi^re  Equation  « 

lee  touations  (97)  doitent  6tre  ^crites 

cxcx'^  cy  ty     A  d% 
-  ^-'*"  £y  fy^^l^ 


(7) 


ex  cx 


demi6re  formule. 
lignes  18  et  19, 

~  289,  ligne  19, 

ligne  8, 
demi^re  Equation 


271. 
289. 


322, 
329, 


0 


tt%/-/) 


-  340,  ligne  3  en  remontant. 
«-  350.  ligne  5  en  remontant.  » 

«  351,  formule  [u')  » 

-  367.  ligne  6.  »  n*  25 

•  367,  ligne  II,  •  n-  30,  31,  32,  35 

-  482,  0*  ligne  en  remontant,  ^uat.  (232  &>  =  (i) 


B*u 


B'.  D* 


0-i) 


s'opirent 
B 

2G-'> 


7ir 


B,D, 


le  premier  mem- 
bre  doit  6tre  ^. 

[k\  r,  a 

Set  Si 

-2f^* 

n*23 

ii~  28,  29.  30.  31 


900 


EHllATA. 


Au  lieu  de : 


Lun 


Page  484,  6-  ligne  en  remonUnl.    /%=  r"*"'  «•«'=«""«' 

—  490,  dernidre  ligne  du  texte,    plus  grande  peut  £tre 

—  491,  ligne  1,                             et  plus  plas 
^  491,  ligne  23,                           forme  tris  forme  alg^brique  trts 

—  532,  ligne  5,  mcttre  a^  k  la  suite  dc  la  derni^re  parenthise  de  I'^ualion  {f^ 

Au  lieu  de  :  Liter  : 

—  553,  5-  ligne  en  remontant,                      2975.1  2075.1 

—  537,  ligoe  18:                                            3  =  0  5  =  a 

.  —  504,  ligne  8  en  remontant :                     ='»o  (  "'o  =  ( 

—  572,  ligne  10  :                                            n«  12  n»  15 

—  573,  ligne  10  en  remontant,                  au  lien  de  au  lieu  de  q 

—  579,  ligne  11  de  la  sous-note :                    \oy  \ix 

—  582,  ajoutez  liu  bas  :   Ce  travail  vient  d'etre  extents.  On  le  trouvera  interale 
pages  480a,  4826,  482c....  sous  le  litre Thtorie  de  rimpulsion  longitudinale.... 


^  588,  ligne  8  en  remontant, 

—  504,  derniire  ligne  de  texte, 

—  001,  Equation  (Ag) 

—  C05,  ligne  12, 

—  005,  ligne  6  en  remontant. 


n»  15 
Au  lieu  de : 

{X  —  x«)« 

y 

!/.  =  «'  +  U' 

*  1 

uiembrcs  oii  il  ne  rest  era 


n*  17,  p.  514 
Liiez  : 

y 

(X  — xV 

«1  =  «*[  + 1  i 

membres  ainsi  que  lea 

P 
termes  constants  —  r- » 

in 
et  il  n'y  restera 

—  006,  ligne  5  ,  Donner  lesigne  ^  aux  deux  premieres  quanlit6s;  metlre,  dans  ieun 

d6nominateurs,  a*  au  lieu  de  a'* 

3  dhj' 
Metti^e  =  —  ^r-  -T-^  au  bout  de  cette  ligne,  k  la  place  des  deux  points. 

—  600,  ligne  12,  formule  (^9),  mettre,  k  la  suite  du  premier  nombre  : 

=  — rr —  (4a"  —  ISflj:  -f  Oj;') 

—  608,  ligne  5  en  i*emontant, 

—  623,  ligne  15, 

—  631,  4"  ligne  en  remontant, 

—  690,  ligne  2,  ajoutez  :  de 

—  094,  derni^re  ligne, 

—  701,  formule  (y) 

—  719,  formule    {t[) 

—  729,  ligne  7  de  la  sous-note, 

—  731,  ligne 

—  731,  avant-derniere  ligne. 

—  735,  ajouter  k  ravant-derni6i*e  ligne  :  et  que,  d^ji,  elle  rempCcherait  de  s'annuUr 

comme  il  doit  le  faire  par  raison  de  symetne 

—  747,  Iigncs6et7,  est  n^ccssairement  nullc  peut,  sous  certaioe? 

conditions,  dtre  noUf 

—  749,  tigncs  4  el  5  de  la  sous-note,   cela  peut  6(re  vrai  en  supposant  que  ctAt 

ptit  6tre  Trai 
-—  ligne  6  de  h  sous-note,  mais  ce  n'est  pas  ce  ne  serait  pas 

—  847,  ligne  15,  (553  a)  (351  a] 


5P    ^               ''  ' 

SU  lieu   UV   IAS  4UI    J    C9%> 

Au  lieu  de  : 

Litez  : 

oOp  = 

dynamique  fransversale 

dynamique 
(203) 

ou  variable 

ou  lentement  et  gn- 

duellement   variable 

3 

2f» 

2e» 

T- 

-    ■-  • 

±:  — n 

suivantes 

suivant  les 

crolt  tris  vite 

d^rott  trte  Tite 

1072.  —  Imprimeric  A.  Labure,  9,  rue  de  Fleurus.  a  Paris. 


DETERMINATION  ET  REPRESENTATION  GRAPHIQUE  DES  LOIS 


DO 


CHOC  LONGITUDINAL 

DUNE  TIGE  OU  BARRE  ilLASTIQUE  PRISMATIQUE, 
Par  M.   DE   SAINT-VENANTy   hkmbrb  db  L^ACADiMiB  des   sciences, 

ET  M.    FLAMANT,    IXCEiriBUR    en   chef   des   POKTS   ET   CHAUSSl^ES    (*]. 


(i6]uiiiet.)  «  1.  Solutions  anciennes  el  solution  nouvelle  de  la  question.  —  Le 
probleme  des  deplacemenls  des  points  ou  des  sections  transversales  d'une 
pareille  barre,  supposee  assujetlie  a  une  extr^mitee  et  heurt^e  a  Tautre 
parallelement  k  sa  longueuri  est  facile  k  resoudre  ^lementairetnent  si  I'on 
neglige  Tinertie  de  ses  parties,  ou  les  retards  qu'elle  apporte  de  proche  en 
proche  a  la  propagation  du  mouvement  imprim^  a  Textremite  heurtee.  On 
pent  en  effet,  alors,  supposer  qu'k  chaque  instant  de  I'acte  du  choc  la  barre 
selrouve  dilatee  on  contractee  uniformement  d'un  bout  a  Tautre;  et  si  Ton 
appelle  : 

a  sa  longueur;  o'sa  section  transversale; 

p  la  densite  de  sa  matiere  et  £  le  coefficient  ou  module  connu  de  la  reaction 

^lastique  qu'elle  oppose  a  son  extension  ou  contraction  longitudinale; 
P  =  pgatj  son  poids; 

Q  cehii  du  corps  qui  Ta  heurtee  avec  une  vilesse  V; 
u^  le  deplacetnent  maximum  de  Textremite  heurtee  ou  le  petit  changement 

total  de  longueur  produit  par  le  choc. 

»  Comme  ce  changement,  commengant  par  zero  et  croissant  uniforme- 
ment, a  ele  moyennement  - 1/„„  d'ou  une  reaction  dlastique   moyenne 

IEct—  produisant  un  travail  resistant  total  -Ecr  —  ««,  Ton  obtient,  en  ega- 

(*]  Ce  travail  a  et^  present^  a  rAcademie  les  i6,  23,  3o  juillet  et6  aout  i883  (pp.  i?7> 
I2i4«  ^8 1  et  353  des  Comptes  rendus).—  A  la  fin,  se  trouve  reproduite  la  Noie  de  M.  Botis- 
sinesq  (i6  juillet,  p.  i54  des  Comptes  rendus)  qui  sera  citee  k  notre  numcro  12. 

S.  el  F.  I 


(2) 

latit  ce  travail  a  la  demi-force  vive  d'impulsion  -  —  finalement  anaulee: 


(.)  'Lil^lJ^,     on     "-=  =  V?     "     "=\/-- 

^   ^  a  ay   g'Eer  a  «  y    P  V   P 

vMais  ce  quotient,  parla  longueur  de  la  barre,du  plus  grand  changemeDt 
quecette  longueur  a  eprouve,  ne  donnequ'une  evaluation  Iropfaibleoti 
dangereusement  trompeuse  de  la  plus  grande  contraction  ou  dilatation  de 
ses  diverses  parties  pendant  le  choc;  car  c*est  seulement  dans  Tetat  de 
repos  que  cette  deformation  est  la  meme  d'un  bout  a  Tautre. 

)3  Aussi  Navier,  en  i8a3y  pour  evaluer  les  dilatations  et  resistances  des 
tiges  He  support  des  ponts  huspendus,  a  mis  en  compte  analytiquement  leur 
inertieou  les  inpgalitesn^cessairesdesdfformationsdeleurs  divers  Elements; 
en  sorte  que  Tinitiateur,  en  1821,  de  la  Mecaniquedite  moliculaire^  ou  des 
tbrmules  d'abord  staiiques  de  la  th^orie  de  T^lasticite  des  solides,  s*est  troiive 
el  re,  presque  aussttot,  Tauteur  de  la  premiere  solution  ezacte  qui  ait  ele 
presentee  d'un  probleme  de  resistance  vive  ou  dynamique. 

»  Mais  sa  solution  est  en  s^rie  trigonometrique.  Eile  ue  revile  point  un 
effet  dedebulj  ou  de  premier  instant,  ou  Th.  Young,  en  1807,  a  entrevu 
quelque  chose  d'exceptionnel,  et  elle  ne  pent  fournir  de  resultats  pratiques, 
pour  les  autres  instants,  qu'apres  d'interminables  calculs  nefaisant  point 
ressortir  leurs  lois«  qui  sout  affectees,  comme  on  va  voir,  de  disconlinuites« 
Aussi  Navier  n'en  offre-t-il  d'autre  application  que  celle  qui,  par  des 
suppressions,  fait  retomber  dans  Fexpression  (1)  ci-dessus. 

»  L'unde  nous  apresenteen  1S6S  {Comptesrendus^  3omars,  p.  65o)  une 
solution  d*un  autre  genre,  |)ar  termes  finis,  en  traitaut  la  question  comroe 
un  cas  extreme  du  choc  mutuel  de  deux  barres,  savoir  le  cas  ou  Tune  des 
deux,  envisagee  comme  corps  heurtantj  est  assez  courte  et  assez  raide  pour 
que  le  nombre  des  reflexions  de  I'ebranlement  a  ses  extremites  puisse  j 
etre  regarde  comme  infini;  en  borteque  leur  cffet  total  se  r^duit  k  un  terme, 
de  forme  exponentielle. 

»  R^cemment,  en  1882  [Compies  renduSj  i4  aout  et  3o  oclobre,  pp.  3/|0 
et  776),  MM.  Sebert  et  Hugoniot  out  donne  la  raison  la  plus  generate  el  U 
plusdirecte,  pour  la  question  speciale  actuelle,de  Tapparition  n6cessaire 
(le  ces  sortes  de  termes,  en  remarquant  qu'ils  naissent  de  Tintegration  de 
Tequiition  lineaire  du  premier  ordre  qui  exprimela  condition  de  joactioo, 
rant  que  dure  Tacte  du  choc,  de  la  barre  avec  le  corps  qui  I'a  heurtee  (*' 

(^)  En  cela  its  avatent  ete  pri*c^(s,  pour  une  question  plus  generate  (atnsi  qu*ils  roa< 
nroiinu  le  3o  oclobre  suivant,  p.  776),  par  M.  Phillips,  qui,  dans  aon   magistnj  Mf- 


(3) 

lis  en  ont  deduit  ou  indique  plusieurs  consequences;  et  (comine  avail  fait 
Poncelet  en  reproduisant  la  solution  de  Navier)  lis  ont  garde  un  teriiie 
propre  a  tenir  compte  de  Teffet  continu  d'une  force  ajoutee. 

)>  Eufin  M.  Boussinesq  (qui^  des  avril  de  la  nieine  annee,  avait  trouve 
aussi  un  terme  exponentiel  pour  le  cas  d'une  barre  de  longueur  in- 
finte),  ayant  apprispar  un  simple  oui-dire  que  ces  deux  savants  officiers 
de  rArtillerie  de  Marine  avaient  fait  faire  quelques  pas  nouveaux  k  la 
question,  nous  en  a  adress^,  au  bout  de  peu  de  jours,  d*un  bourg  du  Yi- 
varais  ou  il  se  trouvait  en  septembre,  une  solution  teliement  complete,  que 
nous  Tavons  aussitot  introduite,  comme  Note,  dans  notre  traduction,  re- 
cemment  publiee,  de  la  Throne  de  r^lasticiti  des  solidts^  de  feu  Clebsch. 

»  D'apres  cette  Note  (du  §  60  deClebsch),  leclioc  longitudinal  s'accom- 
plit  suivant  des  lois  ayant  des  expressions  analytiques  differenfes,  se 
succedant  Tune  Tautre  a  des  intervalles  determines.  Par  exemple,  les 
d6riv6es  des  deplacements  des  divers  points  de  la  barre  varient,  d'un  instant 
a  Tautre,  tantot  avec  gradation  continue,  tantot  par  bonds  considerables 
donnantauxmouvementsuneempreinte  periodiquedeTacquisition  brusque 
de  Vitesse  qui  a  6te  faite  au  premier  instant  du  choc  par  I'^lement  heurte. 

n  11  nous  a  done  paru  utile  de  presenter  ici  aux  regards,  par  une  suite 
d*epures  ou  de  diagrammes,  une  peinture  de  ces  singulieres  et  remarqua- 
bles  lois,  afin  de  les  ^clairer  et  d'en  faire  bien  comprendre  la  nature  et  les 
interessantes  consequences. 

»  2.  Equation  diJfSrentietle  et  conditions  d^finies  du  probtime.  Sa  solution, 
et  valeurs  successives  de  lafonction  arbilraire  qui  y  entre. 

»  Exposons  d'abord,  en  les  verifiant  a  mesure,  losresultats  analytiques 
de  la  solution  nouvelle  et  complete  dont  nous  venous  denommer  Tauteur. 

»  Soient,  outre  les  notations  ci-dessus, 

n,<7,  p,E,  P  =pgn<j,Q,Yj     enfin     «=  ^y 

donnant,  comme  on  sait,  Texpression  qu*ou  oblient  pour  la  cel^rite  (ou  Vi- 
tesse apparente)depropagation  deNcbranlemenls  el  du  son  le  long  de  la  barre 
lorsqu  on  met  en  compte  Teffet  lie  Tinerlie  pour  retarder  leur  transmission  : 

moire  de  1864,  Solution  des problemes  ou  les  conditions  imposifes  aux  e.rir^mites  xont  fonv- 
iion  du  temps,  avait  mdme  donne  [Journal  de  M,  Liouviife,  p.  47*  probldme  Til,  exempli* 
d'une  iige  avcc  piston  soumis  a  I'tiction  de  la  vapeur]  une  equation  differentielle  (78)  \\v 
dtfferant  que  par  les  notations  de  cellos  (1)  des  pp.  34o  et  776011003,  ainsi  que  de  celle  (ni] 
de  la  p.  480 y  de  notre  traduction  annotee  du  CIcbsch.  El  M.  PliiUips  en  avait  donne  une 
integrale  (83)  par  des  exponentielles,  inlroduites  ainsi  la  premiere  fo'is  par  lui  dans  ces 
sortcs  de  solutions. 


(4) 


e 


-  le  temps  imperceptible  de  racqoisidon  de  la  vitesse  Y  par  le  premier  element 

ou  la  (rancbe  extremement  mince  qui  re9oit  le  choc; 
u  le  deplacemeat  subi,  au  temps  tj  par  la  section  a  d'abscisse  x,  I'origine  des  x 

eldnt  la  situation  primitive  de  I'extremitc  heurtee; 
n^  =  (u):gszo  ^  Taleur  k  reodroit  henrte;  Talenr  tonjours  prise  posiliTe  lanlquc 

dure  le  choc  ou  la  jonction  du  corps  heurtanl  avec  la  barre,  tu  que,  pour  fixer 
( '  ^^    \      les  idees,  nous  supposons  V  positif  ou  le  choc  agissant  pour  oomprimer  la  baire, 

sauf  a  changer  quelques  signes  quand  on  se  trouve  dans  le  cas  contraire; 
a^n  le  maximum  ou  la  plus  grande  valeur  qu'atteint  u^^i 

d  =  —  la  proportion  de  la  dilatation  an  point  d*abscisse  x; 


I 


(•"') 


dm  son  maximum;  et  ()o=  (  ~  |        ce  qu*elle  est  au  point  henrte; 

/une  fonction  arbitraire; 

(  la  variiible  quelconque  de  cette  fonction  (variable  qui  n*est  pas  toujonrs  ej^aie 
a«r); 

/ 1  C  =  I  la  valeur  qu'elle  a  de  (  =  ^na  i  C  =  2na  -h  a : 

\  7.na     J 

r=:  - -,     u  =  -  el  quelquefois  — ;     f  (yj)  =  y  -^' 5     *^  (>l)  =  y/'(^Tl]- 
\  /|  la  valeur  de  t  pour  I'instant  de  la  fin  du  choc. 

»  L' equation  differentielle  a  resoudre  et  les  conditions  a  reinpUr  pour 
obtenir  u^n  xe\t  sont : 

(2)  -rj  =  w    -7-5-  partout  et  tonjours;     (wjarrsa  ==  O  toujours  aussi; 

(4)         I      exprlmant  le  constant  ^quilibredynamique  entre  Tinertie  du 

corps  heurtant  Q  et  la  reaction  ^lastiqne  de  la  barre  tant  que 
dure  leur  jonction  ou  le  choc; 


(5) 


\dx)  -  ~^     ^"    <>«  =0,  ayant  lieu  dans  la  barre  c/(&  que 
cette  jonction  cesse  ou  que  le  choc  est  termini. 


»  La  solution  est,  comme  on  verra  n^  3,  pour  les  d^placemenls. 


(.3) 


(I'ou,  pour  les  dilatations  d  et  les  vitesses  -^t 

(7)  -^  =  -  ^  =/(«<- a-) +/'(a,/  +  J:-afli); 

(8)  ^  =  &)[/(«<- a:) --/(a)«  +  jc-aa)]; 

la  fonctiony,  ainsi  que  sa  d^riv^ey ,  ayant  les  expressions  suivaotes  dont  cba- 
cune,  a  partir  de  (i  i),  depend,  commeon  voit,  de  celles  qui  la  precedent  : 

(9)  /(C=o  ou  <o)  =  o.  /'(?  =  o  ou  <o)  =  o,  /'(!:  =  i)  =  ^; 

^'0=J+.)=^'('='")"^i''-"'"-'"'""'""' 

+  -  [i  -  ^r{n  -  4)  +  a'^ii  -  4)']  "-"<"•  *'i 

/(-L")=K-::)- 

f  Ij_H-  r,  4.ar(fl— 6)-2/*(fl-6)«  +  |r'(«-6)'1je-'^('!-«); 


(") 


Q 
p 


4.  Y  r,  _  6r(ii  -  6)  -f-6r«(i,  -  6)«  -  I  /^(*}  -  6)»1  e-nn')^i 

»  3.  Firification  €t  justification  deces  expressions.  —  i^  L'ezpressiou  (6) 
de  i<  satisfait,  pour  toutes  les  formes  imaginables  de  lafonction  arbiiraire  Jj  a 
r^qnation  differentielie  (2)  et  i  la  condition  d'extremite  (2)  (i/)x=»  =  o; 

i»  a^  En  faisant  ^  =  co^,  les  (9)  substitutes  dans  (6)  et  dans  (8)  donnent 

du 

ries  u^  ^  satisfaisant  aux  conditions  initiates  (3); 

»  3^  Chacune  des  expressions  ulterieures,  ou  de  (lo)  a  (i3)  de/(^),  se 
reduit  a  celle  qui  la  precede  immediatement,  lorsqu'on  y  donne  k  la  va- 
riable ^  =  £1)9  la  valeur  qui  leur  est  commune;  ce  qui  prolonge  indefini* 


(6) 

nient  la  propriele  qu'ont  ces  formules  de  satisfaire  aiix  memes  cooditioDS 
initiates  (3); 

»  4®  Chacune  des  expressions  (lo)  a  (i3)  de/'  resulte  de  la  differeDlia- 
tioUy  en  ^,  dujde  meine  numero,  doiit  Tetendue  n'est  pas  moindre; 

»  5^  EnGn,  si  Ton  fait  successivement  ^  =  (o/  et  <*>/  —  2a  dansles  (9^ 
a  (i3)  f'j  et  si  Ton  substitue  dans  (7)  [>articularis6,  savoir  dans 

Ton  obtient  en  ecrivanty  pour  abreger,  n  au  lieu  de  — » 

(l5)  — J)jj  I  pour  a>/  =  ej  =  -; 

(16)  -  \  ^pour  w/  =  ''^'')  =  ^e'«  '^  =  ^  e-""'; 

(17)  —  J)„n)oura)/=  J=:  — D^(pourwr=    "Wc~'^j  a— 2r(Yj  —  a)|e*'; 

—  D^l  poura>^=  )  =  —  D^  {  pourcoi  =  )-+- 
/   j^N        I              \                      4«-+-«/                   \                      211-4- f/ 

-h  ^ er^'^h  -  6r(7i  -  4)  -h  2r*(yi  -  4)']^"; 

—  Do{poura>^=  )  =  —  Dof  poiiru>/=  .     ^    W 
\                        Ort-4-f/  \  ^a^ij 

»  Or  ces  expressions  de  —  (  — j      ?  multipliees  par -^j  puis  ajoutees 

—  j       tires  de  (8)  ^  differeulieparrapporl  a^,  et  specialises  pour 

^  =  o,  donnent  z^ro.  La  condition  (4)  de  jonction  du  corps  heurtanl  a?ec  la 
barre  est  done  satisfaite  commetoutes  les  autres  paries  expressions prece- 
dentes,  qui  donnent  les  valeurs  des  deplacements  u  par  cellesde/,  pour 
tous  les  instants,  et  les  valeurs  des  dilatations  (7)  et  vitesses  (8)  par  celles 

des/';sauf  dansles  intervalles  de  temps  impcrceptibles  d'uneduree- 

negligeable  dans  les  calculs,  s'ecoulant  enire  tat  =  2na  et  2na  h-  c,  ou  leur 
loi  n*est  pas  connue  et  n'a  pas  besoin  de  Tetre. 

»  On  pent  remarquer,  au  resle,  que  la  premiere,  —  i)^^  =  -»  ofline  la  de- 


(7) 
nioiistratioii  (pouvant'etre  obtenue  aussi  plus  directement)  du  tiieoreme 
de  Yeffet  de  debut  dont  nous  avons  parle,  entrevu  par  Young  en  1807,  a  sa- 
voir  que,  quelqiie  petite  que  soil  la  masse  heurtante,  pourvu  qu'elle  ebranle 
toute  la  surface  de  la  section  d*extreinite,  elle  produira  dans  ia  premiere 
tranche  une  compression  egale  au  quotient  de  la  vitesse  V  du  heurt  par 
celle  b)  de  la  propagation  du  son. 

»  4.  Temps  de  la  fin  du  choc.  —  Ces expressions  (i5 )  a  {19)  de  —  ^o  s'ap- 
pliquent  jusqu'a  i'instant  de  la  fin  du  choc  ou  jusqu'a  ce  qu'on  ait 

(')  (£)„="• 

I^es  deux  premieres  (i5)  et  (16)  prouvent  que  cet  instant  n*arrivera  jamais 

entre  /  =  o  et  ^  =  — • 

»  Quant  aux  autres,  (17)9  {1^)9  (19)9  il  nest  pas  difficile  de  voir,  en  abs- 

trayant  leur  facteur  -  er^,  queleurs  grandeurs  vont  en  diininuant  de  la  ii- 

mite  inferieure  a  la  limite  superieure  des  vaieurs  de  leur  variable  co/  =  ain. 
Elles  s'annnleront  done  dans  ces  intervalles  si,  pour  les  limites  snperieures 
4^,  6af  8a,  elles  sont  devenues  negatives. 

»  Or,  en  les  ^galant  a  zero  apresy  avoir  ainsi  donn^  a  -/;  =  — >  pour  va- 

leur,  ses  secondes  limites  4»  ^i  89  on  ^  ^^^  equations  numeriques  en  r 
dont  on  tirerespectivement  par  la  niethode  des  differences  proportionnelles 


(.0) 


P 
\  r=:  |T  =  0,578595,     0,2409,     o,i36; 

I    d'oii         5:^,^^283,         4ii5ii,     7,35, 

Done,  pour  ^  <^  i ,  7283,  le  choc  se  termine  enlre  les  temps  t  =  —  ei  — » 

/vi                         Q*^               rto               »      t*  La       ^a 

(21)      (  pour|>i,7283et<4,i5ll TT  ^'T 

p  >4, 1 5l  I  et  <  7,  JD —  et  — 


» 


w  a> 


P 

(a3  juiiiet.)  »  En  consequcuce,  le  rapport  ^  =  /'  etant  donne, 

»    I**  Si  r> 0,578595,  le  choc  se  terminera,  et  ii  y  aura  separation  du 

corps  heurtant  et  de  la  barre  k  I'instant  t  ou  pour  la  valeur  de  13  ou  — 

quiannulera  rexpression(iG)  de  —  ^qi  ou  pour  laquelle  (en  abstiayant  le 
facteur  e'"^  dontTogalite  az^ro  ne  donnerait  qu'uneracineyj  =  qo  (qui  est 


n 


(8) 
hors  lie  Pintervalle),  on  a 

(22)  i4-[2-2r(^-a)]e»^  =  o,     d'ou    ^' =  a  + ^  (1  + V»')- 

»   2^  Si  r  =  -  est  entre  o,  5786  et  o,  2409,  Tinstant  de  la  separalion  s'ob- 

tiendra  par  la  resolution  de  Tequation  du  second  degre  en  tj  —  4  qu'oo  a 
en  egalant  k  z6ro  Texpression  (18),  d'ou  Ton  tire 


(23)    ^  =  4  -4-  j;l3  -h  e-^'"- v^(3-i-  e-^^J»-  4(«  -  2r)e'^''^  a6r*'-4]. 

»  3^  Si  le  rapport  r  est  entre  0,2409  et  0,1 36,  on  obtiendra  i'in&taiU 
^r=  -)3  de  la  separation  en  resolvant  numeriquement  TequatioD  du  troi- 
sieine  degr^  obtenue  lorsqu'on  egale  a  z^ro  Texpression  (19}  de  —  d«t  tou- 

V       -r- 

jours  debarrass^e  du  facteur  -e      "  ,  r^lution  qui  se  fera  faciiement  et 

burement  sans  la  d^velopper. 
M  Nous  avons  ainsi  trouve 

P  III 

quesir=-=         I,  -f  7»  =» 

W)l  .?  .46 

la  separation  a  lieu  pour  —  =  3, 06767  ;    4>  70866;   5, 89974;    7, 4 ' 874. 

»  5.  Loi  {fig.  i)des  diriviesf^l^).  Leurs  maxima  et  minima.  —  Cette  figure 
donne  ainsi  qua  ire  epures  repr^sentant  par  des  lignes  bris^es  la  loi 
des  derivees  /'{z)  de   la  fonction  arbitraire  /  ou  plutot  des  prodaits 

-  i'{^)  =  f(rj)  =  Vj  dans  lesquatre  suppositions 

P  III 

Q        '     a      4      " 

pour  les  trois  premieres  desquelles^  d*apres  le  Tableau  (21),  le  choc  se  ter* 
mine  entre  V7  =  2  et  6,  ou  u>t  entre  2a  et  6^,  tandis  que  pour  la  der* 
niere  il  ne  se  termine  que  quand  u>t  est  >>6aet  meme  7a. 

»  Leurs  abscisses,  compt^es  sur  les  quatre  droites  horizontales,  sonl  les 

-  =:tq,  i  Techelle  de  o"',020  pour  tq  =  i.  Les  ordonnees  des  parties  en 
lignes  pleinessont,  a  la  meme  eclielle,  lesvaleursde 

pour  le  temps  du  choc.  Chacune  se  compose,  comme  on  voit,  de  deux,  trois 


(9) 
ou  qualre  . . .  courbes  separ^es  par  des  droites  presque  Yerticales  ayant 

une  hauteur  =1,  et  uue  base,  ou  projection  horizontale  €'=-9  figu- 
rant le  temps  imperceptible  de  Tacquisition  initiale  de  la  vitesse  Y  par  la 
tranche  ayant  ref  u  le  choc. 

hi  des  derive  f'(i)    Cmbes hrfsees  apntpaur  abcissss  les  if  ^^"^  et poor  ardoonies  les  /"'-/Y^M  ^TCt) 
qiu  mienl  periodifiaaQit  de  1  par  bonds  dans  des  loops  inpercepmes 


f'mVIl? 


FuLdiidioc 
Echelles  20  mUbmeires  pour  if  et  rfij)    t 


La  foncliony*'(5)=  -  f(ii3)a,  aiusi, 

des    minima  pour  ^=0,         :ia,  4^y  ^^j    et,  presqae  aossitAt  acqab, 

des   maxima  pour  ?  =  €,     aa  -f-  6,     4^  -H  ^i     6a  -h  6,     . . .  • 


(  lo) 
Cette  fonction  derivee  varie,  ainsi,  graduellement  et  dans  des  temps 

entre  chaque  maxitnuin  el  le  minimum  qui  suivra ,  mats  elle  varie 


'>.a  —  c 


,   V 


brusquement  ou  par  bond%  egaux  a  —  pendant  des  temps  imperceptibles-i 

de  chaqne  minimum  au  maximum  qui  suit. 

>i  Parmi  les  maxima,  il  y  en  a  un  plus  grand  que  les  autres.  C'est  le  se- 
cond, ou  celui  qui  repond  k  ^  =  2a  +  £,  pour  les  lignes  brisees  des  cas 

-  =  1,  "i  -i\  et,  pour  la  ligne  bris6e  du  cas  ^r  =  g^  c'est  le  troisieme,  qui 

repond  &  ^  =  4«  •+-  6  (ou  kj  =  4  4-  e').  Ces  divers  maxima  croissent  depuis 
le  premier  jusqu'au  plus  grand  et  d^croissent  constamment  ensuite  jusqu  a 
celui  qui  precede  I'instant,  marque  par  TabscisseiQ  =  iq,  du  bout  de  chaque 
ligne  courbe  pleine,  ou  le  choc  se  termine,  parce  que  la  barre  quitte 
alors  le  corps  heurtant. 

»  6.  Valeurs  des  mimes  derivies  f\^)  dans  rdlat  de  detente  libre  [suite]. 
[Mime fig.  i,  lignes ponciuies.)  —  Ala  suite  des  parties  pleines  se  trouvent 
des  parties  courbes  ponctuees  qui  representent  les  valeurs  de/'(5)  apres 
Tinstant  tz:^t^  ou  le  corps  heurtant  s'est  separe  de  la  barre. 

»  Dans  cet  etat  nouveau,  amene  ^  la  suite  du  decroissement  gradiiel, 
depuis  son   maximum  jusqu*a   son   annulation,   de  Taction   reciproque 

—  Eaf  —  j  de  la  barre  et  du  corps,  et  (t;o2rla  fig.  t\  ci-apres)  qui  con- 
tinue ainsi,  par  une  transition  douce  et  sans  saccade,  T^tat  anterieur,  ou 
a  toujours,  pour  les  d^placements  de  w,  Texpression 

(6  reproduit)  u  =J[(^t  —  a?)  —  /(w<  -4-  ;r  —  na) 

satisfaisant,  quelle  que  soit  la  fonction/,  a  (a),  c'est-a-dire  a  Tequatiou 
differentielle  et  a  (w)jp-^=  o,  condition  de  fixite  du  bout  non  heurte.  Maii 
on  a  maintenant,  comme  il  a  ete  dit  au  n^  2,  vu  que  Tautre  bout  est  devenu 

(25)  /'(^)  =  — y'(^  —  2^)  pour  toule  valeur  de  5>w<i; 

equation  ou  la  fonction /'(^  —  aa),  de  variables  moiudres  que  car,,  devra 
avoir  la  meme  forme  que  celle  de  meme  indice  f  d'avant  TinstaDt  £  =  /• 

de  la  separation,  pour  que  les  deplacements  u  et  les  vitesses  ~  des  diver 

points  de  la  barre,  qui  dependent  de  cette  fonction  derivee  de/,  soient  le» 
mSmesimmediatementaprds  quMmm^diatement  avantcet  instant  deraccord. 


( " ) 

»  On  n'a  done  pour  construire  les  parties  ponctu^es,  tant  que  1^  ^  2a 
n'excede  pas  a)/^,  qu'k  prendre  pour  les  ordonnees  f  (vj)  =  %  f'{Z)  des 
grandeurs  ^gales  acelles  qu^on  avait  dans  la  courbe  pleine  pour  des  ab- 
scisses 13=  -  moindres  de  2,  mais  portees  avec  un  signe  contraire  ou  dans 

un  sens  oppose. 

»  Puis,  lorsqiie  ^  —  !ia  devient  >  0)^4,  on  n'a  qu'a  prendre 

/(?-aa)  =  -/(?- 4a),     d'oi.    /'(?)=/(?- 4^); 
et  ainsi  de  suite. 

»  II  suit  de  Ik  que^'{^)  est  une  quantity  periodique,  de  p^riode — 


reprenant,  apres  une  demi-periode  —  depuis  la  fin  du  choc,  la  suite  des 
valeurs,  avec  meine  signe,  qu*elleavait  a  des  instants  anterieurs  de  —  dans 
la  demi-p^riode  —  avant  ce  meine  instant  t=zt^.  C'est  ce  qu*on  voit  sur 

les  deux  lignes  brisees  du  bas  de  la  meme  fig.  i,  relatives  aux  cas  ^  =  i 

P       I 
et  ^  =  -9  pour  leurs  parties  dont  les  abscisses  depassent  5, 068  et  6,709,  et 

que  nous  avons,  depuis  la,  recommence  k  tracer  en  traits  pleins. 

»  La  loi  des  deriveesy  est,  anatytiquementj  pour  T^rat  de  detente  libre, 
sujette  aux  memes  bonds  que  pour  T^tat  de  jonction  avec  ia  masse  heur- 
tante.  Mais,  on  le  con^oit,  dans  la  realite,  de  pareilles  angulosites  s'arron- 
dissent  de  plus  en  plus  par  diverses  causes  dont  Tanalyse  ne  tient  pas 
compte,  telles  que  la  deperdilion  graduelle  de  Tenergie  vibratoire  en  raison 
de  Timparfaite  fixile  de  Textremit^  x  =  a,  etc. 

»  7.  Loi  {fig.  2)  de  la  fonction  arbitraire  f[i^)  elle-mime.  —  La  fig.  2 
reprdsente  cette  loi  au  moyen  de  trois  courbes  ayant  pour  ordonnees  les 

valeurs  de  f  (ifj)  =  ^  -^  et  pour  abscisses  celles  de  vj  =  -•  Ces  trois  courbes 

r^pondent  aux  valeurs  du  rapport  r=  -  =  1,  -9  j*  Elles  sont  continues, 

c'est-a-dire  sans  sauts  brusques,  mais  elles  ont  des  insures  ou  jarrets  pro- 
nonces  aux  points  d*abscisses  ^  =  sa,  4^,  6a,  ou  iq  =  2,  4»  6, . . .  ou  leurs 
deriv^es  f  (n^  5)  varient  brusquement.  Leurs  abscisses,  comme  leurs  ordon- 
nees, sont  k  r^chelle  de  30""  pour  i . 

»  Les  parties  en  traits  pleins  sont  relatives  aux  temps  da  choc  ou  du  con- 
tact et  de  Taction  r^iproque  du  corps  heurtant  et  de  la  barre,  temps  qui 


(    »2) 

se  terminenty  avons-nous  dit,  respectivement : 


Pour 


r=  I 


r  = 


V 


(26)  {  aux  poinu  yj4=  — -  =3,06767,      4>7<^856,      5,89974, 

oui'ona      f  ( — J  =  i,o3i44j     '>969io,     3,93576. 


0>/i 


osTj 


»  Les  parties  ponctuees  enlre  13  =  — ^et  i(j  =  --i-ha  sont  relalives a 
Vital  de  dilenie  ou  de  liberie  qui  suit  I'^tat  de  jonction.  Les  ordonDees 


^.        Fig,  2. 

Loi  de  k  hnction  arb"  f  fS) 
Courbes  ayant  des  Bbdsses  tj^i* 
et  des  oNme^sF'ff^yifci) 


ip^^TTBT 


f  (>j)  =  ^  :ii£!Li  5»en  obtiennent  en  integrant  a  partir  de  f  =  cd/,  ou  13  =':i 
r^quatioD  (a5)  /'(?)  =  — /'(C—  aa),  ce  qui  donne 

(^7)   /(?)  =  [/(«^)-+-y(w^-3a)]-/(?-2n)     pour     ?>«/., 
d'ou 

(38)  Pour  ij>ij, 


en 


f.»...C.  =  f(!^)+.(^-a) 


-^]  de  l*expression  de  la  conslante  C|  est  doon^ 


(  i3) 
(par  26);  le  second  Test  par  )e  calciil  qui  a  ^te  fait  des  ordonnees  de  la 
partie  de  courbe  repr^sentant  les  6tats  ant^rieurs  k  la  fin  du  choc.  D*ou 

C,  =  ["f  (^)  4-  f(~i  -  a)1==  1,68763,  3,85o56,  7,26753, 

(39)    \  L  \«/        \«         /J  ^  ^ 

pour     r  =  i,  -,  ^. 

r>  I.e  dernier  lerme  de  (27)  ou  de  (aS)  est  anssi  donne,  pour  y)  entre  — 
et  —  +  2,  comme  une  des  ordonn6es  de  la  meme  partie  de  Tetat  anterieur. 

»  Si  Ton  veut  prolonger  ces  courbes  au  delk  de  tq  =  —  •+-  2,  il  faut,  dans 

i'expression  (28)  de  !(>}),  meltre  Ci  — f(if)  — 4)  aw  lieu  de  f(>j  —  2).  La 
constante  C4  disparait  aiors  comme  constituant  deux  termes  qui  se  di§trui- 
sent,  et  il  reste  simplement 

(3o)  f(v,)=l(v,  —  4)  quand  ij  >  ^  4- 2. 


»  Le  second  inembre,  vu  qu'alors  ifj  —  4  <C  — »  ^st  connu  par  les  calculs 

faits  pour  ij  <  —  ou  t<^t^.  Aussi  nous  avons  trace  en  trails  pleins  cetle 
partie  qui  se  reproduit  indefiniment  apres  des  periodes  de  ^a  pour  gj^  ou 
de  4  pour  1(3  =  —. 

»  8.  Loi  des  ddplacements  u  des  divers  points  de  la  barre.  —  La  fig.  3 
donne,  pour  cette  loi  plus  importante,  exprimee  gen^ralement  en  i^  et  < 
par  Tequation  (6),  ou 

(3i)  u=/{(at'^x)  — /(«^-+-  «  —  2fl), 

line  suite  de  courbes  qui,  pour  pouvoir  convenir  a  toutes  les  valeurs  de  gj, 
V,  a,  ont  ele  construites  en  prenant  pour  ordonnees,  au  lieu  dcM,  ses  pro- 

duits  par  — »  et  pour  abscisses  les  produils  de  t  par=»  en  sorle  que  f(v3) 

Aft 

elant,  (la'),  uneabreviation  de  y-/(^>3)»  ces  courbes  ont  pour  Equation 

(32)  yZ  =  ^[T-z)-%-^a-^)' 

n  Elles  sont  tracees  a  T^chelle  de  o™,020,  tant  pour  les  abscisses  —  =  i 

que  pour  les  ordonnees  ^  -  =  i.  Elles  s*appliquent  nnx  quatre  points 

I  I  3 

x  =  Oj    -^a,     -a,     -^a. 


tat 


(  i5) 
tous  les  points  ou  soil  &>/  -*  or  soil  tot  -h  x  ^  aa  est  un  multiple  de  2a. 
»  Les  pieds  des  ordonnees  de  ces  points  de  brisures  sur  les  lignes  horizon- 

taies  d*abscisses  marquees  x  =  ya^  -a^  ja^se  trouvent,  ainsi,aux rencon- 
tres de  ces  Irois  horizontales  avec  les  obliques  joignant  en  deux  sens  op- 
poses les  points  —  =  o,  3,  4i  •••  de  Thorizontale  a?  =  o  du  bas,  avec  ceux 

—  =  I    3,  5,  ...  d'une  horizontale  x=n  tracee  au  haut.  Celles  de  ces 

obliques  qui  montent  de  gauche  a  droite  ont,  en  effet,  pour  equations 
w^  —  x  =  o,  ^a^  /|rt,  ...  et  celles  qui  descendent  ont  (iii  +  x  —  aa  =  o, 
t2/7,  4^9  *•••  C^s  lignes  obliques  Jigurenl^  en  a:  et  t^  la  marche  de  Vonde 
d'ebranlement,  tant  directe  que  reflechie  aux  extrimit6s  de  la  barre,  ou  ce 
que  parcourrait  la  tete  de  cette  onde,  si  (comme  il  a  et6  suppose  pour  les  dia- 
grammes  du  Memoire  de  1866-67)  la  barre  vibrante  etait  emportee  perpen- 

diculairement  k  sa  longueur  avec  une  vitesse  -•  Cela  montre  bien  que  les 

bonds  et  les  brisures  sont  determines  par  le  passage  de  ceiie  onde;  et  cela 
donne  une  raisou  sensible  du  binome  et  du  Irinome 

Git'—x    et     &)/-4-j?  — 2^ 

que  M.  Boussinesq  a  fait  figurer  dansses  formules  de  deplacements,  etc. 

(3o  juiiiet.)  »  9.  Loi  des  mimes  diplacements  u  dans  Vital  de  dilente  libre, 
oil  la  barre  el  le  cofps  heurlanl  onl  cessi  de  se  toucher  [vaemefig.  3). 

»  Dans  cet  etat,  qui  suit  Tinstaiit  ^  =  ^1  de  la  fin  du  choc,  ou  apr^s  que 


I  pour  r=  ;;:  =  !,  z'  7»  ^i 


p  III 

,  Q  '  ?.  4  " 

[o^bis)         ^ 

/onaeu[24):      —=3,06767;   4»7o856;    5,89974;    7, 4*87, 


les  valeurs  de  u  seront  encore  donnees  (n^  7)  par 

[(33)  on  (6)1  reprodoit]  li  z=zf{^u^t  —  x)  — /(w^-l-  iC—  2«). 

Mais,  dans  cette  expression,  des  que  la  variable 

^=00^— .X?     ou     5=0) /-ha:  —  aa, 
(le  Tune  ou  de  I'autre  des  deux  fonction8y*(5)  qui  y  entrent,  viendra  a 


»/ 


-c 


(  i6  ) 
exceder  ^,  =  ei>/,,  il  faudra  faire,  d'apres  ce  qn'oD  a  vu  (ai 

[(34)  ou  (a,)  reprodO  y^X)  =  l/(coO  4-/(c.^  ^  aii)l -/? -  aa; 

car  c'est  TiDt^grale  que  nous  avons  tiree  au  n^  7  de  la  relati 


du\ 


(a5)         /(?)=-/'(?:  — aa)  dan* 6,  rcsulunldc    (^ 

»  On  peuf,  au  restei  verifier  qu^ensuite  la  condition  ij 

Fetat  de  detente  sera  bien  remplie;  car  lorsque  tat  —  j?  viei 
(i>fi)  la  substitution  k/{iAi—x)  de  ce  qui  resulte  de  (a5)  chai 

(35)  u  =y(«£| )  -h/v«^i  •"  ^^)  —Ji^^—^ — 2fl)  — /(«^ + 

expression  qui^  differentiee,  donne  bien  ( -^^  j      =  o. 

»  Nous  avons,  en  consequence,  calcule  les  ordonnees  ~  - 

ponctu^  de  notrefig.  3  par  la  meme  formule  ['ia)  en  17  du  n 
ordonnees  relatives  i  Tetat  de  jonction,  mais  en  ayant  soin,  loi 

riable  15 ou  t  H 2  de  Tuneoude  Tautredes  deux  foncli 

tant  par  les  valeurs  de  t  que  par  celles  de  -9  a  exceder  les  .[  26  - 

(36)  f(^_f)  =  C.-l(T.-^-2),  |(r+f_a)=C,-f 

la  conslanteCi  ayant  tonjours  les  valeurs  numeriques  [29^. 
»  Et  quand  t h  2,  r  h 4  arrivcnt  a  leur  lour,  pai 


croissance  du  temps  I  ou  de  r  =  ^  I,  a  exceder  t,  =  — »  nous  n 


encore  servis  de  '28"^  fouraissant 


d'ou,  en  siibstilnant  dans  ^3c\  etredn^siuit, 

ce  qui  donne,  pour  Icur  difference  ou  pour  le  deplacenet 


{  n) 

qiooan^  aux  valeurs  qu'il  avail  a  un  temps  anterieur  de  — •,  d'ou   les  courbes 

"  ^"  .  -/j-^  nous  avons  recommence  a  tracer  pleines  k  la  suite  des  parties  ponctuees. 

.  ^  ,  I  I    10.  Lois  des  dilatations  ou  contractions  des  divers  ^.Uments  de  la  bane  rap- 

tins  a  l^uniti  de  leur  longueur  [fig.  4).  —  \Afig.  4  offre  une  representation 

*'de  -  .pl^ique  de  ces  proportions  des  deformations  longitudinales  locales  et 

'^i^rantanees,  ayant  les  grandeurs 

>Jiedc  3}inioyen  de  courbes  anguleuses ayant  pour  ordonnees  (i^')  les  produits 


•  — 2fl  -^■•' 


Ais)  d  =  -rp;T-  =  f -f-f'-H ah 

'  V  r/.r  \a         *i  /  \a  a  J 


=  0. 

.  i:pour  abscisses,  comme  les  courbes  de  \^fig*  3,  les —9  produils  des 

tt  p 

.    ,       ..IDS  par  le  rapport  constant  -:  etce,  dans  les  troishvpo(hesesr=  ^r  =  i» 
e  h  »?-  I     I  ri  a^  J^  Q 

:c  avaDt50it>7,  aux  cinq  points  a;  =  o,  71  -»  -j'  ^»  de  la  barre;  Trchelle  des  abscisses 

rjdesdflff^^nt  20""  pour  vj  =  i  et  celle  des  ordonnees  10™™  pour  —  -^  =  i. 

eiceJerte  -,>   l^s  courbes  de  I'epure  (j?  =  n)  ont  ainsi  des  ordonnees  uti- i  ]• 

»  I>es  bonds  ou  augmentations  subites  de  grandeur  des  ordonnees  sont 

'—5'==^''  fin  V 

f  it6t  de  1,  tantot  de  2,  c*est-a-dire,  pour  les  —  —1  tanl6tde-%  tant6tde 

..fjt^  ')'  ->  el  lis  sont  naturellement  plus  frequents  que  ceiix  [fig.  i)  desy(^}» 
^  le:/  \^'  lyant  que  -  pour  grandeur. 

^!l,o;0'»  Dans  Tetat  de  detente  libre   qui  suit  la  separation  du  corps  heur- 
Dt|  et  ou  la  loi  des  —  -j-  se  trouve  figuree  par  des  prolongements  pone- 

eSj  leurs  valeurs  sont  donnees  par  la  meme  expression  (38)  ou  (38  bis) 

-4  -^'  nt  que  tot  -- x  reste  <a>/|.  Quand  il  le  depasse,  il  faut,  d'apres  (^5) 

^]>  «/,)  =— /'(5  —  aa),  remplacer  le  premier  terme   de   (38)   par 

(tit           X  \ 
2j •  Et  quand 

n^:^^!  trin6me  du  second  terme  de  (38  6is)devient  lui-meme  plus  grand  que 
^-1,  ilvieni  --  vT"  =  —  ' ^    —  f    —  H 4)- 

.^1  y  dx  \a         a  )  \a         a        ^/ 

^''  S.  et  F.  2 


(  i6) 
exceder  ^i  =  a)/|,  il  faudra  faire,  d'apres  ce  qiroD  a  vu  (au  meme  n®  7), 

[(34)  OD  (27) reprod.]  /(Q  =  [/(g)/.)  4-/(a)^  -  2a)]  ^J{^-ia)  pour  ^>  «/,, 

car  c'est  Tiotegrale  que  nous  avons  tir^e  au  n®  7  de  la  relation 
(35)         /($)  =-/'(^- 3a)  dun«  6.  resultant  de    {^        =0. 

»  On  peut,  au  reste,  verifier  qu'ensuile  la  condition  (^  j       =0  de 

Tetat  de  detente  sera  bien  remplie;  car  lorsque  tat  —  x  vient  k  exceder 
co/|,  la  substitution  ay(a>r  — a:)  de  ce  qui  resulte  de  (35)  change  (33)  en 

(35)  M=y(w^i)-h/(<«>^  —3a)  — /(a>^  — j:  — 3a)— y(a>i-4-a?  — 3a), 

expression  qui,  differentiee,  donne  bien  ( ^  j       =  o. 

»  Nous  avons,  en  consequence,  calcul6  les  ordonnees  ~  -  ties  parties 

ponctu^es  de  notre^i^.  3  par  la  meme  formule  (33)  en  yj  du  n^  8  que  les 
ordonnees  relatives  a  I'etat  de  jonction,  mais  en  ayant  soin,  lorsque  la  va- 

riable  ij ouriH 3de Tuneou de Taulre des deux  fonctions  f  vient, 

a  a 

tantparlesvaleursde  Y)  que  parcellesde-i  a  exceder  les  (36)  —1  de  faire 

(36)  ,(,-f)  =  c.-f(.-^-:.).  f(,4-f_.)=c.-f(.  +  f-4), 

la  constanteC,  ayant  toujours  les  valeurs  numeriques  (39). 

»  Et  quand  ri 1-3,  7)H 4  ariHvent  a  leur  tour,  par  suite  de  la 

croissance  du  temps  ^  ou  de  y)  =  -  /,  4  exceder  y)^  ==  —  9  nous  nous  sommes 
encore  servis  de  (38)  fournissant 

d'ou,  en  substituant  dans  (36)  etreduisant, 

(<»,«)  ,(„-f>.S)=.(,-f-4),   ,(,+f_.>.:i)=,(,..f_6), 

ce  qui  donne,  pour  leur  diffi^rence  ou  pour  le  deplacement  a,  un  re* 


(  '7  ) 

lour  aux  valeurs  qui!  avail  a  un  temps  anterieur  de  —\  d*oii   les  courbes 

que  nousavons  recommence  a  tracer  pleiues  a  la  suite  des  parties  ponctuees. 
»  10.  Lois  des  dilalations  ou  contraclions  des  divers  ^.Umenis  de  la  barre  rap- 
parties  a  l^uniii  de  leur  longueur  {fig.  4)-  —  Lay?y.  4  offre  une  representation 
graphique  de  ces  proportions  des  deformations  longitudinales  locales  et 
instantanees,  ayant  les  grandeurs 

(38)  _3  =  _'^=/'(„/_j,)4-/'(«/  +  ar~o^), 

au  nioyen  de  courbes  anguleuses  ayant  pour  ordonnees  (i^')  les  produifs 

{38  M  d  =  --^^^  =  !•(-- -)+!(-  +  -- a), 

et   pour  abscisses,  comme  les   courbes  de  lay?(/.  3,  les— 9  produils  des 

temps  par  le  rapport  constant  -;  etce,  dans  les  troishypolhesesr=  ~  =  i» 

-♦  7»  aux  cinq  points  a;  =  o,  j?  -»  -j'  ^»  de  la  barre;  Trt belle  des  abscisses 

etant  20""  pour  vj  =  1  et  celle  des  ordonnees  10™"  pour  —  ^^  ==  i. 

»   Les  courbes  de  Tepure  {x  ==  a)  ont  ainsi  des  ordonnees  2fl- i  )• 

»  Les  bonds  ou  augmentations  subites  de  grandenr  des  ordonnees  sont 
tant6t  de  1,  tantot  de  2,  cVst-a-dire,  pour  les  —  -j-i  tanl6tde~%  tant6tde 

y 

2->el  lis  sont  naturellement  plus  frequents  que  ceux  {fig.  i)  desy(^}» 

n'ayant  que  -  pour  grandeur. 

»  Dans  I'etat  de  detente  libre   qui  suit  la  separation  du  corps  heur- 

tant,  et  ou  la  loi  des  —  y-  se  trouve  figuree  par  des  prolongements  pone- 

lues^  leurs  valeurs  sont  donnees  par  la  meme  expression  (38)  ou  (38  615) 

tant  que  tot  -- x  reste  <a)/,.  Quand  il  le  depasse,  il  faut,  d'apres  (25) 

/' ^>  «/i)  =  — /'(5  —  2a),   remplacer  le   premier  terme   de   (38)   par 

—f'{fAt  —  jc  —  2fl),  ou  celuide  (38  615) par  —  *'  (-^ —  -  —  2J  •  Et  quand 

le  trin6me  du  second  terme  de  (38  bii)  devient  lui-meme  plus  grand  que 

-i,  ilvieni  —  -  — =  -.f 2)  —  f   -  H 4)- 

a  y  ax  \a         a  I  \a         a        ^ j 

5.  el  F.  2 


(  i8) 
On  a,  des  lors,  des  dilatations  numeriquemont  egales  aux   contractions 


Choc  longitudinal  d'me  harre  P  de  longueur  a  par  un  corps  Q  avec  une  vitesse  V, 

Lois  ^s  dHalatims  tncontracdons-d-^deses divers &^taeats.(Mrbesayant, pour tivissapp^^^  ^  -eipaarks 

anqpoints  x=o,la,^a,iaeta,desabscissesfUndiquantkstenipst,etd€sordoiumd^^('d^         ties detormaUons.  ^ 


Echdie  des  abscisses,  20"^ pour  f=  1 
„   des ordonnees .  W'^pour  d=/ 


rwucA 


I  ui^L 


'^-.M 


o  •A 


/Vmt  X^Oieiatri  keurik'. 


,1  ^"j;  <><>c 


#    • 


qii  on  avaitanlerienrein  Mi»,  cl  reciproquement 


(  -9) 

»  Sans  discuter  les  details  compliqiies  et  ciirieux  quoKre  celte  figure, 

nous  pouvons  deja  y  remarquer  que,  soit  pour  -  =  r=  i,  ou  -  ou  y?  la 

plus  grande  de  ces  dt^Jonnalions  s^opere 'All  point  a?  =  ^i,  c'est-a-dire  a  I'ex- 
tremite  fixe  de  la  barre.  Mais  cette  conclusion  sera  obteuue  d'une  maniere 
plus  generate  au  n^  12. 

»   11.  Plus  grands  deplacemenls  de  I' extrdmit^  heurlee  {fig.  5).  — Dans  le 
probleme  du  choc  longitudinal,  on  se  propose  surtout  deux  buts  :  la  deter- 


Fig.b.  Choc  longitudinal  d'me  hrre  P  de  long^  a  pv  un  corps  Q.  Echelle  20'"~''pr^'i 

Loi  des  plus  grands d6pbcei?ents  (/<,„,  de  lextremite hkve, qai  a  6ie beurtee svec  me  Vitesse  V. 

Lb  CDtfrte  en  irarf  plein  a  pour  5 to.75es  le:  rspports  ^ el pjr  crkrj\ees  h  vdkmdcnles  ^^ 

h  coideenposctiie  raadaies  aic'm  cbsr.issss,et,pdijrorvcnneez  V^rhir  ^-.r-^'Ti 

£Dtaut,pourcmp3mm,eapoaclue  ImjM  C(Mteiy3iitk]/fp^urfi^'  '"'     '"-^-"'^ 

£n  fias,e/a«  ^s^j^  kWvpe  teaAsns?es,s7/i/  ecnies 

ie;  vateurs  it  ^^thnoant  les  teinps  t  des 

plusgrBivis  depkceaents. 


(?/^%'^-r 


mination  :  i^  du  plus  grand  deplacement  du  point  heurt6,  et  2^  de  la  pbis 
grande  proportion  des  contractions  ou  dilatations  eprouvees  par  les  Ele- 
ments de  la  barre. 

»  Pour  le  pretnier  but,  analogue  k  la  determination  de  \difliche  de  cour- 
bure  dans  les  problemes  de  flexion^  nous  aurons  a  chercher 


(39) 


II 


Om 


[maximum  de  //^  =  (i/)j^o]  ^^f{^^)  — f{^^  —  2n). 


»  L'instant  de  ce    maximum  tombera  dans   celui   des  intervalles   de 
GD^  =  2na  a  0)/  =  2na  +  2a  ou  le  deplacement  u^  aura  cru  en  commen- 
fant  et  d^cru  a  la  tin,  en   sorte  que  la   derivee  de  sa  derniere  valeur 
f[2na  4-  2d)  —J[2ua)  soil  negative  ou  qu*on  ait 

/'{2/m)-/'(2W-+-a)a>o. 

»  Faisons  successivement  /i  =  i,  a,  3;  puis  meltons  a  la  place  def\2u)j 
f  [[\a)y J'{&a)\ts  valeursqueprennent  les  expressions (i  i),  (12),  (i3)des7 


(  ,8) 
On  a,  (les  lors,  des  dilalations  oumeriquemiMit  egales  aus  coiitradij 


Ctoc  kn^Minal  d'liae  tarre  P  de  longueur  a  par  w  corps  Q  svk  me  vilesse  V. 

his  des  diialalion!  w(MlTaclioK-d=^iesesii'enSkiem-C(iurbes  apBt,paafUr)issi^)p()silions^-r'i,}  ei  ;;,■;:_ 

dnqpmtsX=o,^a,ia,iaeta,^3bscsses's''ii^g'i^^^tBn$st,etdesardoitnksi=^(.d)Bii^e  tits(ie.fe- 

EcMk  dts  ^sdsses, 
„    itesontoinees- 


j'lrint  X^CjatO-i  keariaj  ' 


qn'oii  avail  aiitprienrem '11',  ct  i'ecipro'|ueinent. 


(  '9) 
B    Sans  disculer  les  dilails  compliqueset  ciirieux  qu'offre  cede  figtirc, 

nous  pouvoiis  cleja  y  remarquer  que,  soil  poin~  =  r=i,  ou  -ouy,  la 

pius  grande  dti  cesd^Jorinalioiiss'o\iere  nil  poiiil  a;  =  «,  c'est-a-dire  a  IVx- 
trcmite  fixe  de  la  barre.  Mais  cetle  conclusion  sera  obleniie  d'line  maiiiete 
pUis  generate  au  n°  H. 

»     11.  Plus  grands  defflacements  de  I' extr^inil^  heurlee  {fig.  5).  ^  Dans  le 
probleme  dti  clioc  longiludiiial,  on  se  propose  siirlout  dt^ux  but!> :  la  detei- 


E:Mk  a'^pr^.f 


Fig.  t>-  Choc  kpgitadifal  d'ane  hrre P df  'ig;)^' n  pr  u.n  corps  Q 
lot des plu^qramisiipkcenvn'.';  ll^,dei'sx'.r!:r.:i6l,b'-;,qai^6litturtnnK 

fnJiid,/MirOTrpaa,i.n/raiftefc(jj,baarie^i(falJp.'[ri'>'     _, "C^^^^ 


miaatioo  :  i**  du  plus  grand  deplaceiiient  du  point  heurt6,  et  a^  de  L>  f- 
grande  proportion  des  contraclions  ou  dilatations  eprouvies  par  befr  *■  • 
inents  de  la  barre. 

»  Pour  le  premier  but,  analogue  k  la  determination  de  la  fiidu  « '^  ■ 
bure  dans  les  problemes  de  flexion,  nous  aurons  a  chercber 


(39) 


"om    [" 


".  =  (")-.]=/("')-/(-'- ^' 


*  N^^  I.  L'inslanl  de  ce    maximuni  tombera  dans  celui    At^  jmarti    *-* 

^4^<^,      b>t  =  3na  a  u/  =  ann  -j-  an  oil  le  diplacement  o,  aura  tfr-j.  ta  •Li-.-zz.zi, 
-<      ■       ^anl  el  d^crti  a  la  tin,  en  sorte  que   la  derivee  dr  ■ 
f[^na  -H  aa)  —J{ana)  soil  negative  ou  qu'on  ail 


uermt^T^ 


(20) 

|)oiir  les  limites  superieutes  ^a^  6n,  Sn  de  tat;  les  inegaliles  ainsi  posees 

/'(2«)-/(4«)>o.    JUa)-f{6a)>o.    f{6a)-J'{Sa)>o 
serojit 

4/-e="'>i,     4r(i  -  2/)e*''-f-.Sre"'>i, 

(^o)  {  ^rCi  -  4rH-  |/-=')c''^-f  8f  (i  —  4 r) e"  +  1 2 re*' >  i ; 

P 
<•'<><*''=  Q>  0,17587,     >o,o7238o,     >o,o3974^>, 

|0"  p<  5,68(5,     <  1 3, 816,     <  25,16. 

Le  roaximum  cherrhe  Uom  tombera  ainsi  : 


entre  /  =  —  et  <  =  ^  si  Q<    5,686P; 


b>  W 


(41) 


entre  /  =  ^  et  /  =  —   si  Q  >    5,686P  et   <  (3,8l6P: 


6<i  8 


enlre  /=—   ei   t=  —  si   Q>  l3,8l6P  et   •<25,lGP. 


Soit,  en  premier  lieu,  r=  ^  enlre  o  el  5,686. 

»  Substituons,  dans  I'expression  (Sq)  de  i/o«  celles  (lo)  et  (ii)  At  j 
(n®  2);  en  ecrivant,  dans  leiirs  premirrs  ineaibres,  a>^  au  lieudeia  variable 
generale  ^.  nous  aurons 

(42)     «.(pour«^=f^)=^^j-,-e-^-t-[2  +  2r(„-2)Jr-"-% 


oil  -ii  designeici,  pour  abr^ger,  —•  Egalanti  aero  badifferenlielle  par  rap- 
port a  >3,  on  en  tire  >]  =  2  H e~^''  qui,  substitue  dans  {t\^)^  donne 

(43)  Wow=  raaxim»de«o(l>oti''  w^  =       )  =  ^     \~  *  ^-  ^*  *       y  • 

»  £n  second  lieu,  soit ^  entre  5,686  et  i3,8i6.  I^es  eipressions  (1 1)  ^t 
(i  a)  desy,  subslituees  dans  (Sg),  donneroni 

(44)  U.=  T^t'-e-"'  +  [a  +  2r»(„-a)]e-"-« 

I  -  [2  +  2/-(>j  -  4)  +  2/-(>3  -  4)*]e-'-«-*>|. 

oil  v]  doit  avoir,  pour  que  ie  premier  membre  devienne  u^„,  la  valeur  qu'un 


(  ar   ) 
fire  de  la  dIFferenlielle  du  second  iiiembre  egalec  a  zero,  valeiir  qiii  est 

»  Nous  avons  calcule  par  la  forniiile  (43)  et  aiis.-^i  par  celle  de  (44)  ^vec 

ri  tire  de  (45),  Ireize  valeurs  de  ^  —  ropondant  a  autant  de  valeurs  de  ^j 

de  ^a  1 3, 82.  Nous  rapportons  sepl  de  ces  chi(Tres  (deo,548  a  2,355)  sons 
sept  points  de  h  courbeen  traits  pleins  de  la  fiq.  5,  dont  elles  sont  les  or- 

dounees,  les  abscisses  elant  les  ^*  Au-dessusdesinSiiiespoiuls,  nous  avons 

ecrit,  pour  comparaison,  six  valeurs,  de  0,548  a  2,3i8,  des  ordonne^s 
d'une  courbeen  poncfue  rond  dont  I'equation  est  donnee  par  la  formule 
dile  elemeutaire  de  deuxieme  approximation 


(46)  V^=\/5— ^P»    «i>. '".""*    ^  =  5- 

»  Enfin,  et  au-dessus  encore,  nous  avons  trace  en  ponctue  long,  sans 
en  ecrire  les  ordonnees  qui  «ont  les  racines  earrees  des  abscisses,  une  para- 
hole  fourniepar^  -^  r=i/^qui  est  I'expression  vulg:<ire  (i)  de  \irem\irc 

<i^pror{>na/<ondun^l,obtenneennegligeant  rinertiedeselementsdelabarre. 
»  Celle  (46)  qui  a  fouini  le  ponctue  rond  est  ra|>plication,au  choc  lon« 
gittidinal^de  cettefprinule  gen^rale de  rfenxi^'ne?  a/^p/oxima/ion, susceplible 
d'etre  etabiie  elementairement  ausbi,  du  deplacenient  du  point  heur(ed*nn 
systeme  6lasiique  qiielconque  lorsqtroii  li^*nt  coinpte  d'une  certaine  ma- 
niere,  et  coinme  en  bloc,  de  Tineriie  drs  elements  (*). 


(*)  Celle  formule^  donnee  en  i854  (SociM  p/tilomat/tfque,  ^i  \sLtivier)  el  en  1857 
[Comptes  rendus^  10  aoi\t,  p.  io^4)*  s^applique  au  deplaremenl,  sous  le  choc  (Pun  corps  Q 
avec  une  vitessc  V,  d'un  poini  mobile  cjuelconque  de  loul  syst^me  elaslique  P  ayant  un  o»i 
plusieurs  points  fixes,  si  l*on  y  fait  gcneralementy  au  lien  de  \^ 

oil  —  esl  le  rapport  de  la  vitcsse  r,  prise  a  la  fin  du  clioc  par  releiiient  quficonijue  c/F,  a 

celle  V|  prise  alors  par  celni  de  ccs  elements  qui  a  re^ii  le  choc.  Ellc  s'oblient  elementaire- 

inent  si  Ton  pose,  par  le  theorcme  des  vitesses  virluelles,  IVq nation  d'equilibre  dynamiquc 

Q                          Q             </P 
cntre  la  quanlile  de  uiouvement  primilive  ~  V  el  cellcs Vi, •'i>  el  prcnanl  pour 


s  ^ 


(    32    ) 

»  On  voil  que  pour  les  valeurs  de  -  tuoindres  que  2,  coinme  elles  le 

soiit geiieralement,  la  formnle  (46),  fuilement  calculable,  donnedesre- 
sultals  fort  approches  de  cenx  de  la  f(»rtnule  exacte,  et  qu'il  suffit  de  sen 
sorvir  lorsqu'on  nese  propose  de  delerminerque  ledeplacement  maximum 
dii  point  heurte. 

»  12,  Deter minalion  de  la  plus  grande  des  ditalalions  ou  contractions  des 
divers  elements  de  la  barre^  surTunite  de  lews  longueurs.  Conclusion.  —  Pour 
alleindre  ce  second  et  plus  iniporlanl  but,  il  faut  revenir  a  la  solution 
rxnctc  : 

(47)       ~  ^ = ""  S  =^'(^^  -^  '^)  -^/'(^^  -^  "^  -  ^«)- 

»  Lefait  deson  maximum  a  rextremitefixex  = /t,  observe,  n®  10,  aubaut 
de  la /Jgf.  4»  peul  etredemontre  gencralemeni.  On  a  vu  en  effet,  n®5(y?y.  0, 
que  les  J'  out  une  suite  de  maxima  particuliers  y^'(6),  y'(2fl-l-0' 
J'[^ci  +  £),  ••.,  parmi  lesquels  il  y  en  a  un  plus  grand  que  les  autres.  Si 

ilr))lacemcnts  virtucls,  comine  on  fait  tonjotirs,  leurs  deplacements  Vi^/,  i\dt  de  la  fin  du 
choc,  ce  qui  donne  QV.V|  —  QVj.Vi  —  /  \\,\\d9z=:  o,  d*ou,  si  X*  a  la  valeur  (46  '"«*!• 


V.= 


V 


«—  j^, 


-^ 


expression  generate  qui  est  susceplible  d'etre  deduite  aussi  du  theorcme  admis  et  usual  des 
j>erres  de  force  vive.  Or,  il  en  resulte,  si  Ton  egale,  comme  il  a  etc  fait  au  n*  1  pour  obtenir 

la  fornuile  (i),  le  travail  -  Ed  —  «,,,  de  deformation,  a  la  demi-force  vivi* 

])()ssedee  par  le  systeme  apies  ce  parlage,  precisement  la  formnle  (46)  avec  (46  Iffs)  |K)urX. 
Le  degrc  d'erreur,  dont  cette  formnle  dc  denxieme  approximation  resle  affeclce,  ne  tient 

qu'a  ce  que,  faute  de  connaitre  les  grandeurs  des  rapports  -?-?  on  leur  attribue  la  m^meva* 

leur  qtie  si  les  vitcsscs  etaient  tres  petitcs,  ou  si  les  syslimes  elastiqucs  heurtcs  se  dpformaient 
de  la  meme  maniere  que  sous  une  suite  d*actions  puremcnt  staliques,  ou  assii  lentemeni 
variables  pour  que  (dans  le  cas  actnel)  la  dilatation  ou  conlrarii(m  des  elements  resle  sen- 
siblement  la  meme  a  chaquc  instant  d*un  bout  k  Taulre.  CVst  ce  qui  fait  que  celie  evalwa- 
lion,  fort  approchee  qnand  on  ne  vent  avoir  qucle  depiaccmenl  du  point  heurte,  est  Irom- 
peuse,  lorsqu'ii  s'agit  (numero  suivant)  d'cvaluer  la  plus  grande  conuaction  ou  diUtali«n 
des  clrnifnts. 


J 


(  23  ) 

done  chacuii  des  deux  termes  de  (47)  peut  lui  etre  fait  egal,  ia  somme  sera 
evidemment  le  maximum  cherche  de  —  D.  Or  celte  egalile  des  deux  termes 
de  (47)  est  obtenue  si  Ton  fait  a;  =  a.  Ou  a  done 


(48) 


(  Max.  de  —  ;)  =  ^/'(«f— fl)  =  leplus grand  des  :^/'(f],    ^/'(art-f-e),    2/'[^a-\-i),   ..., 


qui  oDt  lieu  aux  temps  respectifs  : 


rt  -4-  t  3/1  -f  f 


5rt  -+- « 


y     •  •  •  • 


&I 


&> 


bi 


D'apres  ce  qu'ou  a  vu,  an  meme  11®  5,  de  la  marche  dey,  s'il  y  a  un  des 


Jw  6.  Choc  longibidinal  dhine  barre  P  par  m  corps  Q,  &vec  une  Vitesse  V. 
V^eurs  des  plus  grandes  dilatations  "S^^max  (-^)  de  ses  elements, 
qui  onl  lieu  i  son  extremite  X'^anon  heurtee,  supposee  Fixe. 
£e$  trois  courbes  onl  pour  abscisses  les  valeurs  de  ^ 
La  oourbe  pkine  du  bad  a  pour  orrimees  les  valeurs^  exademeni 
c^lees,duprMt^('d) 


Ecklie  desclisdssts  S^iir-^  - 


sm^ 


^ti^6 


^-94-    34tf 


(48)  2/'  qui,  plus  grand  que  le  precedent,  surpasse  aussi  le  suivant,  il  sur- 
passera  par  cela  seul  cenx  qui  suivront,  e!  ilsera  le  maximum  maximorum 


(^4) 

clierche.  Or  les  differences,  lelles  que 

sont,  d'apres  les  (9)  a  (j3),  egales  aux  differences  y"'(2£x)  — /'(4fl), 
J''{l\a)  — /'{6a),  ...;  et  nousavonsd^jayHunum^ro  precedenl  ll,calciile 

a  quelles  conditions,  on  dans  qneiles  limites  (4o)  des  valeurs  de  /*=^' 

on  ay(aa)  — /'(4«)  >  o,  y'(4rt)  — y(6a)  >  o,  ....  Si  nous  appliquons 
ici  les  meines  chiirres,  nousconcluons,  avec  M.  Boussinesq,  —  d|„designant 
le  maximum  cherche  de  —  I),  qu'il  faudra  prendre 


(49) 


Pour  ^  <  5,686,  o"  7j  >  o,  17087, 


f  —  c>,,,  =  2/'(2rt -h  e)  =  2- VI  -h  e    ^  J,    ou     =  2  -  si  ^  est  Ires  pclit; 
1  Pour  ^  >  5,686  el  <  l3,  816,  ou  pour  x  <  o^  17587  el  >  0,072380, 

^  DOj  t  p  xP  <I*T 

0  P 

1  Pour  ^  >  1 3, 8 1 6  ct  <  25, 1 6,  ou  pour  5  <  o,  ©7238  el  >  o.  o39745, 

u  Si  done,  d'apres  sa  direction,  le  choc  a  eu  pour  tendance  d*allonger 
la  barre  (c'est-a-dire  si,  par  exemple,  la  masse  heurtante  Q  ebt  creuseet 
enfilee  comme  tin  manchon  par  la  barre,  supposee  munie  a  son  exlr^Diile 
rriin  petit  arret  ou  bourrelet  saillant  receviint  le  heurt),  les  valeurs  (49)1 
(5o),  (5i)deD,„,  numeriquement  calculees,  sonl  a  egaler  a  la  liiiiiie,  ordi- 

nairement  appelee -^»  des  dilatations  dangereuses,  pour  former  reqnation 

de  cohesion  permanente,  ou  la  condition  de  non-enervalion  el  de  non- 
rupture,  menie  a  la  longue,  de  la  barre  snbissant  des  chocs. 

»  Si  les  chocs  ont  eu  pour  tendance  de  raccourcir,  et  sil  ne  devaii  en  re- 
stiller  que  des  compressions,  ces  memes  quantites  uumeriques  —  ^^  seraieiit 

R' 

H  egaler  a  un  nombre  plus  grand  -=?>  R'^  etant  la  limite,  loujours  tres  a"- 

dessus  deRo,  des  forces  comprimantes  non  dangereuses.  Mais,  comme  nous 
avons  vu  (n®  5)  que,  d.ius  la  premiere  periode  de  la  detente  libre  qui  suit 
le  clioc,  il  86  produit  des  dilatations  egales  aux  compressions  ayant  pre* 


( ^5 ) 

cede,  le  danger  de  desagregalion  de  la  matiere  survit  a  la  joncUon,  et  la 
prudence  conseille  de  traiter  les  compressions  sitr  le  meme  pied  que  les 
dilatations,  ou  d'egaler  leurs  valeurs  numeriques  (49)  a  (5i)  k  la  meme 

limite  -^  9^'^  ^^  c'etaient  des  dilatations  ( * ). 

»  La  fig.  6  represente  la  loi  de  ces  valeurs  de  -^  <)„,  en  une  courbe  dont 
les  ordonnees  sont  les  ^  (—  ^,n)  et  les  abscisses  sont  les  ^»  courbe  qui  a  ne- 
cessaireinent  des  jarrets,  mais  peu  anguleux,  aux  points  repondant  aux  ab- 
scisses ^  =  5,686;  13,82;  25,16,  ou  la  loi  change  de  forme.  Les  ordon- 
nees r^(— -  d^)  sont  cotees  aupres  de  ces  points. 

9  Cetle  courbe  difTere  consid^rablement  de  la  parabole  tracee  dessous, 
aussi  en  ligne  pleine,  dont  les  ordonnees  sont  fournies  par 

c*est-a-dire  par  la  solution  vulgaire  (1)  du  n**  1,  ou  -^  remplace  —  <>m. 

€m 

Mais^  si  Ton  releve  cette  parabole  en  ajoutant  Tunilek  toutes  sesordonn^es, 
on  aper^oit  que  la  courbe  qui  en  resulte  et  dont  lequalion  est 

(53)  -^«=V^i-^'.     ^'-^     -^"'^IW^-^')' 


(')  Geci  suppose,  bien  entendu,  que  lorsque  lechoc  tend  ainsi  k  raccourcisseroent  de  la 
barre,  celle-ci  resle  droite  ou  ne  flechit  pas  lateraleinent. 

On  saU  que  dans  I'etat  d'equilibre,  une  pi^e  sollicUie  debout,  c*est-4-direpressee(8tati- 

quemeol)  dans  le  sens  de  sa  longueur,  ne  prend  ou  ne  conserve  aucune  flexion  elastique  tant 

que  la  force  coropriinante,  dont  TefTel  alors  s'exerce  uniformemeDt  d'un  bout  k  I'autre,  est 

tt'  KI 
nioindre  que  — ^  9  a  etant  sa  longueur,  I  le  plus  petit  moment  d'inertie  de  sa  section  trans- 

versale  7  supposee  constanle.  L*on  peut  admettre  analogiquement,  et  meme,  ce  seroble, 
comme  nn  a  fortiori^  que  cette  barre  d'un  poids  P,  sollicitee  par  le  choc  com primant  d'un 
corps  Q  tendant  k  y  developper  en  un  seul  endroit,  etcommc  maximum,  une  pression  longi- 
tudinale  egale  k  E<t[ —  d,„)f  d,,^  etant  la  valcur  ci-apr^s  (53],  nc  flochira  pas  si  Ton  a 

/q         \         7r*EI 


Sous  cette  condition,  presque  toujours  remptie,  ce  que  noas  donnons  peut  ^trc  repute 
applicable  aux  contractions  comme  aux  extensions  dynamiquement  eprouvees. 


(  26) 
est,  k  parlir  de  -  =  5,  fort  rapprochee  de  noire  courbe  ondulee,  qui  a  ete 

tracee  conformement  aux  formules  exactes  (49)  a  (5i). 

»  Cette  particularite  n*est  pas  de  pur  hasard.  M.  Boussinesq,  dans  une 
Nole  du  16  juillet  i883  (Comptes  rendus^  p.  i54),  reproduite  ci-apres,  a  de- 
inontre  d*une  maniere  remarquablequ'ii  devait  en  etre  ainsi,  et  que  T^ua- 
tion  ou  la  formule  simple  (53)  doit,  a  Texclusion  de  celle  (52),  donner  par 
grande  approximation  les  plus  fortes  dilatations  dynamiques  — d^,  pour  pen 

que  le  rapport  ^  ait  de  grandes  valeurs. 

»  En  effet,alors  le  nombre  des  bonds  des  valeurs  dey'(5)  (n®  5)  ou  des re- 
flexions de  Tebranlement  aux  extremites  de  la  barre  devieut  considerable, 
ainsi  qu'on  peut  deja  s'en  faire  une  idee  par  le  haul  d^  ia^^.  i.  Mais  on  a 
en  general,  pour  un  instant  quelconque,  le  deplacement  du  point  heurte: 

''0  =  Wx=o=/(w^)— /(w/ —  2a)=    j         /'(w/)rf(w/);    d'oii: 

(54)  Maximum  de  ^  =  ^  =  Max.  de  —    P     f  (O  cK; 

ou  egal  a  la  plus  grande  des  valeurs  moyennes  que  prend  la  {'ouclion  de* 
riveey(^)  pour  les  diverses  elendues  2a  des  valeurs  de  sa  variable.  Or 
la  suite  de  ces  valeurs  moyennes  passe  a  peu  pres  k  egale  distance  des 
suites  (meme/i^.  i)des  nunimay'(2/2a)et  des  maxima  successifsy(2/?a  +  E) 

de  la  fonction /*';  et  ces  deux  suites  sont  a  la  distance  constante  -  Tune  dc 
rautre.Ajoutons-enlamoitiealamoyenue(54),nousaurons,atrespeupres, 

(55)  Maximum  de  /'(C)  =  fl^Ti*  -^  il. 

»  Comme  la  plus  grande  dilatation,  —'^m^  ^st  [form.  (4^)]  double  de 

la  plus  grande  valeur  dey'(f),  Ton  a  bien,  en  attribuant  a  —  la  valeur 

donnee  par  (52),  precisemeni,  pour  —  ^;„,  la  valeur  que  lui  donne  (53). 

»  On  aurait  eu  legerement  moins  en  attribuant  au  deplacement  u^m  ^ 
valeur  de  seconde  et  grande  approximation 

dont  la  Note  citee  du  16  juillet  donne  une  demonstration  nouveile  et  iude- 
pendante  des  considerations  de  travaux  virluels  ou  depertesde  force  vive. 


(    27  ) 

Mais,  d'lin  autre  cote,  vuque  les  courbes  tie  la^^.  i  ont  iine  concavile 
tourn^e  vers  le  haut,  il  y  aurait  eu  lieu  d'ajouler  a-^>  pour  avoir  le 

y 

maximum  de/'(^),  iin  peu  plus  que  la  moitiede  -^  d'oii  UDe  corapenaation 
partielle.  Nous  conciuons : 

»  i^Quepouriestresgrandes  valeursde^9  au-dessus  de  a4  P^>*  exemple, 


il  faut,  au  lieu  de  la  formule  (Sa),  -  i/^»  qui  neglige  Tiiiertie,  prendre 

B  2^  Que,  pour  les  valeurs  de  -^  entre  5  et  24,  comme  la  ligne  ponctu^e 

Iracee  sur  la  fig.  6,  en  relevant  de  1,10  la  parabole,  se  rapproche  encore 
davatitage  de  la  courbe  des  valeurs  exactes,  il  convient  de  prendre 

»  3^  Mais  que,  de  ^  3=  o  a  ^  =  5,  il  faut  recourir  a  la  formule  exacte, 
simple  encore  entre  ces  limites,  c'est-a-dire  a 

f(49)  reproduil]  ^:s^^=  ^l{s -h e'^V. 

»  Le  probleme  de  resistance  ici  traite  acquiert  de  plus  en  plus  d'impor- 
tance,  puisque  la  phi  part  des  constructions  sont  aujourd'hui  dispos^es  de 
maniere  que  leurs  pieces  ne  supportent  que  des  efforts  dans  le  sens  de  la 
longueur.  Deux  des  formules  pratiques  que  nous  venons  de  donner  ne  sont. 
comme  celle  (46),  qu*approximatives.  Mais  elles  ont  ^t^  revelees  par  Teta- 
blissement  prealable  de  formules  exactes  quMI  a  fallu,  comme  on  voit, 
tirer  de  Tanalyse  circonstanciee  et  delicate  ci-dessus,  due  a  M,  Boussinesq, 
pour  arriver  a  ces  resultats  simples.   » 


(  28) 


Du  choc  longitudinal  d^une  barre  ilasiique  prismatique,  fixde  a  un  bout  et 
heurtie  cl  I* autre.  Etablissement  de  formules  simples  pour  le  calcut  tris 
approchide  sa  resistance;  par  M.  J.  Bocssinbsq,  professeur  a  la  Facuite 
(les  Sciences  de  Lille  [*). 

«  Dans  un  Ouvrage  actuellement  en  cours  dMmpression  ('),  je  donne 
line  theohe  complete  du  choc  d'une  barre  s'etendant,  le  long  de  I'axe  des 
^^HepuisT abscisses:  =  o  jusqu'a  Pabscisse^r  :=  aet  qui,  libreou  fixeeason 
second  bout  a:  =  a,  est  heurtce  k  Tepoque  /  =  o,  sur  sa  premiere  exlrc- 
mite  a::=Oy  par  un  corps  massif,  anime,  suivant  ies  Xj  d'une  certaine 
Vitesse  initiate  Y.  M.  de  Saint-Venant,  dans  une  des  Notes  du  second  fasci- 
cule de  la  Theorie  de  Nlasticite^  de  Clebsch,  qu'il  vient  de  publier  (Du- 
nod,  1 883)  en  collaboration  avec  M.  Flamant,  a  reproduit  presque  en  en- 
tier  (p.  48or£a  -iSogg)  mes  demonstrations  et  mes  formules  relatives  an 

cas  de  la  barre  fixee.  II  en  resulte  notamment,  si  k  =  ^  designe  le  rapport 
(In  poids  Q  du  corps  heurtant  au  poids  P  de  la  barre,  on  la  vitesse  de  pro- 
pagation du  son  le  long  de  celle-ci  et  -  le  tres  petit  temps,  employ^  par  Tex- 

tr^mite  heurtee  x  =  o  k  prendre  la  vitesse  V  du  corps  heurtant :  i**  qu»* 
les  deplacements  u  des  divers  points  de  la  barre  sont  exprimes  par  la 
formule 

(i)  n  =f{o;it  —  Jc)  — /(w^  4-  X  —  2rt), 

dans  laquelle  la  fonction  graduellement  variabley(5 ),  nulle  pour ^  =  —  ac . 
a  sa  derivee,y'(i^),  nulle  elle-meme  tant  que  sa  variable  quelcunque  ^ 

est  <  o,  puis  rapidement  grandissante  jusqu'a  -  quand  ^  croit  ile  zero  a  i. 

et  regie  ensuite  par  Tequation  aux  differences  melees 


(')  Presentee  Ik  rAcaclemie  le  iGjuillet  i883  [Comptes  rendus,  p.  i54). 
( • )  Jpplf cation  des  poicntiels  a  I'etude  de  I'equiUbre  ei  tlu  moitpcment  des  so/ides  et^-^f*' 
goes,  avec  des  Notes  Siendues  sin  divers  points  de  Physique  mnthematiqne  et  d'Annlrse' 


(>9) 
jusqira  line  valeur  ^  =  ^^ ^  totijours  plus  grande  que  2^i  +  6  et  correspon- 

(iant  a  Tinstant  ^,  =  -  de  la  separation  du  corps  heurtant  d  avec  la  barre; 

instant  ou  la  sommey(^)4-y^'(5  —  2a)  devient  et  reste  d^sormais  miller vii 

qu*on  a,  des  lors,  —  =  o  a  rexireniite  a;  =  o;  ce  qui  fait  que  les  valeurs 

uherieures  de  /'(^)«  au  lieu  de  se  determiner  par  (2),  sont  simplement 
egales  i  — /'(?  —  2a);  2®  que,  depuis  ?  =  o  jusqua  S  =  Si,  la  fonction 
/'(5)  oscille  entre  des  minima  et  des  maxima  consecutifsy(o)  eiy'(€), 
/'(2fl) et/'(2a  4-  e),/'(4a)  el/{^a  4-  e),  etc.,  cliaque  tnaximum/'(2/2a  -f-  i) 

y 

(lepassant  de  -  le  minimum  precedent^ (2/ia),  et  la  suite  des  maximay'(£), 

/'(2a  +  €)»...  formant  une  serie  d'abord  croissante,  mais  ensuite  d^crois- 
sanle  (du  moins  quand  leur  nombre  depasse  2};  3^  que  ^4  et  le  nombre 
de  ces  maxima  de/'(^)  sont  d'autant  plus  grands,  que  le  rapport  k  Test 
lui-meme  davantage;  4^  que  la  plus  forte  des  deformations 

se|)roduitarextremitefixex  =  aet  a  pour  valeurle  double,  if'[jina  -he) 
du  plus  grand  des  maxima,  etc.  Je  renverrai  a  la  Note  cit^e  de  M.  de 
Saint-Yenant  pour  Tint^gration  de  I'equation  (2)  et  pour  la  demonstra- 
tion de  toutes  ces  lois;  mais  ici  j*aborderai  d'une  maniere  nouvelle  le  cas 
0U9  le  rapport  k  etant  assez  eleve  pour  que  ^|  contienne  un  grand  nombre 
de  fois  2a,   les  minima  et  maxima  successifs  de/'(^)  Giiisseut  par  d^« 

passerdebeaucoup  les  amplitudes,  comparables  a -9  des  ondulalions  irr6- 


gulieres  de  longueur  2aou de duree  — >  dont  cette  fonction/'( ^)est  affectie. 

»  Introduisons  alors,  au  lieu  de/(^),  la  nouvelle  fonction  (ou9designe 
une  variable  auxiliaire  que  les  integrations  feront  disparaitre)  : 

(3)  +(o=£/(?-^+s)S' 

moyenne  des  valeurs  de  la  fonction/ dans  un  inter valle  aa  oil  ses  valeurs 
extremes  sont  /(^  —  %a)  et/(5),  et  qui  est,  en  quelque  sorte,  la  fonc- 
tion /(?)  rdgularisee,   c'est*a-dire  dibarrassie  de  ses  in^galil&i  de  Ion- 


(3o) 
gueiir  aa.  Nous  aurons,  en  difTerentiant  (3)^ 

ce  qui  montre  notamment  que  ^(5)  n'est  autre,  aussi,  quey(^)  rigularis^. 
D'ailleurs,  si  on  integre  par  parties  f[^  —  a-+-  0)dQj  ou  (ce  qui  revient 
au  uieme)  si,  apres  avoir  ecrit  l*identite 

rf[^/,5_«  +  9)]=/(?-a-4-9)^+/(?-«  +  5)?^. 

Ton  integre  tousses  termes  de6  =  —  aa6=/j,  d'ou,  pour  ce  que  fournit 
le  i^remier  terme  du  second  menibre,  precisement  [d'apres  (3)],  le  double 
de  ce  que  repr^sente  ^(5),  Ton  obtient  : 

(5)      /(?)+/•(?- 2«i=2+{q+jry'(?-«+ 6}^'- 

»  Or  si,  dans  le  dernier  terme  de  cette  Equation,  nous  remplafons 
/'(5  —  a  -h  5)  par  sa  valeurmoyenne  dans  un  intervalle  aa,  savoir{5|  de- 
signant  une  nouvelle  variable  auxiliaire]  par 

jr>(?-h(?-«4-5,)'^=^[/(?+6)-/(s+&-2«)] 


qui,  d'apres  (4),  n'est  autre  chose  que  vp'(5  -h  S),  ce  dernier  terme  de  (5) 
devienl 

a 


fjU^Oi'-^=fm^O)i^-f^'i^^O) 


(6)         I      ==ideniici»em.niff^^±n=j:il:zl)^J^ 

=  (sensiblement )  J"f  (?)  iil£?  =  if!  ^"(5); 

en  sorte  que  le  dernier  terme  /  /'(?—  n-hO) — de  T^quation  (5)  de- 

passe  '|a^^''(^)  d'une  fonclion  que  nous  appellerons  ^xi^)*  ^^^^  ^  valeur 
mojrerme  dans  tout  intervalle  2apeut  Stre  censit  nulle.  Maintenant,  rempla* 
fons,  dans  (2),  le  premier  membre  par  ^aY[^)  ^o  vertu  de  (4)i  et,  dans 


(  3i  ) 
son  second  membre,  m  verlu  de  (5)  el  (6),  le  biii6ine/(q-H/(?-  aa) 
par  2<1;(?)  +  |«'f' (?)  -^  ^/(C);  pu's  reduisons,  et  posons,  afin  d'abreger  . 

(7)  J^  +  5  =  ?-+-5  =  '^'' 

il  viendraVequation  differenlielle  f  (?)  +  ~  [t (?)  -  ^]  =  "  •^'  do»» 
r.ntegrale,  delertninee  en  observant  que  <K  o  j  =  o  et  f  (o)  =  o,  pent  s'ecrire 

Or  il  est  Clair  que,  dans  ces  formules  (6),  les  deux  inlegrales  deQnies, 
ou  rintervalle  des  limiies  comprend  un  grand  nombre  de  fois  ^a,  sont 
evaluables  en  rempla?ant  le  facteur  x(fi)  par  sa  valeur  regularisee  (z^ro 
environ),  ce  qui  les  annule  a  fort  peu  pres.  Ainsi,  +'(?)  ^'^  reductible 
i  _iL-sin-L-  On  en  deduil  tout  d'abord,  vu  les  relations  (i)  et  (4), 

rerpression\res  approchee  («)-.  =«^  ;|  ^>"^'  **"«  ^  ^'  ^"  ^"'"^■ 
Venant  qui  Va  deduite  d'autres  considerations  et  hypotheses,  des  d^pla- 
cements  da  point  heurte.  Mais  il  en  resulte,  ce  qui  est  encore  plus  in™- 
portant,  une  expression  nouvelle,  presque^ussi  exacte,  de  la  plus  grande 
deformation  -3  =  2/(a«a +  6).  En  eflet.  la  fonction  i;(?),  9"'  "«' 
autre  quem)  rignlarisee,  doit,  au  moins  dans  le  voisinage  du  plus  grand 
maximum/'(a«a  +  0.  tenir  sensiblement  le  milieu  enlre  deux  fonctions 
graduellement  variables ,  dont  I'une  comprendrait  lous  les  minima 
fXixna),  I'aut.e,  tons  les  maxima /'(ana  +  e);  et,  comme  ceux-ci 
d^passent  les  minima  de  :^,  la  fonction  graduelle  qni  les  exprimerait  egalera 
a  fort.peu  pres,  dansce  meme  voisinage,  .j-U)  +  ^.  c'est4.-dire  ^  (N/k  +  0, 
saut  Irreur  negligeable  en  comparaison  de  f^-  On  en  d^duit,  a  uneerreur 
pres  du  meme  ordre,  pour  le  double  du  plus  grand  des  maxxma 
/(a/ia  +  O,  c'est-a-dire  pour  la  deformation  la  plus  forte  -3,  1  expres 
sion  cherchre  :  _ 


(32    ) 

)»  M.  FlatnaDt  en  effectuant,  dans  les  hypotheses  k  =  -  =  ^=:i,=3, 

=  3,  . . .,  le  calcul  des  formules  que  j*ai  trouvees  pour  —  D^,  a  reconnn  que 
cette  expression  approch^e  beaucoup  plus  simple,  (9),  commence  a  etre 
tres  applicable  en  pratique  des  que  k  atteint  la  valeur  7.  Au-dessous,  il  faut 
recourir  k  la  formule  exacte^  que  j'ai  donnee  pour  ces  cas, 


—  D  =  2  -M  -he  'oj.  » 


ERRATA, 


Page     4»  deuxieine  formule  (4),  ««  H^u  de  -~»  lisez  — • 

ax  dx 

»      o?.,  formule  (47)»  «*«  ^'^«  <3fe/'(«/ -hx),  lisez  f[iAt  --  x], 

*-     26,  ligne  3  en  remontant  (de  la  note),  an  lieu  de  —  j  lisez  i/^ 

P  O 

«      2G,  ligne  I,  nu  lieu  de  j-i  lisez  —  • 

»     27,  ligne  7,  ^  gauche  de  I'equationy  mcttre  (56\ 
>»     ?.7,  ligne  1 1  »  (57). 

«»     3'2,  ligne  4i  '"*  ''<•«  de  la  valenr  7,  //*c«  la  valenr  5. 


cAuivm-viixAis,  mpRimcii-LiBiAiiii  DKs  coMrm  miidos  du  wtAMcit  Dt  l'acadAhii  »m  •ciinctt. 
912^  Paris  —  Quai  dei  AttpusUns,  55. 
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